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Περίληψη 
 
Κατά τις προσοµοιώσεις που γίνονται στα πλαίσια του αντιπλυµµηρικού σχεδιασµού, 

είναι σηµαντικό να λαµβάνεται σοβαρά υπ’ όψιν η χωρική κατανοµή της βροχής. Γίνονται 
λοιπόν έρευνες στην κατεύθυνση δηµιουργίας χωρικά συνεπών στοχαστικών µοντέλων 
βροχής. 

Μία ιδιότητα που φαίνεται να είναι σηµαντική για την κατανοµή της βροχής στο χώρο 
είναι ύπαρξη εξάρτησης µακράς κλίµακας ή εµµονής, η οποία είναι αντίστοιχη µε το 
φαινόµενο Hurst που εµφανίζεται στη µελέτη υδρολογικών χρονοσειρών. Ένα χωρικό λοπόν 
µοντέλο βροχής θα πρέπει να µπορεί να αναπαριστά την εµµονή µακράς κλίµακας. 

Ξεκινώντας από ένα υπάρχον µονοδιάστατο γραµµικό µοντέλο που συνήθως 
χρησιµοποιείται για την προσοµοίωση χρονοσειρών που παρουσιάζουν εµµονή, επιδιώκουµε 
να το επεκτείνουµε στις δύο διαστάσεις, και να εξάγουµε τις βασικές σχέσεις που το 
περιγράφουν. Η κατασκευή αυτού του δισδιάστατου µοντέλου απαιτεί θεωρητικές αναλύσεις 
για την αναλυτική εύρεση των συναρτησιακών σχέσεων που το περιγράφουν. Το µοντέλο 
ανήκει στην κατηγορία των µοντέλων σταθµισµένου συµµετρικού κινούµενου µέσου (SMA – 
Symmetric Moving Average). Μπορεί να συνθέσει δισδιάστατα τυχαία πεδία επιτυγχάνοντας 
τη διατήρηση της µέσης τιµής, της διασποράς και της ασυµµετρίας του τυχαίου πεδίου αλλά 
ταυτόχρονα και της εµµονής του. Το µοντέλο δοκιµάστηκε στην αναπαραγωγή τυχαίων 
πεδίων βροχής µε στατιστικά χαρακτηριστικά που προκύπτουν από δεδοµένα ραντάρ και 
έδειξε καλή συµπεριφορά.  

 

 

Abstract 
 

For the rational design and management of flood-preventing works, it is important when 
simulating a storm to respect the spatial distribution of rainfall. Thus research is done in order 
to develop spatially consistent stochastic rain models. 

A property that seems to have a significant effect on the spatial distribution of rain is the 
existence of large scale dependence or persistence, which corresponds to the Hurst effect, met 
at the study of hydrological time series. Therefore a spatial rain model should be able to 
simulate the large scale persistence. 

Beginning from an existing one-dimensional linear model, which is usually used in 
simulating time series with long-term persistence, we try to expand it into two dimensions, 
and to find the basic formulas that describe it. The development of this two-dimensional 
model demands in many cases theoretical calculations in order to find the functional 
relationships that describe it. This model belongs to the category of Symmetric Moving 
Average (SMA) models. It can synthesize two-dimensional random fields, managing to 
preserve the average, the variance and the skewness and also the persistence of the random 
field. The model was tested in the reproduction of rainfall fields, with statistics obtained from 
radar data, and showed good performance. 

 iii
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Κεφάλαιο 1 
Εισαγωγή 

 

 

1.1 Εισαγωγή 
Πολύ σηµαντικός κλάδος της Τεχνολογίας Υδατικών Πόρων είναι η Αντιπληµµυρική 

Προστασία. Η σύγχρονη οικονοµική ανάπτυξη δίνει στις πόλεις τέτοια µορφή, ώστε το 

πρόβληµα των πληµµυρών συνεχώς να οξύνεται. Κατά συνέπεια η αντιµετώπισή τους 

αποτελεί, από τη µία µεγάλη πρόκληση για τους µηχανικούς και από την άλλη επιτακτική 

ανάγκη για την κοινωνία. 

Μία σύγχρονη τάση στο σχεδιασµό της Αντιπληµµυρικής Προστασίας και των συναφών 

έργων είναι η χωροχρονική προσοµοίωση της πληµµύρας. ∆εδοµένου ότι η πρωτογεννής 

πληροφορία µίας πληµµύρας είναι η βροχή, η προσοµοίωση µπορεί να γίνει µέσω 

στοχαστικής προσοµοίωσης της βροχής και διόδευσης των αποτελεσµάτων της µέσω κάποιου 

µοντέλου βροχής - απορροής. 

Πρόσφατες έρευνες (Wheater et al., 2000) αποδεικνύουν ότι η χωρική κατανοµή της 

βροχής παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο στην προσοµοίωση της απορροής και στην εκτίµηση των 

µεγεθών σχεδιασµού ενός αντιπληµµυρικού έργου. Γίνεται λοιπόν προσπάθεια από πολλούς 

ερευνητές να παραχθούν χωρικά συνεπή µοντέλα χρονικής προσοµοίωσης της βροχής. Σε 

αυτή την προσπάθεια βοηθά σηµαντικά η εξέλιξη των µετεωρολογικών radar. 

 

 

1.2 Αντικείµενο της εργασίας 
Αντικείµενο της παρούσας εργασίας είναι η στοχαστική προσοµοίωση πεδίου βροχής 

µέσω ανελίξεων απλής οµοιοθεσίας (simple-scaling) και συγκεκριµένα µέσω της 

δισδιάστατης ανέλιξης FGN. Επιχειρείται να αναπτυχθεί γραµµικό µοντέλο σύνθεσης 

δισδιάστατων τυχαίων πεδίων που διατηρούν την εµµονή στο δισδιάστατο και εποµένως 

µπορούν να προσοµοιώσουν την ανέλιξη FGN. Επισηµαίνεται ότι η δισδιάστατη ανέλιξη 

FGN δεν έχει µελετηθεί ως τώρα µε πληρότητα, και για το λόγο αυτό στην εργασία έγιναν 

εκτεταµένες αναλύσεις προκειµένου να µελετηθούν οι ιδιότητές της και να δοθούν 

αναλυτικές ή προσεγγιστικές εκφράσεις διαφόρων χαρακτηριστικών της. 
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1.3 ∆ιάρθρωση της εργασίας 
Η εργασία περιλαµβάνει την παρούσα εισαγωγή που αποτελεί το 1ο  Κεφάλαιο, πέντε 

επιπλέον κεφάλαια και τρία παραρτήµατα. 

Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται µία σύντοµη επισκόπηση της βιβλιογραφίας γύρω από το 

φαινόµενο Hurst και την ανέλιξη FGN σε µία ή περισσότερες διαστάσεις. Στη συνέχεια 

δίνονται οι απαραίτητοι ορισµοί των στατιστικών µεγεθών που θα χρησιµοποιηθούν και 

γίνεται σύµβαση για το συµβολισµό τους. Γίνεται παρουσίαση των βασικών ιδιοτήτων της 

ανέλιξης FGN και των τυχαίων πεδίων. Τέλος υπενθυµίζονται ορισµένα στοιχεία που 

αναφέρονται στο µαθηµατικό υπόβαθρο της εργασίας 

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται ένα υπάρχον γραµµικό µονοδιάστατο µοντέλο που 

διατηρεί την εµµονή, και το οποίο αποτέλεσε τη βάση για την ανάπτυξη του δισδιάστατου 

µοντέλου, το οποίο αποτελεί το κύριο θέµα της εργασίας. Επίσης παρουσιάζεται µία 

εφαρµογή του συγκεκριµένου µοντέλου. 

Στο Κεφάλαιο 4 γίνεται η θεωρητική επεξεργασία του δισδιάστατου γραµµικού 

µοντέλου FGN. Γίνονται οι απαραίτητες παραδοχές, παρουσιάζεται η βασική δοµή του και 

στη συνέχεια εξάγονται οι σχέσεις από τις οποίες εκτιµώνται οι παράµετροι του µοντέλου. 

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζονται δύο εφαρµογές που βοηθούν στη διερεύνηση των 

επιδόσεων του µοντέλου που αναπτύχθηκε. 

Τέλος στο Κεφάλαιο 6 συνοψίζονται τα βασικά συµπεράσµατα της εργασίας. 

Στα Παραρτήµατα Α και Β παρατίθενται πίνακες που προέκυψαν από τους 

υπολογισµούς που έγιναν στις τρεις εφαρµογές. Στο Παράρτηµα Γ παρουσιάζεται ένας 

αλγόριθµος γέννησης τυχαίων αριθµών. 
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Κεφάλαιο 2 
Βασικές Έννοιες - Ορισµοί 

 

2.1 Βιβλιογραφική Επισκόπηση 
Το 1951, στα πλαίσια της µελέτης του Μεγάλου Φράγµατος του Ασουάν,  ο Hurst 

µελετώντας µία υδρολογική χρονοσειρά πολύ µεγάλου µήκους παρατήρησε το φαινόµενο τα 

υγρά έτη να οµαδοποιούνται σε υγρές περιόδους, και αντίστοιχα τα ξηρά σε ξηρές περιόδους. 

Το φαινόµενο αυτό ονοµάστηκε «φαινόµενο Hurst» και η ιδιότητα της οµαδοποίησης εµµονή 

(ή µακροπρόθεσµη «µνήµη»). Αργότερα, το 1977, ο Mandelbrot ονόµασε εναλλακτικά το 

φαινόµενο Hurst «φαινόµενο Ιωσήφ» εµπνεόµενος από το γνωστό µύθο των 7 παχιών και 7 

ισχνών αγελάδων, που επισκέφτηκαν το Φαραώ στον ύπνο του. 

Το φαινόµενο Hurst όµως δεν απαντάται µόνο σε υδρολογικές χρονοσειρές, αλλά σε 

πολλές ακόµη γεωφυσικές χρονοσειρές. Οι Haslett & Raftery (1989) διαπίστωσαν την 

ύπαρξή του σε χρονοσειρές έντασης του ανέµου, ο Bloomfield (1992) σε χρονοσειρές µέσης 

παγκόσµιας θερµοκρασίας, ο Eltahir (1996) σε χρονοσειρές παροχής του Νείλου, οι 

Radziejewski & Kundzewicz (1997) σε χρονοσειρές παροχής του ποταµού Warta στην 

Πολωνία, οι Montanari et al. (1997) σε χρονοσειρές µηνιαίων και ηµερήσιων εισροών στην 

Ιταλική λίµνη Maggiore, οι Vogel et al. (1998) σε χρονοσειρές ετήσιας απορροής σε ποτάµια 

των ηπειρώτικων ΗΠΑ, οι Stephenson et al. (2000) κατά τη διερεύνηση της ταλάντωσης του 

Βορείου Ατλαντικού, ο Koutsoyiannis (2002) στα πάχη των ετήσιων δακτυλίων αιωνόβιων 

δέντρων της Utah. 

Το 1965 εισήχθη από τον Mandelbrot η ανέλιξη FGN (Fractional Gaussian Noise – 

Κλασµατικός Γκαουσιανός Θόρυβος) η οποία µπορεί να αναπαράγει το φαινόµενο Hurst. 

Έκτοτε η ανέλιξη FGN έχει χρησιµοποιηθεί σε πολλά µοντέλα στοχαστικής υδρολογικής 

προσοµοίωσης. Συνήθως η ανέλιξη FGN χρησιµοποιείται για την προσοµοίωση χρονοσειρών 

σε µονοδιάστατες δηλαδή εφαρµογές, µε µεταβλητή το χρόνο. 

Το 1977 ο Mandelbrot παρουσίασε µία σειρά εφαρµογών της ανέλιξης FGN µε 

µεταβλητή µία ή περισσότερες διαστάσεις στο χώρο. Αυτές οι εφαρµογές καλούνται προφίλ, 

τοπία ή σύννεφα Mandelbrot σε µία, δύο ή τρεις διαστάσεις αντίστοιχα. Έτσι ο Hewett (1986) 

µελετώντας διάφορες διεργασίες ροής σε πορώδες µέσο προσοµοίωσε µε την ανέλιξη FGN τη 

µεταβολή του πορώδους, επίσης οι Molz & Boman (1993) και ο Neumann (1994) 

προσοµοίωσαν τη µεταβολή της υδραυλικής αγωγιµότητας υδροφορέων. 
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Τέλος να αναφερθεί ότι λόγω της ιδιότητας της αυτο-συγγένειας (self-affinity) της 

ανέλιξης FGN (Molz et al., 1997) έχει συνδεθεί η ανέλιξη FGN µε τη θεωρία των 

µορφοκλασµατικών (fractals). Για παράδειγµα οι Gneiting & Schlather (2004) συνδέουν την 

µορφοκλασµατική διάσταση ενός προφίλ, τοπίου ή συννέφου Mandelbrot µε το συντελεστή 

Hurst του, µέσω γραµµικής σχέσης. 

Στην εµµονή και το φαινόµενο Hurst έχουν δοθεί διάφορες ερµηνείες. Από κάποιους 

θεωρείται ότι η εµµονή έχει ντετερµινιστική προέλευση (πχ Bhattacharya et al., 1983). Άλλοι 

(πχ Bak, 1996) θεωρούν ότι υπάρχει κάποια εγγενής ιδιότητα στα φυσικά συστήµατα, που 

επιτρέπει ακόµη και σε πολύ αποµακρυσµένα στοιχεία τους να συνεργάζονται. Σύµφωνα µε 

το συγγραφέα Υπάρχει όµως µία πιο απλή και εύκολα κατανοητή, κατά το συγγραφέα, 

εξήγηση, οι διακυµάνσεις ενός γεωφυσικού τυχαίου µεγέθους συµβαίνουν σε περισσότερες 

από µία κλίµακες, συµβαίνουν σε όλες τις κλίµακες. Για παράδειγµα διακυµάνσεις της 

παροχής ενός ποταµού γίνονται σε κλίµακα λεπτού, ώρας, µήνα, έτους κλπ. Έτσι κάποια 

διακύµανση µεγάλης κλίµακας προκαλεί οµαδοποίηση των τιµών της παροχής στις 

µικρότερες κλίµακες. Κάτι τέτοιο έχει υποστηριχθεί από το Εθνικό Συµβούλιο Ερευνών των 

ΗΠΑ (National Research Council, 1991), το οποίο υποστηρίζει ότι το κλίµα «αλλάζει 

ακανόνιστα, για άγνωστο λόγο, σε όλες τις χρονικές κλίµακες», ενώ έχει αποδειχθεί από τον 

Koutsoyiannis (2002) ότι αρκούν τυχαίες διακυµάνσεις σε τρεις µόνο κλίµακες για να 

αναπαραχθούν το φαινόµενο Hurst και η µακροπρόθεσµη εµµονή. 

 

2.2 Ορισµοί 
Προκείµενου να γίνουν καλύτερα κατανοητές οι έννοιες τις οποίες πραγµατεύεται η 

παρούσα εργασία, παρουσιάζονται εδώ οι ορισµοί ορισµένων µεγεθών και εννοιών. Επίσης 

γίνεται σύµβαση για τους συµβολισµούς τους. 

Αν Χ µία τυχαία µεταβλητή και x µία τιµή της τότε ορίζονται οι παρακάτω συναρτήσεις 

της τιµής x (Κουτσογιάννης, 1996, Μιµίκου, 1994). 

Συνάρτηση κατανοµής της x είναι η συνάρτηση µε εξίσωση 

 FX(x) := P({X ≤ x}) (2.1) 

η οποία ορίζεται για κάθε πραγµατικό αριθµό x, είναι αύξουσα και δίνει την πιθανότητα που 

έχει η τυχαία µεταβλητή Χ να είναι µικρότερη από τον αριθµό x. Η συνάρτηση κατανοµής 

καλείται και αθροιστική συνάρτηση κατανοµής ή πιθανότητα µη υπέρβασης. 

Η παράγωγος της συνάρτησης κατανοµής ονοµάζεται συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας και συµβολίζεται 
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 fX(x) := 
dFX(x)

dx   (2.2) 

οι βασικές της ιδιότητες που προκύπτουν από τον ορισµό της είναι: 

 fX(x) ≥ 0,     ⌡⌠
-∞

∞

 fX(x)dx = 1,     FX(x) = ⌡⌠
-∞

x

 fX(ξ)dξ  (2.3) 

Για δύο τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ ορίζεται ως από κοινού συνάρτηση κατανοµής η 

συνάρτηση µε εξίσωση  

 FXY(x,y) = P({X≤x,Y≤y}) (2.4) 

και ως από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας η συνάρτηση µε εξίσωση 

 fXY(x,y) := 
∂2FXY(x,y)

∂x∂y
   (2.5) 

Προφανώς ισχύει FXY(x,y) = ⌡⌠
-∞

x

 ⌡⌠
-∞

y

 fXY(ξ,ω)dξdω  (2.6) 

Έστω µία συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ. Ορίζονται τα παρακάτω µεγέθη. Αν g(Χ) 

συνάρτηση της Χ, τότε ορίζεται ως αναµενόµενη τιµή της g(X) το µέγεθος  

 E[g(X)] := ⌡⌠
-∞

∞

 g(x)fX(x)dx  (2.7) 

ενώ αν η Χ είναι διακριτή 

 E[g(Χ)] := ∑
i=1

∞

 g(xi)P(X=xi)  (2.8) 

Ειδικότερα: 

Για g(X) = Xr, r = 0, 1, 2, 3, …η αναµενόµενη τιµή της g(X) συµβολίζεται 

 mX
(r) := E[Xr] (2.9) 

και ονοµάζεται ροπή περί την αρχή τάξης r.  

Για r = 1, δηλαδή g(X) = X η αναµενόµενη τιµή της g(X) συµβολίζεται 

 µX = mX = E[X] (2.10) 

και ονοµάζεται αναµενόµενη ή µέση τιµή της Χ. 

Για g(X) = (X-mX)r, r = 0, 1, 2, … η αναµενόµενη τιµή της g(X) συµβολίζεται 

 µX
(r) := E[(X-mX r] (2.11) 



 6

και ονοµάζεται κεντρική ροπή τάξης r. 

Για r = 2, δηλαδή g(X) = (X-mX)2 η αναµενόµενη τιµή της g(X) συµβολίζεται 

 γ0Χ = σ2
Χ = Ε[(X-mX)2] = Var[X] (2.12) 

και ονοµάζεται διασπορά της Χ. 

Από τις ροπές προκύπτουν και οι ακόλουθες παράµετροι: 

Η τυπική απόκλιση της Χ  

 σΧ = σ2
Χ  (2.13) 

ο συντελεστής µεταβλητότητας  

 CvX = 
σX
mX

  (2.14) 

ο συντελεστής ασυµµετρίας  

 ξX = CsX =  
µX

(3)

σ3
X

  (2.15) 

Για δύο τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ ορίζονται επίσης αναµενόµενες τιµές και ροπές. Αν 

λοιπόν g(X,Y) συνάρτηση των δύο τυχαίων µεταβλητών, τότε η αναµενόµενη τιµή της δίνεται 

από την εξίσωση  

 E[g(X,Y)] = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 g(x,y)fXY(x,y)dxdy  (2.16) 

Το µέγεθος Ε[XpYq] ονοµάζεται από κοινού ροπή περί την αρχή τάξης p+q των Χ και Υ. 

Το µέγεθος Ε[(X-mX)p(Y-mY)q] ονοµάζεται από κοινού κεντρική ροπή τάξης p+q των Χ και Υ. 

Από τις κεντρικές ροπές συνήθως χρησιµοποιείται η 

 σΧΥ = Cov[X,Y]  := E[(X-mX)(Y-mY)] = E[XY] - mXmY (2.17) 

που ονοµάζεται συνδιασπορά των Χ και Υ. Από τη συνδιασπορά προκύπτει ο συντελεστή 

συσχέτισης των Χ και Υ, που ορίζεται από τη σχέση 

 ρΧΥ := 
Cov[X,Y]

Var[X]Var[Y]
 = 

σΧΥ
σΧσΥ  (2.18) 

Στοχαστική ανέλιξη καλείται µία απειροπληθής ακολουθία τυχαίων µεταβλητών. Μία 

στοχαστική ανέλιξη µπορεί να συµβολιστεί ως Χt όπου ο δείκτης t παίρνει τιµές από ένα 

κατάλληλο δεικτοσύνολο Τ το οποίο συνήθως παριστάνει το χρόνο. Όταν ισχύει Τ = {0,1,2,..} 

έχουµε µία ανέλιξη σε διακριτό χρόνο, ενώ όταν Τ = [0,∞) έχουµε µία ανέλιξη σε συνεχή 

χρόνο. 

Χρονοσειρά καλείται µία, εκ των άπειρων δυνατών, υλοποίηση της στοχαστικής 

ανέλιξης. 
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Για µία στοχαστική ανέλιξη Χ(t) ορίζονται τα παρακάτω µεγέθη: 

Μέση τιµή: µΧ = E[X] (2.19) 

Αυτοσυνδιασπορά:    γτ = C(t,τ) := Cov[X(t),X(t+τ)] = Ε[(X(t)-µ(t))(X(t+τ)-µ(t+τ))] (2.20) 

∆ιασπορά: γ0 = C(t,0) = Var[X(t)] = Cov[X(t),X(t+τ)] (2.21) 

Συντελεστής αυτοσυσχέτισης:   ρ(t,τ) := 
Cov[X(t),X(t+τ)]

Var[X(t)]Var[X(t+τ)]
  = 

C(t,τ)
C(t,0)C(t+τ,0)

  (2.22) 

Στις παραπάνω σχέσεις ο όρος τ καλείται υστέρηση (lag). 

Για δύο ανελίξεις Χ και Υ ορίζονται: 

Ετεροσυνδιασπορά: CXY(t,τ) := Cov[X(t),Y(t+τ)] (2.23) 

Συντελεστής ετεροσυσχέτισης: rXY(t,τ) := 
Cov[X(t),Y(t+τ)]

Var[X(t)]Var[Y(t+τ)]
  (2.24) 

Μία στοχαστική ανέλιξη Χ(t) καλείται στάσιµη µε την αυστηρή έννοια ή απλά στάσιµη 

όταν η συνάρτηση κατανοµής της παραµένει σταθερή, ανεξάρτητα από την τιµή που παίρνει 

ο δείκτης t. 

Μία στοχαστική ανέλιξη Χ(t) καλείται στάσιµη µε την ευρεία έννοια όταν η µέση τιµή 

της παραµένει σταθέρη, ανεξάρτητα από την τιµή του δείκτη t και η αυτοσυνδιασπορά της 

εξαρτάται µόνο από την υστέρηση. ∆ηλαδή όταν: 

 Ε[X(t)] = µ = σταθ   και   Ε[(X(t)-µ)(X(t+τ)-µ)] = C(τ) (2.25) 

Μία στοχαστική ανέλιξη καλείται λευκός θόρυβος και συνήθως συµβολίζεται µε Vi όταν 

κάθε τιµή της είναι ανεξάρτητη από τις υπόλοιπες και ισχύει ότι 

 Cov[Vi,Vj] = 0  για  i =/   j     και     Cov[Vi,Vj] = 1  για  i = j (2.26) 

Αν θεώρησουµε µία στοχαστική ανέλιξη Xi τότε ορίζουµε ως συναθροισµένη ανέλιξη 

στην κλίµακα k εκείνη την ανέλιξη που ορίζεται από τη σχέση 

 Zj
(k) = ∑

i=(j-1)k+1

jk
 Xi  (2.27) 

Για παράδειγµα για k = 2 ισχύει: Z1
(2) = X1+X2,   Z2

(2) = X3+X4,  …, για k = 3 ισχύει: Z1
(3) = 

X1+X2+X3,   Z2
(3) = X4+X5+X6, ... Η κλίµακα k = 1 ονοµάζεται βασική κλίµακα. 

 

2.3 Στοιχεία Φασµατικής Ανάλυσης Fourier 
Σε αυτή την παράγραφο υπενθυµίζονται πολύ συνοτπτικά οι βασικές ιδιότητες του 

µετασχηµατισµού Fourier. 

Ο µετασχηµατισµός Fourier ανήκει στην κατηγορία των ολοκληρωτικών 

µετασχηµατισµών και έχει πυρήνα e-i2πωx. Ορίζεται από την εξίσωση (Bracewell, 2000) 
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 F(ω) = ⌡⌠
-∞

∞

 f(x)e-i2πωxdx  (2.28) 

και ο αντίστροφος µετασχηµατισµός από την εξίσωση 

 f(x) = ⌡⌠
-∞

∞

 F(ω)ei2πωxdx  (2.29) 

όπου i = -1  η µιγαδική µονάδα. 

Η συνάρτηση f(x) ονοµάζεται αρχική και η F(ω) µετασχηµατισµένη. Για το συµβολισµό 

του µετασχηµατισµού Fourier µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ο συναρτησιακός τελεστής 

Fourier, έτσι µπορούµε να γράφουµε 

 F{f(x)} = F(ω)   και   F -1{F(ω)} = f(x) (2.30)

Αποδεικνύεται (Bracewell, 2000, p. 13) ότι αν η αρχική συνάρτηση είναι πραγµατική 

και άρτια τότε και η µετασχηµατισµένη είναι πραγµατική και άρτια. 

Αν η αρχική συνάρτηση είναι περιοδική µε περίοδο 1 τότε απλοποιείται ο 

µετασχηµατισµός Fourier και µπορεί (Κουτσογιάννης, 2003)  να οριστεί ο πεπερασµένος 

µετασχηµατισµός και ο αντίστροφός του ως 

 Fk = ⌡⌠
-1/2

1/2

 f(x)e-i2πkxdx ,   f(x) = ∑
k=-∞

∞

 Fkei2πkx  (2.31) 

Αν η αρχική συνάρτηση είναι επιπλέον πραγµατική και άρτια τότε ο µετασχηµατισµός  

και ο αντίστροφός του απλοποιούνται ακόµη περισσότερο και ορίζονται ως 

 Fk = ⌡⌠
-1/2

1/2

 f(x)cos(2πkx)dx = 2⌡⌠
0

1/2

 f(x)cos(2πkx)dx   (2.32) 

 f(x) = ∑
k=-∞

∞

 Fkcos(2πkx) = F0+2∑
k=1

∞

 Fkcos(2πkx)  (2.33) 

Τέλος ορίζεται ο πεπερασµένος µετασχηµατισµός συνηµιτόνου Fc
k και ο αντίστροφός του για 

τον οποίο ισχύει ότι  

  fc
k = 2F0+4∑

k=1

∞

 Fkcos(2πkx)  (2.34) 
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Ως φάσµα ισχύος sγ(ω) µίας διακριτής στοχαστικής ανέλιξης Xi, i = 1, 2, 3, …, ορίζουµε 

τον πεπερασµένο µετασχηµατισµό συνηµιτόνου της συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς της. 

∆ηλαδή ισχύει η σχέση  

 sγ(ω) = 2γ0+4∑
m=1

∞

 γmcos(2πmω) = 2 ∑
m= -∞

∞

 γmcos(2πmω)  (2.35) 

όπου γm := Cov[Xi,Xi+m]. Επίσης ισχύει η αντιστροφή    

 γm = ⌡⌠
0

1/2

 sγ(ω)cos(2πmω)dω   (2.36) 

 Στην περίπτωση των δύο διαστάσεων (Bracewell, 2000) ο µετασχηµατισµός Fourier και 

ο αντίστροφός του ορίζονται ως 

 F(φ,ω) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 f(x,y)e-i2π(xφ+yω)dxdy  

και f(x,y) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 F(φ,ω)ei2π(xφ+yω)dφdω  

Σε περίπτωση που µία συνάρτηση παρουσιάζει κυκλική συµµετρία, δηλαδή όταν 

f(x,y)=f(r) µε r = x2+y2  τότε µπορεί να χρησιµοποιείται ο µετασχηµατισµός Hankel 

(Bracewell, 2000) ο οποίος είναι ολοκληρωτικός µετασχηµατισµός µε πυρήνα τη συνάρτηση 

Bessel J0. Αν λοιπόν F(q) = F(φ,ω) µε q = ω2+φ2  τότε ο µετασχηµατισµός Hankel ορίζεται 

ως 

 F(q) = 2π⌡⌠
0

∞

 f(r)J0(2πqr)rdr  

και f(r) = 2π⌡⌠
0

∞

 F(q)J0(2πqr)qdq  

Η συνάρτηση Bessel Jn, µε n ακέραιο, ορίζεται ως η λύση της συνήθους διαφορικής εξίσωσης 

 z2y”+zy’+(z2-n2)y = 0 

 

2.4 Η ανέλιξη FGN 
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Όπως ειπώθηκε και παραπάνω, η ανέλιξη FGN εισήχθη από το Mandelbrot (1965) 

προκειµένου να προσοµοιωθεί το φαινόµενο Hurst. Η ανέλιξη FGN µπορεί να οριστεί (βλ. 

Koutsoyiannis, 2002) ως η ανέλιξη εκείνη, η οποία ικανοποιεί τη συνθήκη 

 (Zi
(k) - kµ) = 

d
 ⎝⎜
⎛
⎠⎟
⎞k

l
 H

 (Zi
(l) - lµ)   (2.37) 

όπου το σύµβολο = 
d
  συµβολίζει ισότητα στην πεπερασµένης διάστασης από κοινού 

κατανοµή. Το H είναι θετική σταθερά στο διάστηµα (0,1), γνωστή ως εκθέτης (ή συντελεστής) 

Hurst. Με µ συµβολίζουµε την αναµενόµενη τιµή της ανέλιξης στη βασική κλίµακα. Η σχέση 

(2.37) ισχύει για οποιουσδήποτε ακέραιους i, j. 

Αν θέσουµε στη σχέση (2.37)  l = 1, υψώσουµε και τα δύο µέλη στο τετράγωνο και 

υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή κάθε µέλους καταλήγουµε στη σχέση 

 γ0
(k) = k2Hγ0 (2.38) 

Με τη βοήθεια της πολύ απλής σχέσης (2.38) µπορεί να εκτιµηθεί ο συντελεστής H 

κάποιου δείγµατος (Montanari et al., 1997). 

Επίσης αποδεικνύεται (Koutsoyiannis, 2002b) ότι για οποιαδήποτε κλίµακα 

συνάθροισης k, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης είναι ανεξάρτητη από την κλίµακα k, και 

δίνεται από την εξίσωση 

 ρj
(k) = ρj = (1/2)[(j+1)2H+(j-1)2H]-j2H  (2.39) 

Εκτός από τα µικρά j, η προηγούµενη εξίσωση µπορεί να προσεγγιστεί πολύ καλά από τη 

σχέση 

 ρj
(k) = ρj = H(2H-1)j2H-2  (2.40) 

που δείχνει ότι η αυτοσυσχέτιση είναι συνάρτηση δύναµης της υστέρησης µε εκθέτη –b, 

τέτοιο ώστε 

 b = 2(1-H) (2.41) 

Η σχέση (2.39) µπορεί να προκύψει (Koutsoyiannis, 2002) και από µια συνεχή ανέλιξη 

Ξ(t) µε αυτοσυνδιασπορά  Cov[Ξ(t),Ξ(t+τ)] = ατ2Η-2  (όπου α = H(2H-1)γ0 ), 

διακριτοποιώντας την ανέλιξη σε διαστήµατα οποιουδήποτε µήκους δ και θεωρώντας το µέσο 

όρο της Ξ(t) στο διάστηµα [(i-1)δ,iδ] ως το Xi = Zi
(1). Έτσι µπορούµε να υπολογίσουµε το 

φάσµα ισχύος της ανέλιξης (Koustoyiannis, 2002) ως 

 sγ(k)(ω) = 4(1-H)γ0
(k)(2ω)1-2H (2.42) 

που είναι συνάρτηση δύναµης της συχνότητας. 

 

2.5 Τυχαία Πεδία 
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΄Εστω ένα διάνυσµα v = {v1, v2,…,vn} του n-διάστατου παραµετρικού χώρου 

(δεικτοσυνόλου) V ⊆ Rn. Τυχαίο πεδίο θα καλούµε µια απειροπληθή οικογένεια τυχαίων 

µεταβλητών Χ(v), όπου το διάνυσµα v παίρνει τιµές από το δεικτοσύνολο V (Vanmarcke, 

1988). Η τυχαία µεταβλητή Χ µπορεί να είναι βαθµωτή (Rn→R) ή περισσότερων διαστάσεων 

(Rn→Rm). Επίσης µπορεί να είναι συνάρτηση και του χρόνου, δηλαδή της µορφής Χ(v,t), 

όπου t ο δείκτης του χρόνου που παίρνει τιµές από το δεικτοσύνολο Τ ⊆ R. Για την παρούσα 

εργασία ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα δισδιάστατα βαθµωτά πεδία της µορφής Χ({x,y}) ή 

απλά Χ(x,y). Ένα πεδίο µπορεί να είναι συνεχές ή διακριτό, ανάλογα µε το αν ο παραµετρικός 

χώρος V είναι συνεχής ή διακριτός. Υπάρχει περίπτωση ένα τυχαίο πεδίο να καλείται και 

στοχαστική ανέλιξη, αλλά συνήθως αυτός ο όρος χρησιµοποιείται για την ειδική περίπτωση 

των τυχαίων πεδίων µε µονοδιάστατο παραµετρικό χώρο, για τις γνωστές δηλαδή 

στοχαστικές ανελίξεις. 

Για βαθµωτά πεδία οι συναρτήσεις κατανοµής, οι ροπές, και οι απο κοινού και 

περιθώριες κατανοµές, ορίζονται ακριβώς όπως και στην περίπτωση των στοχαστικών 

ανελίξεων. 

Ένα τυχαίο πεδίο Χ(v) θα καλείται οµογενές όταν οι συναρτήσεις κατανοµής του 

παραµένουν αναλοίωτες για οποιαδήποτε µεταφορά (χωρίς στροφή) του διανύσµατος v µέσα 

στον παραµετρικό χώρο. Η έννοια της οµογένειας αντιστοιχεί στην έννοια της στασιµότητας 

µίας µονοδιάστατης ανέλιξης. Το τυχαίο πεδίο θα λέγεται επιπλέον ισότροπο όταν οι 

συναρτήσεις κατανοµής παραµένουν αναλοίωτες ακόµη και για στροφή του διανύσµατος v. 
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Κεφάλαιο 3 
Η περίπτωση της µονοδιάστατης ανέλιξης FGN 

 

Προκειµένου να γίνει καλύτερα κατανοητή η µεθοδολογία για την παραγωγή 

διδιάστατων τυχαίων πεδίων που να ακολοθούν την ανέλιξη FGN, θα παρουσιαστεί πρώτα 

µία µεθοδολογία παραγωγής της ανέλιξης FGN σε µία διάσταση που χρησιµοποιείται για την 

προσοµοίωση χρονοσειρών που εµφανίζουν το φαινόµενο του Hurst. 

3.1 Το σχήµα SMA 
Το σχήµα SMA (σχήµα Συµµετρικού Κυλιόµενου Μέσου - Symmetric Moving 

Average) (Koutsoyiannis, 2000) ανήκει στην κατηγορία των µοντέλων BFMA (Backward-

Forward Moving Average) και µπορεί να αναπαράγει ανελίξεις µε οποιαδήποτε συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης. Το SMA µετασχηµατίζει µία ακολουθία λευκού θορύβου Vi σε ακολουθία 

Xi µε αυτοσυσχέτιση, σύµφωνα µε την εξίσωση: 

 Xi = ∑
j=-q

q
a|j|Vi+j = aqVi-q+…+a1Vi-1+a0Vi+a1Vi+1+…+aqVi+q  (3.1) 

Οι συντελεστές aj ονοµάζονται συντελεστές βάρους (ή απλά βάρη) ή εσωτερικές παράµετροι. 

Τα βάρη σχετίζονται µε τη συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς γk της ανέλιξης Xi σύµφωνα 

µε τη σχέση:  

 γk = ∑
j=-q

q-k
a|j|a|k+j|  (3.2) 

Με την προϋπόθεση ότι  σv
2 = Var[Vi] = 1  (3.3) 

και  µX = 0  (3.4) 

η σχέση (3.2) προκύπτει ως εξής 

 γk = Cov[Xi,Xi+k] = E[Xi·Xi+k] = E[∑
j=-q

q
a|j|Vi+j·∑

j=-q

q
a|j|Vi+k+j] = 

 = E[aqVi-q·∑
j=-q

q
a|j|Vi+k+j+…+a1Vi-1·∑

j=-q

q
a|j|Vi+k+j+a0Vi·∑

j=-q

q
a|j|Vi+k+j+…] =  

 = E[aqVi-q·∑
j=-q

q
a|j|Vi+k+j]+…+E[a1Vi-1·∑

j=-q

q
a|j|Vi+k+j]+E[a0Vi·∑

j=-q

q
a|j|Vi+k+j]+… =  
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 = ∑
n=-q

q

E[a|n|Vi+n · ∑
j=-q

q
a|j|Vi+k+j] =  

 = ∑
n=-q

q
E[ a|n|Vi+n· aqVi+k-q +…+ a|n|Vi+n· a1Vi+k-1 + a|n|Vi+n· a0Vi+k+…] =  

 = ∑
n=-q

q
(E[a|n|Vi+n· aqVi+k-q]+…+E[a|n|Vi+n· a1Vi+k-1]+E[a|n|Vi+n· a0Vi+k]+…) = 

 = ∑
n=-q

q
  ∑

m=-q

q
  E[a|n|Vi+n· a|m|Vi+k+m] =  ∑

n=-q

q
  ∑

m=-q

q
  Cov[a|n|Vi+n , a|m|Vi+k+m]  (3.5) 

Για κάθε Vi+n , Vi+k+m  µε i+n =/  i+k+m  είναι 

 Cov[Vi+n,Vi+k+m] = 0   (3.6) 

και για i+n = i+k+m  ή  n = m+k  είναι 

 Cov[Vi+n,Vi+k+m] = Var[Vi] = 1  (3.7) 

Άρα οι περισσότεροι όροι του τελευταίου αθροίσµατος µηδενίζονται και το άθροισµα 

εκφυλίζεται ως 

 ∑
n=-q

q
  ∑

m=-q

q
  Cov[a|n|Vi+n , a|m|Vi+k+m] = ∑

j=-q

q-k
a|j|a|k+j|  (3.8) 

που αποδεικνύει τη σχέση (3.2). Αν όµως Ε[Χi] = µΧ =/   0, τότε η ίδια σχέση εξακολουθεί να 

ισχύει, µόνο που πρέπει να θεωρηθεί ότι η Vi έχει µέση τιµή Ε[Vi] = µV =/   0, η όποια 

προκύπτει ως εξής 

 µX = E[Xi] = E[∑
j=-q

q
a|j|Vi+j] = ∑

j=-q

q
E[a|j|Vi+j] = ∑

j=-q

q
 a|j|E[Vi+j] = ∑

j=-q

q
 a|j| µV =  

 = (∑
j=-q

q
 a|j|)·µV = (a0+2∑

j=1

q
 a|j|)·µV  (3.9) 

Άρα 

 µX = (a0+2∑
j=1

q
aj)·µV  (3.10) 

Τέλος θεωρώντας χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι µΧ = 0 ισχύει για το συντελεστή 

ασυµµετρίας της Xi : 

 ξX = 
µX

(3)

σΧ3  = 
µX

(3)

γ0
3/2     µX

(3) = ξX·γ0
3/2   (3.11) 
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Επίσης 

 µX
(3) = E[(X-µX)3] = Ε[Χ3] = Ε[(∑

i=-q

q
aiVi)3]  (3.12) 

Να υπενθυµιστεί εδώ η ταυτότητα: 

 (∑
i=1

n
 ai)3 = ∑

i=1

n
  ∑

j=1

n
  ∑

k=1

n
 aiajak  (3.13) 

Έχουµε λοιπόν 

 µX
(3) = E[ ∑

i=-q

q
  ∑

j=-q

q
  ∑

k=-q

q
 aiViajVjakVk ] = ∑

i=-q

q
  ∑

j=-q

q
  ∑

k=-q

q
 E[aiViajVjakVk]  =  

 = ∑
i=-q

q
  ∑

j=-q

q
  ∑

k=-q

q
 aiajakE[ViVjVk]   (3.14) 

Στο τελευταίο άθροισµα ισχύει 

Αν   i = j = k   τότε 

 E[ViVjVk] = E[(Vi)3] = µV
(3) (3.15) 

αλλιώς    E[ViVjVk] = 0 (3.16) 

Άρα οι περισσότεροι όροι µηδενίζονται και το άθροισµα εκφυλίζεται στο 

 µX
(3) = ∑

i=-q

q
 (ai

3·µV
(3)) = (∑

i=-q

q
 ai

3)·µV
(3) = (a0

3+2∑
i=1

q
 ai

3)·µV
(3)  (3.17) 

και αφού    σV = 1 

ισχύει ότι    µV
(3) = ξV (3.18) 

άρα καταλήγουµε στο 

 ξXγ0
3/2 = (a0

3+2∑
j=1

q
aj

3)·ξV  (3.19) 

Το µεγαλύτερο πλεονέκτηµα του σχήµατος SMA είναι το γεγονός ότι τα βάρη aj 

µπορούν να υπολογιστούν µέσω µίας κλειστής αναλυτικής σχέσης που περιλαµβάνει τους 

αντιστροφους µετασχηµατισµούς Fourier της ακολουθίας των βαρών (Φάσµα Βαρών) και της 

συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς της ανέλιξης Xi (Φάσµα Ισχύος): 

Το φάσµα ισχύος της ανέλιξης είναι σύµφωνα µε τη σχέση (2.35) 

 sγ(ω) = 2 ∑
j=-∞

∞

γje2iπjω  (3.20) 



 15

  όπου i = -1 η φανταστική µονάδα 

Αντικαθιστώντας το γj από τη σχέση (3.2) έχουµε 

 sγ(ω) = 2 ∑
j=-∞

∞

  ∑
l=-∞

∞

alal+je2iπjω = 2 ∑
l=-∞

∞

al ∑
j=-∞

∞

al+je2iπjω =  

Θέτωντας n = j+l προκύπτει 

 = 2 ∑
l=-∞

∞

al ∑
n=-∞

∞

ane2iπ(n-l)ω = 2 ∑
l=-∞

∞

ale-2iπlω ∑
n=-∞

∞

ane2iπnω  (3.21) 

 

και καταλήγουµε στη σχέση 

 sγ(ω) = 2 
sa*(ω)

2  
sa(ω)

2  = 
sa*(ω) sa(ω)

2    (3.22) 

όπου sa*(ω) ο συζυγής του sa(ω) 

∆εδοµένου όµως ότι η ακολουθία aj είναι άρτια τα φανταστικά µέρη των όρων του 

αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier µηδενίζονται. 

Άρα  sa*(ω) = sa(ω) (3.23) 

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι: 

 sγ(ω) = 
[ sa(ω)]2

2      ή    sa(ω) = 2sγ(ω)   (3.24) 

απ’ όπου µπορεί να υπολογιστεί το  sa(ω) και στη συνέχεια µε βάση το µετασχηµατισµό 

Fourier του sa υπολογίζεται η ακολουθία των aj, ήτοι 

 aj = ⌡⌠
0

1/2

sa(ω)cos(2πjω)  (3.25) 

Με τη βοήθεια λοιπόν των σχέσεων (3.24) και (3.25) µπορούµε να παράγουµε ανελίξεις µε 

οποιαδήποτε συνάρηση αυτοσυνδιασποράς, αν και στις περισσότερες περιπτώσεις οι 

υπολογισµοί γίνονται µόνο αριθµητικά. Επίσης επιλέγοντας κατάλληλα το θόρυβο Vi 

σύµφωνα µε τη σχέση (3.19) µπορούµε να διατηρείσουµε και την ασυµµετρία. 

 

3.2 Η χρήση του SMA για τη γέννηση ανελίξεων FGN 
Έχει αναπτυχθεί από τον Koutsoyiannis (2002) µία απλή µεθοδολογία για τη γέννηση 

ανελιξέων FGN µε τη βοήθεια του σχήµατος SMA. 

Η σχέση (3.24) γίνεται µε τη βοήθεια της σχέσης (2.42) 
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 sa(ω) ≈ 2 (2-2H)γ0 (2ω)0.5-H   (3.26) 

Ας γράψουµε την τελευταία εξίσωση ως εξής 

 sa(ω) = 4(1-H')a0(2ω)1-2H'  (3.27) 

που για να ισχύει πρέπει να είναι 

 0.5-H = 1-2H'   ή    H' = 
H+0.5

2   (3.28) 

και 4(1-H')a0 = 2 (2-2H)γ0    ή    a0 = 
(2-2H)γ0
1.5-H   (3.29) 

Συγκρίνοντας τη σχέση (3.27) µε τη σχέση (2.42) παρατηρούµε ότι το sa(ω) είναι ίσο µε το 

φάσµα ισχύος κάποιας άλλης ανέλιξης FGN µε συντελεστή Hurst H’ και διασπορά a0. 

Εποµένως µε βάση τις σχέσεις (2.39) και (2.40) η ακολουθία των βαρών (συνάρτηση 

αυτοσυνδιασποράς της ανέλιξης FGN) θα έχει την εξής µορφή 

 aj = 
a0
2  [(j+1)2H'+(j-1)2H'-2j2H'] =  

a0
2  [(j+1)H+0.5+(j-1)H+0.5-2jH+0.5]  (3.30) 

ή προσεγγιστικά 

 aj = H'(2H'-1)j2H'-2   (3.31) 

δηλάδη συνάρτηση δύναµης της υστέρησης µε εκθέτη 

 b’ = 2Η'-2. (3.32) 

Η εφαρµογή της παραπάνω µεθοδολογίας είναι πολύ εύκολη και µπορεί να γίνει χωρίς 

τη χρήση κάποιου εξειδικευµένου λογισµικού. Αρκεί η βοήθεια ένος προγράµµατος 

λογιστικού φύλλου (spreadsheet). Παρακάτω ακολουθεί µία απλή εφαρµογή της µεθόδου. 

 

3.3 Εφαρµογή: Γέννηση ανέλιξης FGN µε τη χρήση του SMA 
Στην εφαρµογή αυτή θα επιχειρηθεί να προσοµοιωθεί η χρονοσειρά της µέσης ετήσιας 

θερµοκρασίας του Βορείου Ηµισφαιρίου για την περίοδο από το 1000 µΧ µέχρι το 1991 µΧ, 

όπως εκτιµήθηκε από τους Jones et al. (1998). 

Οι Jones et al. χρησιµοποιώντας µία σειρά δεδοµένων και αντίστοιχων µεθόδων, όπως 

πάχη των ετήσιων δακτυλίων των δέντρων, σύσταση φυσαλίδων αέρα παγιδευµένων σε 

πυρήνες πάγου, ανάπτυξη των κοραλιών, ιστορικά δεδοµένα κλπ, εκτίµησαν την απόκλιση 

της µέσης  ετήσιας θερµοκρασίας του Β. Ηµισφαιρίου από ένα «κανονικό» επίπεδο 

αναφοράς, που επέλεξαν να είναι η µέση θερµοκρασία της περιόδου 1901-1950. 

 Με βάση λοιπόν τη µεθοδολογία τους κατέληξαν σε µία χρονοσειρά, τµήµα των 

δεδοµένων της οποίας φαίνεται στον Πίνακα Α.1 και η οποία παρίσταται γραφικά στο Σχήµα 

3.1, µε την έντονη γραµµή να απεικονίζει τον κυλιόµενο µέσο όρο των 25 έτων. 
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Σχήµα 3.1: Χρονοσειρά µέσης ετήσιας θερµοκρασίας του Β Ηµισφαιρίου 

 

Η χρονοσειρά των θερµοκρασιών (η οποία θα συµβολίζεται µε Τi) έχει τα εξής 

στατιστικά χαρακτηριστικά: 

µΤ = -0.37 

σ2
Τ = 0.19 

σΤ = 0.44 

ξΤ = -0.09 

Για µεγαλύτερη ευκολία στην επεξεργασία και την αναπαραγωγή της χρονοσειράς Τi την 

τυποποιούµε. Αφαιρούµε δηλαδή από κάθε ti τη µέση τιµή και στη συνέχεια διαιρούµε µε την 

τυπική απόκλιση. Έτσι προκύπτει µία χρονοσειρά µε µέση τιµή µ = 0, τυπική απόκλιση σ = 1 

και ασυµµετρία όσο η αρχική. Την τυποποιηµένη χρονοσειρά την καλούµε Tsi. Από την 

επεξεργασιά προκύπτουν τα παρακάτω διαγράµµατα. 

Με τη βοήθεια της σχέσης (2.27) συναθροίζουµε τη φυσική χρονοσειρά σε διάφορες 

κλίµακες και υπολογίζουµε τη σχέση µεταξύ κλίµκας συνάθροισης και τυπικής αποκλισης σε 

κάθε κλίµακα. Αυτή η σχέση φαίνεται και στο σχήµα 3.2. Με τη βοήθεια δε αυτού του 

σχήµατος και της σχέσης (2.38) προκύπτει ότι ο συντελεστής Hurst είναι 

 Η = 0.86 (3.33) 

Με τη βοήθεια της σχέσης (2.41) υπολογίζουµε ότι για τέτοιο συντελεστή Hurst η 

αυτοσυσχέτιση είναι συνάρτηση δύναµης της υστέρησης µε εκθέτη –b µε 

 b = 0.28 (3.34) 

Στο σχήµα  3.3, όπου απεικονίζεται σε διπλή λογαριθµική κλίµακα το 

αυτοσυσχετόγραµµα της φυσικής χρονοσειράς, φαίνεται ότι ο εκθέτης b είναι 0.25, πολύ 
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κοντά δηλαδή σε αυτόν που υπολογίστηκε θεωρητικά. Επίσης φαίνεται η διατήρηση 

σηµαντικής αυτοσυσχέτισης ακόµη και για υστέρηση 60. 
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Σχήµα 3.2: Σχέση Κλίµακας Συνάθροισης (k) – Τυπικής Απόκλισης (σ) (φυσική χρονοσειρά) 
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Σχήµα 3.3: Αυτοσυσχετόγραµµα της Tsi
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Απ’ όλα τα παραπάνω καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η χρονοσειρά των µέσων 

ετήσιων θερµοκρασιών µπορεί να θεωρηθεί ότι αντιστοιχεί σε ε΄να µοντέλο FGN. Θα 

επιχειρηθεί λοιπόν η προσοµοίωσή της µε τη βοήθεια του σχήµατος SMA. 

Χρησιµοποιούµε τις σχέσεις (3.10) (3.19) (3.28) (3.29) (3.30)και καταλήγουµε στα εξής: 

Η’ = 0.68 

b'  =  0.64 

a0 = 0.83 

Θα χρησιµοποιηθούν οι πρώτοι 61 όροι της ακολουθίας των συντελεστών βαρους, 

δηλαδή µέχρι και τον όρο a60. Η ακολουθία φαίνεται στον Πίνακα Α.2 ενώ παρίσταται 

γραφικά στο Σχήµα 3.4. 

y = 0.2107x-0.6518

R2 = 0.9993

0.01

0.1

1
1 10 100

j

α(j)

 
Σχήµα 3.4: Ακολουθία Συντελεστών Βάρους 

 

Φαίνεται ότι τα βάρη προσεγγίζονται από µία συνάρτηση δύναµης της υστέρησης µε εκθέτη -

0.65 που απέχει ελάχιστα από το -0.64 που υπολογίστηκε. 

Επίσης υπολογίζουµε: 

µV = 0 

σ2
V = 1 

σV = 1 

ξV = -0.15 

Επιλέγουµε ο λευκός θόρυβος V να ακολουθεί κατανοµή γάµα 3 παραµέτρων (Pearson 

III) που είναι ασύµµετρη. Σύµφωνα µε τον Κουτσογιάννη (1996) οι παράµετροι της 

κατανοµής υπολογίζονται από τις σχέσεις 
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 κ = 
4
ξ2

V
  (3.35) 

 λ = 
κ
σV

  (3.36) 

 c = µV - 
κ
λ  (3.37) 

όπου κ η παράµετρος σχήµατος, λ η παράµετρος κλίµακας και c η παράµετρος θέσης. 

Στην προκειµένη περίπτωση είναι 

κ = 184.6 

λ = 13.59 

c = -13.59 

Ο λευκός θόρυβος V παράγεται σύµφωνα µε τον αλγόριθµο γέννησης τυχαίων αριθµών 

της κατανοµής γάµµα 3 παραµέτρων που παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Γ. 

Επειδή η κατανοµή γάµα 3 παραµέτρων είναι θετικά ασύµµετρη ενώ ο λευκός θόρυβος 

V πρέπει να είναι αρνητικά ασύµµετρος µετασχηµατίζουµε το V που υπολογίζεται να 

ακολουθεί τη γάµµα σε V’ σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό 

 v' = µV - (v - µV)  (3.38) 

οπότε προκύπτει θόρυβος µε ασυµµετρία αντίθετη απο αυτή του αρχικού θορύβου. 

Στη συνέχεια αντικαθιστούµε στη σχέση (3.1) τα βάρη που υπολογίστηκαν και το 

θόρυβο V’ όποτε καταλήγουµε στη συνθετική χρονοσειρά Χi. 

Έπειτα από στατιστική επεξεργασία της χρονοσειράς Xi καταλήγουµε στα  

µX = 0 

σ2
X = 1.02 

σX  = 1.01 

ξX  =  -0.13 

 

Από το Σχήµα 3.5 προκύπτει ότι ο συντελεστής Η της συνθετικής χρονοσειράς είναι 

H = 0.86 

 

Με τη βοήθεια της σχέσης (2.40) µπορούµε να υπολογίσουµε θεωρητικά το 

αυτοσυσχετόγραµµα της Xi αν είναι γνωστός ο συντελεστής Η. 

Υπενθυµίζουµε τη σχέση (2.40) 

 ρj = H(2H-1)·j2H-2  

Η σχέση αυτή παρίσταται γραφικά στο Σχήµα 3.6 και συγκρίνεται µε το αυτοσυσχετόγραµµα 

της συνθετικής χρονοσειράς. Όπως φαίνεται, τα δύο αυτοσυσχετογράµµατα σχεδόν 
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ταυτίζονται για υστέρηση µέχρι 25. Επίσης στον Πίνακα Α.3 φαίνονται τα αποτελέσµατα των 

υπολογισµών της σχέσης (2.40) και η αυτοσυσχέτιση της συνθετικής χρονοσειράς για 

υστέρηση µέχρι 60. Ο συντελεστής συσχέτισης των δύο αυτοσυσχετογραµµάτων προκύπτει 

υπολογίζεται από τη σχέση ρX,Y = 
E[X·Y]-µΧµΥ

Ε[(Χ-µΧ)2]Ε[(Y-µΥ)2]
  (3.39)

ρθ,σ = 0.987 

Από το Σχήµα 3.7 φαίνεται ότι το αυτοσυσχετόγραµµα της συνθετικής χρονοσειράς 

είναι πολύ κοντά σε αυτό της φυσικής. 
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R2 = 1
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Σχήµα 3.5: Σχέση Κλίµακας Συνάθροισης (k) – Τυπικής Απόκλισης (σ) (συνθετική χρονοσειρά) 
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 Σχήµα 3.6: Σύγκριση θεωρητικού και συνθετικού αυτοσυσχετογράµµατος 
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 Σχήµα 3.7: Σύγκριση αυτοσυσχετογράµµατος των Τsi και Xi 

 

Με βάση όλα τα παραπάνω παρατηρούµε ότι ο συντελεστής H, η συνάρτηση 

αυτοσυσχέτισης, η µέση τιµή, η διασπορά και ο συντελεστής ασυµµετρίας προσοµοιώνονται 

µε µεγάλη επιτυχία. Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι το σχήµα SMA µπορεί να 

προσοµοιώσει µε µεγάλη αξιοπιστία µία ανέλιξη FGN. Να σηµειωθεί ότι όλοι οι υπολογισµοί 
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έγιναν µε τη χρήση προγράµµατος spreadsheet µε µεγάλη ταχύτητα και χωρίς να απαιτείται 

ιδιαίτερη υπολογιστική ισχύς. Χαρακτηριστικοί πίνακες που προέκυψαν κατά τους 

υπολογισµούς βρίσκονται στο ΠαράρτηµαΑ στους πίνακες Α.1, Α.2 και Α.3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 24

Κεφάλαιο 4 
Η περίπτωση των 2 διαστάσεων – Θεωρητική επεξεργασία 

 

Στην συνέχεια επεκτείνουµε την µεθοδολογία του Κεφαλαίου 2 µε στόχο την  

αναπαραγωγή ανελίξεων FGN σε δύο διαστάσεις. 

 

4.1 Παραδοχές – ∆οµή µοντέλου 
Το πεδίο το όποιο θα παράγουµε είναι βαθµωτό σε δύο διαστάσεις και περιγράφεται από 

την τυχαία συνάρτηση Z(x,y): R2 → R όπου R το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. 

Η Z παράγεται από ένα σχήµα SMA σε δύο διαστάσεις. Συγκεκριµένα: 

Για συνεχή χώρο ισχύει 

 Z(x,y) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u,v)·V(x-u,y-v)dudv   (4.1) 

ενώ για διακριτό χώρο και πεπερασµένο αριθµό q βαρών a(m,n)  ισχύει 

 Z(i,j) = ∑
m=-q

q
  ∑

n=-q

q
 a(m,n)·V(i-m,j-n)  (4.2) 

Όπου στη σχέση (4.1) οι συντεταγµένες (x,y) αναφέρονται στο σηµείο (x,y) ενώ στη σχέση 

(4.2) οι συντεταγµένες (i,j) αναφέρονται στο στοιχείο (i,j). 

Η συνάρτηση V είναι λευκός θόρυβος µε E[V] = 0 και Var[V] = 1 

 Θεωρητικά το q στη σχέση (4.2) είναι άπειρο, αλλά επειδή για µεγάλα n και m τα βάρη 

a(n,m) είναι πολύ µικρά µπορούµε να τα παραλείψουµε θεωρώντας τα µηδενικά και έτσι το 

µέγιστο q να είναι πεπερασµένο. 

Το πεδίο Z θεωρείται οµογενές και ισότροπο και µπορεί να δίδεται συναρτήση της 

απόστασης r από την αρχή των αξόνων, δηλαδή Z(r), µε r = x2+y2  και σε διακριτό χώρο 

Z(s), µε s = i2+j2 . 

Επίσης θεωρούµε ότι 

 µZ = E[Z] = 0 (4.3) 
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4.2 Σχέση Φάσµατος Ισχύος – Φάσµατος Συντελεστών Βάρους 
Πρώτα πρέπει να υπολογιστεί η συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς του πεδίου Z. Προκειµένου να 

γίνουν πιο εύκολα οι υπολογισµοί θα θεωρήσουµε το πεδίο συνεχές. 

 

 

Για κάποιο σηµείο Σ1(x,y) θα ισχύει: 

 Z(x,y) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u1,v1)·V(x-u1,y-v1)du1dv1  (4.4) 

Ενώ για κάποιο άλλο σηµείο Σ2(x+η,y+ξ), που απέχει απόσταση η2+ξ2  από το Σ1, ισχύει: 

 Z(x+η,y+ξ) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u2,v2)·V(x+η-u2,y+ξ-v2)du2dv2  (4.5) 

Στη συνέχεια υπολογίζεται η συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς ως 

 γ(η,ξ) = Cov[Z(x,y), Z(x+η,y+ξ)] = E[Z(x,y)·Z(x+η,y+ξ)] =  

 = E[(⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u1,v1)·V(x-u1,y-v1)du1dv1)·( ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u2,v2)·V(x+η-u2,y+ξ-v2)du2dv2)] =  

 =  E[⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u1,v1)·a(u2,v2)·V(x-u1,y-v1)·V(x+η-u2,y+ξ-v2)du1dv1du2dv2] =  

 = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 E[V(x-u1,y-v1)·V(x+η-u2,y+ξ-v2)]·a(u1,v1)·a(u2,v2)du1dv1du2dv2 =  

 = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 Cov[V(x-u1,y-v1)·V(x+η-u2,y+ξ-v2)]·a(u1,v1)·a(u2,v2)du1dv1du2dv2  (4.6) 

Επειδή όµως η ανέλιξη V είναι λευκός θόρυβος ίσχυει 

 Cov[V(x,y),V(x',y')] = 0  για x =/  x'  ή y =/  y'  (4.7) 

και  

 Cov[V(x,y),V(x',y')] = 1  για x = x'  και y = y'  (4.8) 

άρα µπορούµε να γράψουµε 
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 Cov[V(x,y),V(x',y')] = δ(x'-x)·δ(y'-y)  (4.9) 

όπου δ είναι η συνάρτηση Dirac µε ιδιότητες 

 
⎩
⎨
⎧δ(x) = 1  για  x = 0
δ(x) = 0  για  x =/  0   και ⌡⌠

-∞

∞

δ(x)dx = 1  (4.10) 

 

 

Έχουµε 

 γ(η,ξ) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 δ(u1+η-u2)·δ(v1+ξ-v2)·a(u1,v1)·a(u2,v2)du1dv1du2dv2  (4.11) 

Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι τιµές των u2, v2 για τις οποίες 

 
⎩
⎨
⎧u2 = u1+η
v2 = v1+ξ   (4.12) 

Σε αυτές τις τιµές το τετραπλό ολοκλήρωµα εκφυλίζεται σε διπλό, ενώ σε όλες τις άλλες το 

τετραπλό ολοκλήρωµα µηδενίζεται. 

Έτσι 

 γ(η,ξ) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 δ(u1+η-u2)·δ(v1+ξ-v2)·a(u1,v1)·a(u2,v2)du1dv1du2dv2 =  

 =  ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u1,v1)·a(u1+η,v1+ξ)du1dv1  (4.13) 

οπότε γ(η,ξ) = ⌡⌠
-∞

∞

 ⌡⌠
-∞

∞

 a(u,v)·a(u+η,v+ξ)dudv    (4.14) 

και κατά συνέπεια και γ0 = ∑
i=-q

q
  ∑

j=-q

q
 (a(i,j))2  (4.15) 

για   
⎩
⎨
⎧η = 0
ξ = 0  

 

Στην συνέχεια υπολογίζουµε το φάσµα ισχύος της ανελίξεως Ζ: 
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 sγ(φ,ω) = F -1(γ(η,ξ)) = ⌡⌠
η=-∞

∞

   ⌡⌠
ξ=-∞

∞

   γ(η,ξ)·ei2π(ηφ+ξω)dηdξ =  

 = ⌡⌠
η=-∞

∞

   ⌡⌠
ξ=-∞

∞

   [ ⌡⌠
u=-∞

∞

   ⌡⌠
v=-∞

∞

   a(u,v)·a(u+η,v+ξ)dudv]·ei2π(ηφ+ξω)dηdξ =  

 = ⌡⌠
η=-∞

∞

   ⌡⌠
ξ=-∞

∞

   ⌡⌠
u=-∞

∞

   ⌡⌠
v=-∞

∞

   a(u,v)·a(u+η,v+ξ)·ei2π(ηφ+ξω)dudvdηdξ =  

 = ⌡⌠
u=-∞

∞

   ⌡⌠
v=-∞

∞

   a(u,v)[ ⌡⌠
η=-∞

∞

   ⌡⌠
ξ=-∞

∞

   a(u+η,v+ξ)·ei2π(ηφ+ξω)dηdξ]dudv  (4.16) 

υιοθετούµε το µετασχηµατισµό 

 
⎩
⎨
⎧u+η = z
v+ξ = w  (4.17) 

µε Ιακωβιανή ορίζουσα ίση µε τη µονάδα. 

Έτσι το ολοκλήρωµα γράφεται: 

 ⌡⌠
u=-∞

∞

   ⌡⌠
v=-∞

∞

   a(u,v)[ ⌡⌠
z=-∞

∞

   ⌡⌠
w=-∞

∞

   a(z,w)·ei2π(zφ-uφ+wω-vω)dzdw]dudv =  

 = [ ⌡⌠
u=-∞

∞

   ⌡⌠
v=-∞

∞

   a(u,v)·e-i2π(uφ+vω)dudv][ ⌡⌠
u=-∞

∞

   ⌡⌠
v=-∞

∞

   a(u,v)·ei2π(zφ+wω)dzd] =  

 = sa*(φ,ω)·sa(φ,ω)  (4.18) 

όπου  sa*(φ,ω) ο συζηγής µιγαδικός του sa(φ,ω) 

∆εδοµένου ότι η συνάρτηση των βαρών είναι άρτια, το φάσµα ισχύος της είναι πραγµατική 

συνάρτηση. Έτσι 

 sa*(φ,ω) = sa(φ,ω) (4.19) 

Και ως εκ τούτου 

 sγ(φ,ω) = [sa(φ,ω)]2     ή    sa(φ,ω) = sγ(φ,ω)  (4.20) 

Από τη σχέση (4.20), αν είναι γνωστή η συνάρτηση γ(x,y) µπορεί να υπολογιστεί και η 

συνάρτηση a(x,y) (την οποία παραπάνω έχουµε συµβολίσει µε a(u,v)). 
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4.3 Φάσµα Ισχύος 
Όπως ειπώθηκε παραπάνω, το πέδιο είναι ισότροπο. Κατά συνέπεια αρκεί να 

εκφράσουµε τη συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς ως προς την απόσταση r δύο σηµείων και όχι 

κατ’ ανάγκην ως προς τη διαφορά των συντεταγµένων τους. Για συνεχές πέδιο FGN η  

αυτοσυνδιασπορά µπορεί να εκφραστεί (όπως και στην περίπτωση της µίας διάστασης) ως 

συνάρτηση δύναµης της απόστασης r, δηλαδή 

 γ(r) = Α·r-b  (4.21) 

όπου Α και b συντελεστές που εξαρτόνται από το συντελεστή Hurst Ειδικότερα ο 

συντελεστής b συνδέεται µε τον εκθέτη H του Hurst µε τη σχέση 

 b = 4(1-H)    H = 1-
b
4  (4.22) 

Παρατηρούµε ότι ο εκθέτης στην περίπτωση των δύο διαστάσεων είναι ο διπλάσιος από 

αυτόν της περίπτωσης της µίας διάστασης. Ο συντελεστής Α θα συζητηθεί πιο κάτω. 

∆εδοµένου ότι το πεδίο είναι ισότροπο έχει και κυκλική συµµετρία. Οπότε το φάσµα θα το 

υπολογίσουµε µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού Hankel (βλ. Κεφ 2). 

 sγ(q) = 2π ⌡⌠
0

∞

 γ(r)J0(2πqr)rdr = 2π ⌡⌠
0

∞

 r1-bJ0(2πqr)dr  (4.23) 

όπου υπενθυµίζεται ότι µε J0 συµβολίζουµε τη συνάρτηση Bessel. Η παραπάνω ολοκλήρωση 

γίνεται µε τη βοήθεια προγράµµατος µαθηµατικών και καταλήγουµε στην εξίσωση 

 sγ(q) = Απb-1Γ(1-b/2)
Γ(b/2) qb-2   (4.24) 

όπου Γ(x) η συνάρτηση Γάµα, η οποία ορίζεται από τη σχέση 

 Γ(x) = ⌡⌠
0

∞

 tx-1e-tdt  (4.25) 

 

4.4 Συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς σε διακριτό πεδίο 
(∆ιακριτοποίηση της σχέσης (4.21)) 

Ξεκινώντας από την σχέση (4.21), µπορεί να υπολογιστεί η συνάρτηση 

αυτοσυνδιασποράς σε διακριτό πεδίο. Αυτό µπορεί να γίνει µε ολοκλήρωση της (4.21). 

Έστω δύο σηµεία (x,y) και (x’,y’) σε συνεχή χώρο, όπως στο σχήµα 4.1. 
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 Σχήµα 4.1: ∆ιακριτοποίηση της (4.21) 

Τα δύο αυτά σηµεία απέχουν απόσταση 

 r = ξ2+ψ2    όπου   
⎩
⎨
⎧ξ = x-x'
ψ = y-y'  (4.26) 

Το σηµείο (x,y) ανήκει στο στοιχείο Α και το σηµείο (x’,y’) στο στοιχείο Β. Τα Α και Β 

απέχουν κατά lx
2+ly

2  όπου 
⎩
⎨
⎧lx = kx∆
ly = ky∆  η υστέρηση στις διευθύνσεις x και y αντίστοιχα 

Η αυτοσυνδιασπορά, γ(lx,ly), των δύο στοιχείων Α και Β είναι το ολοκλήρωµα της σχέσης 

(4.21) πάνω στα στοιχεία Α και Β. Συγκεκριµένα ισχύει                                     

 γ(kx,ky) = Ι = ⌡⌠
x=0

∆

   ⌡⌠
y=0

∆

   ⌡⌠
x'=lx

lx+∆

   ⌡⌠
y'=ly

ly+∆

   f(r2)dxdydx'dy' =  

 =  ⌡⌠
x=0

∆

   ⌡⌠
y=0

∆

   ⌡⌠
x'=kx∆

(kx+1)∆

      ⌡⌠
y'=ky∆

(ky+1)∆

  f((x-x')2+(y-y')2)dxdydx'dy'    (4.27) 

όπου f(r2) τέτοια ώστε 

 f(r2) = γ(r) (4.28) 

Πραγµατοποιούµε αλλαγή µεταβλητών σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό:  

 

⎩
⎨
⎧x = x

y = y
ξ = x-x'
ψ = y-y'

   (4.29) 

µε Ιακωβιανή ορίζουσα  

 | J | = 

⎪
⎪
⎪ xx xy xξ xψ

yx yy yξ yψ
x'x x'y x'ξ x'ψ
y'x y'y y'ξ y'ψ⎪

⎪
⎪ 

 
 
 

 = 

⎪
⎪
⎪ 1 0 0 0

0 1 0 0
1 0 -1 0
0 -1 0 -1⎪

⎪
⎪ 

 
 
 

 = 1          
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Προκειµένου να βρούµε τα όρια ολοκλήρωσης στο µετασχηµατισµένο χώρο κάνουµε τους 

παρακάτω συλλογισµούς: 

⎩
⎨
⎧0≤x≤∆
lx≤x'≤lx+∆   

⎩
⎨
⎧0≤x≤∆
kx∆≤x'≤(kx+1)∆   

⎩
⎨
⎧0≤x≤∆
kx∆≤x-ξ≤(kx+1)∆    

⎩
⎨
⎧0≤x≤∆
-(kx+1)∆ ≤ξ-x≤-kx∆  (4.30) 

προσθέτοντας κατά µέλη προκύπτει 

 
⎩
⎨
⎧0≤x≤∆
-(kx+1)∆ ≤ξ≤-(kx-1)∆  (4.31) 

Μελετούµε δύο περιπτώσεις: 

i) -(kx+1)∆ ≤ξ≤-kx∆ 

Όπως φαίνεται στο σχήµα 4.2, παριστούµε γραφικά τη συνάρτηση 

 ξ = x-x’ (4.32) 

σε άξονες x και x’.  

Για τα x και x’ ισχύει  

 x  ε  [0,∆] (4.33) 

 και 

 x   ε   [kx∆,(kx+1)∆] (4.34) 

Για να ανήκει το ξ στο διάστηµα 

 [-(kx+1)∆,-kx∆] 

θα πρέπει τα σηµεία (x,x’) να ανήκουν στο γραµµοσκιασµένο χωρίο. 

Επίσης θα πρέπει να είναι 

 x+kx ≤ x’ (4.35) 

Από το σχήµα 4.2 προκύπτει ότι για να είναι 

 ξ = -kx∆-α     α = -kx∆-ξ  (4.36) 

µε   0≤α≤∆ (4.37) 

πρέπει 

 0≤x≤∆-α      0≤x≤∆+kx∆+ξ      0≤x≤(kx+1)∆+ξ (4.38) 

Καταλήγουµε λοιπόν στο ότι 

 -(kx+1)∆ ≤ξ≤-kx∆     0≤x≤(kx+1)∆+ξ (4.39) 
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 Σχήµα 4.2: -(kx+1)∆ ≤ξ≤-kx∆ 

 

ii) -kx∆≤ξ≤-(kx-1)∆ 

Κάνοντας παρόµοιους συλλογισµούς και µε τη βοήθεια του σχήµατος 4.3 έχουµε: 

Για να είναι 

 ξ = -kx∆+β     β = kx∆+ξ    (4.40) 

µε            0≤β≤∆ (4.41) 

πρέπει 

 β≤x≤∆    kx∆+ξ≤x≤∆ (4.42) 

Άρα 

 -kx∆≤ξ≤-(kx-1)∆      kx∆+ξ≤x≤∆ (4.43) 
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 Σχήµα 4.3: -kx∆≤ξ≤-(kx-1)∆ 
 

Οµοίως έχουµε   

 
⎩
⎨
⎧-(ky+1)∆≤ψ≤-ky∆     0≤y≤(ky+1)∆+ψ
 -ky∆≤ψ≤-(ky-1)∆      ky∆+ψ≤y≤∆   (4.44) 

Με αυτόν τον τρόπο προκύπτουν τα όρια ολοκλήρωσης µετά την αλλαγή µεταβλητών. 

Καταλήγουµε λοιπόν στις 4 περιπτώσεις που φαίνονται στον Πίνακα 4.1:  

 Πίνακας 4.1: Οι 4 περίπτώσεις ολοκλήρωσης 

 -(kx+1)∆ ≤ξ≤-kx∆ -kx∆≤ξ≤-(kx-1)∆ 

 0≤x≤(kx+1)∆+ξ kx∆+ξ≤x≤∆ 

-(ky+1)∆≤ψ≤-ky∆ 0≤y≤(ky+1)∆+ψ 0≤y≤(ky+1)∆+ψ 

 (1) (2) 

 0≤x≤(kx+1)∆+ξ kx∆+ξ≤x≤∆ 

-ky∆≤ψ≤-(ky-1)∆ ky∆+ψ≤y≤∆ ky∆+ψ≤y≤∆ 

 (3) (4) 
  

Στη συνέχεια διασπούµε το ολοκλήρωµα σε άθροισµα τεσσάρων όρων, έναν για κάθε µία από 

τις παραπάνω περιπτώσεις. Έτσι έχουµε: 

 I1 = ⌡⌠
ξ=-(kx+1)∆

-kx∆

       ⌡⌠
ψ=-(ky+1)∆

-ky∆

    ⌡⌠
x=0

(kx+1)∆+ξ

       ⌡⌠
y=0

(ky+1)∆+ψ

  f(ξ2+ψ2)dxdydξdψ =   

 = ⌡⌠
ξ=-(kx+1)∆

-kx∆

       ⌡⌠
ψ=-(ky+1)∆

-ky∆

    f(ξ2+ψ2)((kx+1)∆+ξ)((ky+1)∆+ψ)dξdψ  (4.45)
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Κάνουµε την αλλαγή µεταβλητών: 

 
⎩
⎨
⎧ξ' = kx∆+ξ
ψ' = ky∆+ψ     (4.46)   

Για τα όρια ολοκλήρωσης ισχύει: 

 

⎩
⎨
⎧ξ'-kx∆ = -(kx+1)∆

 ξ'-kx∆ = -kx∆
 ψ'-ky∆ = -(ky+1)∆
ψ'-ky∆ = -ky∆

    

⎩
⎨
⎧ξ' = -∆
ξ' = 0
ψ' = -∆
ψ' = 0

  (4.47) 

Άρα το ολοκλήρωµα γίνεται 

 I1 = ⌡⌠
ξ'=-∆

0

   ⌡⌠
ψ'=-∆

0

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆+ξ')(∆+ψ')dξ'dψ'  (4.48) 

Αφού είναι 
⎩
⎨
⎧ξ’≤0    |ξ| = -ξ 
ψ’≤0   |ψ| = -ψ   µπορούµε να γράψουµε το I1 ως 

 I1 = ⌡⌠
ξ'=-∆

0

   ⌡⌠
ψ'=-∆

0

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆-|ξ'|)(∆-|ψ'|)dξ'dψ'  (4.49) 

Παροµοίως 

 I2 = ⌡⌠
ξ=-kx∆

-(kx-1)∆

       ⌡⌠
ψ=-(ky+1)∆

-ky∆

    ⌡⌠
x=kx∆+ξ

∆

       ⌡⌠
y=0

(ky+1)∆+ψ

  f(ξ2+ψ2)dxdydξdψ =  

 = ⌡⌠
ξ=-kx∆

-(kx-1)∆

       ⌡⌠
ψ=-(ky+1)∆

-ky∆

    f(ξ2+ψ2)(-(kx-1)∆-ξ)((ky+1)∆+ψ)dξdψ  (4.50) 

και µε αλλαγή µεταβλητών 

 I2 = ⌡⌠
ξ'=0

∆

   ⌡⌠
ψ'=-∆

0

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆-ξ')(∆+ψ')dξ'dψ'  

 I2 = ⌡⌠
ξ'=0

∆

   ⌡⌠
ψ'=-∆

0

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆-|ξ'|)(∆-|ψ'|)dξ'dψ'  (4.51) 

 

 

 

 

Εξ άλλου 

 I3 = ⌡⌠
ξ=-(kx+1)∆

-kx∆

       ⌡⌠
ψ=-ky∆

-(ky-1)∆

      ⌡⌠
x=0

(kx+1)∆+ξ

       ⌡⌠
y=ky∆+ψ

∆

  f(ξ2+ψ2)dxdydξdψ =  
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 = ⌡⌠
ξ=-(kx+1)∆

-kx∆

       ⌡⌠
ψ=-ky∆

-(ky-1)∆

      f(ξ2+ψ2)((kx+1)∆+ξ)(-(ky-1)∆-ψ)dξdψ =  

 = ⌡⌠
ξ'=-∆

0

   ⌡⌠
ψ'=0

∆

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆+ξ')(∆-ψ')dξ'dψ'  

 I3 = ⌡⌠
ξ'=-∆

0

   ⌡⌠
ψ'=0

∆

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆-|ξ'|)(∆-|ψ'|)dξ'dψ'  (4.52) 

Τέλος 

 I4 = ⌡⌠
ξ=-kx∆

-(kx-1)∆

       ⌡⌠
ψ=-ky∆

-(ky-1)∆

      ⌡⌠
x=kx∆+ξ

∆

       ⌡⌠
y=ky∆+ψ

∆

  f(ξ2+ψ2)dxdydξdψ  

 I4 = ⌡⌠
ξ'=0

∆

   ⌡⌠
ψ'=0

∆

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆-|ξ'|)(∆-|ψ'|)dξ'dψ'  (4.53) 

Συνδυάζοντας τα παραπάνω και το γεγονός ότι 

 Ι = Ι1+Ι2+Ι3+Ι4 (4.54) 

έχουµε 

 I = 2 ⌡⌠
ξ'=-∆

∆

   ⌡⌠
ψ'=-∆

∆

  f[(ξ'-kx∆)2+(ψ'-ky∆)2](∆-|ξ'|)(∆-|ψ'|)dξ'dψ'  (4.55) 

ή 

 I = 2 ⌡⌠
ξ=-∆

∆

   ⌡⌠
ψ=-∆

∆

  f[(ξ-kx∆)2+(ψ-ky∆)2](∆-|ξ|)(∆-|ψ|)dξdψ  (4.56) 

Το παραπάνω ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί µόνο αριθµητικά. Θέτοντας ∆ = 1 και 

δίνοντας διάφορες τιµές στα kx, ky και b µπορούµε να υπολογίσουµε διάφορες τιµές του 

ολοκληρώµατος Ι. Με αριθµητική επίλυση και βελτιστοποίηση καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι το ολοκλήρωµα Ι της σχέσης (4.56) προσεγγίζεται πολύ καλά από την 

παρακάτω σχέση: 

 γ(s) = Α(b)·(s-
0.1·b1.4

s )-b  (4.57) 

όπου αρχικά προσεγγίζεται και βελτιστοποιείται η σχέση 

 Α(b) = 
γ0

2π
2-b - 

7π-6
2(3-b) + 

2π
3(4-b)

  (4.58) 

ή 
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 Α(b) = γ0·c(b)     µε     c(b) = 
1

2π
2-b - 

7π-6
2(3-b) + 

2π
3(4-b)

  (4.59) 

και στη συνέχεια βελτιστοποιείται ο όρος (s-
0.1·b1.4

s )-b  της σχέσης (4.57). 

Στην ειδική περίπτωση όπου s = kx = ky = 0 το παραπάνω ολοκλήρωµα παριστάνει τη 

διασπορά γ0. 

Αν στη σχέση (4.57) διαιρέσουµε και τα δύο µέλη µε τη διασπορά γ0 τότε µε δεδοµένη τη 

σχέση (4.59) προκύπτει 

 ρ(s) = c(b)·(s-
0.1·b1.4

s )-b  (4.60) 

Η βελτιστοποίηση γίνεται µε χρήση προγράµµατος spreadsheet. Παριστούµε γραφικά τις 

διάφορες τιµές του Ι της σχέσης (4.56) και µε διαδοχικές προσεγγίσεις καταλήγουµε στο 

ζεύγος των σχέσεων (4.57) και (4.58). 

 

 

4.5 Υπολογισµός ακολουθίας συντελεστών βάρους 
Σύµφωνα µε τη σχέση (4.24) ισχύει 

 sγ(q) = Α·πb-1Γ(1-b/2)
Γ(b/2) qb-2  

Η σχέση (4.24) γράφεται και ως 

 sγ(q) = γ0·c(b)·d(b)·qb-2  (4.61) 

µε c(b)  σύµφωνα µε την (4.59) και 

 d(b) = πb-1Γ(1-b/2)
Γ(b/2)   (4.62) 

Σύµφωνα µε την (4.20) ισχύει 

 sa(φ,ω) = sγ(φ,ω)   ή   sa(q) = sγ(q)  

Και δεδοµένης της σχέσης (4.61) έχουµε 

 sa(q) = γ0·c(b)·d(b) qb/2-1  

Γράφουµε την τελευταία σχέση στη µορφή 

 sa(q) = a0·c(b')·d(b')·qb'-2  (4.63) 

µε 

 b'-2 = b/2-1      b' = b/2+1      b = 2b'-2  (4.64) 

και 

 γ0·c(b)·d(b) = a0·c(b')·d(b')     



 36

 a0 = γ0 · 
c(b)· d(b)
c(b')·d(b')   (4.65) 

Παρατηρούµε ότι η σχέση (4.63) είναι το Φάσµα Ισχύος κάποιου άλλου πεδίου FGN µε 

εκθέτη b’ όπως στην (4.64) και διασπορά a0 όπως στη σχέση (4.65). 

Άρα η συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς αυτού του πεδίου θα είναι (βλ. σχέση (4.57)) 

 a(s) = a0·c(b')·(s-
0.1·b'1.4

s )-b'  (4.66) 

µε s = i2+j2  

4.6 Εκτίµηση Παραµέτρων 
Βασικό ζητούµενο της παραπάνω µεθοδολογίας είναι η παραγωγή συνθετικών πεδίων 

FGN που έχουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά κάποιου πραγµατικού πεδίου που έχει 

µετρηθεί και το οποίο καλούµε δείγµα. 

Έστω τυχαίο πεδίο FGN, Z(i,j) µε αναµενόµενη τιµή µZ = E[Z]. Θα συµβολίζουµε µε 

Z(k)(m,n) το συναθροισµένο πεδίο στην κλίµακα  k για το οποίο ισχύει 

 Z(k)(m,n) = ∑
i=(m-1)k+1

mk
      ∑

j=(n-1)k+1

nk
   Z(i,j)  (4.67) 

Το πεδίο στη βασική κλίµακα k = 1 συµβολίζεται Z(1)(i,j)  ή απλά  Z(i,j). 

Αποδεικνύεται αµέσως παρακάτω ότι ισχύει: 

 Var[Z(k)] = k4HVar[Z]  (4.68) 

Αν στο ολοκλήρωµα της σχέσης (4.56) κάνουµε την αλλαγή µεταβλητών 
⎩
⎨
⎧ξ' = ξ/∆
ψ' = ψ/∆  τότε 

καταλήγουµε στις σχέσεις 

 I = 2 ⌡⌠
ξ=-∆

∆

   ⌡⌠
ψ=-∆

∆

  f[(ξ'-kx)∆2+(ψ'-ky)∆2]∆2(1-|ξ|)(1-|ψ|)∆dξ'∆dψ' = 

 = 2∆4
⌡⌠
ξ=-∆

∆

   ⌡⌠
ψ=-∆

∆

  f{∆2[(ξ'-kx)+(ψ'-ky)]}(1-|ξ|)(1-|ψ|)dξ'dψ'  

   

Από τη σχέση (4.28) προκύπτει ότι αν f(r2) = Ar-b  τότε  f(∆2r2) = ∆-bAr-b, άρα το τελευταίο 

ολοκλήρωµα µε δεδοµένη και τη σχέση (4.22) που συνδέει το b µε το H γίνεται 

 I(∆) = 2∆4Η
⌡⌠
ξ=-∆

∆

   ⌡⌠
ψ=-∆

∆

  f{[(ξ'-kx)+(ψ'-ky)]}(1-|ξ|)(1-|ψ|)dξ'dψ'  (4.69) 
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Το ∆ στη σχέση (4.69) παίζει το ρόλο της κλίµακας συνάθροισης k. Για kx = ky = 0 ισχύει 

λοιπόν ότι Ι(1) = γ0  και  Ι(k) = γ0
(k). Με τη βοήθεια λοιπόν των δύο τελευταίων σχέσεων 

καθώς και της (4.69) αποδεικνύεται η (4.68). Από τη σχέση (4.68) µπορεί να εκτιµηθεί πολύ 

εύκολα ο συντελεστής H του πεδίου. 

Σηµαντική παράµετρος προς διατήρηση είναι ο συντελεστής ασυµµετρίας του 

δείγµατος, για να διατηρηθεί ο οποίος, πρέπει να γίνει κατάλληλη επιλογή του συντελεστή 

ασυµµετρίας του λευκού θορύβου V. 

Παροµοίως µε την περίπτωση της µίας διάστασης αποδεικνύεται ότι: 

 ξZ·γ0
(3/2) = ( ∑

i=-q

q
  ∑

i=-q

q
 a3(i,j) )·ξV  (4.70) 

4.7 Εφαρµογή της µεθοδολογίας 
Για την εφαρµογή της µεθοδολογίας που αναπτύχθηκε ακολουθούµε τα εξής βήµατα. 

1) Από το δείγµα υπολογίζεται η διασπορά γ0. 

2) Στη συνέχεια µε τη βοήθεια της σχέσης (4.68) υπολογίζεται ο συντελεστής H του 

δείγµατος. 

3) Με τις σχέσεις (4.22) και (4.64) υπολογίζονται οι εκθέτες b και b’. 

4) Με τις σχέσεις (4.59), (4.62), (4.65) και (4.66) υπολογίζεται η ακολουθία των βαρών a(s) 

και µετατρέπεται σε καρτεσιανές συντεταγµένες σε a(i,j). 

5) Παράγεται θόρυβος V µε µV = 0, Var[V] = 1 και συντελεστή ασυµµετρίας σύµφωνα µε τη 

σχέση (4.70). 

6) Παράγεται τελικά το συνθετικό πεδίο µε τη βοήθεια τη σχέσης (4.2). 

Τα παραπάνω θα φανούν καλύτερα µε τη βοήθεια των δύο εφαρµογών που ακολουθούν στο 

επόµενο κεφάλαιο. 
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Κεφάλαιο 5 
Η περίπτωση των 2 διαστάσεων – Εφαρµογές 

 

Στις ακόλουθες εφαρµογές επιχειρείται να προσοµοιωθούν δύο πεδία στιγµιαίας 

σηµειακής έντασης βροχής. Τα δεδοµένα προέρχονται από µετρήσεις radar. Κατ’ αρχάς 

ελέγχεται αν το πεδίο που µετρήθηκε (φυσικό πεδίο) µπορεί να προσοµοιωθεί από συνθετικό 

πεδίο FGN. Στη συνέχεια εκτιµώνται οι απαιτούµενες για την προσοµοίωση παράµετροι και 

γίνεται η παραγωγή του συνθετικού πεδίου. Στο τέλος γίνεται σύγκριση του παραχθέντος 

πεδίου µε το φυσικό. 

 

5.1 Μέτρηση βροχής µε χρήση radar 
Κρίνεται σκόπιµο, πριν γίνει η παρουσίαση των εφαρµογών, να γίνει µία σύντοµη 

αναφορά στη µεθοδολογία µέτρησης της βροχής µε χρήση radar. 

Η λειτουργία των radar στηρίζεται στη µέτρηση της ανακλώµενης ηλεκτροµαγνητικής 

ενέργειας πάνω στα υδροσταγονίδια (Μιµίκου 1994, Μιµίκου και Μπαλτάς 2001). Από έναν 

ποµπό εκπέµπονται ραδιοκύµατα, τα οποία αφού διαδοθούν στην ατµόσφαιρα, ανακλώνται 

στα υδροσταγονίδια. Η ανακλώµενη ενέργεια επιστρέφει στο radar και προσλαµβάνεται από 

µία κεραία. Μετρώντας την ενέργεια που επιστρέφει στην κεραία µπορεί να εκτιµηθεί η 

ένταση της βροχής. 

Τα ραδιοκύµατα εκπέµπονται µε τη µορφή περιστρεφόµενης δέσµης η οποία σαρώνει 

την περιοχή ενδιαφέροντος. Με αυτόν τον τρόπο µπορεί να µετρηθεί η αντανακλαστικότητα 

Z σε κάθε σηµείο της περιοχής. Η ένταση της βροχής συνδέεται µε την αντανακλαστικότητα 

µε συναρτησιακή σχέση που εξαρτάται από παράγοντες όπως η κλιµατολογία, ο τύπος της 

βροχής κλπ. 

Στις εφαρµογές που παρουσιάζονται χρησιµοποιήθηκαν δεδοµένα από το πείραµα 

TOGA-COARE (Tropical Ocean Global Atmosphere-Coupled Ocean-Atmosphere Response 

Experiment). Σε αυτό το πείραµα χρησιµοποιήθηκε radar βροχής Doppler µεταφερόµενο µε 

πλοίο (Pavlopoulos & Gupta, 2003). Κάθε σάρωση καλύπτει µία περιοχή 240 x 240 km2 

χωρισµένη σε 120 x 120 στοιχεία διαστάσεων 2 x 2 km2. Στα πλαίσια του πειράµατος γινόταν 

µία σάρωση κάθε 20 λεπτά. Στις εφαρµογές της παρούσας εργασίας χρησιµοποιήθηκαν δύο 

σαρώσεις που έγιναν στις 10 Νοεµβρίου 1992. Περισσότερες πληροφορίες για το πείραµα 

TOGA-COARE και τα δεδοµένα του, δίνονται στην εργασία των Short et al. (1997). 
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Τα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν στις παρακάτω εφαρµογές φαίνονται στον Πίνακα 

Β.1 του παραρτήµατος Β. Τα δεδοµένα αφορούν στη στιγµιαία ένταση (mm/h) της βροχής 

κάθε στοιχείου. Η µετατροπή από τη µετρηθείσα αντανακλαστικότητα σε ένταση έγινε µε 

βάση τη σχέση 

 i = (
Z

230)1/1.25  (5.1) 

όπου i η ένταση και Z η αντανακλαστικότητα (Pavlopoulos & Gupta, 2003). 

 

5.2 Εφαρµογη Α 
Σε αυτή την εφαρµογή χρησιµοποιήθηκε το δείγµα µε κωδικό ΜΙΤ_921110_2321_2km. 

Το δείγµα έχει διαστάσεις 120 x 120, ενώ το συνθετικό πεδίο θα έχει διαστάσεις 100 x 

100. 

Στο σχήµα 5.1 φαίνεται σε προοπτική άποψη το φυσικό πέδιο που επιχειρείται να 

προσοµοιωθεί. 
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 Σχήµα 5.1: Το φυσικό πεδίο 

 

Το φυσικό πεδίο θα συµβολίζεται ως Zφ. Το Zφ έχει τα ακόλουθα στατιστικά χαρακτηριστικά 



 40

 

 

 

 

 Πίνακας 5.1: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του Zφ

µΖφ = 1.45  

σ2
Ζφ = 18.85 

σΖφ = 4.34 

ξΖφ = 5.77 

Προχωρούµε σε τυποποίηση του φυσικού πεδίου. Το τυποποιήµενο πεδίο συµβολίζεται 

ως ΖΤφ.  

Προκειµένου να διαπιστώσουµε αν το πεδίο µπορεί να προσοµοιωθεί µε ένα πεδίο FGN 

ελέγχουµε δύο στοιχεία. Πρώτον συναθροίζουµε το πεδίο ZΤφ σε διάφορες κλίµακες, και στη 

συνέχεια υπολογίζουµε τη σχέση µεταξύ της διασποράς σε κάθε κλίµακα µε την κλίµακα. 

∆εύτερον σχεδιάζουµε το αυτοσυσχετόγραµµα του πεδίου ΖΤφ και µελετούµε τη µορφή του. 

Αυτοί οι δύο έλεγχοι γίνονται µε τη βοήθεια των σχηµάτων 5.2, 5.3 και 5.4. 

Η συνάθροιση γίνεται µε τη βοήθεια της σχέσης (4.67) 

 

y = 1.4226x3.2759

R2 = 0.9963
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 Σχήµα 5.2: Σχέση Κλίµακας Συνάθροισης – ∆ιασποράς του τυποποιηµένου φυσικού πεδίου 

Σύµφωνα µε τη σχέση (4.68) ισχύει 
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 Var[Z(k)] = k4HVar[Z]  

Η σχέση αυτή φαίνεται να επαληθεύεται στο σχήµα 5.2 δεδοµένου ότι παρατηρείται ευθεί 

διάταξη σηµείων στο διπλό λογαριθµικό διάγραµµα, µε κλιση 3.2759. Άρα 

 4Η = 3.2759      Η = 0.82 (5.2) 

Σύµφωνα µε τη σχέση (4.22) και δεδοµένης της τιµής του Η θα ισχύει για τον εκθέτη b της 

συνάρτησης αυτοσυσχέτισης: 

 b = 4(1- H) = 0.72 
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 Σχήµα 5.3: Προοπτική άποψη του αυτοσυσχετογράµµατος του φυσικού πεδίου 
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 Σχήµα 5.4: Συντελεστής αυτοσυσχέτησης του φυσικού πεδίου ως προς την υστέρηση s 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.4 ο συνάρτηση αυτοσυσχέτισης του φυσικού πεδίου 

προσεγγίζεται καλά µε µια συνάρτηση δύναµης της υστέρησης, µε εκθέτη 0.75, πολύ κοντά 

στον εκθέτη b = 0.72 που υπολογίστηκε προηγουµένως. 

Με βάση τους δύο παραπάνω έλεγχους καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το φυσικό 

πεδίο µπορεί να προσοµοιωθεί από ένα πεδίο FGN, η σύνθεση του οποίου θα γίνει µε τη 

βοήθεια της µεθοδολογίας που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 3. 

Καταρχάς θα υπολογίσουµε την ακολουθία των συντελεστών βάρους. Υπενθυµίζονται 

παρακάτω οι σχέσεις που θα χρησιµοποιηθούν για τον υπολογισµό της ακολουθίας. 

 c(b) = 
1

2π
2-b - 

7π-6
2(3-b) + 

2π
3(4-b)

  (4.59) 

 d(b) = πb-1Γ(1-b/2)
Γ(b/2)   (4.62) 

 b' = b/2+1 (4.64) 

 a0 = B· γ0 · 
c(b)· d(b)
c(b')·d(b')   (4.65) 

 a(s) = a0·c(b')·(s-
0.1·b'1.4

s )-b'  (4.66) 

Στη συγκεκριµένη εφαρµογή είναι 

b = 0.72   (από τη σχέση (4.22)) 

b’ = 1.36 



 43

c(b) = 0.49 

c(b’) = 0.17 

d(b) = 0.41 

d(b’) = 3.17 

B = 1.03 

a0 = 0.838 

Με εφαρµογή της σχέσης (4.66) υπολογίζεται η ακολουθία των συντελεστών βάρους. Για τη 

σύνθεση θα χρησιµοποιήσουµε τους συντελεστές βάρους a(s) µε s µέχρι 70. Η ακολουθία 

που υπολογίστηκε φαίνεται στον Πίνακα Β.2 και παρίσταται γραφικά στο Σχήµα 5.5. 
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 Σχήµα 5.5: Η ακολουθία a(s) των συντελεστών βάρους 

Με τη βοήθεια της σχέσης (4.70), και µε δεδοµένη την ακολουθία a(s) και το 

συντελεστή ασυµµετρίας του Zφ (βλ. Πίνακα 5.1), υπολογίζουµε το συντελεστή ασυµµετρίας 

που θα πρέπει να έχει ο λευκός θόρυβος V(i,j). 

Προκύπτει ότι 

ξV = 9.29 

Ο λευκός θόρυβος V(i,j) υποτίθεται ότι ακολουθεί την κατανοµή γάµµα 3 παραµέτρων. 

Υπενθυµίζουµε ότι πρέπει να ισχύει 

µV = 0 

και 

σ2
V = 1 

Οι τρεις παράµετροι (κ σχήµατος, λ κλίµακας και c θέσης) υπολογίζονται σύµφωνα µε 

τις σχέσεις (3.35), (3.36) και (3.37) και προκύπτει 

κ = 0.046  
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λ = 0.215  

c = -0.215 

Ο λευκός θόρυβος V(i,j) παράγεται σύµφωνα µε τον αλγόριθµο γέννησης τυχαίων 

αριθµών της κατανοµής γάµµα 3 παραµέτρων που παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Γ. 

Ο παραχθείς λευκός θόρυβος έχει τα εξής στατιστικά χαρακτηριστικά 

 Πίνακας 5.2: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του V 

µV = -0.003  

σ2
V = 0.995 

σV = 0.997 

ξV = 9.371 

 

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τα βάρη a(i,j) από την ακολουθία των βαρών a(s) αφού 

ισχύει ότι 

 a(s) = a(i,j)  

για s = i2+j2  

Προχωράµε τώρα στην εφαρµογή της σχέσης (4.2) η οποία έχει ως αποτέλεσµα τη 

σύνθεση του πεδίου. Το συνθετικό πεδίο συµβολίζεται Zσ.  

Το Zσ έχει τα ακόλουθα στατιστικά χαρακτηριστικά 

 Πίνακας 5.3: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του Zσ

µΖσ = 0.11  

σ2
Ζσ = 0.92 

σΖσ = 0.96 

ξΖσ = 5.30 

Προχωρούµε σε τυποποίηση του Zσ και καταλήγουµε στο τυποποιηµένο πεδίο ZΤσ. Στη 

συνέχεια εφαρµόζουµε µία διαδικασία ανόρθωσης του ZΤσ µε τη βοήθεια των στατιστικών 

χαρακτηριστικών του φυσικού πεδίου, µε σκοπό τη µετατροπή των αρνητικών τιµών σε 

µηδενικές µε διατήρηση των στατιστικων χαρακτηριστικών του φυσικού πεδίου. Το 

ανορθωµένο πεδίο συµβολίζεται ως Z’σ 

 

Το Z’σ έχει τα ακόλουθα στατιστικά χαρακτηριστικά 
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 Πίνακας 5.4: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του Z’σ

µΖ’σ = 1.46  

σ2
Ζ’σ = 18.85 

σΖ’σ = 4.34 

ξΖ’σ = 7.05 

 

Στη συνέχεια συναθροίζουµε το Z σε διάφορες κλίµακες µε τη βοήθεια της σχέσης 

(4.67) και ελέγχουµε τη σχέση µεταξύ της κλίµακας συνάθροισης και της διασποράς. Η 

σχέση κλίµακας – διασποράς ελέγχεται µε τη βοήθεια του σχήµατος 5.6 

y = 0.9549x3.1946

R2 = 0.9996
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 Σχήµα 5.6: Σχέση Κλίµακας Συνάθροισης – ∆ιασποράς του συνθετικού πεδίου 

Όπως προκύπτει από το σχήµα 5.6 και µε βάση τη σχέση (4.68) είναι 

 4H = 3.195 

Άρα 

 H = 0.80 (5.3) 

Συγκρίνοντας τις σχέσεις (5.2) και (5.3) παρατηρούµε ότι το συνθετικό πεδίο διατηρεί το 

συντελεστη Hurst του φυσικού σε πολύ καλό βαθµό. 

Με τη βοήθεια της σχέσης (4.60) υπολογίζουµε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα του 

πεδίου. 

Για το συντελεστή συσχέτισης των δύο αυτοασυσχετογραµµάτων προκύπτει 

ρθ,σ = 0.972  (5.4) 
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Τα παραπάνω φαίνονται και στο σχήµα 5.7 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το συνθετικό πεδίο έχει αυτοσυσχετόγραµµα πολύ κοντά στο 

θεωρητικά αναµενόµενο. 

Στο σχήµα 5.8 φαίνεται το αυτοσυσχετόγραµµα σε προοπτική άποψη 
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 Σχήµα 5.7: Σύγκριση θεωρητικού και συνθετικού αυτοσυσχετογράµµατος 
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 Σχήµα 5.8: Προοπτική άποψη του αυτοσυσχετογράµµατος του συνθετικού πεδίου 
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Τέλος στο σχήµα 5.9 φαίνεται σε προοπτική άποψη το ανορθωµένο συνθετικό πέδιο. 
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 Σχήµα 5.9: Το συνθετικό πεδίο 
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5.3 Εφαρµογή Β 
Σε αυτή την εφαρµογή χρησιµοποιήθηκε το δείγµα µε κωδικό ΜΙΤ_921110_2001_2km. 

Η διαδικασία σύνθεσης είναι η ίδια µε αυτήν της εφαρµογής Α. 

Στο σχήµα 5.10 φαίνεται το φυσικό πεδίο σε προοπτική άποψη. 
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 Σχήµα 5.10: Το φυσικό πεδίο 

To Ζφ έχει τα εξής στατιστικά χαρακτηριστικά 

 Πίνακας 5.5: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του Zφ

µΖφ = 0.65  

σ2
Ζφ = 11.04 

σΖφ = 3.32 

ξΖφ = 9.83 

 

Προχωρούµε σε τυποποίηση του Zφ. Το τυποποιηµένο πεδίο καλούµε Zφ. 

Με τη βοήθεια της σχέσης (4.67) συναθροίζουµε το τυποποιηµένο πεδίο σε διάφορες 

κλίµακες. Υπολογίζουµε τη διασπορά κάθε κλίµακας, και κατασκευάζουµε το σχήµα 5.11, µε 
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τη βοήθεια του οποίου καθώς και της σχέσης (4.68) υπολογίζουµε το συντελεστή Hurst του 

φυσικού πεδίου. Καταλήγουµε στο 

 H = 0.81 (5.5) 

και µε τη βοήθεια της σχέσης (4.22) στο 

 b = 0.76 

y = 1.3535x3.2285

R2 = 0.997
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 Σχήµα 5.11: Σχέση Κλίµακας Συνάθροισης – ∆ιασποράς του τυποποιηµένου φυσικού πεδίου 

Υπολογίζουµε το συντελεστή αυτοσυσχέτισης του φυσικού πεδίου και καταλήγουµε στα 

σχήµατα 5.12 και 5.13. 
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 Σχήµα 5.12: Προοπτική άποψη του αυτοσυσχετογράµµατος του φυσικού πεδίου 
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 Σχήµα 5.13: Συντελεστής αυτοσυσχέτησης του φυσικού πεδίου ως προς την υστέρηση s 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.13 ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης του φυσικού πεδίου 

προσεγγίζεται καλά µε µια συνάρτηση δύναµης της υστέρησης, µε εκθέτη 0.75, πολύ κοντά 

στον εκθέτη b = 0.76 που υπολογίστηκε θεωρητικά. 

Με βάση τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι το φυσικό πεδίο µπορεί να προσοµοιωθεί από 

ένα πεδίο FGN. Η σύνθεση του πεδίου FGN θα γίνει µε τη βοήθεια της µεθοδολογίας που 

αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 3. 

Με τη βοήθεια των σχέσεων (4.59), (4.62), (4.64), (4.65) και (4.66) καταλήγουµε στα 

b’ = 1.36 

c(b) = 0.49 

c(b’) = 0.17 

d(b) = 0.41 

d(b’) = 3.17 

B = 1.03 

a0 = 0.838 

Η ακολουθία των συντελεστών βάρους (σχέση (4.66)) υπολογίζεται για s µέχρι 70 και οι 

τιµές της φαίνονται στον Πίνακα Β.2, παρίσταται δε γραφικά στο σχήµα 5.14 
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y = 0.1515x-1.3982

R2 = 0.9997
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 Σχήµα 5.14: Η ακολουθία a(s) των συντελεστών βάρους 

 

Με τη βοήθεια της σχέσης (4.70), και µε δεδοµένη την ακολουθία a(s) και το συντελεστή 

ασυµµετρίας του Zφ (βλ. Πίνακα 5.5), υπολογίζουµε το συντελεστή ασυµµετρίας που θα 

πρέπει να έχει ο λευκός θόρυβος V(i,j). Προκύπτει ότι 

ξV = 15.21 

Ο λευκός θόρυβος V(i,j) θα ακολουθεί την κατανοµή γάµµα 3 παραµέτρων. 

Οι τρεις παράµετροι (κ σχήµατος, λ κλίµακας και c θέσης) υπολογίζονται σύµφωνα µε 

τις σχέσεις (3.35), (3.36) και (3.37) και προκύπτει 

κ = 0.017  

λ = 0.132  

c = -0.132 

Ο λευκός θόρυβος V(i,j) παράγεται σύµφωνα µε τον αλγόριθµο γέννησης τυχαίων 

αριθµών της κατανοµής γάµµα 3 παραµέτρων που παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Γ. 

Ο παραχθείς λευκός θόρυβος έχει τα εξής στατιστικά χαρακτηριστικά 

 Πίνακας 5.6: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του V 

µV = -0.002  

σ2
V = 1.010 

σV = 1.005 

ξV = 15.30 
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Στη συνέχεια µετασχηµατίζουµε την ακολουθία των βαρών από a(s) (πολικές συντεταγµένες) 

σε a(i,j) (καρτεσιανές συντεταγµένες). 

Συνθέτουµε το συνθετικό πεδίο µε εφαρµογή της σχέσης (4.2). Συµβολίζουµε το 

συνθετικό πεδίο ως Zσ.  

Το Zσ έχει τα ακόλουθα στατιστικά χαρακτηριστικά 

 Πίνακας 5.7: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του Zσ

µΖσ = 0.008  

σ2
Ζσ = 1.126 

σΖσ = 1.061 

ξΖσ = 9.812 

Προχωρούµε σε τυποποίηση του Zσ και καταλήγουµε στο τυποποιηµένο πεδίο ZΤσ. Στη 

συνέχεια ανορθώνουµε το ZΤσ µε τη βοήθεια των στατιστικών χαρακτηριστικών του φυσικού 

πεδίου. Το ανορθωµένο πεδίο συµβολίζεται ως Z’σ 

Το Z’σ έχει τα ακόλουθα στατιστικά χαρακτηριστικά 

 Πίνακας 5.8: Τα στατιστικά χαρακτηριστικά του Z’σ

µΖ’σ = 0.65  

σ2
Ζ’σ = 11.04 

σΖ’σ = 3.32 

ξΖ’σ = 12.75 

Στη συνέχεια συναθροίζουµε το Z σε διάφορες κλίµακες µε τη βοήθεια της σχέσης (4.67) και 

ελέγχουµε τη σχέση µεταξύ της κλίµακας συνάθροισης και της διασποράς. Η σχέση κλίµακας 

– διασποράς ελέγχεται µε τη βοήθεια του σχήµατος 5.15 
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 Σχήµα 5.15: Σχέση Κλίµακας Συνάθροισης – ∆ιασποράς του συνθετικού πεδίου 

Από το σχήµα 5.15 και µε τη βοήθεια της σχέσης (4.68) προκύπτει ότι 

 4H = 3.26 

∆ηλαδή 

 H = 0.81 (5.6) 

Συγκρίνοντας τις σχέσεις (5.5) και (5.6) παρατηρούµε ότι το συνθετικό πεδίο διατηρεί το 

συντελεστη Hurst του φυσικού. 

Με τη βοήθεια της σχέσης (4.60) υπολογίζουµε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα του 

πεδίου. 

Για το συντελεστή συσχέτισης προκύπτει 

 ρθ,σ = 0.75 (5.7) 

Τα παραπάνω φαίνονται και στο σχήµα 5.16 

Το συνθετικό πεδίο λοιπόν έχει αυτοσυσχετόγραµµα κοντά στο θεωρητικά αναµενόµενο όχι 

όµως όπως το συνθετικό πεδίο της εφαρµογής Α. 

Αν όµως υπολογίσουµε το συντελεστή συσχέτισης της σχέσης (5.7) για υστέρηση µέχρι 

10· 2 , τότε προκύπτει 

 ρθ,σ = 0.98 

Το συνθετικό αυτοσυσχετόγραµµα λοιπόν αποκλίνει από το θεωρητικό για µεγάλη υστέρηση. 
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 Σχήµα 5.16: Σύγκριση θεωρητικού και συνθετικού αυτοσυσχετογράµµατος 

 

Στο σχήµα 5.17 φαίνεται το αυτοσυσχετόγραµµα σε προοπτική άποψη 
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 Σχήµα 5.17: Προοπτική άποψη του αυτοσυσχετογράµµατος του συνθετικού πεδίου 



 55

Τέλος στο σχήµα 5.18 φαίνεται σε προοπτική άποψη το ανορθωµένο συνθετικό πέδιο. 
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 Σχήµα 5.18: Το συνθετικό πεδίο 
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Κεφάλαιο 6 
Συµπεράσµατα 

 

Σκοπός της παρούσας εργασίας ήταν η ανάπτυξη ενός γραµµικού µοντέλου 

προσοµοίωσης δισδιάστατων τυχαίων πεδίων. Έµφαση δόθηκε στη διατήρηση της εµµονής. 

Το µοντέλο βασίστηκε στο σχήµα του συµµετρικού κινούµενου µέσου (symmetric moving 

average – SMA) το οποίο έχει τη δυνατότητα εξαγωγής κλειστών λύσεων ως προς τις 

παραµέτρους του. Το εν λόγω σχήµα επεκτάθηκε, µέσω θεωρητικών αναλύσεων, από τη µία 

στις δύο διαστάσεις, ώστε να µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην παραγωγή δισδιάστατων 

τυχαίων πεδίων.  Τα κύρια συµπεράσµατα που προκύπτουν από τις θεωρητικές αναλύσεις και 

τις εφαρµογές αυτής της εργασίας είναι: 

 

1) Το µοντέλο που αναπτύχθηκε είναι απλό στην εφαρµογή, αφού αρκεί η εκτίµηση του 

συντελεστή Hurst, η οποία γίνεται πολύ εύκολα από το δείγµα, και στη συνέχεια όλες οι 

υπόλοιπες παράµετροι του µοντέλου υπολογίζονται µε τη βοηθεία απλών εκφράσεων. 

2) Και στις δύο εφαρµογές που παρουσιάστηκαν ο συντελεστής Hurst των συνθετικών πεδίων 

ήταν πρακτικά ίσος µε το συντελεστή των αντίστοιχων φυσικών πεδίων. 

3) Τα στατιστικά χαρακτηριστικά των συνθετικών πεδίων ήταν πολύ κοντά σε αυτά των 

φυσικών. Με εξαίρεση το συντελεστή ασυµµετρίας που είχε µια µικρή απόκλιση, τα 

υπόλοιπα αναπαράχθηκαν µε µεγάλη ακρίβεια. 

4) Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης του συνθετικού πεδίου και η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 

που υπολογίστηκε θεωρητικά είχαν µικρή απόκλιση. Το µοντέλο λοιπόν µπορεί να 

προσοµοιώσει και να αναπαράγει το αυτοσυσχετόγραµµα πεδίου FGN. 

 

Με δεδοµένα τα παραπάνω µπορούµε να υποστηρίξουµε ότι ο στόχος της εργασίας 

επετεύχθη. ∆ύο αδυναµίες παρουσίασε µόνο το µοντέλο. Η µία σχετίζεται µε τη διαδικασία 

της ανόρθωσης της τυποποιηµένης συνθετικής χρονοσειράς (προκειµένου να µηδενιστούν οι 

παραγόµενες αρνητικές τιµές), η οποία έχει αποτέλεσµα την αύξηση του συντελεστή 

ασυµµετρίας. Η άλλη αδυναµία σχετίζεται µε τη µορφή των συνθετικών πεδίων η οποία 

διάφερει από τη µορφή των φυσικών στο ότι έχει λιγότερες µηδενικές τιµές και πιο 

διασκορπισµένες κορυφές. Παρ’ όλ’ αυτά οι µέγιστες τιµές διατηρήθηκαν. Αυτή η αδυναµία 

ίσως να οφείλεται στο σχετικά µικρό αριθµό συντελεστών βάρους που χρησιµοποιήθηκε, 

αλλά και στο γεγονός ότι για πολύ µικρή τιµή της υστέρησης ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 



 57

των φυσικών πεδίων ήταν αρκετά µεγαλύτερος από τον θεωρητικά αναµενόµενο, σύµφωνα 

µε το µοντέλο FGN. Η άρση αυτών των αδυναµιών, καθώς και η επέκταση της χρήσης του 

µοντέλου σε άλλα υδροµετεωρολογικά πεδία, εκτός από τις βροχοπτώσεις, µπορεί να 

αποτελέσει το αντικείµενο περαιτέρω έρευνας σχετικά µε το υπόψη θέµα. 
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Παράρτηµα Α 
Εφαρµογή του µονοδιάστατου µοντέλου 

 

Πίνακας Α.1: Τµήµα της ιστορικής (φυσικής) χρονοσειράς των Jones et al. (1998) 

S/N Ti S/N Ti S/N Ti S/N Ti S/N Ti S/N Ti 
1 -0.24 51 -0.08 101 -0.07 151 -0.34 201 -0.48 251 -0.4 
2 -0.02 52 0.41 102 -0.6 152 -0.7 202 -1.28 252 -0.33 
3 -0.06 53 0.21 103 0.4 153 -0.61 203 -0.61 253 -0.02 
4 -1.01 54 -0.01 104 0.74 154 -0.13 204 -0.19 254 0.22 
5 -0.63 55 0.17 105 0.34 155 -0.29 205 0 255 -0.19 
6 -0.37 56 -0.51 106 0.51 156 -0.03 206 -0.59 256 0.21 
7 0.2 57 0.1 107 1.25 157 -0.32 207 -0.91 257 -0.29 
8 -0.37 58 0.27 108 0.2 158 -0.67 208 -0.49 258 0.14 
9 -0.56 59 0.61 109 -0.13 159 -0.19 209 -0.35 259 -1.36 

10 0.01 60 -0.35 110 -0.54 160 -0.15 210 -0.55 260 -1.14 
11 -0.25 61 -0.17 111 -0.45 161 -0.47 211 -0.46 261 -0.69 
12 0.12 62 0.48 112 -0.4 162 -0.09 212 -0.01 262 -0.49 
13 -0.69 63 0.35 113 -0.29 163 -0.14 213 -0.44 263 -0.45 
14 -0.64 64 -0.73 114 0.22 164 0.35 214 -0.57 264 -0.86 
15 -0.15 65 -0.34 115 -0.56 165 -0.17 215 -0.59 265 -0.39 
16 -0.68 66 -0.34 116 -0.17 166 -0.02 216 -0.1 266 -0.13 
17 -0.4 67 -0.21 117 -0.48 167 -0.36 217 -0.35 267 0.13 
18 -0.8 68 -0.5 118 -0.66 168 0.14 218 -0.48 268 -0.32 
19 -0.08 69 -0.54 119 -0.56 169 0.02 219 -0.13 269 -0.08 
20 0.07 70 -0.09 120 -0.15 170 0.16 220 -0.45 270 0.39 
21 0.06 71 -0.54 121 -0.41 171 -0.35 221 -0.24 271 -0.45 
22 0.16 72 -0.05 122 -0.1 172 -0.27 222 0.26 272 0.17 
23 -0.49 73 0.13 123 -0.07 173 -0.77 223 -0.36 273 -0.06 
24 -0.57 74 0.32 124 -0.18 174 0 224 -0.41 274 0 
25 -0.25 75 1.16 125 -0.77 175 -0.23 225 0.05 275 0.23 
26 -0.04 76 0.15 126 -0.95 176 0.3 226 -0.49 276 -0.29 
27 -0.57 77 -0.07 127 -0.51 177 -0.58 227 -0.68 277 -0.17 
28 -0.12 78 -0.53 128 -0.73 178 -0.62 228 0.24 278 -0.17 
29 0.57 79 -0.94 129 -0.53 179 -0.34 229 -1.06 279 -1.06 
30 -0.92 80 -0.15 130 -0.95 180 -0.19 230 -0.63 280 -0.09 
31 0.42 81 0.44 131 -0.5 181 -0.38 231 -1.31 281 -0.07 
32 0.1 82 0.42 132 -0.33 182 -0.26 232 -0.77 282 -0.1 
33 -1.63 83 0.39 133 -0.36 183 -0.49 233 -0.41 283 -0.13 
34 0.43 84 -0.77 134 -0.48 184 0.06 234 -0.74 284 0.1 
35 0.31 85 0.53 135 -0.41 185 0.01 235 -0.57 285 -0.7 
36 -0.35 86 -0.31 136 0 186 0.08 236 -0.13 286 -0.02 
37 0.03 87 0.46 137 -0.55 187 -0.24 237 -0.48 287 -0.31 
38 0.01 88 0.41 138 -0.33 188 0.09 238 -0.33 288 -0.68 
39 0.37 89 0.13 139 -0.23 189 -0.28 239 -0.43 289 -1 
40 0.04 90 -0.09 140 -0.92 190 -0.8 240 -0.47 290 -0.39 
41 -0.18 91 -0.01 141 -0.01 191 -0.12 241 -0.42 291 -0.65 
42 -0.69 92 0.36 142 -0.12 192 0.29 242 0.09 292 -0.88 
43 -0.57 93 0.14 143 0 193 -0.46 243 0 293 -0.34 
44 0.57 94 -0.27 144 -0.26 194 0.26 244 -0.07 294 -0.93 
45 -0.03 95 -0.41 145 -0.43 195 -0.93 245 -0.47 295 -0.6 
46 0.59 96 -0.04 146 -0.21 196 -0.49 246 -0.17 296 0.08 
47 -0.69 97 -0.07 147 -0.36 197 -0.37 247 -0.3 297 -0.43 
48 -0.05 98 0.42 148 -0.3 198 -0.83 248 -0.07 298 -0.39 
49 0.42 99 0.52 149 -0.22 199 -0.4 249 -0.27 299 -1.06 
50 -0.5 100 -0.3 150 -0.73 200 -0.23 250 -0.05 300 -0.14 

 



 61

 Πίνακας Α.2: Η ακολουθία των συντελεστών βάρους 

  j αj j αj 
0 0.827 31 0.022 
1 0.234 32 0.022 
2 0.133 33 0.022 
3 0.101 34 0.021 
4 0.084 35 0.021 
5 0.073 36 0.02 
6 0.064 37 0.02 
7 0.058 38 0.02 
8 0.054 39 0.019 
9 0.05 40 0.019 

10 0.046 41 0.019 
11 0.044 42 0.019 
12 0.041 43 0.018 
13 0.039 44 0.018 
14 0.037 45 0.018 
15 0.036 46 0.017 
16 0.034 47 0.017 
17 0.033 48 0.017 
18 0.032 49 0.017 
19 0.031 50 0.017 
20 0.03 51 0.016 
21 0.029 52 0.016 
22 0.028 53 0.016 
23 0.027 54 0.016 
24 0.026 55 0.016 
25 0.026 56 0.015 
26 0.025 57 0.015 
27 0.025 58 0.015 
28 0.024 59 0.015 
29 0.023 60 0.015 
30 0.023     
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 Πίνακας Α.3: Αυτοσυσχετογράµµατα 

µ 0.278 0.2391 0.0839 0.0151 0.0206 
 Χ Υ xy (x-mx)2 (y-my)2 

lag θεωρ συνθ    
0 1 1 1 0.52126 0.57898
1 0.6192 0.6473 0.4008 0.11641 0.1666 
2 0.51 0.5122 0.2612 0.0538 0.07461
3 0.4552 0.4556 0.2074 0.03141 0.04686
4 0.42 0.4133 0.1736 0.02016 0.03036
5 0.3946 0.3847 0.1518 0.01358 0.02119
6 0.3749 0.3687 0.1382 0.00939 0.01679
7 0.3591 0.3447 0.1238 0.00657 0.01115
8 0.3459 0.3226 0.1116 0.00461 0.00697
9 0.3347 0.322 0.1078 0.00321 0.00687
10 0.325 0.3278 0.1065 0.0022 0.00788
11 0.3164 0.3144 0.0995 0.00147 0.00568
12 0.3088 0.3036 0.0937 0.00095 0.00416
13 0.3019 0.2904 0.0877 0.00057 0.00263
14 0.2957 0.2883 0.0853 0.00031 0.00242
15 0.2901 0.2739 0.0795 0.00015 0.00121
16 0.2849 0.2711 0.0772 4.7E-05 0.00102
17 0.2801 0.265 0.0742 4.3E-06 0.00067
18 0.2756 0.2601 0.0717 5.6E-06 0.00044
19 0.2715 0.2566 0.0697 4.2E-05 0.00031
20 0.2676 0.2534 0.0678 0.00011 0.0002 
21 0.264 0.2467 0.0651 0.0002 5.8E-05 
22 0.2606 0.2494 0.065 0.0003 0.00011
23 0.2574 0.249 0.0641 0.00043 9.7E-05 
24 0.2543 0.24 0.061 0.00056 8.9E-07 
25 0.2514 0.226 0.0568 0.00071 0.00017
26 0.2487 0.2205 0.0548 0.00086 0.00035
27 0.2461 0.2111 0.052 0.00102 0.00078
28 0.2436 0.2044 0.0498 0.00119 0.00121
29 0.2412 0.2015 0.0486 0.00136 0.00142
30 0.2389 0.1996 0.0477 0.00153 0.00156
31 0.2367 0.2035 0.0482 0.0017 0.00127
32 0.2346 0.2009 0.0471 0.00188 0.00146
33 0.2326 0.1981 0.0461 0.00206 0.00168
34 0.2307 0.1868 0.0431 0.00224 0.00273
35 0.2288 0.1767 0.0404 0.00242 0.00389
36 0.227 0.1721 0.0391 0.0026 0.00449
37 0.2253 0.1664 0.0375 0.00278 0.00528
38 0.2236 0.1553 0.0347 0.00296 0.00702
39 0.222 0.1462 0.0325 0.00314 0.00863
40 0.2204 0.1531 0.0337 0.00332 0.0074 
41 0.2189 0.1509 0.033 0.00349 0.00778
42 0.2174 0.1502 0.0326 0.00367 0.00791
43 0.216 0.1464 0.0316 0.00385 0.00858
44 0.2146 0.1525 0.0327 0.00402 0.0075 
45 0.2133 0.1491 0.0318 0.00419 0.0081 
46 0.212 0.1478 0.0313 0.00436 0.00834
47 0.2107 0.1472 0.031 0.00453 0.00844
48 0.2095 0.139 0.0291 0.0047 0.01003
49 0.2082 0.1321 0.0275 0.00487 0.01146
50 0.2071 0.1208 0.025 0.00503 0.01398
51 0.2059 0.1188 0.0245 0.0052 0.01446
52 0.2048 0.1247 0.0255 0.00536 0.01309
53 0.2037 0.1398 0.0285 0.00552 0.00987
54 0.2027 0.1372 0.0278 0.00568 0.01039
55 0.2016 0.1309 0.0264 0.00584 0.0117 
56 0.2006 0.1297 0.026 0.00599 0.01198
57 0.1996 0.1376 0.0275 0.00615 0.01029
58 0.1986 0.1256 0.0249 0.0063 0.01288
59 0.1977 0.1166 0.0231 0.00645 0.01499
60 0.1968 0.1049 0.0206 0.0066 0.018 
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Παράρτηµα Β 
Εφαρµογή του δισδιάστατου µοντέλου 

 

 Πίνακας Β.1: Τµήµα του φυσικού πεδίου από το TOGA-COARE (κωδ. δείγµατος ΜΙΤ_921110_2321_2km) 

 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 
45 0 0 0 0 0 0.013 0.036 0.486 4.316 6.628 12.67 14.01 16.08 7.246 0.012 
46 0 0 0 0 0 0.019 0.034 0.421 2.723 18.31 39.82 31.36 22.91 8.662 0.014 
47 0 0.01 0.01 0 0 0.017 0.038 0.228 2.755 17.58 32.46 23.38 10.35 1.718 0.015 
48 0 0.011 0.014 0.015 0.011 0.01 0.125 0.881 2.7 6.185 13.61 26.31 13.3 0.262 0.019 
49 0 0.012 0.015 0.014 0.02 0.031 0.175 0.718 1.263 2.096 12.85 38.92 26.69 5.45 0.105 
50 0 0 0 0 0.044 0.054 0.107 0.145 0.16 0.682 6.628 27.95 35.49 14.75 0.83 
51 0 0 0 0 0.038 0.049 0.034 0.019 0.032 0.083 3.419 21.39 42.42 23.99 3.468 
52 0 0 0 0 0 0.012 0.009 0.009 0.037 0.479 3.284 15.49 28.52 24.34 8.154 
53 0 0 0 0 0 0 0.009 0.028 0.132 0.489 1.632 4.585 8.762 11.75 5.958 
54 0 0 0 0 0 0 0.014 0.043 0.161 0.665 1.492 19.17 17.94 3.611 2.491 
55 0 0 0 0 0 0.018 0.043 0.078 0.176 0.587 1.945 16.94 16.51 1.518 0.986 
56 0 0 0.018 0.029 0.072 0.078 0.043 0.065 0.107 0.113 0.876 1.779 0.934 0.106 0.103 
57 0.009 0.013 0.025 0.057 0.105 0.099 0.033 0.01 0.064 0.041 0.026 0.034 0.025 0.018 0.028 
58 0.009 0.013 0.023 0.06 0.098 0.085 0.016 0.008 0 0.006 0.007 0.008 0.091 0.239 0.179 
59 0 0 0.022 0.047 0.052 0.028 0 0 0 0.006 0.007 0.009 1.962 2.013 0.221 
60 0 0 0 0 0 0 0 0 0.009 0.009 0.007 0.019 2.002 10.78 9.416 
61 0 0 0 0 0 0 0 0 0.069 0.045 0.016 0.033 4.242 20.07 15.23 
62 0 0 0 0 0 0 0 0 0.071 0.037 0.016 0.028 2.126 7.991 4.899 
63 0 0.01 0.009 0.01 0.013 0.017 0.015 0.012 0.009 0.009 0.013 0.022 0.163 0.268 0.237 
64 0 0.015 0.019 0.026 0.03 0.03 0.035 0.037 0.031 0.03 0.023 0.017 0.015 0.02 0.053 
65 0 0.02 0.032 0.047 0.057 0.06 0.064 0.048 0.036 0.045 0.052 0.047 0.019 0.011 0.008 
66 0 0.022 0.033 0.049 0.064 0.066 0.061 0.056 0.202 0.175 0.086 0.09 0.041 0.016 0.01 
67 0 0.015 0.023 0.028 0.032 0.024 0.036 0.116 0.339 0.269 0.149 0.14 0.059 0.048 0.377 
68 0 0 0.014 0.014 0.016 0.007 0.046 0.103 0.225 0.186 0.142 0.109 0.085 0.327 11.09 
69 0 0 0 0 0 0 0.027 0.051 0.073 0.089 0.078 0.102 0.279 2.084 20.31 
70 0 0 0 0 0 0 0.009 0.051 0.047 0.037 0.048 0.116 0.393 2.513 13.07 
71 0 0 0 0 0 0 0 0.016 0.023 0.026 0.028 0.076 0.216 0.866 5.356 
72 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.005 0.01 0.019 0.024 0.207 1.641 
73 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.011 0.023 0.401 
74 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.01 0.012 0.011 
75 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.006 0.006 
76 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.005 
77 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
78 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.012 0.01 
79 0 0 0 0 0 0 0 0 0.011 0.012 0.009 0.013 0.022 0.023 0.015 
80 0 0 0 0 0.014 0.015 0.017 0 0.011 0.011 0.01 0.023 0.054 0.085 0.065 
81 0 0 0 0 0.014 0.017 0.018 0.017 0.019 0.023 0.015 0.083 0.119 0.145 0.107 
82 0 0 0 0 0.015 0.019 0.018 0.018 0.027 0.041 0.037 0.075 0.086 0.062 0.073 
83 0 0 0 0 0.03 0.036 0.027 0.027 0.039 0.063 0.066 0.052 0.051 0.476 0.49 
84 0 0 0 0.057 0.067 0.063 0.082 0.081 0.058 0.06 0.057 0.043 0.079 1.377 1.162 
85 0 0 0.047 0.057 0.084 0.134 0.163 0.207 0.169 0.091 0.052 0.031 0.049 0.648 0.539 
86 0 0 0.033 0.064 0.144 0.218 0.224 0.223 0.166 0.089 0.048 0.025 0.026 0.036 0.057 
87 0 0 0.026 0.092 0.188 0.275 0.262 0.133 0.093 0.06 0.029 0.038 0.071 0.061 0.016 
88 0 0 0.029 0.063 0.13 0.227 0.17 0.06 0.068 0.065 0.046 0.054 0.149 0.203 0 
89 0 0 0 0.02 0.05 0.134 0.097 0.037 0.05 0.061 0.063 0.073 0.123 0.196 0 
90 0 0 0 0 0 0.032 0.02 0.016 0.046 0.069 0.067 0.054 0.069 0 0 
91 0 0 0 0 0 0 0 0 0.044 0.069 0.071 0.043 0.028 0 0 
92 0 0 0 0 0 0 0 0 0.03 0.046 0.064 0.049 0.029 0 0 
93 0 0 0 0 0 0 0 0 0.024 0.035 0.04 0.032 0.026 0.016 0 
94 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.022 0.045 0.052 0.016 0 
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 Πίνακας Β.2: Οι ακολουθίες των συντελεστών βάρους των δύο εφαρµογών 

Εφαρµογή Α   Εφαρµογή Β   
s a(s) s a(s) s a(s) s a(s) 
0 0.838229 36 0.001118 0 0.851267 36 0.00101 
1 0.183413 37 0.001077 1 0.179638 37 0.000973
2 0.060055 38 0.001038 2 0.057628 38 0.000938
3 0.033581 39 0.001002 3 0.031928 39 0.000905
4 0.022475 40 0.000968 4 0.021239 40 0.000874
5 0.016514 41 0.000936 5 0.015533 41 0.000844
6 0.012854 42 0.000906 6 0.012046 42 0.000817
7 0.010407 43 0.000878 7 0.009722 43 0.000791
8 0.00867 44 0.000851 8 0.008077 44 0.000766
9 0.007382 45 0.000825 9 0.006861 45 0.000742
10 0.006393 46 0.000801 10 0.005929 46 0.00072 
11 0.005614 47 0.000778 11 0.005197 47 0.000699
12 0.004986 48 0.000756 12 0.004607 48 0.000679
13 0.004471 49 0.000735 13 0.004125 49 0.00066 
14 0.004041 50 0.000715 14 0.003723 50 0.000642
15 0.003679 51 0.000696 15 0.003384 51 0.000625
16 0.003369 52 0.000678 16 0.003096 52 0.000608
17 0.003102 53 0.00066 17 0.002847 53 0.000592
18 0.00287 54 0.000644 18 0.002631 54 0.000577
19 0.002666 55 0.000628 19 0.002441 55 0.000563
20 0.002487 56 0.000613 20 0.002274 56 0.000549
21 0.002327 57 0.000598 21 0.002126 57 0.000536
22 0.002184 58 0.000584 22 0.001994 58 0.000523
23 0.002056 59 0.000571 23 0.001875 59 0.000511
24 0.00194 60 0.000558 24 0.001768 60 0.000499
25 0.001835 61 0.000545 25 0.001671 61 0.000488
26 0.00174 62 0.000534 26 0.001583 62 0.000477
27 0.001653 63 0.000522 27 0.001503 63 0.000467
28 0.001573 64 0.000511 28 0.001429 64 0.000457
29 0.0015 65 0.0005 29 0.001362 65 0.000447
30 0.001432 66 0.00049 30 0.001299 66 0.000438
31 0.00137 67 0.00048 31 0.001242 67 0.000429
32 0.001312 68 0.000471 32 0.001189 68 0.00042 
33 0.001258 69 0.000461 33 0.001139 69 0.000412
34 0.001208 70 0.000452 34 0.001093 70 0.000403
35 0.001161   35 0.00105   
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Παράρτηµα Γ 
 Αλγόριθµος γέννησης τυχαίων αριθµών της κατανοµής Γάµα 

Έστω ότι θέλουµε να παράγουµε τυχαίους αριθµούς wi της κατανοµής Γάµα 2 

παραµέτρων, µε παράµετρο σχήµατος κ>0 και παράµετρο κλίµακας λ=1. Προετείνεται 

(Ripley, 1987) ο ακόλουθος αλγόριθµος: 

1) Υπολογίζονται από την τιµή του κ την τιµή των αριθµών k και τ για τους οποίους 

ισχύει ότι κ = k+τ, 0<τ<1, k = [κ] (δηλαδή ο k είναι το ακέραιο µέρος του κ). 

2) Γενώνται οι οµοιόµορφοι τυχαίοι αριθµοί vi, ri, ui, ui,j.

3) Υπολογίζονται οι αριθµοί ai = vi
1/τ  και  bi = ri

1/1-τ
. 

4) Ελέγχεται αν ισχύει ai+bi ≤ 1. Αν δεν ισχύει επιστρέφουµε στο βήµα 2, αλλιώς, 

5) Υπολογίζονται οι τυχαίοι αριθµοί wi από τη σχέση wi = - 
ai

ai + bi
·lnui - ∑

j=1

k
 lnui,j  

6) Αν χρειαζόµαστε τυχαίους αριθµούς zi της κατανοµής Γάµα τριών παραµέτρων, µε 

παραµέτρους σχήµατος κz = κ, κλίµακας λz =/   λ = 1, θέσης c, υπολογίζουµε τους wi και από 

αυτούς προκύπτουν οι zi σύµφωνα µε τη σχέση  zi = 
wi
λz

 + c  
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