
 

 

 
 

 
ΝΑΜΑ 
ΕΜΠ 
∆ΕΥΑΚ 
ΑΕΙΦΟΡΙΚΗ 
MDS 

Αθήνα 
∆εκέµβριος 

2006 

  
 

Γ' Κοινοτικό Πλαίσιο Στήριξης 2000-2006 
Επιχειρησιακό Πρόγραµµα Ανταγωνιστικότητα 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΗ ∆ΙΑΧΕΙΡΙΣΗ Υ∆ΑΤΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΣΕ 
ΣΥΖΕΥΞΗ ΜΕ ΕΞΕΛΙΓΜΕΝΟ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ 

Ο∆ΥΣΣΕΥΣ  

Τεύχος 8α 

Θεωρητική τεκµηρίωση του µοντέλου δίαιτας 
ρύπων σε λίµνες «Λέρνη» 

Ε. Ρώµας, Κ. Νουτσόπουλος, Α. Ανδρεαδάκης, ∆ανιήλ Μαµάης 



 

 Συνεργαζόµενοι φορείς 
 

 ΝΑΜΑ Σύµβουλοι Μηχανικοί και Μελετητές Α.Ε. 

 

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο, Τοµέας Υδατικών Πόρων 
Υδραυλικών και Θαλάσσιων Έργων 

 
∆ηµοτική Επιχείρηση Ύδρευσης και Αποχέτευσης 
Καρδίτσας 

 Αειφορική ∆ωδεκανήσου Α.Ε. 

 Άδωνις Κοντός και ΣΙΑ Ε.Ε. (Marathon Data Systems) 

 

Ενότητα Εργασίας 3 

Ανάπτυξη δέσµης µαθηµατικών µοντέλων για την 
ανάλυση, εκτίµηση και προσοµοίωση των 

συνιστωσών διαχείρισης των υδατικών πόρων 

Τεύχος 8α 

Θεωρητική τεκµηρίωση του µοντέλου δίαιτας ρύπων 
σε λίµνες «Λέρνη» 



      i

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Το µοντέλο δίαιτας ρύπων σε λίµνες «Λέρνη» είναι ένα ποιοτικό µοντέλο 
ευτροφισµού – διαλυµένου οξυγόνου µε το οποίο γίνεται εκτίµηση της 
ποιοτικής κατάστασης µιας λίµνης συναρτήσει διαφόρων σεναρίων εισροών 
– εκροών. Μέσω της µαθηµατικής έκφρασης των κυριότερων φυσικών, 
βιολογικών και χηµικών διεργασιών που πραγµατοποιούνται στην υγρή 
στήλη όπως η µεταγωγή, η διασπορά, ή ανάπτυξη και ο θάνατος του 
φυτοπλαγκτόν, η κατανάλωση των θρεπτικών (άζωτο, φώσφορος), η 
νιτροποίηση, η απονιτροποίηση, η ανταλλαγή οξυγόνου µε την ατµόσφαιρα 
κ.α., το µοντέλο µπορεί να προβλέψει τη χρονική διακύµανση των 
συγκεντρώσεων των κυριότερων ρύπων. Οι ρύποι οι οποίοι εξετάζονται 
είναι το φυτοπλαγκτόν, διάφορες µορφές αζώτου και φωσφώρου, ο 
οργανικός άνθρακας και το διαλυµένο οξυγόνο. Σε περίπτωση 
στρωµατωµένης λίµνης δίνεται η δυνατότητα πρόβλεψης των 
συγκεντρώσεων στο πάνω και το κάτω στρώµα. Τέλος για τη διερεύνηση 
της επίδρασης της τυχαίας διακύµανσης  των δεδοµένων εισόδου και των 
κινητικών σταθερών το µοντέλο περιλαµβάνει τη δυνατότητα στοχαστικής 
προσοµοίωσης και εξαγωγής των αποτελεσµάτων µε τη µορφή ισοπίθανων 
καµπυλών. Το παρών αποτελεί το τεύχος θεωρητικής τεκµηρίωσης του 
µοντέλου «Λέρνη». 
 
 
 
 
ABSTRACT 
“Lerne” is an eutrophication – dissolved oxygen model which can be a 
powerful tool for assessing the water quality characteristics of a lake in 
relation with its water uses. The model involves the mathematical 
expression of all physical, biological and chemical processes which are 
taking place in the water column and are crucial for the fate of the 
pollutants, like advection, diffusion, phytoplankton growth, nutrients 
consumption, nitrification, denitrification and physical reaeration. The 
parameters being modeled are phytoplankton, nitrogen, phosphorus, 
organic carbon and dissolved oxygen. In case of a stratified lake the model 
allows for the prediction of the concentrations in the top and the bottom 
layer. Finally in order to account for the random fluctuations in the kinetic 
constants and the model’s input data, the model incorporates a stochastic 
approach technique which produces a set of possible values for each 
substance examined. This report is the scientific documentation of the 
model “Lerne”.  
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Το µοντέλο δίαιτας ρύπων «Λέρνη» 

1.1 Εισαγωγή 
 
Στα πλαίσια υλοποίησης του ερευνητικού προγράµµατος µε τίτλο ‘Ολοκληρωµένη ∆ιαχείριση 
Υδατικών Συστηµάτων σε Σύζευξη µε Εξελιγµένο Υπολογιστικό Σύστηµα (Ο∆ΥΣΣΕΥΣ)’ και 
ειδικότερα της Ενότητας Εργασίας 3, η ερευνητική οµάδα του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου 
συνέταξε το παρόν τεύχος αναφορικά µε την ανάπτυξη του µοντέλου δίαιτας ρύπων σε λίµνες. 
 
Ο στόχος της παρούσας εργασίας είναι η ανάπτυξη ενός µαθηµατικού µοντέλου για την εκτίµηση της 
ποιοτικής κατάστασης των υδάτων µίας λίµνης ή ενός ταµιευτήρα σε συνάρτηση µε τα διάφορα 
σενάρια λειτουργίας τους. 
 
Το πρώτο κεφάλαιο περιλαµβάνει µια γενική εισαγωγή όπου γίνεται µία σύντοµη παρουσίαση των 
στόχων της Ενότητας Εργασίας 3 του παρόντος ερευνητικού προγράµµατος, καθώς επίσης και µια 
συνοπτική περιγραφή των σηµαντικότερων εµπορικών πακέτων ποιότητας  υδατίνων σωµάτων. 
 
Το δεύτερο κεφάλαιο αναφέρεται στη δοµή του µαθηµατικού µοντέλου και συγκεκριµένα στις 
βασικές αρχές και εξισώσεις και το µαθηµατικό υπόβαθρο πάνω στα οποία δοµήθηκε το ποιοτικό 
µοντέλο µαθηµατικής προσοµοίωσης. 
 
Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι ρύποι και οι διεργασίες που εξετάζονται από το µοντέλο. Για 
κάθε ρύπο παρατίθεται η περιγραφή και η µαθηµατική έκφραση των φυσικών, χηµικών και 
βιολογικών διεργασιών στις οποίες συµµετέχει και διατυπώνεται το τελικό ισοζυγίου µάζας αυτού. 
 
Το τέταρτο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη περιγραφή και σύγκριση των µεθόδων αριθµητικής 
ολοκλήρωσης που χρησιµοποιεί το µοντέλο για την επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων και την 
πρόβλεψη της χρονικής διακύµανσης των εξεταζόµενων µεταβλητών. 
 
Στο πέµπτο κεφάλαιο αναλύεται η στοχαστική τεχνική που έχει ενσωµατωθεί στο µοντέλο και η 
οποία δίνει τη δυνατότητα πρόβλεψης της χρονικής διακύµανσης των συγκεντρώσεων µε τη µορφή 
ισοπίθανων καµπυλών. 
 
Τέλος στο έκτο κεφάλαιο γίνεται περιγραφή των βασικών εξισώσεων και των ισοζυγίων µάζας που 
χρησιµοποιούνται από το µοντέλο στην περίπτωση προσοµοίωσης στρωµατωµένης λίµνης. 
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1.2 Επισκόπηση διεθνούς βιβλιογραφίας 
 
Στα γνωστότερα εµπορικά πακέτα, παρατηρείται µια ευρεία διαβάθµιση όσον αφορά την 
πολυπλοκότητα των µοντέλων δίαιτας ρύπων σε λίµνες, τα οποία στην απλούστερη τους µορφή 
περιλαµβάνουν την προσοµοίωση, µε απλοποιηµένες εξισώσεις, των κυριότερων µόνο ποιοτικών 
παραµέτρων, ενώ στην πιο σύνθετή τους µορφή περιλαµβάνουν πολύπλοκα, τρισδιάστατα οικολογικά 
µοντέλα µε δυνατότητα προσοµοίωσης ενός πολύ µεγάλου αριθµού παραµέτρων. 
 
Οι πιο γνωστές εταιρίες οι οποίες δραστηριοποιούνται εδώ και πολλά χρόνια στην ανάπτυξη 
µοντέλων διαχείρισης υδάτινων σωµάτων είναι η δανέζικη DHI (www.dhisoftware.com) και η Delft 
(www.wldelft.nl). 
 
Το γνωστό εµπορικό πακέτο MIKE της εταιρίας DHI περιλαµβάνει υποµοντέλα εκτίµησης των 
ποιοτικών χαρακτηριστικών ενός υδάτινου σώµατος διαφορετικής πολυπλοκότητας. Το πιο απλό 
υποµοντέλο περιλαµβάνει την προσοµοίωση τριών µόνο παραµέτρων της θερµοκρασίας του 
διαλυµένου οξυγόνου και του BOD. Οι διεργασίες που λαµβάνονται υπόψη σε αυτή την περίπτωση 
είναι η ανανέωση του διαλυµένου οξυγόνου λόγω φυσικού επαναερισµού και η κατανάλωση του κατά 
την αποδόµηση του BOD. Σε επόµενο επίπεδο προστίθεται ρύποι όπως το αµµωνιακό και νιτρικό 
άζωτο και διεργασίες όπως η νιτροποίηση και η απονιτροποίηση. Εξετάζονται επίσης µε κάποιες 
απλές ρουτίνες η καθίζηση και επαναιώρηση ρύπων από τον πυθµένα χωρίς τη σύνθεση όµως 
χωριστού υποµοντέλου πυθµενικών αποθέσεων. Σε επόµενα επίπεδα πολυπλοκότητας προστίθενται  
ρύποι όπως ολικός φώσφορος, περιττωµατικά και ολικά κολοβακτηρίδια, COD, pH και αλατότητα. 
Το πιο αναλυτικό ποιοτικό µοντέλο της DHI το Ecolab είναι στην ουσία ένα εξειδικευµένο οικολογικό 
µοντέλο το οποίο εξετάζει πολύ µεγάλο αριθµό  µεταβλητών (25 κύριες και 79 βοηθητικές) και 
προσοµοιώνει 100 διεργασίες. Η πολυπλοκότητα του µοντέλου αντανακλάται και στο πλήθος των 
παραµέτρων που καλείται να ορίσει ο χρήστης και οι οποίες ξεπερνούν τις 120. 
 
Σε αυτό το µοντέλο εξετάζονται ρύποι όπως φυτοπλαγκλόν, ζωοπλαγκτόν, µακροάλγη, βλάστηση 
πυθµένα κ.α., ενώ υπάρχει δυνατότητα πρόβλεψης συγκεντρώσεων ορισµένων ρύπων (οργανικό 
άζωτο, αµµωνία, νιτρικό άζωτο, φώσφορος) στο ίζηµα του πυθµένα. Επίσης µέσω ξεχωριστού 
υποµοντέλου προσοµοιώνονται τα βαρέα µέταλλα και υπολογίζονται οι συγκεντρώσεις τους στην 
υγρή στήλη, στο ίζηµα και στη βλάστηση του πυθµένα και στους έµβιους οργανισµούς. 
 
Ανάλογη διαβάθµιση στην πολυπλοκότητα υπάρχει και στα υδροδυναµικά µοντέλα που 
χρησιµοποιούνται παράλληλα µε τα ποιοτικά για τον υπολογισµό της µεταγωγής και της διασποράς 
των ρύπων. Για µικρές και ρηχές λίµνες δεν απαιτείται ιδιαίτερο υδροδυναµικό µοντέλο αφού µπορεί 
να θεωρηθεί ότι δεν υπάρχει χωρική κλίση των συγκεντρώσεων των ρύπων παρά µόνο χρονική, στην 
περίπτωση όµως βαθιών ή στρωµατωµένων λίµνών χρησιµοποιούνται δισδιάστατα ή ακόµη και 
τρισδιάστατα υδροδυναµικά µοντέλα της ίδιας εταιρίας (MIKE 21 και ΜΙΚΕ 3). 
 
Τα δεδοµένα εισόδου που συνήθως απαιτούνται είναι η χωρική σχηµατοποίηση του υδάτινου 
σώµατος, οι εισροές και οι αντίστοιχες συγκεντρώσεις ρύπων στο υδάτινο σώµα, οι εκροές, η 
θερµοκρασία του νερού και ηλιακή ακτινοβολία. 
 
Το υποµοντέλο WAQ του εµπορικό πακέτο Delft 3D της ολλανδικής εταιρία Delft Hydraulics 
αποτελεί ένα γενικό ποιοτικό µοντέλο ικανό να προσοµοιώσει ένα µεγάλο πλήθος διεργασιών για 
όλων των ειδών τα υδάτινα σώµατα. Το υδάτινο σώµα που µπορεί να είναι µονοδιάσταστο, 
δισδιάστατο ή τρισδιάστατο  χωρίζεται σε όγκους ή τµήµατα ελέγχου στα οποιά επιλύονται οι 
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εξισώσεις µεταφοράς, διασποράς και χηµικών ή βιολογικών διεργασιών µέσω εξελιγµένων 
αριθµητικών τεχνικών.   
Το Delft 3D WAQ είναι κατάλληλο για ένα µεγάλο πλήθος εφαρµογών όπως 
   

• Βιοχηµικές αντιδράσεις (αποδόµηση BOD, νιτροποίηση) 
• Ανάπτυξη ζωοπλαγκτόν και αλγών και κύκλος θρεπτικών 
• Ανταλλαγή ουσιών µε την ατµόσφαιρα (οξυγόνο, πτητικές οργανικές ουσίες, θερµοκρασία) 
• Προσρόφηση και αποβολή βαρέων µετάλλων και οργανικών µικρορυπαντών 
• Απόθεση προσροφηµένων ουσιών στο ίζηµα του πυθµένα και επαναιώρηση από αυτόν 
• Θάνατος βακτηριδίων  

 
Το µοντέλο προσοµοιώνει πάνω από 140 ουσίες όπως: 
 

• Αλατότητα, διαλυµένο οξυγόνο και BOD 
• Περιττωµατικά κολοβακτηρίδια 
• Οργανικο άνθρακα, άζωτο και φώσφορο στην υγρή στήλη και σε κάθε στρώση του πυθµένα  
• Αµµωνιακό και νιτρικό άζωτο, 4 κλάσµατα ανόργανου φωσφόρου και πυρίτιο 
• Αιωρούµενα στερεά 
• 3 είδη αλγών (diatoms, greens, bluegreens) στην υγρή στήλη και στο ίζηµα 
• Κάδµιο, χαλκό , ψευδάργυρο, υδράργυρο, νικέλιο, µόλυβδο κ.α. στο νερό και στις στρώσεις 

του πυθµένα 
 
Όσες διεργασίες αφορούν τον πυθµένα γίνονται µέσω ειδικού υποµοντέλου το οποίο προσοµοιώνει 3 
στρώσεις ιζήµατος. 
 
Ο αριθµός των παραµέτρων του µοντέλου στην πλήρη του µορφή ανέρχεται σε αρκετές εκατοντάδες. 
 
Το Delft 3D WAQ µπορεί να συνεργαστεί µε τα δισδιάστατα και τρισδιάστατα υδροδυναµικά 
µοντέλα της ίδιας εταιρίας (Delft3D-FLOW) για τον υπολογισµό των υδροδυναµικών 
χαρακτηριστικών των υδάτινων σωµάτων. 
 
Το ποιοτικό µοντέλο Delft3D-ECO είναι παρόµοιο µε το γενικό ποιοτικό µοντέλο WAQ, διαθέτει 
όµως πιο λεπτοµερή περιγραφή του φαινοµένου του ευτροφισµού καθώς µπορεί να προσοµοιώσει πίο  
σύνθετες αλληλεπιδράσεις µεταξύ διαφόρων ειδών φυτοπλαγκτόν. Συγκεκριµένα εξετάζει την 
ανάπτυξη 4 διαφορετικών ειδών (phaeocystis, flagellates, dinoflagellates, diatoms) και διαθέτει ειδικές 
τεχνικές γα την εύρεση του είδους που θα επικρατήσει ανάλογα µε τους περιοριστικούς παράγοντες 
και την ικανότητα προσαρµογής του κάθε είδους στις αλλαγές των περιβαλλοντικών συνθηκών. 
 
Η ανάλυση απαιτήσεων και ο λογικός σχεδιασµός του µοντέλου πραγµατοποιήθηκε αξιολογώντας την 
υφιστάµενη τεχνογνωσία και εµπειρία της ερευνητικής οµάδας, καθώς επίσης τις ανάγκες της αγοράς 
και την απαίτηση δηµιουργίας ενός ποιοτικού µοντέλου που να είναι σε θέση να περιγράφει µε 
ικανοποιητική ακρίβεια τις διεργασίες που επιτελούνται µέσα στη λίµνη, χωρίς όµως την απαίτηση 
µεγάλου και δύσκολα αποκτήσιµου όγκου πληροφορίας. Ιδιαίτερη βαρύτητα δόθηκε στο 
υπολογιστικό µέρος που αναφέρεται στην επιλογή των υπό διερεύνηση ρύπων καθώς και στην 
περιγραφή των φυσικών, χηµικών και βιολογικών διεργασιών που λαµβάνουν µέρος εντός της λίµνης. 
 
Με βάση τα παραπάνω σχεδιάστηκε η γενική µεθοδολογία του µοντέλου που αναπτύχθηκε και το 
οποίο είναι ένα µοντέλο ευτροφισµού – διαλυµένου οξυγόνου. Το µοντέλο προσοµοιώνει 10 ρύπους 
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(χλωροφύλλη, οργανικό και ανόργανο φώσφορο, αµµωνιακό και οξειδωµένο άζωτο, οργανικό 
άνθρακα διαλυµένο οξυγόνο, περιττωµατικά κολοβακτηρίδια και έναν ρύπο χρήστη) µέσω της 
ανάπτυξης αλγορίθµων περιγραφής των κυριότερων χηµικών διεργασιών που λαµβάνουν µέρος σε 
µια λίµνη (ανάπτυξη, ενδογενής αναπνοή και θάνατος του φυτοπλαγκτόν, κατανάλωση των θρεπτικών 
Ν, Ρ, νιτροποίηση, απονιτροποίηση, ανταλλαγή οξυγόνου µε την ατµόσφαιρα κ.α.). Καθώς η 
ανάπτυξη δισδιάστατου η τρισδιάστατου υδροδυναµικού µοντέλου θα αύξανε πάρα πολύ την 
πολυπλοκότητα του µοντέλου η λίµνη θεωρήθηκε ως ένα στοιχείο πλήρους µίξης. Παρόλα αυτά 
υπάρχει δυνατότητα κατοκόρυφου διαχωρισµού της λίµνης σε δύο στρώµατα και πρόβλεψη των 
συγκεντρώσεων των ρύπων σε κάθε ένα από αυτά. Τέλος το µοντέλο παρέχει τη δυνατότητα 
στοχαστικής προσοµοίωσης µέσω της τεχνικής Monte Carlo ή οποία δίνει µία πιο ολοκληρωµένη 
εικόνα της ποιοτικής κατάστασης της λίµνης. 
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2 ∆οµή Μοντέλου 

2.1 Εισαγωγή 
Το µοντέλο δίαιτας ρύπων Λέρνη είναι ένα µοντέλο ευτροφισµού – διαλυµένου οξυγόνου το οποίο 
περιγράφει µε µαθηµατικές σχέσεις τα φυσικά φαινόµενα και τις διεργασίες που επηρεάζουν τη 
συγκέντρωση των κυριότερων ρύπων που χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση της ποιοτικής 
κατάστασης ενός υδάτινου σώµατος. Για κάθε ρύπο που εξετάζεται στο µοντέλο γράφεται η εξίσωση 
συνέχειας µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός συστήµατος πεπλεγµένων διαφορικών εξισώσεων, 
δεδοµένου ότι ο όρος της µεταβολής λόγω διεργασιών κάθε ρύπου είναι συνήθως συνάρτηση και 
άλλων ρύπων.  
 
Η αναλυτική επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων αυτών είναι αδύνατη σε φυσικά συστήµατα 
αφού τις περισσότερες φορές οι µεταγωγικοί όροι (εισροές και εκροές) δεν έχουν σταθερή τιµή στο 
χρόνο αλλά µεταβάλλονται στο χρόνο. Η µεταβολές αυτές των εισροών και των εκροών από το 
στοιχείο πλήρους µίξης (λίµνη) σπανίως µπορούν να περιγραφούν από µαθηµατικές συναρτήσεις. 
Συνήθως προέρχονται από µετρήσεις και εισάγονται στο µοντέλο µε τη µορφή χρονοσειρών, 
καθιστώντας την ολοκλήρωση αυτών των όρων αδύνατη. Εποµένως για την επίλυση του συστήµατος 
των εξισώσεων σε δυναµικές συνθήκες, είναι απαραίτητη η αριθµητική ολοκλήρωση. 

2.2 Εξίσωση συνέχειας της µάζας σε στοιχείο πλήρους µίξης 
Έστω το στοιχείο πλήρους µίξης του σχήµατος (Σχήµα 1) όπου εισέρχεται µια ποσότητα νερού inQ  
µε συγκέντρωση του ρύπου Χ inC . Στο  στοιχείο πλήρους µίξης προστίθεται επίσης µάζα του ρύπου 
Χ µε ρυθµό W και εκρέει παροχή outQ  ενώ ο ρύπος Χ ακολουθεί µια κινητική αύξησης ή διάσπασης 

πρώτης τάξης 
dX X
dt

⎛ ⎞= µ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

µε ρυθµό µ. Σε αυτή την περίπτωση η αρχή συνέχειας της µάζας µπορεί 

να εκφραστεί ως εξής 
 

Συσσώρευση 
µάζας = 

Καθαρή 
είσοδος λόγω 

µεταγωγής 
+ 

Μεταβολή 
λόγω 

διεργασιών 
+ Εξωτερικά 

φορτία 

  
Κάθε όρος της εξίσωσης συνέχειας µπορεί να γραφεί µε µαθηµατικούς όρους ως εξής: 
 

Συσσώρευση µάζας XdM
dt

=  

Καθαρή είσοδος λόγω µεταγωγής 
X

in in out
MQ C Q
V

= ⋅ − ⋅  

Μεταβολή λόγω διεργασιών XM= λ ⋅  

Εξωτερικά φορτία  XW=  
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Σχήµα 1: Το στοιχείο πλήρους µίξης 

 
Εποµένως η εξίσωση που περιγράφει τις µεταβολές µάζας του ρύπου Χ λόγω φαινοµένων µεταγωγής, 
εξωτερικών φορτίων και βιολογικών διεργασιών είναι η εξής 
 

 {
X X

X in in out X
 φορτια

dM MM Q C Q W
dt V

εξωτερικαδιεργασιες
µεταγωγη

= λ ⋅ + ⋅ − ⋅ +
123

144424443
 (1) 

 
όπου  

t χρόνος (Τ) 
ΜΧ η µάζα του ρύπου στο στοιχείο πλήρους µίξης (Μ) 
λ ρυθµός µεταβολής µάζας ρύπου Χ λόγω διεργασιών (Τ-1) 
Qin εισερχόµενη παροχή στο στοιχείο πλήρους µίξης (L3T-1) 
Cin συγκέντρωση ρύπου Χ στην παροχή εισόδου (ML-3) 
Qout εξερχόµενη παροχή από το στοιχείο πλήρους µίξης (L3T-1) 
WX ρυθµός προσθήκης µάζας ρύπου Χ (MT-1) 
V ο όγκος του στοιχείου πλήρους µίξης (L3) 
 
Όσον αφορά τον όγκο του στοιχείου πλήρους µίξης αυτός προκύπτει από τη σχέση (2). 
 

 in out
dV Q Q
dt

= −  (2) 

2.2.1 Εξίσωση συνέχειας της συγκέντρωσης 

Από την εξίσωση συνέχειας µάζας του ρύπου Χ (1), χρησιµοποιώντας την εξίσωση (2) και δεδοµένου 
ότι 

 X
X

MC
V

=  (3) 

 
µπορούµε να γράψουµε 

( ) ( )XX X X
X in in X out X

d C VM dM dC dVM Q C W Q V C
V dt dt dt dt

⋅
λ ⋅ + ⋅ + − ⋅ = = = +

 

Qin Cin Qout  

CX 
MX

V 

WX
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 ( )X
X in out

dCV C Q Q
dt

= + ⋅ −  

Εποµένως η εξίσωση συνέχειας για το ρύπο Χ µε τη µορφή συγκεντρώσεων είναι η: 
 

 
( )in in XX X

X in

Q C WdC CC Q
dt V V

⋅ +
= λ ⋅ + − ⋅  (4) 

     
Οι εξισώσεις (1) και (4) είναι µαθηµατικά ισοδύναµες παρόλα αυτά η χρήση της εξίσωσης µε τη 
µορφή µάζας έχει ορισµένα πλεονεκτήµατα (βλέπε Παράρτηµα) και για αυτό το λόγο όλες οι 
εξισώσεις έχουν γραφτεί µε τη µορφή εξισώσεων µάζας. 
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3 Εξεταζόµενοι Ρύποι και ∆ιεργασίες 

3.1 Εισαγωγή 
 
Οι ρύποι που εξετάζονται στο µοντέλο είναι οι εξής 
 
Φυτοπλαγκτόν (Χλωροφύλλη – α) (Chl) 
Ανόργανος φώσφορος (IP) 
Οργανικός φώσφορος (OP) 
Αµµωνιακό άζωτο (NH) 
Οξειδωµένο άζωτο  (NO) 
Οργανικός άνθρακας (OC) 
∆ιαλυµένο οξυγόνο (DO) 
Περιττωµατικά κολοβακτηρίδια (FC) 
Ρύπος χρήστη (X) 
 
Για κάθε εξεταζόµενο ρύπο έχει στην ουσία αναπτυχθεί ένα ξεχωριστό υποµοντέλο το οποίο 
περιλαµβάνει όλες τις διεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση του. Στις επόµενες παραγράφους 
παρουσιάζονται αναλυτικά για κάθε εξεταζόµενο ρύπο οι διεργασίες οι αντίστοιχες µαθηµατικές 
εξισώσεις, κινητικές σταθερές και παράµετροι, όπως αυτές χρησιµοποιούνται από το µαθηµατικό 
µοντέλο. 
 

3.2 Φυτοπλαγκτόν 
 
Το φυτοπλαγκτόν χαρακτηρίζει το σύνολο των αλγών χωρίς διακρίσεις κατά κατηγορίες, και 
εκφράζεται σε όρους χλωροφύλλης.  Η µεταβολή της συγκέντρωσης της χλωροφύλλης εξαρτάται 
κυρίως από τους µηχανισµούς της ανάπτυξης, της ενδογενούς αναπνοής, του θανάτου και της 
καθίζησης. 
 
Πίνακας 1: ∆ιεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση χλωροφύλλης 

Παραγωγή χλωροφύλλης Κατανάλωση χλωροφύλλης 

• Ανάπτυξη χλωροφύλλης 
 

• Θάνατος χλωροφύλλης 
• Ενδογενής αναπνοή φυτοπλαγκτόν 
• Καθίζηση φυτοπλαγκτόν 

 
 
 
H ταχύτητα ανάπτυξης µ του φυτοπλαγκτόν, εξαρτάται από τη θερµοκρασία, την ηλιακή ακτινοβολία 
και τα θρεπτικά συστατικά N, P. Στο µοντέλο χρησιµοποιείται µια πολλαπλή σχέση Monod η οποία 
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λαµβάνει υπόψη της τη θερµοκρασία, την ηλιακή ακτινοβολία και το θρεπτικό (άζωτο ή φώσφορος) 
που βρίσκεται σε µικρότερη αναλογία από την απαιτούµενη για την ανάπτυξη    
                                                                                                         
 max(20) f (Temperature) f (Rad) f (Nutrient)µ = µ ⋅ ⋅ ⋅  (5) 

 

3.2.1 Θερµοκρασία 

H επίδραση της θερµοκρασίας περιγράφεται από τη σχέση 
 
 T 20

1f (Temperature) A −=  (6) 

 
 
όπου  

µmax(20) µέγιστη ταχύτητα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν στους 20 οC (day-1) 
Τ θερµοκρασία (oC) 
Α1 θερµοκρασιακός συντελεστής (αδιάστατος) 
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Σχήµα 2: Επίδραση θερµοκρασίας στην ανάπτυξη του φυτοπλαγκτόν 

 

3.2.2 Ηλιακή ακτινοβολία 

H επίδραση της ηλιακής ακτινοβολίας στο ρυθµό της φωτοσύνθεσης είναι άµεση, όπως έχει 
αποδειχθεί από πολλές πειραµατικές µελέτες.  Αύξηση της έντασης της ακτινοβολίας που δέχονται τα 
κύτταρα προκαλεί εντονότερα φαινόµενα φωτοσύνθεσης και αντίστροφα, ελάττωση της έντασης της 
ακτινοβολίας προκαλεί αναστολή  της φωτοσύνθεσης. 
 
Προσεκτική παρατήρηση στη συµπεριφορά των κυττάρων στις διακυµάνσεις της ακτινοβολίας έχει 
οδηγήσει στο συµπέρασµα ότι αύξηση της ακτινοβολίας πέραν κάποιας τιµής, έστω Is, έχει ως 
αποτέλεσµα τη µείωση των ρυθµών φωτοσύνθεσης λόγω αναχαίτισης.  Η αναχαίτιση αυτή οφείλεται 
κυρίως σε καταστροφές στη δοµή του παραλήπτη της ακτινοβολίας, δηλαδή της χλωροφύλλης, λόγω 
της µεγάλης έντασης ακτινοβολίας που δέχεται.  Το Σχήµα 3 που ακολουθεί παριστάνει µία τυπική 
µορφή µεταβολής του ρυθµού φωτοσύνθεσης και συνεπώς της ταχύτητας ανάπτυξης του 
φυτοπλαγκτόν, σε συνάρτηση µε την ένταση της ακτινοβολίας. 
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Σχήµα 3: Επίδραση της ηλιακής ακτινοβολίας στην ανάπτυξη του φυτοπλαγκτόν. 

 
Καµπύλες αυτής της µορφής (Σχήµα 3) προσεγγίζονται µε εξισώσεις της µορφής: 
 

 
h

S

I1
Ih

h max
S

I e
I

−

µ = µ ⋅ ⋅  (7) 

 
Καθώς η ηλιακή ακτινοβολία εισέρχεται στην υδάτινη στήλη, υφίσταται µείωση εξαιτίας της 
θολότητας του νερού, της ύπαρξης αιωρούµενων σωµατιδίων, αλλά και της απορρόφησης της από την 
ίδια την υδάτινη µάζα. Η ακτινοβολία σε βάθος h, hI , σχετίζεται µε την ακτινοβολία στην επιφάνεια,  

0I , συνήθως µε τη βοήθεια µιας εκθετικής σχέσης της µορφής: 
 
 K h

h 0I I e− ⋅= ⋅  (8) 

 
όπου  

µh ταχύτητα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν σε βάθος h (day-1) 
hI  ηλιακή ακτινοβολία σε βάθος h (cal/cm2/day) 

0I  προσπίπτουσα ηλιακή ακτινοβολία στην επιφάνεια (cal/cm2/day) 
Κ σταθερά απόσβεσης ηλιακής ακτινοβολίας (m-1) 
h το πάχος του υπερκείµενου στρώµατος νερού (m) 
  
 
Η σταθερά απόσβεσης Κ µπορεί να αναλυθεί σε δύο επί µέρους συνιστώσες: 
 
 W ChlK K K Chl= + ⋅  (9) 

 
 
όπου  
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ΚW η σταθερά απόσβεσης λόγω του νερού και των αιωρούµενων σ' αυτό 
στερεών (m-1) 

ΚChl η σταθερά απόσβεσης που οφείλεται στη συγκέντρωση της χλωροφύλλης 
(l/mg Chl/m) 

Chl η συγκέντρωση χλωροφύλλης (g/m3) 
  
Συνδυάζοντας τις σχέσεις (7) και (8) προκύπτει 
 

 

K h
0

S

I eK h 1
I0

h
S

I ef (Rad) e
I

− ⋅⋅− ⋅ −⋅
= ⋅  (10) 

 
όπου  

f(Rad)h περιοριστικός παράγοντας ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν λόγω ηλιακής 
ακτινοβολίας σε βάθος h (αδιάστατος) 

 
Για να περιγραφεί η µέση ταχύτητα ανάπτυξης του φυτοπλαγκτόν που βρίσκεται σε ένα στρώµα 
νερού βάθους Η, είναι απαραίτητη η ολοκλήρωση της σχέσης (10) ως προς το βάθος καθώς 

µεταβάλλεται η ένταση της ηλιακής ακτινοβολίας hI . Εποµένως 
 

 

K h
0

S

I eh H h H K h 1
I0

h
Sh 0 h 0

I e1 1f (Rad) f (Rad) dh e dh
H H I

− ⋅⋅= = − ⋅ −

= =

⋅
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫  

 
01 aae ef (Rad)

H K
−

=
⋅

 (11) 

 
µε 

 K H0
1

S

Ia 1 e
I

− ⋅= − ⋅  (12) 

                

 0
1

S

Ia 1
I

= −  (13) 

όπου  

f(Rad) µέση τιµή περιοριστικού παράγοντα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν λόγω 
ηλιακής ακτινοβολίας σε στρώµα νερού βάθους h (αδιάστατος) 

 

3.2.3 Θρεπτικά 

Το φυτοπλαγκτόν αναπτύσσεται καταναλώνοντας αµµωνιακό ή οξειδωµένο άζωτο και ανόργανο 
φώσφορο. Για το προσδιορισµό του περιορισµού στην ταχύτητα ανάπτυξης λόγω θρεπτικών 
χρησιµοποιείται ο νόµος του ελαχίστου (Liebig’s law) σύµφωνα µε τον οποίο 
 
 f (Nutrient) min[f (N), f (P)]=  (14) 
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όπου  
N

NH NOf (N)
K NH NO

+
=

+ +
 και 

P

IPf (P)
K IP

=
+

 

 
οι συναρτήσεις περιορισµού της ανάπτυξης λόγω του αζώτου και του φωσφόρου αντίστοιχα και 
  

ΝΗ συγκέντρωση αµµωνιακού αζώτου (g/m3) 
NO συγκέντρωση οξειδωµένου αζώτου (g/m3) 
IP συγκέντρωση ανόργανου φώσφορου (g/m3) 
KN σταθερά ηµικορεσµού για το άζωτο (g/m3) 
KP σταθερά ηµικορεσµού για το φώσφορο (g/m3) 
 
Για την τιµή της σταθεράς ΚN  έγινε δεκτό ότι εξαρτάται από τη θερµοκρασία σύµφωνα µε τη σχέση: 
 T

N N0 4K K A= ⋅  (15) 

 
όπου  

KN σταθερά ηµικορεσµού για το άζωτο σε θερµοκρασία T oC (g/m3) 
KN0 σταθερά ηµικορεσµού για το άζωτο σε θερµοκρασία 0 oC (g/m3) 
A4 θερµοκρασιακός συντελεστής (αδιάστατος) 
T θερµοκρασία (oC) 
 
Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις καταλήγουµε ότι η µέση ταχύτητα ανάπτυξης του φυτοπλαγκτόν 
σε ένα στρώµα βάθους Η ισούται µε 

 
01 aa

T 20
max(20) 1

N P

e e NH NO IPA min ,
H K K NH NO K IP

− ⎡ ⎤− +
µ = µ ⋅ ⋅ ⋅ ⎢ ⎥⋅ + + +⎣ ⎦

 (16) 

 
    
Η µείωση της συγκέντρωσης της χλωροφύλλης θεωρείται ότι επέρχεται µε τρεις µηχανισµούς :  την 
ενδογενή αναπνοή, το θάνατο και την καθίζηση. 
 
Η ταχύτητα ενδογενούς αναπνοής αυξάνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας.  Τόσο εκθετικές όσο 
και γραµµικές σχέσεις έχουν χρησιµοποιηθεί για την περιγραφή αυτής της εξάρτησης.  Η σχέση που 
εφαρµόστηκε έχει τη µορφή : 
 
 A A0 2R R A T= + ⋅  (17) 

 
όπου  

RA ρυθµός ενδογενούς αναπνοής σε θερµοκρασία Τ oC (day-1) 
RA0 ρυθµός ενδογενούς αναπνοής σε θερµοκρασία 0 oC (day-1) 
A2 θερµοκρασιακός συντελεστής (αδιάστατος) 
T θερµοκρασία (oC) 
 
 
Η ταχύτητα θανάτου εξαρτάται και αυτή από τη θερµοκρασία. Η εκθετική σχέση που εφαρµόσθηκε 
έχει τη µορφή : 
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 T 20

dA dA(20) 3K K A −= ⋅  (18) 

 
 
όπου  

KdA ρυθµός θανάτου φυτοπλαγκτόν σε θερµοκρασία Τ oC (day-1) 
KdA(20) ρυθµός θανάτου φυτοπλαγκτόν σε θερµοκρασία 20 oC (day-1) 
A3 θερµοκρασιακός συντελεστής (αδιάστατος) 
T θερµοκρασία (oC) 
 
 
Θα πρέπει να επισηµανθεί ότι στο µοντέλο δεν υπεισέρχεται η κατανάλωση του φυτοπλαγκτόν από το 
ζωοπλαγκτόν.  Η παράλειψη αυτή, αν και θεωρητικά είναι αρκετά σηµαντική, εν τούτοις µπορεί να 
αντιµετωπισθεί ικανοποιητικά µε θεώρηση αυξηµένου τόσο του συντελεστή Kdeath(20) όσο και του 
συντελεστή Α3, όπως θα φανεί κατά την εκτίµηση των παραµέτρων. 
 
Οι απώλειες του φυτοπλαγκτόν λόγω καθίζησης περιγράφονται µε τη βοήθεια του συντελεστή KSA, ο 
οποίος εύκολα αποδεικνύεται ότι συσχετίζεται µε την ταχύτητα καθίζησης, µε τη βοήθεια της σχέσης: 
 

 A
SA

VK
H

=  (19) 

 
όπου  

KSA ρυθµός αποµάκρυνσης φυτοπλαγκτόν λόγω καθίζησης (day-1) 
VA ταχύτητα καθίζησης φυτοπλαγκτόν (m/day) 
H βάθος υγρής στήλης (m) 
 
 
Συχνά χρησιµοποιείται ένας διορθωτικός αδιάστατος συντελεστής, FFA,  ο οποίος εκφράζει εµπειρικά 
την εποχιακή µεταβολή της ταχύτητας καθίζησης λόγω διαφορών τύρβης, θερµοκρασίας και 
µορφολογικών χαρακτηριστικών των κυττάρων που καθιζάνουν. 
 

 A
SA

VK FFA
H

= ⋅  (20) 

 
Ο συντελεστής FFA  έχει θεωρηθεί προς το παρόν ίσος µε τη µονάδα, ελλείψει στοιχείων που θα 
επέτρεπαν τον προσδιορισµό του.  Έχει εν τούτοις ληφθεί υπόψη ένας παράγοντας που επιδρά στην 
ποσότητα της καθιζάνουσας ιλύος και που σχετίζεται µε το φαινόµενο της επαναιώρησης.  Το 
φαινόµενο αυτό είναι εντονότερο σε µικρά βάθη.  Έτσι έχει προταθεί και έχει χρησιµοποιηθεί στο 
µοντέλο η ακόλουθη συσχέτιση της ταχύτητας καθίζησης και του βάθους:  
 

 A A max
HV V

H B
= ⋅

+
 (21) 
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όπου  

VA max η µέγιστη ταχύτητα καθίζησης του φυτοπλαγκτόν (m/day) 
Β το βάθος για το οποίο η ταχύτητα καθίζησης γίνεται ίση µε το µισό της 

µέγιστης (m) 
  
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του φυτοπλαγκτόν είναι 
η  
 

 i i kChl Chl
dA A SA Chl in in  Chl out

i k

dM M( K R K ) M Q C Q
dt V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= µ − − − ⋅ + ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  (22) 

 
όπου  

ΜChl µάζα φυτοπλαγκτόν σε όρους χλωροφύλλης–α στο στοιχείο πλήρους 
µίξης (g) 

V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 
i
inQ  η παροχή της εισροής I στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  ChlC  η συγκέντρωση σε χλωροφύλλη-α της εισροής i (g/m3) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 
Το σχηµατικό διάγραµµα του υποµοντέλου του φυτοπλαγκτόν φαίνεται στο Σχήµα 4 
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Σχήµα 4: Υποµοντέλο φυτοπλαγκτόν 
 
 
Προσδιορισµός παραµέτρων 

Οι τιµές για το µmax που αναφέρονται στη βιβλιογραφία δεν παρουσιάζουν πολύ µεγάλες 
διακυµάνσεις.  Ο Gargas (1976) προτείνει την τιµή 2.5 day-1,  ο Orlob  (1975) τιµές από 1-2 day-1, ο O' 
Connor (1976) τιµές στο διάστηµα 1.3-2.5 day-1 και ο Larsen (1974) την τιµή 2.4day-1.   
 
Γενική συµφωνία φαίνεται να υπάρχει σε σχέση µε την τιµή Is, µε πιο συνηθισµένη προτεινόµενη τιµή 
τα 300 cal/cm2/day (Thomann 1975, O' Connor 1976 και 1973, Chen και  Orlob 1975). 
 
Όσον αφορά στην τιµή της σταθεράς απόσβεσης Κ της ηλιακής ακτινοβολίας, σε εύκρατους 
ωκεανούς έχουν µετρηθεί τιµές που κυµαίνονται µεταξύ 0.10 – 0.20 m-1, ενώ σε παράκτια ύδατα ο 
συντελεστής Κ µπορεί να φτάσει την τιµή Κ=1.0 m-1. Σε πολύ θολές λίµνες έχουν µετρηθεί τιµές Κz 
µέχρι 3.0 – 4.0 m-1 (Χριστούλας κ.α., 1995). Στην περιοχή του λιµένος του Sydney της Αυστραλίας 
µετρήθηκε ποσοστιαία µείωση της ακτινοβολίας 20%, 60% και 90% σε βάθη Ζ ίσα µε 0.5, 2.0 και 5.0 
m αντιστοίχως (Bellair et al, 1977). Τα ζεύγη αυτά επαληθεύουν την εκθετική σχέση (4.13) και δίνουν 
Κ=0.46 m-1. Στον Εσωτερικό Σαρωνικό Κόλπο έχει γίνει δεκτή µείωση 90% για Ζ=0.30 m 
(Χριστούλας και Ανδρεαδάκης, 1989) που αντιστοιχεί σε Κ=0.35 m-1.  
 
Για τον προσδιορισµό των Κw και ΚA, αποτελέσµατα µετρήσεων διαφάνειας και χλωροφύλλης σε 
σηµεία του Ευβοϊκού και Σαρωνικού κόλπου (Ανδρεαδάκης κ.α., 1998) έδωσαν τιµές 0.07 m-1 και 
0.06 l/µg/m αντίστοιχα (Σχήµα 5). Επίσης οι Dugdale και Wilkinson (1985) προτείνουν τιµές για τα 
Κw και ΚA 0.07 και 0.0523 αντίστοιχα. 
 

y = 0.06x + 0.07
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Σχήµα 5: Συσχέτιση σταθεράς απόσβεσης Κ µε συγκέντρωση χλωροφύλλης.  

 
Για το συντελεστή KP οι τιµές που προτείνονται στη βιβλιογραφία κυµαίνονται από 0.001 – 0.005 
mg/1 (Orlob 1983). 
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Βιβλιογραφικές αναφορές δίνουν τιµές ΚΝ0 = 0.05 και Α4 = 1.0415 και συνεπώς τιµές ΚΝ0  =0.085 – 
0.14 mg/l  για διακύµανση θερµοκρασιών από 13οC-25οC.  Οι τιµές αυτές του ΚΝ βρίσκονται σε καλή 
συµφωνία µε τις βιβλιογραφικές τιµές που αναφέρονται για θαλάσσια υδάτινα συστήµατα (τιµές από 
5-10 µgat/l, Ι Valiela Marine Ecological processes, 1984). 
 
Ο συντελεστής της ενδογενούς αναπνοής RΑ  έχει δοθεί ίσος µε 0.06 day-1 από τον Gargas (1976), οι 
δε µέγιστες τιµές του συντελεστή που έχει χρησιµοποιήσει ο Jorgensen βρίσκονται στο διάστηµα 
0.08-0.13 day-1. 
  
Οι συντελεστές ταχύτητας θανάτου του φυτοπλαγκτόν κυµαίνονται σηµαντικά από 0.003-0.17 day-1 
(Limnotech 1977).  Στο µοντέλο υπεισέρχεται συντελεστής ΚdA   που µεταβάλλεται σε συνάρτηση µε 
τη θερµοκρασία (σχέση 10.22) και συνεπώς χρησιµοποιήθηκαν τιµές των ΚdA(20)  και Α3 σχετικά 
µεγαλύτερες από αυτές τις βιβλιογραφίας οι οποίες όµως δικαιολογούνται αν ληφθεί υπόψη ότι το 
µοντέλο δεν περιγράφει την κατανάλωση φυτοπλαγκτόν από το ζωοπλαγκτόν, γεγονός που 
καλύπτεται έµµεσα από την αυξηµένη τιµή του ΚdA(20).  Εξάλλου, δεχόµενοι ότι και η κατανάλωση 
του φυτοπλαγκτόν από το ζωοπλαγκτόν κατά πάσα πιθανότητα εξαρτάται από τη θερµοκρασία, είναι 
λογικό να αναµένεται πιο έντονη επίδραση της θερµοκρασίας στην ταχύτητα θανάτου του 
φυτοπλαγκτόν και συνεπώς αυξηµένη τιµή του συντελεστή Α3.   
 
Στη βιβλιογραφία υπάρχουν αναφορές για τιµές της ταχύτητας καθίζησης  VChl max = 0.05-1.94 m/day 
(Ανδρεαδάκης κ.α, 1998, Di Toro, 1971, Hydroscience, Inc. 1973, Canale, 1974, Thoman, 1975, 
Lung, 1975 και  Bierman και Richardson, 1976), ενώ για το συντελεστή Β προτείνονται τιµές 10 – 15 
m (Αφραταίος, 1986). Η µεγάλη διακύµανση των τιµών της ταχύτητας καθίζησης φανερώνει τη 
µεγάλη επίδραση τόσο των χαρακτηριστικών των καθιζανόντων κυττάρων (π.χ. µέγεθος), όσο και της 
γενικότερης τύρβης και κυκλοφορίας που επικρατεί στο υδάτινο σώµα. 
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3.3 Φώσφορος 
Ο φώσφορος στο υδάτινο περιβάλλον εµφανίζεται µε τη µορφή του οργανικού  ή ανόργανου 
φωσφόρου και µε σωµατιδιακή µορφή.  Η ποσοτική κατανοµή µεταξύ των διαφόρων µορφών 
εξαρτάται από τις βιολογικές, φυσικές και χηµικές διεργασίες που επιτελούνται.  Εσωτερικές πηγές 
του σωµατιδιακού οργανικού φωσφόρου είναι α) τα υπολείµµατα της χρήσης του φυτοπλαγκτόν από 
το ζωοπλαγκτόν, β) ο θάνατος του ζωοπλαγκτόν και γ) η χρήση του ζωοπλαγκτόν από ανώτερους 
οργανισµούς.  Απώλειες του σωµατιδιακού φωσφόρου οφείλονται κυρίως στην καθίζηση και στη 
µετατροπή του σε διαλυµένο οργανικό φώσφορο. Οι κυριότερες πηγές του διαλυµένου οργανικού 
φωσφόρου είναι ο θάνατος και η αναπνοή του φυτοπλαγκτόν και η µετατροπή του οργανικού 
σωµατιδιακού φωσφόρου σε διαλυµένο ενώ οι απώλειες συνίστανται στη µετατροπή του σε ανόργανο 
διαλυµένο φώσφορο. 
 
Ο ανόργανος διαλυµένος φώσφορος είναι η µορφή που µπορεί να προσληφθεί από το φυτοπλαγκτόν 
και προέρχεται κυρίως από τη µετατροπή του οργανικού διαλυµένου σε ανόργανο. Μία άλλη 
εσωτερική πηγή φωσφόρου που µπορεί σε ορισµένες περιπτώσεις να είναι σηµαντική (συνήθως κάτω 
από ανοξικές συνθήκες) είναι η τροφοδοσία µε φώσφορο από τις πυθµενικές αποθέσεις. Το φαινόµενο 
αυτό περιλαµβάνει διαδικασίες επαναιώρησης του σωµατιδιακού φωσφόρου αλλά κυρίως 
απελευθέρωσης διαλυµένου φωσφόρου µε χηµικές διαδικασίες. Η λεπτοµερής περιγραφή του 
φαινοµένου συνήθως απαιτεί δύσκολη µαθηµατική προσοµοίωση των επί µέρους διαδικασιών.  Συχνά 
όµως σε µοντέλα ποιότητας και ευτροφισµού η συνεισφορά των πυθµενικών φωσφορικών αποθέσεων 
περιγράφεται  µε απλούστερες σχέσεις. 
 

3.3.1 Οργανικός φώσφορος 

Έχει παρατηρηθεί ότι η  µετατροπή του σωµατιδιακού οργανικού φωσφόρου σε διαλυµένο οργανικό 
φώσφορο γίνεται ταχύτατα µέσω µηχανισµών ενζυµικής υδρόλυσης.  Το γεγονός αυτό καθιστά την 
υδρόλυση µη κρίσιµη διαδικασία  που µπορεί να παραλειφθεί κατά τη µαθηµατική προσοµοίωση. 
Θεωρούνται κατά συνέπεια δύο  µορφές φωσφόρου, οργανικός και ανόργανος φώσφορος. 
 
Πίνακας 2: ∆ιεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση οργανικού φωσφόρου 

Παραγωγή οργανικού φωσφόρου Κατανάλωση οργανικού φωσφόρου 

• Θάνατος φυτοπλαγκτόν 
• Ενδογενής αναπνοή φυτοπλαγκτόν 

• Μετατροπή σε ανόργανο φώσφορο 
• Καθίζηση 

 
Η τροφοδότηση µε οργανικό φώσφορο λόγω θανάτου και ενδογενούς αναπνοής του φυτοπλαγκτόν 
µπορεί να περιγραφεί   από τη σχέση 
 

 OP
dA A Chl 1

dM ( R ) M Y
dt

= Κ + ⋅ ⋅  (23) 

 
      
όπου  

ΜOP µάζα οργανικού φωσφόρου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
ΜChl µάζα φυτοπλαγκτόν σε όρους χλωροφύλλης–α στο στοιχείο πλήρους 

µίξης (g) 
KdA ρυθµός θανάτου φυτοπλαγκτόν (day-1) 
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RA ρυθµός ενδογενούς αναπνοής (day-1) 

Υ1 περιεκτικότητα φυτοπλαγκτόν σε φώσφορο ( g P
g χλωροφ λλης

 
 ύ

) 

 
 
Επισηµαίνεται ότι η αυξηµένη τιµή του Κdeath επιτρέπει την προσµέτρηση του φωσφόρου που 
παράγεται από το ζωοπλαγκτόν, κατά το σκεπτικό της προηγούµενης ενότητας. 
 
Οι απώλειες του οργανικού φωσφόρου οφείλονται στη  µετατροπή του σε ανόργανη µορφή και στην  
καθίζηση .  Οι δύο αυτές διαδικασίες µπορούν να περιγραφούν από τη σχέση:  
 

 OP
P SP OP

dM (R K ) M
dt

= − + ⋅  (24) 

 
Όπου  

RP συντελεστής ταχύτητας µετατροπής οργανικού φωσφόρου σε ανόργανο 
(day -1) 

KSP  συντελεστής καθίζησης οργανικού φωσφόρου (day -1) 
 
 
Ο συντελεστής  RP  θεωρήθηκε εξαρτώµενος από τη θερµοκρασία 
 
 P P0 5R R A T= + ⋅  (25) 

 
όπου  

RP συντελεστής ταχύτητας µετατροπής οργανικού φωσφόρου σε ανόργανο 
σε θερµοκρασία Τ oC (day -1) 

RP0 
συντελεστής ταχύτητας µετατροπής οργανικού φωσφόρου σε ανόργανο 
σε θερµοκρασία 0 oC (day -1) 

T θερµοκρασία (oC) 
 
Ο συντελεστής ταχύτητας καθίζησης ΚSP σε αναλογία µε το συντελεστή καθίζησης φυτοπλαγκτόν KSA  
µπορεί να περιγραφεί από τη σχέση: 
 

 P max
SP

VK
H B

=
+

 (26) 

 
όπου  

VP max η µέγιστη ταχύτητα καθίζησης του οργανικού φωσφόρου (m/day) 
Β το βάθος για το οποίο η ταχύτητα καθίζησης γίνεται ίση µε το µισό της 

µέγιστης (m) 
 
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του οργανικού 
φωσφόρου είναι η  
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i i kOP OP
dA A 1 Chl P SP OP in in  OP out

i k

dM M(K R ) Y M (R K ) M Q C Q
dt V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ ⋅ − + ⋅ + ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  (27) 

 
 
όπου  

ΜOP µάζα οργανικού φωσφόρου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  OPC  η συγκέντρωση σε οργανικό φώσφορο της εισροής i (g/m3) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 

3.3.2 Ανόργανος Φώσφορος 

Η εσωτερική τροφοδότηση µε ανόργανο φώσφορο οφείλεται στη µετατροπή του οργανικού σε 
ανόργανο φώσφορο και στην τροφοδότηση µε ανόργανο φώσφορο από τον πυθµένα.  Η πρώτη 
διαδικασία, δίνεται από την εξίσωση (24). Η διαδικασία τροφοδότησης από τον πυθµένα συνήθως 
περιγράφεται µε την ακόλουθη απλή έκφραση: 

 IP
RP

dM K E
dt

= ⋅  (28) 

 
 
όπου  

ΜΙP µάζα ανόργανού φωσφόρου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
KRP συντελεστής τροφοδότησης από πυθµένα (g/m2/day) 
Ε επιφάνεια πυθµένα στοιχείου πλήρους µίξης (m2) 
 
Πίνακας 3: ∆ιεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση ανόργανου φωσφόρου 

Παραγωγή ανόργανου φωσφόρου Κατανάλωση ανόργανου φωσφόρου 

• Μετατροπή από οργανικό φώσφορο 
• Τροφοδότηση από πυθµένα 

• Πρόσληψη από φυτοπλαγκτόν κατά 
την ανάπτυξη 

 
Οι απώλειες του ανόργανου φωσφόρου οφείλονται στην πρόσληψη του από το φυτοπλαγκτόν, κατά 
την εξίσωση : 

 IP
Chl 1

dM Y
dt

= µ ⋅Μ ⋅  (29) 

 
όπου  

ΜΙP µάζα ανόργανού φωσφόρου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
ΜChl µάζα φυτοπλαγκτόν σε όρους χλωροφύλλης–α στο στοιχείο πλήρους 

µίξης (g) 
µ µέση ταχύτητα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν στην υγρή στήλη (day-1) 
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Υ1 περιεκτικότητα φυτοπλαγκτόν σε φώσφορο ( g P
g χλωροφύλλης

) 

 
 
 
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του ανόργανου 
φωσφόρου είναι η  
 
 

i i j kIP IP
P OP RP Chl 1 in in  IP IP out

i j k

dM MR M K E M Y Q C W Q
dt V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ − µ ⋅ ⋅ + ⋅ + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  (30) 

 
 
όπου  

ΜIP µάζα ανόργανου φωσφόρου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  IPC  η συγκέντρωση σε ανόργανο φώσφορο της εισροής I (g/m3) 

j
IPW  ρυθµός προσθήκης ανόργανου φωσφόρου από την εξωτερική πηγή j  

(g/day) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 
Το σχηµατικό διάγραµµα του υποµοντέλου του φωσφόρου φαίνεται στο Σχήµα 6 
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Σχήµα 6: Υποµοντέλο φωσφόρου. 

 
Προσδιορισµός Παραµέτρων 

 
Οι τιµές της ταχύτητας καθίζησης VPmax έχουν βρεθεί ότι κυµαίνονται σε όρια αντίστοιχα µε αυτά για 
την VAmax, µε κάπως µικρότερες τιµές (0.05-1.15 m/day).   
 
Η αναλογία φωσφόρου προς χλωροφύλλη στο φυτοπλαγκτόν, Y1, έχει βρεθεί ότι κυµαίνεται από 0.63 
– 1.0. Οι Di  Toro (1975), O' Connor (1976 και 1973) και ο Thomann (1975) προτείνουν την τιµή 1.  
Ο Larsen (1974) χρησιµοποίησε την τιµή 0.63 και η  Limnotech (1977)  την τιµή 0.8.  
 
Αναφορικά µε τον ρυθµό έκλυσης φωσφόρου από το εδαφικό υλικό προτείνεται η τιµή των 1.50 
mg/m2/day. Αντίστοιχες τιµές αναφέρονται και στη διεθνή βιβλιογραφία (Johnes 1996; McCuckin et 
al., 1999). 

ΠΠυυθθµµέέννααςς

ΦΦυυττοοππλλααγγκκττόόνν

ααννοορργγ.. PP

οορργγ..  PP

ΠΠυυθθµµεεννιικκέέςς  ααπποοθθέέσσεειιςς  

ΕΕππιιφφάάννεειιαα

θθάάννααττοοςς  

σσύύννθθεεσσηη  

εεππααννααττρροοφφοοδδόόττηησσηη

κκ αα θθ ίί ζζ ηη σσ ηη

υυδδρρόόλλυυσσηη
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3.4 Άζωτο 
 
Το άζωτο εµφανίζεται κατά κύριο λόγο ως οργανικό, αµµωνιακό και οξειδωµένο (νιτρώδη και 
νιτρικά) άζωτο µε ποσοτική κατανοµή που εξαρτάται από τις διεργασίες και τους περιβαλλοντικούς 
παράγοντες. 
 
Για τις ανάγκες του µοντέλου, θεωρήθηκε επαρκής η θεώρηση δύο µόνον µορφών αζώτου, του 
αµµωνιακού αζώτου και των νιτρικών.  Η απλούστευση αυτή βασίζεται επίσης στο γεγονός ότι η 
διαδικασία της αµµωνιοποίησης γίνεται κατά κανόνα µε σηµαντικά ταχύτερο ρυθµό σε σχέση µε τις 
άλλες διεργασίες. 
 

3.4.1 Αµµωνιακό άζωτο 

Εσωτερικές πηγές αµµωνιακού αζώτου κανονικά δεν υπάρχουν, δεδοµένου ότι τα περιττώµατα του 
ζωοπλαγκτόν καθώς και ο θάνατος τόσο του ζωοπλαγκτόν όσο και του φυτοπλαγκτόν δηµιουργούν 
οργανικό άζωτο.  Επειδή όµως για τους λόγους που προαναφέρθηκαν δε χρησιµοποιείται εξίσωση 
ισορροπίας για το οργανικό άζωτο, στη φάση αυτή θεωρείται ότι οι παραπάνω διεργασίες 
συνεισφέρουν στη δηµιουργία αµµωνιακού αζώτου, κάτι που οπωσδήποτε στην πραγµατικότητα 
γίνεται έµµεσα µε την αµµωνιοποίηση του οργανικού αζώτου. 
 
Πίνακας 4: ∆ιεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση αµµωνιακού αζώτου 

Παραγωγή αµµωνιακού αζώτου Κατανάλωση αµµωνιακού αζώτου 

• Αµµωνιοποίηση οργανικού αζώτου 
που ελευθερώνεται κατά το θάνατο 
του φυτοπλαγκτόν 

• Τροφοδότηση από πυθµένα  

• Πρόσληψη από φυτοπλαγκτόν κατά 
την ανάπτυξη 

• Νιτροποίηση 

 
Η συνεισφορά του ζωοπλαγκτόν, όπως και στην περίπτωση του φωσφόρου,  εµπεριέχεται στην 
αυξηµένη ταχύτητα θανάτου του φυτοπλαγκτόν.  Κατά συνέπεια η δηµιουργία αµµωνιακού αζώτου 
περιγράφεται από τη σχέση: 

 NH
dA Chl 2

dM K M Y
dt

= ⋅ ⋅  (31) 

 
όπου  

ΜΝΗ µάζα αµµωνιακού αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
KdA ρυθµός θανάτου φυτοπλαγκτόν (day-1) 

Υ2 περιεκτικότητα φυτοπλαγκτόν σε άζωτο ( g N
g χλωροφύλλης

) 

 
 
Μία δεύτερη πηγή αµµωνιακού αζώτου είναι η τροφοδότηση από το εδαφικό υλικό του πυθµένα.  
 
Η διαδικασία αυτή περιγράφεται µε την ακόλουθη απλή έκφραση: 
 

 NH
RN

dM K E
dt

= ⋅  (32) 
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όπου  

ΜΝΗ µάζα αµµωνιακού αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
KRΝ συντελεστής τροφοδότησης από πυθµένα (g/m2/day) 
Ε επιφάνεια πυθµένα στοιχείου πλήρους µίξης (m2) 
 
 
Οι απώλειες του αµµωνιακού αζώτου οφείλονται στις διαδικασίες πρόσληψης κατά τη σύνθεση του 
φυτοπλαγκτόν και στη νιτροποίηση, δηλαδή τη βιοχηµική οξείδωση του αµµωνιακού αζώτου πρώτα 
σε νιτρώδη (ΝΟ2) και στη συνέχεια σε νιτρικά (ΝΟ3).  Για τις τιµές του pH που επικρατούν, η 
διαφυγή αµµωνίας στην ατµόσφαιρα είναι αµελητέα. 
 
Η χρησιµοποίηση του αµµωνιακού αζώτου από το φυτοπλαγκτόν εξαρτάται από την ποσοστιαία 
κατανοµή των µορφών του ανόργανου αζώτου και συγκεκριµένα από το λόγο αµµωνιακού αζώτου 
προς τα νιτρικά. Έχει προταθεί η χρήση  ενός συντελεστή PNH, ο οποίος εξαρτάται από τον παραπάνω 
λόγο, και ο οποίος εκφράζει την προτίµηση των αλγών προς την αµµωνία σε σχέση µε την προτίµηση 
τους προς τα νιτρικά.  Η σχέση που δίνει τον συντελεστή PNH είναι η ακόλουθη : 

 NH
NH

NH NO

0,96 MP
0,96 M 0,04 M

⋅
=

⋅ + ⋅
 (33) 

 
όπου  

PNH συντελεστής προτίµησης (αδιάστατος) 
ΜΝΗ µάζα αµµωνιακού αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
ΜΝO µάζα οξειδωµένου αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
 
Η γραφική παράσταση της εξίσωσης (33) φαίνεται στο Σχήµα 7. 
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Σχήµα 7: Σχέση συντελεστή προτίµησης PNH και λόγου ΝΗ/ΝΟ 
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Η χρησιµοποίηση του αµµωνιακού αζώτου από το φυτοπλαγκτόν µπορεί εποµένως να εκφραστεί ως 
εξής: 

 NH
NH Chl 2

dM P M Y
dt

= −µ ⋅ ⋅ ⋅  (34) 

 
όπου  

ΜNH µάζα αµµωνιακού αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
ΜChl µάζα φυτοπλαγκτόν σε όρους χλωροφύλλης–α στο στοιχείο πλήρους 

µίξης (g) 
µ µέση ταχύτητα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν στην υγρή στήλη (day-1) 
PNH συντελεστής προτίµησης αµµωνίας (αδιάστατος) 

Υ2 περιεκτικότητα φυτοπλαγκτόν σε άζωτο ( g N
g χλωροφύλλης

) 

 
Η δεύτερη διαδικασία που συντελεί στη µείωση του αµµωνιακού αζώτου, είναι η νιτροποίηση που 
µπορεί για τις µικρές συγκεντρώσεις που παρατηρούνται στα υδάτινα οικοσυστήµατα να περιγραφεί 
µε κινητική πρώτης τάξης: 
 

 NH
N NH

dM R M
dt

= − ⋅  (35) 

 
 
 
όπου  

RΝ συντελεστής νιτροποίησης (day-1) 
 
  
 
Είναι γνωστό ότι η διαδικασία της νιτροποίησης επηρεάζεται έντονα από τη θερµοκρασία µε την 
οποία συνεπώς θα πρέπει να συσχετισθεί ο συντελεστής RN.  Η σχέση που χρησιµοποιήθηκε είναι 
εκθετικής µορφής: 
 
 T 20

N N(20) 6R R A −= ⋅  (36) 

 
όπου  

RΝ συντελεστής ταχύτητας νιτροποίησης σε θερµοκρασία Τ oC (day-1) 
RΝ(20) συντελεστής ταχύτητας νιτροποίησης σε θερµοκρασία 20 oC (day-1) 
A6 θερµοκρασιακός συντελεστής (αδιάστατος) 
 
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του αµµωνιακού 
αζώτου είναι η  
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( ) i i j kNH NH
2 dA 2 NH Chl N NH RN in in  NH NH out

i j k

dM MY K P M R M K E Q C W Q
dt V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − µ ⋅ Υ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
 (37) 

 
όπου  

ΜΝΗ µάζα αµµωνιακού αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  NHC  η συγκέντρωση σε αµµωνιακό άζωτο της εισροής i (g/m3) 

j
NHW  ρυθµός προσθήκης αµµωνιακού αζώτου από την εξωτερική πηγή j  

(g/day) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 

3.4.2 Οξειδωµένο Άζωτο 

              
Η εσωτερική δηµιουργία νιτρικών οφείλεται στη διαδικασία της νιτροποίησης η οποία περιγράφεται 
από τη σχέση (35).  Οι απώλειες οφείλονται στη χρησιµοποίηση των νιτρικών από το φυτοπλαγκτόν 
και την απονιτροποίηση. 
 
Πίνακας 5: ∆ιεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση οξειδωµένου αζώτου 

Παραγωγή οξειδωµένου αζώτου Κατανάλωση οξειδωµένου αζώτου 

• Νιτροποίηση  • Πρόσληψη από φυτοπλαγκτόν κατά 
την ανάπτυξη 

• Απονιτροποίηση 
 
Η µείωση λόγω πρόσληψης από το φυτοπλαγκτόν µπορεί να περιγραφεί από τη σχέση 
 

 NO
Chl 2 NH

dM M Y (1 P )
dt

= −µ ⋅ ⋅ ⋅ −  (38) 

 
 
όπου  

ΜΝΟ µάζα οξειδωµένου αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 
µ µέση ταχύτητα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν στην υγρή στήλη (day-1) 
PNH συντελεστής προτίµησης αµµωνίας (αδιάστατος) 

Υ2 περιεκτικότητα φυτοπλαγκτόν σε άζωτο ( mg N
mg χλωροφύλλης

) 

 
 
Η απονιτροποίηση είναι ένα σύνθετο φαινόµενο που εξαρτάται από τη συγκέντρωση του διαλυµένου 
οξυγόνου (ανοξικές συνθήκες) και την επάρκεια οργανικού άνθρακα και που έχει ως αποτέλεσµα την 
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αναγωγή των νιτρικών σε µοριακό άζωτο και τη διαφυγή του τελευταίου στην ατµόσφαιρα.  Συχνά σε 
µοντέλα ποιότητας υδάτινων αποδεκτών χρησιµοποιείται η απλή σχέση: 

 NO
DN

dM K E
dt

= − ⋅  (39) 

όπου  

ΜΝΟ µάζα οξειδωµένου αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
KDΝ συντελεστής απονιτροποίησης (g/m2/day) 
Ε επιφάνεια πυθµένα στοιχείου πλήρους µίξης (m2) 
            
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του οξειδωµένου 
αζώτου είναι η  
 
 

i i j kNO NO
N NH Chl 2 NH DN in in  NO NO out

i j k

dM MR M M (1 P ) K E Q C W Q
dt V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − µ ⋅ ⋅ Υ ⋅ − − ⋅ + ⋅ + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
 (40) 

 
 
όπου  

ΜΝΗ µάζα οξειδωµένου αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  NOC  η συγκέντρωση σε οξειδωµένο άζωτο της εισροής i (g/m3) 

j
NOW  ρυθµός προσθήκης οξειδωµένου αζώτου από την εξωτερική πηγή j  

(g/day) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 
Το σχηµατικό διάγραµµα του υποµοντέλου του αζώτου φαίνεται στο Σχήµα 8. 
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Σχήµα 8: Υποµοντέλο αζώτου. 

 
Προσδιορισµός Παραµέτρων 

Η αναλογία αζώτου προς χλωροφύλλη στο φυτοπλαγκτόν έχει βρεθεί ότι κυµαίνεται από 7-15 mg 
N/mg χλωροφύλλης.  Τιµές κοντά στο 7 έχουν προταθεί από τους Di Toro (1975) και Larsen (1974), 
ενώ τιµές κοντά στο 10 από τους O' Connor (1973, 1976) και Thomann (1975). O Canale (1974,1975) 
έχει προτείνει την τιµή 15 και η Limnotech στη µελέτη του όρµου SAGINAW (1977) την τιµή 9.  
 
Οι Chen και Orlob (1976) και ο Canale (1975) προτείνουν για τον RΝ(20) την τιµή 0.030 day -1, ο 
Thoman (1975) και η Limnotech (1977) την τιµή 0.040 και ο Di Toro (1973) την τιµή 0.052. Για το 
θερµοκρασιακό συντελεστή έχει προταθεί η τιµή 1.088 από τη Limnotech (1977). 
 
Αναφορικά µε το ρυθµό έκλυσης αζώτου από το εδαφικό υλικό, προτείνεται η τιµή των 1.25 
mg/m2/day (Ανδρεαδάκης κ.α, 2001), ενώ αντίστοιχες τιµές αναφέρονται και στη διεθνή βιβλιογραφία 
(Johnes 1996; McCuckin et al., 1999). 

ΠΠυυθθµµέέννααςς

ΦΦυυττοοππλλααγγκκττόόνν 

NNHH44

NNOO33

οορργγ..  

∆∆ιιααλλ.. ΟΟξξυυγγόόννοο

ΠΠυυθθµµεεννιικκέέςς  ααπποοθθέέσσεειιςς  

ΕΕππιιφφάάννεειιαα

ννιιττρροοπποοίίηησσηη  

θθάάννααττοοςς

σσύύννθθεεσσηη

σσύύννθθεεσσηη

ααµµµµωωννιιοοπποοίίηησσηη  
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3.5 Οργανικός άνθρακας 
Ο οργανικός άνθρακας βρίσκεται σε σωµατιδιακή ή διαλυµένη µορφή και προέρχεται  (εκτός από τις 
εξωτερικές συνεισφορές) από το θάνατο του φυτοπλαγκτόν και το θάνατο και τα περιττώµατα του 
ζωοπλαγκτόν.  Η µετατροπή του σωµατιδιακού άνθρακα σε διαλυµένο γίνεται µε σχετικά µεγάλη 
ταχύτητα µε τη βοήθεια εξωκυτταρικών υδρολυτικών ενζύµων και έτσι η διάκριση µεταξύ 
σωµατιδιακού και διαλυµένου άνθρακα στο µοντέλο δεν κρίθηκε σκόπιµη. Θεωρήθηκε επίσης ότι η 
διεργασία του θανάτου του φυτοπλαγκτόν µε την αυξηµένη ταχύτητα µε την οποία περιγράφεται 
περιλαµβάνει όλες τις εσωτερικές διαδικασίες παραγωγής άνθρακα που αναφέρθηκαν πιο πάνω. 
Επίσης οργανικός άνθρακας (C) παράγεται λόγω τροφοδότησης από πυθµενικές αποθέσεις. 
 
Πίνακας 6: ∆ιεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση οργανικού άνθρακα 

Παραγωγή οργανικού άνθρακα Κατανάλωση οργανικού άνθρακα 

• Θάνατος φυτοπλαγκτόν  • Οξείδωση 
• Καθίζηση 

 
Η αποµάκρυνση του οργανικού άνθρακα θωρείται ότι γίνεται µε τις διαδικασίες της καθίζησης και της 
οξείδωσης. Για την περιγραφή της διαδικασίας της καθίζησης έχει χρησιµοποιηθεί ο συντελεστής 
καθίζησης ΚSA που χρησιµοποιήθηκε για την καθίζηση του φυτοπλαγκτόν σύµφωνα µε την εξίσωση: 
 

 OC
SA OC

dM K M
dt

= − ⋅  (41) 

 
H ταχύτητα διάσπασης του C για µικρές συγκεντρώσεις του περιγράφεται ικανοποιητικά µε τη 
βοήθεια κινητικής πρώτης τάξης και µε εξάρτηση του συντελεστή διάσπασης από τη θερµοκρασία. 
 

 OC
L OC

dM R M
dt

= − ⋅  (42) 

και  
 T 20

L L(20) 7R R A −= ⋅  (43) 

 
όπου  

ΜOC µάζα οργανικού άνθρακα στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
KSA ρυθµός αποµάκρυνσης οργανικού άνθρακα λόγω καθίζησης (day-1) 
RL συντελεστής ταχύτητας οξείδωσης οργανικού άνθρακα σε θερµοκρασία Τ 

oC (day-1) 
RL(20) συντελεστής ταχύτητας οξείδωσης οργανικού άνθρακα σε θερµοκρασία 

20 oC (day-1) 
 
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του οργανικού άνθρακα 
είναι η  
 

i i j kOC OC
dA Chl 3 L SA OC in in  OC OC out

i j k

dM MK M (R K ) M Q C W Q
dt V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ Υ − + ⋅ + ⋅ + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  (44) 
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όπου  

ΜOC µάζα οργανικού άνθρακα στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  OCC  η συγκέντρωση σε οργανικό άνθρακα της εισροής i (g/m3) 

j
OCW  ρυθµός προσθήκης οργανικού άνθρακα από την εξωτερική πηγή j  

(g/day) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 
Το σχηµατικό διάγραµµα του υποµοντέλου του οργανικού άνθρακα φαίνεται στο Σχήµα 9. 
 

 
Σχήµα 9: Υποµοντέλο οργανικού άνθρακα 

 
Προσδιορισµός Παραµέτρων 

 
Ο συντελεστής Υ3 εµφανίζεται σταθερός στη βιβλιογραφία µε τιµή Υ3 = 50 (Di Toro 1973, O'Connor 
1976, Thoman 1975). 
 
Ο συντελεστής RL εξαρτάται τόσο από τη φύση του οργανικού άνθρακα που διασπάται όσο και από 
τους περιβαλλοντικούς παράγοντες που επηρεάζουν τη δράση των µικροοργανισµών. Έτσι δεν είναι 
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οορργγ..  CC∆∆ιιααλλ.. ΟΟξξυυγγόόννοο

ηηλλιιαακκήή 
αακκττιιννοοββοολλίίαα

ΠΠυυθθµµεεννιικκέέςς  ααπποοθθέέσσεειιςς  

ΕΕππιιφφάάννεειιαα

θθάάννααττοοςς  

οοξξεείίδδωωσσηη

κκ αα θθ ίί ζζ ηη σσ ηη   
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περίεργο το ότι δεν είναι εύκολο να προταθούν τιµές µε γενική εφαρµογή.  Η τιµή που προτείνεται 
από το µοντέλο είναι RL(20) = 0.20 day-1, µε τιµή θερµοκρασιακού συντελεστή Α7 = 1.040. 
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3.6 ∆ιαλυµένο οξυγόνο 
Η δίαιτα του διαλυµένου οξυγόνου επηρεάζεται θετικά από τη φωτοσύνθεση και την είσοδο οξυγόνου 
από την ατµόσφαιρα. Αρνητική επίδραση έχουν τα φαινόµενα της οξείδωσης του οργανικού άνθρακα, 
της νιτροποίησης, της ενδογενούς αναπνοής του φυτοπλαγκτόν και της ζήτησης οξυγόνου από τις 
πυθµενικές αποθέσεις. 
 
Πίνακας 7: ∆ιεργασίες που επηρεάζουν τη συγκέντρωση διαλυµένου οξυγόνου 

Παραγωγή διαλυµένου οξυγόνου Κατανάλωση διαλυµένου οξυγόνου 

• Φυσικός επαναερισµός 
• Φωτοσύνθεση 

• Ζήτηση από πυθµενικές αποθέσεις 
• Οξείδωση οργανικού άνθρακα 
• Νιτροποίηση 
• Ενδογενής αναπνοή φυτοπλαγκτόν 

 
Η παραγωγή οξυγόνου κατά τη φωτοσύνθεση είναι µία διαδικασία που εξαρτάται από τη 
συγκέντρωση του φυτοπλαγκτόν και την ηλιακή ακτινοβολία, ενώ οι συγκεντρώσεις των θρεπτικών 
επηρεάζουν την ταχύτητα σύνθεσης νέου πρωτοπλάσµατος φυτοπλαγκτόν, όχι όµως την ταχύτητα 
παραγωγής οξυγόνου. Με βάση τα παραπάνω, η παραγωγή οξυγόνου µπορεί να περιγραφεί 
µαθηµατικά ως εξής: 

 
01 aa

T 20DO
4 Chl max 1

dM e eY M A
dt H K

− −
= ⋅ ⋅µ ⋅ ⋅

⋅
 (45) 

 
όπου  

ΜDO µάζα διαλυµένου οξυγόνου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 

Υ4 περιεκτικότητα φυτοπλαγκτόν σε οξυγόνο ( 2g O
g χλωροφύλλης

) 

 
Η τροφοδοσία οξυγόνου από την ατµόσφαιρα, σύµφωνα µε τη θεωρία των δύο στιβάδων, δίνεται από 
την εξίσωση: 
 

 DO DO
at sat

dM MK (DO ) E
dt V

= ⋅ − ⋅  (46) 

 
όπου  

Kat σταθερά φυσικού επαναερισµού (m/day) 
E επιφάνεια στοιχείου πλήρους µίξης (m2) 
DOsat συγκέντρωση κορεσµού διαλυµένου οξυγόνου (g/m3) 
 
 
Η συγκέντρωση κορεσµού διαλυµένου οξυγόνου στο νερό εξαρτάται άµεσα από τη θερµοκρασία και 
δίνεται από τη σχέση: 
 
 2 3

SATDO 14,659 0,410 T 0,007990 T 0,000077 T= − ⋅ + ⋅ − ⋅  (47) 

όπου  

T θερµοκρασία νερού (oC) 
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Η ζήτηση οξυγόνου λόγω ενδογενούς αναπνοής των αλγών, νιτροποίησης και οξείδωσης του 
οργανικού άνθρακα περιγράφεται ως εξής: 
 

 DO
L OC N NH 3 A Chl

dM R M 4.5 R M Y R M
dt

= − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  (48) 

 
όπου  

ΜOC µάζα οργανικού άνθρακα στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
MNH µάζα αµµωνιακού αζώτου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
MCHL µάζα χλωροφύλλης στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
RL συντελεστής ταχύτητας οξείδωσης οργανικού άνθρακα (day-1) 
RΝ συντελεστής ταχύτητας νιτροποίησης (day-1) 
RA ρυθµός ενδογενούς αναπνοής (day-1) 
 
             
Η ζήτηση οξυγόνου από τις πυθµενικές αποθέσεις υπεισέρχεται µε τη βοήθεια της σταθεράς SOD. 
  

 DOdM SOD E
dt

= ⋅  (49) 

όπου  

SOD ζήτηση οξυγόνου από τον πυθµένα (g/m2/day) 
E εµβαδόν πυθµένα στοιχείου πλήρους µίξης (m2) 
 
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του διαλυµένου 
οξυγόνου είναι η  
 

01 aa
T 20OC DO

at sat 4 Chl max 1 L OC N NH 3 A Chl
dM M e eK (DO ) E Y M A R M 4.5 R M Y R M

dt V H K
− −

= ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅µ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +
⋅

 

 

 i i k DO
in in  DO out

i k

MQ C Q
V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  (50) 

 
όπου  

ΜDO µάζα διαλυµένου οξυγόνου στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  DOC  η συγκέντρωση σε διαλυµένο οξυγόνο της εισροής i (g/m3) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 
Το σχηµατικό διάγραµµα του υποµοντέλου του διαλυµένου οξυγόνου φαίνεται στο Σχήµα 10. 
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Σχήµα 10: Υποµοντέλο διαλυµένου οξυγόνου 

 
Προσδιορισµός Παραµέτρων 

 
Ο προσδιορισµός του συντελεστή Υ4 έγινε µε τη βοήθεια στοιχείων που παρουσίασαν οι Dugkale και 
Wilkerson (1985). 
 
∆εχόµενοι την ισοδυναµία 1 mg άνθρακα = 4.1 mg άνθρακα  ανά mg χλωροφύλλης και ώρα, 
υπολόγισαν ότι η ηµερήσια παραγωγή οξυγόνου ανά  mg χλωροφύλλης είναι 130 mg O2/mg 
χλωροφύλλης/day. Η τιµή αυτή ισχύει για την επιφάνεια του υδάτινου σώµατος και για τις θερινές 
θερµοκρασίες (µέγιστη ταχύτητα φωτοσύνθεσης). Εποµένως θα πρέπει να ισχύει 
 4 maxY F 130⋅µ ⋅ =  

∆εδοµένου ότι η µmax  για T = 25oC ισούται µε 3.34 day-1 και η µέγιστη φωτοπερίοδος είναι F = 0.72, 

προκύπτει Υ4 = 54 2mg O
mg χλωροφυλλης

.   

Οι τιµές του συντελεστή επαναερισµού Κατ κυµαίνονται σηµαντικά  (0.3-9.0 m/day, Aφραταίος 
1986) και εξαρτώνται από την ισχύ των ανέµων. 

ΠΠυυθθµµέέννααςς

ΦΦυυττοοππλλααγγκκττόόνν 
NNHH44 NNOO33

οορργγ..  CC
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αακκττιιννοοββοολλίίαα
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φφωωττοοσσύύννθθεεσσηη  ααννααππννοοήή

ζζήήττηησσηη  ααππόό  ππυυθθµµεεννιικκέέςς  
ααπποοθθέέσσεειιςς 
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3.7 Περιττωµατικά κολοβακτηρίδια 
 
Η µείωση της συγκέντρωσης των κολοβακτηριδίων (πλήθος ανά 100 ml) έχει δύο συνιστώσες, τη 
φθορά τους από την υγρή µάζα και την αραίωση που συνεπάγεται η µεταφορά ύλης στο υδάτινο 
περιβάλλον.  
 
Η φθορά των κολοβακτηριδίων προκύπτει ως αποτέλεσµα πολλών φαινοµένων όπως η καθίζηση, οι 
φυσικοί περιορισµοί της αναπαραγωγής, η κατανάλωσή  τους από άλλους οργανισµούς και οι τοξικές 
επιδράσεις του περιβάλλοντος (τοξίνες αλγών, τοξικά συστατικά του νερού, ηλιακή ακτινοβολία). Το 
τοξικό αποτέλεσµα της ηλιακής ακτινοβολίας έχει αποδοθεί κατά 75% στο υπεριώδες τµήµα της και 
κατά 25% στο ορατό τµήµα µε µήκος κύµατος 0.40-0.50 µm (Gameson, 1975). Έχει γενικώς 
αναγνωρισθεί ότι ακόµη και για τις χαµηλές πρωινές και απογευµατινές εντάσεις της ηλιακής 
ακτινοβολίας η επίδρασή της στη φθορά των κολοβακτηριδίων είναι υπό συνήθεις συνθήκες πολύ 
µεγαλύτερη από αυτή των λοιπών παραγόντων. 
  
Παραδοχές που συνήθως γίνονται κατά τη µελέτη της φθοράς των κολοβακτηριδίων στα θαλάσσια 
και γλυκά ύδατα, είναι οι εξής  (Alkan et al 1994, Jagger 1967, Gameson and Gould 1975, Harris et al 
1987, Mancini 1978, Sarikaya and Saatci 1987): 
 

• Η ταχύτητα εξαφάνισης ακολουθεί κινητική 1ης τάξης (Νόµος Chick)  
• Το θανατηφόρο αποτέλεσµα της ηλιακής ακτινοβολίας είναι ανεξάρτητο και αθροιστικό των 

αποτελεσµάτων φθοράς που έχουν οι αναφερθέντες λοιποί παράγοντες. Το τελευταίο αυτό 
συνολικό αποτέλεσµα µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι αυτό που παρατηρείται κατά τη νύχτα.  

• Η ταχύτητα θανάτου λόγω ηλιακής ακτινοβολίας είναι ανάλογη µε την έντασή της.  
 
Η υιοθέτηση των παραδοχών αυτών οδηγεί στην ακόλουθη κινητική εξίσωση 
  

 FC
dFC K FC
dt

= − ⋅  (51) 

όπου  

FC αριθµός περιττωµατικών κολοβακτηριδίων στο στοιχείο πλήρους µίξης 
KFC συντελεστής φθοράς των κολοβακτηριδίων (day-1)  
 
Η σχέση (51) µετά από ολοκλήρωση δίνει: 
 
 FCK t

0FC FC e− ⋅∆= ⋅  (52) 

όπου  

FC και FC0 αριθµός περιττωµατικών κολοβακτηριδίων ανά µονάδα όγκου στους 
χρόνους t + ∆t και t αντίστοιχα 

KFC συντελεστής φθοράς των κολοβακτηριδίων (day-1)  
 
O συντελεστής φθοράς των κολοβακτηριδίων KFC ισούται µε 
 
 FC FC _ 0 FC _ sunK K K I= + ⋅  (53) 
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όπου  

KFC_0 ταχύτητας φθοράς περιττωµατικών κολοβακτηριδίων στο σκοτάδι (day-1) 
KFC_sun σταθερά ταχύτητας φθοράς περιττωµατικών κολοβακτηριδίων λόγω 

ηλιακής ακτινοβολίας (cm2/cal) 
Ι ένταση ηλιακής ακτινοβολίας (cal/cm2/day) 
 
Ολοκληρώνοντας τη σχέση (8) από z=0 µέχρι z=Η  προκύπτει ότι η µέση ηλιακή ακτινοβολία που 
δέχεται η υδάτινη στήλη είναι 
 

 
K H

mean 0
1 eI I

K H

− ⋅−
= ⋅

⋅
 (54) 

όπου  

Ιmean µέση ένταση ηλιακής ακτινοβολίας στην υδάτινη στήλη (cal/cm2/day) 
0I  προσπίπτουσα ηλιακή ακτινοβολία στην επιφάνεια (cal/cm2/day) 
Κ σταθερά απόσβεσης ηλιακής ακτινοβολίας (m-1) 
Η βάθος υδάτινης στήλης (m) 
 
Η τελική διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης των περιττωµατικών 
κολοβακτηριδίων είναι η  
 

K H
i i j k

FC _ 0 FC _ sun 0 in in  FC FC out
i j k

dFC 1 e FCK K I FC Q C W Q
dt K H V

− ⋅ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎛ ⎞= − + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  (55) 

 
όπου  

FC αριθµός περιττωµατικών κολοβακτηριδίων στο στοιχείο πλήρους µίξης 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  FCC  η συγκέντρωση σε περιττωµατικά κολοβακτηρίδια της εισροής i 

(#FC/l00ml) 
k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 
 
 
 
Προσδιορισµός παραµέτρων 

Στη βιβλιογραφία χρησιµοποιείται πολύ συχνά ως µέτρο της ταχύτητας φθοράς των κολοβακτηριδίων 
ο χρόνος t90 δηλαδή ο χρόνος που απαιτείται για την καταστροφή των 90% του αρχικού πληθυσµού. 

Με λογαρίθµηση της εξίσωσης (52) για 
0

FC 0,10
FC

=  και ∆t=t90 προκύπτει:  

 
 FC _ 0 90 FC _ sun 90K t K I 2,30⋅ + ⋅ =  (56) 

όπου Ι90 είναι η ηλιακή ακτινοβολία που συνεπάγεται εξαφάνιση των 90% των κολοβακτηριδίων.  
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Είναι προφανές, ενόψει άλλωστε και της εξίσωσης (56), ότι ο χρόνος t90 εξαρτάται από το µέγεθος της 
ηλιακής ακτινοβολίας και συνεπώς χαρακτηρίζεται από µεγάλη µεταβλητότητα. Κατά τις 
µεσηµβρινές ώρες έχει µικρές τιµές και πολύ µεγαλύτερες κατά τις πρώτες πρωινές και τελευταίες 
απογευµατινές ώρες. Κατά τη νύχτα (I=0), ο χρόνος t90 έχει µεγάλες τιµές και χαρακτηρίζεται από 
σχετική σταθερότητα αφού εξαρτάται µόνο από τα βιολογικά και χηµικά χαρακτηριστικά του νερού. 
Είναι κατά τη νύχτα:  

 90
FC _ 0

2,30t
K

=  (57) 

 
Σύµφωνα µε τα συµπεράσµατα ερευνών (Gameson 1973, Gameson and Gould 1975, Sarikaya and 
Saatci 1994) η σταθερά FC _ sunK  δεν επηρεάζεται από τη θερµοκρασία του νερού, ενώ αντίθετα 
βρέθηκε ότι επηρεάζεται η σταθερά FC _ 0K . Οι Gameson και Gould βρήκαν για τα ολικά 

κολοβακτηρίδια την εξής σχέση µεταξύ t90 (ώρες) στο σκοτάδι και θερµοκρασίας Τ του νερού σε 
βαθµούς Κελσίου. 
  
 90log(t ) 2,292 0,0295 T= − ⋅  (58) 

 
η οποία δίνει για T=20°C   t90=50.35 hr και συνεπώς (εξίσ. (57)) FC _ 0K 0,046=  hr-1.  

Αντίστοιχη σχέση έχουν βρει και οι Sarikaya και Saatci (1994): 
 
 90log(t ) 2,37 0,0283 T= − ⋅  (59) 

 
η οποία δίνει, t90 = 63.7 hr και FC _ 0K 0,036=  hr-1.  
Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των πειραµάτων των Gameson και Gould η τιµή της σταθεράς FC _ sunK  

για TC ήταν περίπου 0.100 cm2/cal. Τα αποτελέσµατα των εργαστηριακών πειραµάτων και 
µετρήσεων πεδίου των άνω ερευνητών µε E.coli  ήταν λιγότερο ικανοποιητικά. Μερικά πειράµατα 
υπέδειξαν ότι τα E.coli µπορεί να είναι ανθεκτικότερα από τα TC και ειδικότερα ότι η ακτινοβολία Ι90 
που χρειάζονταν για να επιτευχθεί 90% µείωση των E.coli ήταν κατά µέσο όρο 33% µεγαλύτερη. Έτσι 
για τις συγκεκριµένες πειραµατικές συνθήκες φαίνεται ότι οι κινητικές σταθερές για την εξαφάνιση 
των FC ήταν κοντά στις τιµές FC _ 0K 0,75 0,46 0,035= ⋅ =  hr-l  και FC _ sunK 0,75 0,10 0,075= ⋅ =  

cm2/cal. 
 
Πειράµατα που εκτελέσθηκαν το έτος 1978 (ΠΕΡΠΑ, 1980) µε FC σε µείγµατα λυµάτων της Αθήνας 
και νερού του Σαρωνικού Κόλπου έδωσαν στο σκοτάδι και θερµοκρασία 20°C t90=44.5-64.5 hr 
δηλαδή FC _ 0K =0.036-0.052. και επίσης 10 ζεύγη Ι90-t90 στο ηλιακό φως. Με εφαρµογή της εξίσωσης 
(56)  για τα ζεύγη αυτά και για FC _ 0K =0.036 προέκυψαν 10 τιµές FC _ sunK  στο διάστηµα 0.029 – 
0.073 µε µέση τιµή FC _ sunK =0.045 cm2/cal. 

 
Πειράµατα στο Σίνδεϋ Αυστραλίας (Bellair et al, 1977) µε FC σε µείγµατα λυµάτων και θαλάσσιου 
νερού έδωσαν τιµές FC _ 0K  και FC _ sunK  ίσες µε 0.044 hr-1 και 0.023 cm2/cal. Αντίστοιχα, πειράµατα 
των Sarikaya και Saatci (1994) έδωσαν τιµές FC _ sunK  στο διάστηµα 0.057 – 0.136 για TC µε µέση 

τιµή 0.09 cm2/cal. 
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3.8 Ρύπος χρήστη 
Ο ρύπος χρήστη Χ είναι ένας ρύπος που ακολουθεί µια κινητική φθοράς πρώτης τάξης σύµφωνα µε 
την εξίσωση: 
 

 X
X X

dM K M
dt

= − ⋅  (60) 

όπου  

ΜΧ µάζα ρύπου Χ στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
KΧ συντελεστής φθοράς του ρύπου Χ (day-1)  
 
Η διαφορική εξίσωση που επιλύεται για την εύρεση της συγκέντρωσης του ρύπου Χ είναι η  
 

 i i j kX X
X X in in  X X out

i j k

dM MK M Q C W Q
dt V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ + ⋅ + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  (61) 

όπου  

ΜΧ µάζα ρύπου Χ στο στοιχείο πλήρους µίξης (g) 
V όγκος στοιχείου πλήρους µίξης (m3) 

i
inQ  η παροχή της εισροής i στο στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 
i
in  XC  η συγκέντρωση του ρύπου Χ της εισροής i (mg/l) 

j
XW  ρυθµός προσθήκης ρύπου Χ από την εξωτερική πηγή j    (g/day) 

k
outQ  η παροχή της εκροής k από το στοιχείο πλήρους µίξης (m3/day) 

 
Θέτοντας την τιµή του συντελεστή ΚΧ ίση µε µηδέν µπορεί να προσοµοιωθεί ένας συντηρητικός 
ρύπος, ο οποίος υφίσταται στο στοιχείο πλήρους µίξης µόνο τη δράση της αραίωσης. 



 38



      39

4 Μέθοδος επίλυσης 

4.1 Εισαγωγή 
Για την επίλυση του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων, χρησιµοποιούνται δυο πολύ γνωστές 
µέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης, η ολοκλήρωση κατά Euler και  η µέθοδος Runge – Kutta. 
Οι διαφορικές εξισώσεις που επιλύονται κατά την προσοµοίωση είναι της µορφής 

 j
1 2 n

dY
f (Y ,Y ,...,Y )

dt
=  

όπου Yi είναι οι µεταβλητές: 
χλωροφύλλη-α, ανόργανος φώσφορος, οργανικός φώσφορος, αµµωνιακό άζωτο, οξειδωµένο άζωτο, 
οργανικός άνθρακας, διαλυµένο οξυγόνο, περιττωµατικά κολοβακτηρίδια, ρύπος χρήστη και όγκος. 
 
Στην περίπτωση προσοµοίωσης δύο στρωµάτων ο αριθµός των εξισώσεων διπλασιάζεται αφού οι 
µεταβλητές αυτές υπολογίζονται και για τα δύο στρώµατα. Με αυτό τον τρόπο δηµιουργείται ένα 
σύστηµα 10 ή 20 διαφορικών εξισώσεων σε περίπτωση προσοµοίωσης δύο στρωµάτων, το οποίο 
επιλύεται σε κάθε χρονική στιγµή µε µία από τις διαθέσιµες µεθόδους.  
 

4.2 Μέθοδος Euler 
Σύµφωνα µε τη µέθοδο Euler ισχύει 
   τιµη + κλιση χρονικο βηµανεα τιµη = παλια ⋅  

ή σε µαθηµατικούς όρους 
 i 1 iy y h+ = + φ ⋅  (62) 
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Σχήµα 11: Γραφική αναπαράσταση της µεθόδου Euler. 

 
Η µέθοδος Euler είναι µια µέθοδος ενός βήµατος. Η κλίση της συνάρτησης χρησιµοποιείται για την 
προέκταση της συνάρτησης κατά ένα διάστηµα h και την εύρεση της καινούριας τιµής. Με άλλα 
λόγια η κλίση της συνάρτησης στην αρχή του διαστήµατος h χρησιµοποιείται ως εκτίµηση της µέσης 
κλίσης ολόκληρου του διαστήµατος.  Η µέθοδος αυτή είναι πολύ απλή στην εφαρµογή, γρήγορη από 
άποψη υπολογιστικού χρόνου άλλά εµπεριέχει σηµαντικό αριθµητικό σφάλµα δεδοµένου ότι είναι 1ης 
τάξης ακρίβειας. Η µέθοδος Euler δίνει αποτελέσµατα χωρίς αριθµητικό σφάλµα στην περίπτωση που 
η συνάρτηση (η λύση της διαφορικής εξίσωσης) είναι γραµµική, κάτι που συµβαίνει για παράδειγµα 
µε τη διαφορική εξίσωση του όγκου της οποίας η λύση είναι i 1 i in outV V (Q Q ) dt+ = + − ⋅ . Τέλος αξίζει 
να σηµειωθεί ότι το αριθµητικό σφάλµα είναι ανάλογο του h και εποµένως µπορεί να περιοριστεί µε 
µείωση του χρονικού βήµατος. 
 

4.3 Μέθοδος Runge-Kutta 
Σε αντίθεση µε τη µέθοδο Euler η οποία υπολογίζει την κλίση της συνάρτησης σε ένα βήµα, η 
µέθοδος Runge-Kutta χρησιµοποιεί 4 τιµές της κλίσης της συνάρτησης και η εκτίµηση της µέσης 
κλίσης στο διάστηµα ολοκλήρωσης προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός των 4 αυτών τιµών 
σύµφωνα µε την εξίσωση: 

 i 1 i 1 2 3 4
1y y (k 2 k 2 k k ) h
6+ = + + ⋅ + ⋅ + ⋅  (63) 

όπου 
 ( )1 i ik f x ,  y=  

 2 i i 1
1 1k f x h,  y k h
2 2

⎛ ⎞= + ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 3 i i 2
1 1k f x h,  y k h
2 2

⎛ ⎞= + ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Κλίση = φ

xi xi+1

χρονικό βήµα = h 

yi+1 = yi + φh 

σφάλµα 

x 

y 



      41

 ( )4 i i 3k f x h,  y k h= + + ⋅  

 
 

 
Σχήµα 12: Γραφική απεικόνιση των κλίσεων που χρησιµοποιούνται στη µέθοδο Runge-Kutta.  

  
Η µέθοδος Runge - Kutta είναι µια µέθοδος 4ης τάξης ακρίβειας, απαιτεί όµως περισσότερους 
ενδιάµεσους υπολογισµούς µιας και χρησιµοποιεί 4 εξισώσεις για την εκτίµηση της µέσης κλίσης αντί 
µίας που χρησιµοποιεί η κλασσική µέθοδος Euler. Παρόλα αυτά, για τον ίδιο υπολογιστiκό φόρτο, η 
µέθοδος Runge–Kutta δίνει καλύτερα αποτελέσµατα από την Euler (Σχήµα 13). 
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Σχήµα 13: Σύγκριση σχετικού σφάλµατος σε σχέση µε τον υπολογιστικό φόρτο. 

 

xi xi+1

χρονικό βήµα = h 
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xi+1/2
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5 Στοχαστική προσοµοίωση 

 
 
Ένα πολύ συχνό πρόβληµα που αντιµετωπίζεται στη µαθηµατική προσοµοίωση των χαρακτηριστικών 
ενός υδατίνου σώµατος είναι η επιλογή των τιµών των σταθερών που εµπλέκονται στις διάφορες 
φυσικές, χηµικές και βιολογικές διεργασίες. Πολλές από τις µεταβλητές εισόδου του µαθηµατικού 
µοντέλου όπως τα ρυπαντικά φορτία, η θερµοκρασία ή η ένταση της ηλιακής ακτινοβολίας, 
παρουσιάζουν έντονα στοχαστικό χαρακτήρα και διέπονται από νόµους που είναι σχεδόν αδύνατο να 
εκφραστούν µαθηµατικά ή να ποσοτικοποιηθούν επακριβώς. Επιπλέον υπάρχει µεγάλος βαθµός 
αβεβαιότητας κατά την επιλογή των τιµών των παραµέτρων που εµπλέκονται στις διεργασίες 
(κινητικές εξισώσεις) του µοντέλου.  
   
Στo µοντέλο αυτό υπάρχει ή δυνατότητα παράκαµψης της δυσκολίας αυτής, µέσω συνδυασµένης 
ντετερµινιστικής και στοχαστικής µαθηµατικής προσοµοίωσης των εξεταζόµενων ποιοτικών 
χαρακτηριστικών. Συγκεκριµένα, το µαθηµατικό µοντέλο µπορεί να λάβει υπόψη την τυχαία 
διακύµανση των παραµέτρων και των εξωτερικών µεταβλητών, δηµιουργώντας για κάθε µια από 
αυτές, ένα εύρος πιθανών τιµών και µια αντίστοιχη κατανοµή πιθανότητας. Η προσοµοίωση 
επαναλαµβάνεται για ένα µεγάλο χρονικό διάστηµα, κάθε φορά µε τις διαφορετικές τιµές των 
παραµέτρων που επιλέγονται τυχαία από το µοντέλο, µέχρις ότου αποκτηθεί ένα σύνολο τιµών των 
προβλεποµένων µεταβλητών, του οποίου οι στατιστικές παράµετροι, όπως ο µέσος όρος και η τυπική 
απόκλιση, έχουν σταθεροποιηθεί.  
 
Η παραπάνω διαδικασία βασίζεται στην τεχνική Monte Carlo και αποτελεί µια δυναµική λύση στα 
προβλήµατα αβεβαιότητας που εµπλέκονται στα περιβαλλοντικά µοντέλα. Αποτέλεσµα αυτής της 
διαδικασίας είναι ότι η πρόβλεψη των συγκεντρώσεων κάθε εξεταζόµενης φυσικής ή βιολογικής 
παραµέτρου γίνεται µε τη µορφή όχι µιας µόνο συγκεκριµένης τιµής, αλλά ενός εύρους πιθανών 
τιµών. Είναι εποµένως δυνατή, η στατιστική επεξεργασία αυτού του δείγµατος και η εκτίµηση, όχι 
µόνου του µέσου όρου των συγκεντρώσεων των εξεταζοµένων παραµέτρων, αλλά και επιπλέον 
στατιστικών στοιχείων, όπως είναι οι  χαρακτηριστικές τιµές µη υπέρβασης για διάφορα επίπεδα 
εµπιστοσύνης.               
 
Με αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται η απόκτηση µιας καλύτερης και πιο ολοκληρωµένης εικόνας της 
ποιοτικής κατάστασης του υδάτινου αποδέκτη, ενώ ο µεγαλύτερος όγκος πληροφορίας που παρέχει το 
µοντέλο που αναπτύχθηκε σε σχέση µε τα συµβατικά, βοηθάει στη διεξαγωγή χρησιµότερων και 
ασφαλέστερων συµπερασµάτων.   
 
Το µοντέλο µπορεί να επιλέγει τυχαίες τιµές για όποια παράµετρο ζητηθεί µέσα από συγκεκριµένες 
οµοιόµορφες, τριγωνικές ή τραπεζοειδείς κατανοµές σε χρονικά διαστήµατα που ορίζει ο χρήστης. 
Αυτό γίνεται µε τη βοήθεια των παραµέτρων Α1, Α2, Α3 και Α4 που αντιστοιχούν στα 4 
χαρακτηριστικά σηµεία µιας τραπεζοειδούς κατανοµής όπως φαίνεται στο Σχήµα 14. 
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A1 A2 A3 A4Value
 

Σχήµα 14: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
 
Κάθε φορά το µοντέλο επιλέγει έναν  τυχαίο αριθµό Χrand στο διάστηµα 0 εως 1, ο οποίος ανάγεται 
στο διάστηµα τιµών της επιλεγµένης παραµέτρου σύµφωνα µε τις σχέσεις: 
 

Εάν 2 2
rand

4 3 2 1

A A0 X
A A A A

−
< <

+ − −
  τότε  

rand _ ref 1 rand 2 1 4 3 2 1X A X (A A ) (A A A A )= + ⋅ − ⋅ + − −  
 

Εάν 3 2 12 2
rand

4 3 2 1 4 3 2 1

2 A A AA A X
A A A A A A A A

⋅ − −−
< <

+ − − + − −
  τότε 

1 2 rand 4 3 2 1
rand _ ref

A A X (A A A A )X
2

+ + ⋅ + − −
=    

 

Εάν 3 2 1
rand

4 3 2 1

2 A A A X 1
A A A A

⋅ − −
< <

+ − −
  τότε 

rand _ ref 4 rand 4 3 4 3 2 1X A (1 X ) (A A ) (A A A A )= + − ⋅ − ⋅ + − −  
 
Με τη βοήθεια του ανηγµένου συντελεστή Xrand_ref η τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ που θα 
χρησιµοποιηθεί από το µοντέλο υπολογίζεται από τις σχέσεις: 
 
Για χρήση ποσοστιαίων τιµών  act rand _ refX X X→ = +        (64) 

 

Για χρήση απόλυτων τιµών  rand _ ref
act

X
X X (1 )

100
→ = ⋅ +       (65) 

 
όπου  

Xact η σταθερή τιµή αναφοράς της µεταβλητής Χ 
 
Η τυχαία τιµή Χ της µεταβλητής κυµαίνεται πάντα από Χact + Α1 έως Χact + Α4 σε περίπτωση χρήσης 

απόλυτων τιµών και από 1
act

AX 1
100

⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 έως 4
act

AX 1
100

⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 σε περίπτωση χρήσης ποσοστιαίων 

τιµών. 
 
Σε περίπτωση που η µεταβλητή δεν έχει σταθερή τιµή αλλά οι τιµές της προσδιορίζονται από κάποια 
χρονοσειρά τότε η τιµή Χact αντιστοιχεί στην τιµή που προκύπτει από τη χρονοσειρά κάθε χρονική 
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στιγµή. Στα σχήµατα (Σχήµα 15 και Σχήµα 16) φαίνονται τα όρια των τυχαίων τιµών µιας µεταβλητής 
στην οποία έχει αντιστοιχισθεί χρονοσειρά, στην περίπτωση χρήσης απόλυτων και ποσοστιαίων τιµών 
για τους συντελεστές Α. 
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Σχήµα 15: Όρια τιµών στοχαστικής επιλογής τιµών για χρονοσειρά και χρήση απόλυτων τιµών. 
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Σχήµα 16: Όρια τιµών στοχαστικής επιλογής τιµών για χρονοσειρά και χρήση ποσοστιαίων τιµών. 

 
Το αποτέλεσµα της τυχαίας µεταβολής των παραµέτρων κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης είναι ότι 
κάθε φορά που εκτελούµε την προσοµοίωση τα αποτελέσµατα που δίνει το µοντέλο είναι διαφορετικά 
(Σχήµα 17). 
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Σχήµα 17: Προσοµοίωση µε χρήση στοχαστικής µεθόδου  

 
Αν επαναλάβουµε όµως την προσοµοίωση πολλές φορές µπορούµε να αποκτήσουµε ένα σύνολο 
τιµών για κάθε παράµετρο, του οποίου οι στατιστικές παράµετροι όπως η µέση τιµή και η τυπική 
απόκλιση να έχουν αποκτήσει σταθερή τιµή.  
 

 
Σχήµα 18: Επανάληψη της προσοµοίωσης πολλές φορές 

 
Έχοντας πλέον ένα ικανοποιητικό σύνολο τιµών µπορούµε ύστερα από στατιστική επεξεργασία να 
έχουµε τα αποτελέσµατα για κάθε παράµετρο µε τη µορφή καµπυλών ίσης πιθανότητας µη υπέρβασης 
(Σχήµα 19), από τις οποίες µπορούν να εξαχθούν πολύτιµα συµπεράσµατα. 
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Σχήµα 19: Καµπύλες ίσης πιθανότητας µη υπέρβασης έπειτα από στατιστική επεξεργασία 
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6 Προσοµοίωση δυο στρωµάτων 

 
 
Στην περίπτωση προσοµοίωσης δυο στρωµάτων η λίµνη χωρίζεται µε µια νοητή διεπιφάνεια σε δυο 
στοιχεία πλήρους µίξης, τα οποία επικοινωνούν µε όρους διασποράς και όρους µεταγωγής. Ο όγκος  
του πάνω στοιχείου µεταβάλλεται ανάλογα µε τις εισροές και εκροές από τη λίµνη, ενώ ο όγκος του 
κάτω στοιχείου παραµένει σταθερός εφόσον η νοητή διεπιφάνεια ορίζεται σε σταθερό υψόµετρο. 
Για το ισοζύγιο της ποσότητας νερού στη λίµνη µπορούµε να γράψουµε 
 
  

 top
in  top out  top out bot ground

dVdV Q Q Q Q
dt dt

= = − − −  (66) 

και  

 botdV 0
dt

=  (67) 

 
 
 
όπου  

V ο όγκος της λίµνης (m3) 
Vtop ο όγκος του πάνω στρώµατος της λίµνης (m3) 
Vbot ο όγκος του κάτω στρώµατος της λίµνης (m3) 
Qin top οι εισροές στο πάνω στρώµα της λίµνης (m3/day) 
Qout  top οι εκροές από το πάνω στρώµα της λίµνης (m3/day) 
Qout bot οι εκροές από το κάτω στρώµα της λίµνης (m3/day) 
Qground οι διαφυγές από τον πυθµένα της λίµνης (m3/day) 
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Σχήµα 20: Θεώρηση λίµνης ως δυο στοιχεία πλήρους µίξης 

 
 
Θεωρώντας ότι οι διαφυγές πυθµένα είναι ανάλογες της επιφάνειας πυθµένα κάθε στοιχείου πλήρους 
µίξης µπορούµε να γράψουµε 
 
  

 top
ground  top ground

bot

S
Q Q 1

S
⎛ ⎞

= ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (68) 

και 

 top
ground  bot ground

bot

S
Q Q

S
= ⋅  (69) 

 
όπου  

Qground top οι διαφυγές πυθµένα από το πάνω στρώµα της λίµνης (m3/day) 
Qground bot οι διαφυγές πυθµένα από το κάτω στρώµα της λίµνης (m3/day) 
Stop η επιφάνεια της λίµνης στη στάθµη του νερού (m2) 
Sbot η επιφάνεια της λίµνης στη στάθµη της διεπιφάνειας (m2) 
 
Από την εξίσωση (67) προκύπτει ότι 
  

 top
top bot out  bot ground

bot

S
Q Q Q

S→ = + ⋅  (70) 
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όπου  

top botQ →  η ποσότητα νερού που µετακινείται από το πάνω στρώµα στο κάτω 
(m3/day) 

 
Λόγω µεταγωγής το πάνω στρώµα της λίµνης χάνει µια ποσότητα µάζας κάθε ρύπου την οποία την 
κερδίζει το κάτω στρώµα.  Ο ρυθµός της µεταφόρας της µάζας του κάθε ρύπου Χ που βρίσκεται στη 
λίµνη, από το πάνω στρώµα στο κάτω στρώµα, ισούται µε: 
 

 
top top bot
X X X

top bot
top

dM M dMQ
dt V dt→= − ⋅ = −  (71) 

 
 
Τα δυο στρώµατα ανταλλάσσουν επίσης µάζα ρύπου µεταξύ τους λόγω διασποράς. Η ροή µάζας λόγω 
διασποράς σε αντιστοιχία µε το νόµο του Fick, θεωρείται ότι είναι ανάλογη της χωρικής κλίσης της 
διασποράς και της διεπιφάνειας των δυο στοιχείων. Σε µαθηµατικούς όρους µπορούµε να γράψουµε 
 

 Z
dM dCK S
dt dz

= − ⋅ ⋅  (72) 

όπου  

Μ η µάζα του ρύπου (M) 
C η συγκέντρωση του ρύπου (ML-3) 
KZ συντελεστής κατακόρυφης διασποράς (L2T-1) 
S η επιφάνεια µέσω της οποίας γίνεται η διασπορά (L2) 
 
Στην περίπτωση των δύο στρωµάτων της λίµνης ο ρυθµός µεταφοράς µάζας ρύπου λόγω διασποράς 
εκφράζεται ως: 
  

 

top bot
X X

top bot
top botX X

Z bot
Z

M M
V VdM dMK S

dt L dt

−
= ⋅ ⋅ = −  (73) 

 
όπου  

top
XM  η µάζα του ρύπου X στο πάνω στρώµα της λίµνης (g) 
bot
XM  η µάζα του ρύπου X στο κάτω στρώµα της λίµνης (g) 

Vtop ο όγκος του πάνω στρώµατος της λίµνης (m3) 
Vbot ο όγκος του κάτω στρώµατος της λίµνης (m3) 
KZ συντελεστής κατακόρυφης διασποράς (m2/day) 
Sbot η επιφάνεια της λίµνης στη στάθµη της νοητής διεπιφάνειας (m2) 
LZ η απόσταση των κέντρων βάρους του πάνω και του κάτω στρώµατος της 

λίµνης (m) 
 
Στην περίπτωση δυο στοιχείων πλήρους µίξης, σε αντιστοιχία µε τη σχέση (1), η εξίσωση συνέχειας 
µπορεί να γραφτεί για το επάνω στρώµα: 
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X X
top topX i i k j n

top top in  top X out  top out  bot ground X
i k j ntop

dM M
M Q C Q Q Q W

dt V
διεργασιες

φορτιαµεταγωγη

⎛ ⎞
= λ ⋅ + ⋅ − + + ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑14243

12314444444444244444444443

   

 

top bot
X X

top bot
Z bot

Z

M M
V V

K S
L

διασπορα

−
− ⋅ ⋅
144424443

 (74) 

και για το κάτω στρώµα: 
 

 

bot top
X X

XX X
top top bot topX jbot bot

bot bot out  bot ground top bot Z bot
j bot bot top Z

M M
S M V VdM MM Q Q Q K S

dt S V V L→

διεργασιες
διασποραµεταγωγη

−
⎛ ⎞

= λ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑14243

144424443144444444424444444443

  (75) 

 
όπου  

λtop ρυθµός µεταβολής µάζας ρύπου Χ λόγω διεργασιών στο πάνω στρώµα 
της λίµνης (day-1) 

λbot ρυθµός µεταβολής µάζας ρύπου Χ λόγω διεργασιών στο κάτω στρώµα 
της λίµνης (day-1) 

i
in  topQ  η παροχή της i εισροής στο πάνω στρώµα της λίµνης (m3/day) 
i
XC  η συγκέντρωση του ρύπου Χ στην εισροή i (g/m3) 
k
out topQ  η παροχή της εκροής k από το πάνω στρώµα της λίµνης (m3/day) 
j
out botQ  η παροχή της εκροής j από το κάνω στρώµα της λίµνης (m3/day) 

 
Όσον αφορά τον όρο των διεργασιών για το πάνω και το κάτω στρώµα θα επισηµανθούν για κάθε 
ρύπο οι διαφορές που υπάρχουν σε σχέση µε τον αντίστοιχο όρο διεργασιών στην περίπτωση 
αντιµετώπισης της λίµνης ως ένα στοιχείο πλήρους µίξης. 
 
Ο όρος διεργασιών του φυτοπλαγκτόν για κάθε στρώµα δίνεται από τις σχέσεις: 
 

 
top

top top top top top top topChl
max dA A SA Chl

 

dM ( f (Temp) f (Rad) f (Nutrient) K R K ) M
dt

λογω διεργασιων

= µ ⋅ ⋅ ⋅ − − − ⋅  (76) 

 
bot

bot bot bot bot bot bot bot top topChl
max dA A SA Chl SA Chl

 διεργασιων

dM ( f (Temp) f (Rad) f (Nutrient) K R K ) M K M
dt

λογω

= µ ⋅ ⋅ ⋅ − − − ⋅ + ⋅   (77) 

 
Οι όροι των εξισώσεων υπολογίζονται κατά αντιστοιχία µε τους όρους της εξίσωσης (22) µε τη µόνη 
διαφορά στον όρο f(Rad). Η ηλιακή ακτινοβολία που δέχεται το κάτω στρώµα είναι σηµαντικά 
µικρότερη από αυτή που δέχεται το πάνω, µε αποτέλεσµα το φυτοπλαγκτόν στο κάτω στρώµα 
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αναπτύσσεται µε µικρότερο ρυθµό. Ολοκληρώνοντας τη σχέση (10) σε κάθε ένα από τα δυο 
στρώµατα έχουµε 
 

 ( )
K h

top 0
toptop

S 01

h H I eK h 1
aaItop 0

S top toph 0

I e 1f (Rad) e dh e e
I H K

− ⋅= ⋅− ⋅ −

=

⋅
= ⋅ ⋅ = ⋅ −

⋅∫  (78) 

µε 

 top topK Htop 0
1

S

Ia 1 e
I

− ⋅= − ⋅   

 0
1

S

Ia 1
I

= −  

και 

 ( )
K h

0m bot
botbot

S 01

m

I eh H H K h 1
I aabot 0

S bot toph H

I e 1f (Rad) e dh e e
I H K

− ⋅⋅= + − ⋅ −

=

⋅
= ⋅ ⋅ = ⋅ −

⋅∫  (79) 

µε  

 bot m botK (H H )bot 0
1

S

Ia 1 e
I

− ⋅ += − ⋅   

                bot mK Hbot 0
1

S

Ia 1 e
I

− ⋅= − ⋅  

όπου  

f(Rad)top µέση τιµή περιοριστικού παράγοντα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν λόγω 
ηλιακής ακτινοβολίας στο πάνω στρώµα (αδιάστατος) 

f(Rad)bot µέση τιµή περιοριστικού παράγοντα ανάπτυξης φυτοπλαγκτόν λόγω 
ηλιακής ακτινοβολίας στο κάτω στρώµα (αδιάστατος) 

Hm η απόσταση της διεπιφάνειας των δύο στοιχείων από την επιφάνεια του 
νερού (m) 

Htop το µέσο βάθος του πάνω στρώµατος (m) 
Hbot το µέσο βάθος του κάτω στρώµατος (m) 
 
Επίσης η εξίσωση διεργασιών για το κάτω στρώµα έχει έναν όρο παραπάνω ( )top top

SA ChlK M⋅ , αφού το 

κάτω στρώµα δέχεται το φυτοπλαγκτόν που καθιζάνει από το πάνω στρώµα. 
 
Ο όρος διεργασιών του οργανικού φώσφορου για κάθε στρώµα δίνεται από τις σχέσεις: 
 

 
top

top top top top top topOP
dA A 1 Chl P SP OP

 διεργασιων

dM (K R ) Y M (R K ) M
dt

λογω

= + ⋅ ⋅ − + ⋅  (80) 

 
bot

bot bot bot bot bot bot top topOP
dA A 1 Chl P SP OP SP OP

 διεργασιων

dM (K R ) Y M (R K ) M K M
dt

λογω

= + ⋅ ⋅ − + ⋅ + ⋅  (81) 
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Όπως και στη χλωροφύλλη η εξίσωση διεργασιών για το κάτω στρώµα έχει έναν όρο παραπάνω 

( )top top
SP OPK M⋅ , αφού το κάτω στρώµα δέχεται τον οργανικό φώσφορο που καθιζάνει από το πάνω 

στρώµα. 
 
Για τον όρο διεργασιών του ανόργανου φωσφόρου έχουµε: 
 

 
top

top top topIP
P OP RP top bot top Chl 1

 διεργασιων

dM R M K (S S ) M Y
dt

λογω

= ⋅ + ⋅ − − µ ⋅ ⋅  (82) 

 
bot

bot bot botIP
P OP RP bot bot Chl 1

 διεργασιων

dM R M K (S ) M Y
dt

λογω

= ⋅ + ⋅ − µ ⋅ ⋅  (83) 

όπου  

Stop η επιφάνεια της λίµνης στη στάθµη του νερού (m2) 
Sbot η επιφάνεια της λίµνης στη στάθµη της διεπιφάνειας (m2) 
 
Όπως φαίνεται από τις δύο εξισώσεις η ποσότητα τροφοδότησης ανόργανου φωσφόρου από το 
πυθµένα, µοιράζεται στα δυο στρώµατα ανάλογα µε το εµβαδόν του πυθµένα τους. 
 
 
Για το αµµωνιακό άζωτο και οξειδωµένο άζωτο έχουµε 

 ( )
top

top top top top topNH
dA top NH 2 Chl N NH RN top bot

 διεργασιων

dM K P Y M R M K (S S )
dt

λογω

= − µ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ −  (84) 

 ( )
bot

bot bot bot bot botNH
dA bot NH 2 Chl N NH RN bot

 διεργασιων

dM K P Y M R M K S
dt

λογω

= − µ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅  (85) 

και 
  

 
top

top top top topNO
N NH top Chl 2 NH DN top bot

 διεργασιων

dM R M M (1 P ) K (S S )
dt

λογω

= ⋅ − µ ⋅ ⋅ Υ ⋅ − − ⋅ −   (86) 

 
bot

bot bot bot botNO
N NH bot Chl 2 NH DN bot

 διεργασιων

dM R M M (1 P ) K S
dt

λογω

= ⋅ − µ ⋅ ⋅ Υ ⋅ − − ⋅  (87) 

 
Και εδώ η ποσότητα τροφοδότησης αµµωνιακού αζώτου από το πυθµένα και κατανάλωσης 
οξειδωµένου αζώτου λόγω νιτροποίησης, επιµερίζεται στα δυο στρώµατα ανάλογα µε το εµβαδόν του 
πυθµένα τους. 
 
Για τον οργανικό άνθρακα έχουµε 

 
top

top top top top topOC
dA Chl 3 L SA OC

 διεργασιων

dM K M (R K ) M
dt

λογω

= ⋅ ⋅Υ − + ⋅  (88) 



      55

 
bot

bot bot bot bot bot top topOC
dA Chl 3 L SA OC SA OC

 διεργασιων

dM K M (R K ) M K M
dt

λογω

= ⋅ ⋅Υ − + ⋅ + ⋅  (89) 

 
Για το διαλυµένο οξυγόνο η διαφορά έγκειται στην απουσία του όρου που περιγράφει το φυσικό 
επαναερισµό, από την εξίσωση του κάτω στρώµατος. 
 

 
1 1

top

a atop top
T 20 top toptop top topDO DO

at sat top 4 Chl max 1 L OC
top top top

 διεργασιων

e edM MK (DO ) S Y M A R M
dt V H K

−

λογω

−
= ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅µ ⋅ ⋅ − ⋅

⋅
 

 top top top top
N NH 3 A Chl4.5 R M Y R M− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  (90) 

 

 
1 1

top

a abot
T 20bot bot bot bot bot bot botDO bot bot

4 Chl max 1 L OC N NH 3 A Chl
bot bot

 διεργασιων

dM e eY M A R M 4.5 R M Y R M
dt H K

−

λογω

−
= ⋅ ⋅µ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

⋅
(91) 

 
Όπως και η χλωροφύλλη τα περιττωµατικά κολοβακτηρίδια του κάτω στρώµατος δέχονται µικρότερη 
ακτινοβολία µε αποτέλεσµα να έχουν µικρότερο ρυθµό φθοράς. Οι εξισώσεις για τα κολοβακτηρίδια 
διαµορφώνονται ως εξής: 
 

 
top topK H

top
FC _ 0 FC _ sun 0 top

top top
 διεργασιων

dFC 1 eK K I FC
dt K H

− ⋅

λογω

⎛ ⎞−
= − + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 (92) 

 
bot m bot m botK H K (H H )

bot
FC _ 0 FC _ sun 0 bot

bot bot
 διεργασιων

dFC e eK K I FC
dt K H

− ⋅ − ⋅ +

λογω

⎛ ⎞−
= − + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 (93) 

 
Τέλος για το ρύπο χρήστη ισχύουν οι εξισώσεις: 
 

 
top

topX
X X

 διεργασιων

dM K M
dt

λογω

= − ⋅  (94) 

 
bot

botX
X X

 διεργασιων

dM K M
dt

λογω

= − ⋅  (95) 
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7 Παράρτηµα 

7.1 Εξίσωση µάζας vs εξίσωση συγκέντρωσης 
 
Παρόλο που οι εξισώσεις συνέχειας της µάζας και της συγκέντρωσης είναι µαθηµατικά ισοδύναµες η 
χρήση της πρώτης παρουσιάζει ορισµένα πλεονεκτήµατα που προέρχονται από τη φύση του 
αριθµητικού σχήµατος ολοκλήρωσης και τη µορφή των εξισώσεων. Στα επόµενα παραδείγµατα 
παρουσιάζονται οι αναλυτικές και αριθµητικές λύσεις που προκύπτουν από τη χρήση των δύο 
εξισώσεων σε δύο απλοποιηµένες εφαρµογές και γίνεται σύγκριση των αποτελεσµάτων. 

7.1.1 Εκροή από στοιχείο πλήρους µίξης 

Έστω το παράδειγµα ενός στοιχείου πλήρους µίξης (Σχήµα 21) στο οποίο υπάρχει ένας συντηρητικός 
ρύπος (λ=0) δεν υπάρχει κάποιο εξωτερικό φορτίο (WX=0) ή κάποια εισροή και το µόνο που υπάρχει 
έιναι µια εκροή Qout (Qin=0). Την αρχική στιγµή t=0 το στοιχείο έχει όγκο V0, η συγκέντρωση του 

ρύπου Χ είναι C0 και εποµένως η µάζα του 0
0

0

CM
V

= . 

 

 
Σχήµα 21: Εκροή από στοιχείο πλήρους µίξης. 

 
Λύση µε χρήση εξίσωσης συγκέντρωσης 

Στη συγκεκριµένη περίπτωση η εξίσωση συνέχειας µε τη µορφή συγκεντρώσεων (4) απλοποιείται 
στην 
      

 XdC 0
dt

=  (96) 

 
ενώ η (2) γράφεται 
 

 out
dV Q
dt

= −  (97) 

 

Qout  

C0 
M0 

V0 
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Έστω η ακόλουθη διαδικασία επίλυσης του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων µε ολοκλήρωση 
κατά Euler. 
 
 
   

 X
X X X X

t

dCC (t dt) C (t) dt C (t) 0 dt C (t)
dt

⎡ ⎤+ = + ⋅ = − ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 (98) 

 
Αντίστοιχα για τον όγκο έχουµε 
 

 out
t

dVV(t dt) V(t) dt V(t) Q dt
dt

⎡ ⎤+ = + ⋅ = − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 (99) 

 
Λύση µε χρήση εξίσωσης µάζας 

 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση η εξίσωση συνέχειας µε τη µορφή µάζας (1) απλοποιείται στην 
    

 X X
out

dM MQ
dt V

= − ⋅  (100) 

 
Ακολουθώντας µια αντίστοιχη διαδικασία ολοκλήρωσης κατά Euler έχουµε 

 X X
X X X out

t

dM M (t)M (t dt) M (t) dt M (t) Q dt
dt V(t)

⎡ ⎤+ = + ⋅ = − ⋅ ⋅ ⇒⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 out
X X

QM (t dt) M (t) 1 dt
V(t)

⎛ ⎞
+ = ⋅ − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (101) 

ενώ η λύση της εξίσωσης για τον όγκο παραµένει ίδια µε την εξίσωση (108) 

 out
out

QV(t dt) V(t) Q dt V(t) 1 dt
V(t)

⎛ ⎞
+ = − ⋅ = ⋅ − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Εποµένως για τον υπολογισµό της συγκέντρωσης έχουµε 

 X X
X X

M (t dt) M (t)C (t dt) C (t)
V(t dt) V(t)

+
+ = = =

+
 (102) 

 
Αναλυτική λύση 

 
Η αναλυτική λύση του συστήµατος των εξισώσεων (96) και (97) είναι 
 X 0C (t) C=  (103) 

και 
 0 outV(t) V Q t= + ⋅  (104) 
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Όπως φαίνεται από τα παραπάνω η ολοκλήρωση της εξισώσης συγκέντρωσης και της εξίσωσης µάζας 
δίνει ταυτόσηµα αποτελέσµατα µε την αναλυτική λύση και εποµένως δεν υπάρχει εισαγωγή 
αριθµητικού σφάλµατος. 
 

7.1.2 Εισροή σε στοιχείο πλήρους µίξης 

Έστω το παράδειγµα ενός στοιχείου πλήρους µίξης (Σχήµα 22) στο οποίο υπάρχει ένας συντηρητικός 
ρύπος (λ=0) και όπου δεν παρατηρείται κάποια εκροή (Qout=0) ή κάποιο εξωτερικό φορτίο (WX=0) 
και το µόνο που υπάρχει έιναι µια εισροή Qin καθαρού νερού (Cin=0). Την αρχική στιγµή t=0 το 

στοιχείο έχει όγκο V0, η συγκέντρωση του ρύπου Χ είναι C0 και η µάζα του 0
0

0

CM
V

= . 

 
Σχήµα 22: Εισροή σε στοιχείο πλήρους µίξης. 

 
Λύση µε χρήση εξίσωσης συγκέντρωσης 

Στη συγκεκριµένη περίπτωση η εξίσωση συνέχειας µε τη µορφή συγκεντρώσεων (4) απλοποιείται 
στην 
      

 X X
in

dC CQ
dt V

= − ⋅  (105) 

 
ενώ η (2) γράφεται 

 in
dV Q
dt

=  (106) 

 
Ακολουθώντας τη διαδικασία επίλυσης του προηγούµενου παραδείγµατος µε ολοκλήρωση κατά Euler 
έχουµε 
   

 X X
X X X in

t

dC C (t)C (t dt) C (t) dt C (t) Q dt
dt V(t)

⎡ ⎤+ = + ⋅ = − ⋅ ⋅ ⇒⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 in
X X

QC (t dt) C (t) 1 dt
V(t)

⎛ ⎞
+ = ⋅ − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (107) 

 
Αντίστοιχα για τον όγκο έχουµε 
 

Qin  

Cin=0 

C0 
M0 

V0 
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 in
t

dVV(t dt) V(t) dt V(t) Q dt
dt

⎡ ⎤+ = + ⋅ = + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 (108) 

 
Λύση µε χρήση εξίσωσης µάζας 
 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση η εξίσωση συνέχειας µε τη µορφή µάζας (1) απλοποιείται στην 
    

 XdM 0
dt

=  (109) 

 
Ακολουθώντας µια αντίστοιχη διαδικασία ολοκλήρωσης κατά Euler έχουµε 

 X
X X X X

t

dMM (t dt) M (t) dt M (t) 0 dt M (t)
dt

⎡ ⎤+ = + ⋅ = + ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 (110) 

ενώ η λύση της εξίσωσης για τον όγκο παραµένει ίδια µε την εξίσωση (108) 
 inV(t dt) V(t) Q dt+ = + ⋅  

Εποµένως για τον υπολογισµό της συγκέντρωσης έχουµε 

 X X X X
X

in in

M (t dt) M (t) C (t) V(t) C (t)C (t dt)
V(t dt) V(t dt) V(t) Q dt Q1 dt

V(t)

+ ⋅
+ = = = =

+ + + ⋅ ⎛ ⎞
+ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (111) 

 
Αναλυτική λύση 
 
Η αναλυτική λύση του συστήµατος των εξισώσεων (105) και (106) είναι 
 

 0
X

in

0

CC (t) Q1 t
V

=
+ ⋅

 (112) 

 
και 
 
 0 inV(t) V Q t= + ⋅  (113) 

 
Όπως βλέπουµε οι εξισώσεις (112) και (111) είναι ταυτόσηµες. Εποµένως η λύση µε ολοκλήρωση της 
εξίσωσης συνέχειας µάζας κατά Euler οδηγεί στα αποτελέσµατα της αναλυτικής λύσης ενώ στην 
περίπτωση χρήσης της εξίσωσης των συγκεντρώσεων έχουµε εισαγωγή αριθµητκού σφάλµατος. 
 
Στο Σχήµα 23 φαίνεται οτι το αριθµητικό σφάλµα της ολοκλήρωσης της εξίσωσης (107) τη χρονική 
στιγµή όπου η αρχική συγκέντρωση, λόγω αραίωσης, ισούται µε το 1/9 της αρχικής, είναι σχεδόν 

ανάλογο του χρονικού βήµατος. Επίσης το σφάλµα εξαρτάται από το λόγο in

0

Q
V

, µε µεγαλύτερους 

λόγους, άρα γρηγορότερους ρυθµούς ανανέωσης του νερού στο στοιχείο, να οδηγούν σε µεγαλύτερο 
αριθµητικό σφάλµα. 



 60

 
 
 

0%

2%

4%

6%

8%

10%

12%

14%

16%

18%

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Χρονικό βήµα dt (days)

Α
ρι
θµ

ητ
ικ
ό 
σφ

άλ
µα

 (%
)

 Vo/Qin=100 days

 Vo/Qin=50 days

 Vo/Qin=25 days

 

Σχήµα 23: Αριθµητικό σφάλµα συναρτήσει του χρονικού βήµατος και του λόγου in

0

Q
V

 

 
 
 
Από τα παραδείγµατα 1 και 2 συµπεραίνουµε ότι στην περίπτωση όπου υπάρχουν εισροές σε ένα 
στοιχείο πλήρους µίξης η ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας της µάζας (1) δεν οδηγεί στην 
εισαγωγή αριθµητικού σφάλµατος, σε αντίθεση µε την ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας 
συγκεντρώσεων  (4), η οποία υποεκτιµά τη συγκέντρωση του ρύπου, εισάγοντας αριθµητικό σφάλµα 
ανάλογο του χρονικού βήµατος της ολοκλήρωσης. Σε περίπτωση ύπαρξης εκροής από το στοιχείο 
πλήρους µίξης και οι δυο εξισώσεις οδηγούν σε ορθά αποτελέσµατα. 
 

7.2 Προσαρµογή στοιχείων σε ηµιτονοειδή καµπύλη 
 
Σε περίπτωση ύπαρξης µετρήσεων θερµοκρασίας ή ηλιακής ακτινοβολίας επί σειράς ετών µπορεί να 
βρεθεί και να χρησιµοποιηθεί στο µοντέλο η ηµιτονοειδής καµπύλη που προσαρµόζεται καλύτερα 
στις παρατηρούµενες τιµές. Η εύρεση της καµπύλης γίνεται µε τη µέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων. 
 
Έστω ότι υπάρχουν διαθέσιµα στοιχεία P περιόδων της µεταβλητής Y (π.χ. θερµοκρασίας) µε Ν 
µετρήσεις (π.χ. 12 µηνιαίες τιµές) σε κάθε περίοδο (σύνολο N P⋅  µετρήσεις). Έστω Τ η διάρκεια της 
περιόδου, t0 η χρονική στιγµή της πρώτης µέτρησης και εποµένως η χρονική διάρκεια µεταξύ των 

µετρήσεων είναι Tt
N 1

∆ =
−

. 

 
Η ηµιτονοειδής καµπύλη που προσαρµόζεται καλύτερα στις µετρήσεις της µεταβλητής Y είναι της 
µορφής 
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 Y A B cos( t C)= + ⋅ ω⋅ +  (114) 

 
όπου οι παράµετροι Α, Β, C και ω προσδιορίζονται από τις σχέσεις: 
 

 

j 1 to P

i, j
i 1 to N

y
A

N P

=

==
⋅

∑
 (115) 

 
2 2j 1 to P j 1 to P

i, j i, j
i 1 to N i 1 to N

2 2 2 2B y cos (i 1) y sin (i 1)
N P N P

= =

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ Ν ⋅ Ν⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑  (116) 

 

j 1 to P

i, j
i 1 to N

0 j 1 to P

i, j
i 1 to N

2y sin (i 1)
C t arctan

2y cos (i 1)

=

=
=

=

⎡ ⎤π⎛ ⎞⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎢ ⎥Ν⎝ ⎠⎢ ⎥= −ω⋅ + −
π⎛ ⎞⎢ ⎥⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎢ ⎥Ν⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∑
 (117) 

 2π
ω =

Τ
 (118) 

όπου  

yi, j η i σε σειρά µέτρηση της περιόδου j 
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Μετρήσεις Καµπύλη Y = A + B*cos (ω*X + C)
 

Σχήµα 24: Εύρεση ηµιτονοειδούς καµπύλης από σειρά µετρήσεων. 
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