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∆εδοµένα του υδροσυστήµατος
• Οι συνιστώσες και η τοπολογία του συστήµατος:

Έργα προσφοράς και αποθήκευσης νερού (ταµιευτήρες, γεωτρήσεις)
Θέσεις ζήτησης νερού ή αλλαγής της γεωµετρίας του δικτύου (κόµβοι)
Μέσα µεταφοράς νερού (ποτάµια, υδραγωγεία)
∆ιατάξεις κατανάλωσης ενέργειας (αντλιοστάσια)

• Τα χαρακτηριστικά των έργων:
Ελάχιστη και µέγιστη στάθµη λειτουργίας, σχέση στάθµης-αποθέµατος-
επιφάνειας, σχέση στάθµης-διαφυγών, χρονοσειρές εισροών ταµιευτήρων
∆υναµικότητα γεωτρήσεων
Παροχετευτικότητα και διαρροές υδραγωγείων
Ειδική ενέργεια αντλιοστασίων

• Οι λειτουργικοί περιορισµοί (στόχοι) της διαχείρισης του συστήµατος:
Ζήτηση νερού για ύδρευση, άρδευση και περιβαλλοντική διατήρηση
Αποφυγή υπερχείλισης ταµιευτήρων
Επιθυµητά όρια διακύµανσης της στάθµης των ταµιευτήρων
Επιθυµητά όρια διακύµανσης της παροχής των υδραγωγείων
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Πρόβληµα Α:
Η κατανοµή των αποθεµάτων στους ταµιευτήρες

Η δυναµική ενός συστήµατος ταµιευτήρων περιγράφεται από τις εξισώσεις υδατικού 
ισοζυγίου, οι οποίες ισχύουν για κάθε ταµιευτήρα i και σε κάθε χρονικό βήµα t:

Si(t + 1) = Si(t) + Ii(t) – Li(t) – Ri(t)

Απόληψη
(άγνωστη)

Νέο απόθεµα 
(άγνωστο)

Τρέχον απόθεµα, 
εισροές και απώλειες

Ζητούµενο
Ο προσδιορισµός των άγνωστων απολήψεων Ri(t) ή, ισοδύναµα, των άγνωστων 
αποθεµάτων Si(t + 1).

Παρατήρηση
Αν n είναι το πλήθος των ταµιευτήρων του συστήµατος και Τ το πλήθος των χρονικών 
βηµάτων προσοµοίωσης, ο αριθµός των αγνώστων ανέρχεται σε n × Τ.
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Αντιµετώπιση του προβλήµατος Α:
Χρήση παραµετρικών κανόνων λειτουργίας

Παρατηρήσεις
• Για δεδοµένες εισροές, ο συνολικός όγκος του συστήµατος V µπορεί να εκτιµηθεί 

υποθέτοντας ότι οι απολήψεις ικανοποιούν ακριβώς τη συνολική ζήτηση D.
• Αν n είναι το πλήθος των ταµιευτήρων του συστήµατος, ο αριθµός των αγνώστων 

ανέρχεται σε 2n, είναι δηλαδή ανεξάρτητος του µήκους προσοµοίωσης.
• Η αρχική µορφή των κανόνων είναι: Si

*(t) = Ki – ai K + bi V(t)

Ορισµός
Οι κανόνες λειτουργίας είναι νόµοι (εξισώσεις ή νοµογραφήµατα) βάσει των οποίων 
καθορίζονται οι επιθυµητές απολήψεις (ή αποθέµατα) νερού από κάθε ταµιευτήρα, 
συναρτήσει των µεταβλητών που περιγράφουν την κατάσταση του συστήµατος.
Παραµετρικοί κανόνες λειτουργίας
Πρόκειται σύνθετες µαθηµατικές εκφράσεις της µορφής:

Si
*(t) = φ(Ki, K, Si

min, Si
max, V(t), ai, bi) 

όπου: Si
*(t) το επιθυµητό ωφέλιµο απόθεµα στο τέλος του µήνα t, Ki η ωφέλιµη 

χωρητικότητα του ταµιευτήρα, Κ η ολική χωρητικότητα του συστήµατος, Si
min και Si

max

οι στόχοι ελάχιστου και µέγιστου αποθέµατος, αντίστοιχα, V(t) το συνολικό ωφέλιµο 
απόθεµα του συστήµατος, και ai, bi παράµετροι (σταθερές ή µεταβαλλόµενες εποχιακά).
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Πρόβληµα Α:
Εφαρµογή στο υποθετικό υδροσύστηµα

S1
* = 30

R1
* = 35

S2
* = 45

R2
* = 5

Ταµιευτήρας Β

Ταµιευτήρας Α

Κόµβος
κατανάλωσης

DV1 = 20
K1 = 80
S1 = 50
I1 = 15
L1 = 0
a1 = 0.5
b1 = 0.3

DV2 = 15
K2 = 65
S2 = 40
I2 = 10
L2 = 0
a2 = 0.5
b2 = 0.7

D = 40 Σηµείωση: Όλα τα µεγέθη αποθέµατος είναι ωφέλιµα
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Πρόβληµα Β:
Η βέλτιστη κατανοµή των απολήψεων στο δίκτυο

Τοποθέτηση του προβλήµατος
• Οι επιθυµητές απολήψεις µπορεί να διαφέρουν από τις πραγµατικές λόγω των 

φυσικών και λειτουργικών περιορισµών του συστήµατος (π.χ. λόγω εξάντλησης 
της παροχετευτικότητας των κατάντη υδραγωγείων).

• Εφόσον υπάρχουν εναλλακτικές διαδροµές για τη µεταφορά του νερού, η 
κατανοµή των απολήψεων στο δίκτυο δεν είναι µονοσήµαντη.

• Υπάρχουν αντικρουόµενοι στόχοι.
• Η συνολική διαθεσιµότητα νερού V είναι µικρότερη από τη συνολική ζήτηση D.

Απαιτήσεις µοντέλου κατανοµής των υδατικών πόρων (κατά προτεραιότητα)
1. Αυστηρή ικανοποίηση των φυσικών περιορισµών του συστήµατος.
2. Ικανοποίηση των λειτουργικών περιορισµών, µε βάση τη σειρά προτεραιότητας 

που θέτει ο χρήστης, και εφόσον δεν παραβιάζονται οι φυσικοί περιορισµοί.
3. Ελαχιστοποίηση της απόκλισης µεταξύ των πραγµατικών και των επιθυµητών 

(όπως καθορίζονται από τον κανόνα λειτουργίας) απολήψεων.
4. Ελαχιστοποίηση του κόστους µεταφοράς νερού στο δίκτυο, εκφρασµένου σε 

όρους ενέεργειας άντλησης.
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Αντιµετώπιση του προβλήµατος Β:
Μετασχηµατισµός του υδροσυστήµατος σε διγράφο (1)

• Οι συνιστώσες του συστήµατος 
µετασχηµατίζονται σε κόµβους και 
τόξα διγράφου.

• Κάθε ταµιευτήρας προσοµοιώνεται 
από τρεις κόµβους, όπου 
πραγµατοποιείται η προσφορά, η 
αποθήκευση και η απόληψη νερού.

• Για κάθε µεταβλητή υδατικού 
ισοζυγίου εισάγεται ένας εικονικός 
κλάδος.

• Το σύνολο του νερού που 
αποθηκεύεται, καταναλώνεται, 
διαρρέει ή υπερχειλίζει καταλήγει 
σε έναν σωρευτικό κόµβο.

• Σε κάθε τόξο (i, j) ορίζονται δύο 
χαρακτηριστικά µεγέθη, η 
µεταφορική ικανότητα uij και το 
µοναδιαίο κόστος cij.

Προσφορά

Απόληψη

Κλάδος
κατανάλωσης

(uij, cij)

Κλάδος νεκρού όγκου

Αποθήκευση

Σωρευτικός
κόµβος

Κλάδος ωφέλιµου όγκου

Κλάδος υπερχείλισης
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Αντιµετώπιση του προβλήµατος Β:
Μετασχηµατισµός του υδροσυστήµατος σε διγράφο (2)

Ορισµός τιµών χωρητικότητας
• Στα τόξα που προσοµοιώνουν πραγµατικούς αγωγούς του δικτύου η τιµή uij

ταυτίζεται µε την παροχετευτικότητα C, ενώ σε αυτά που προσοµοιώνουν την 
αποθήκευση νερού σε ταµιευτήρα ταυτίζεται µε την ωφέλιµη χωρητικότητά του K.

• Τόξα που προσοµοιώνουν τη µεταφορά επιθυµητών µεγεθών (π.χ. απολήψεων, 
καταναλώσεων), η χωρητικότητα τίθεται ίση µε την τιµή του αντίστοιχου στόχου.

• Τόξα στα οποία η έννοια της χωρητικότητας δεν έχει φυσικό νόηµα (π.χ. τόξα 
µεταφοράς υπερχειλίσεων), η τιµή της χωρητικότητας θεωρείται άπειρη.

Ορισµός τιµών µοναδιαίου κόστους
• Στους πραγµατικούς αγωγούς η τιµή cij αναφέρεται στο λειτουργικό κόστος κ.
• Στους ιδεατούς κλάδους θεωρούνται εικονικά κόστη, ώστε να αποτρέπονται, υπό 

µορφή ποινής, οι µη επιθυµητές διαδροµές (π.χ. υπερχειλίσεις, παραβίαση στόχου 
µέγιστης παροχής υδραγωγείου ή µέγιστου αποθέµατος ταµιευτήρα).

• Οµοίως θεωρούνται αρνητικά κόστη, ώστε να εξαναγκάζεται το σύστηµα να 
µεταφέρει νερό για την ικανοποίηση των φυσικών και λειτουργικών περιορισµών.

• Ο ορισµός των τιµών κόστους γίνεται αυτόµατα, βάσει ενός αλγόριθµου που 
λαµβάνει υπόψη και τη σειρά προτεραιότητας των στόχων που θέτει ο χρήστης.
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Πρόβληµα Β:
Εφαρµογή στο υποθετικό υδροσύστηµα (1)

Ταµιευτήρας Β

Ταµιευτήρας Α

Κόµβος
κατανάλωσης

DV1 = 20
K1 = 80
S1 = 50
I1 = 15
L1 = 0
R1

* = 35

DV2 = 15
K2 = 65
S2 = 40
I2 = 10
L2 = 0
R2

* = 5

D = 40

C1 = 20
κ1 = 0

C3 = 15
κ3 = 0

C4 = 30
κ4 = 0

C2 = 10
κ2 = 5
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Πρόβληµα Β:
Εφαρµογή στο υποθετικό υδροσύστηµα (2)

Προσφορά

Απόληψη

Κλάδος κατανάλωσης

Κλάδος νεκρού όγκου

Αποθήκευση

Σωρευτικός
κόµβος

Κλάδος ωφέλιµου όγκου

Κλάδος υπερχείλισης

1a

1b

1c

2a

2b2c

3

4

0

xac1 xab1

xbc1

xac2 xab2

xbc2x14 x13

x34

x40

xs1
xk1

xd1

xs2

xk2

xd2

x23
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Πρόβληµα Β:
Εφαρµογή στο υποθετικό υδροσύστηµα (3)

(20, 0.1) (10, 5.1)

(30, 0.1)

(15, 0.1)

(40, -54.9)

(20, -87.7)

(15, -87.7)

(∞, 87.7)

(∞, 87.7)

(35, -5.5)

(5, -5.5) (∞, 0)

(∞, 5.5)

(∞, 5.5)

(∞, 0)

85

65

(80, 0)

(65, 0)

150
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Πρόβληµα Β:
Μαθηµατική διατύπωση και επίλυση

Ιδιότητες του διγράφου
• Λόγω της εισαγωγής του σωρευτικού κόµβου, η συνολική προσφορά νερού ισούται 

µε τη συνολική ζήτηση.
• Σε κάθε κόµβο, οι εισερχόµενες ποσότητες ισούνται µε τις εξερχόµενες µείον τις 

καταναλισκόµενες (εξίσωση συνέχειας).
• Σε κάθε τόξο (i, j), η µεταφερόµενη ποσότητα xij δεν µπορεί να ξεπεράσει τη 

µεταφορική ικανότητα uij.

∆ιατύπωση του προβλήµατος βελτιστοποίησης
• Ζητούµενο είναι η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους µεταφοράς.
• Η διατύπωση του προβλήµατος σε µητρωική µορφή είναι:

minimize cT x
έτσι ώστε A x = y

0 ≤ x ≤ u

Παρατήρηση
Το παραπάνω πρόβληµα δικτυακού γραµµικού προγραµµατισµού, γνωστό και ως 
πρόβληµα µεταφόρτωσης, επιλύεται µε τετριµµένες µεθόδους, όπως η simplex. 

Εξισώσεις συνέχειας κόµβων
(Α: µητρώο πρόσπτωσης, µε 
στοιχεία 1, -1, 0)

Περιορισµοί
µεταφορικής 

ικανότητας κλάδων
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Πρόβληµα Β:
Εφαρµογή στο υποθετικό υδροσύστηµα (4)

Εξισώσεις συνέχειας κόµβων:
Κόµβος 1a: xac1 + xab1 = 85
Κόµβος 1b: xab1 – xbc1 + xd1 + xk1 + xs1 = 0
Κόµβος 1c: xac1 + xbc1 – x13 – x14 = 0
Κόµβος 2a: xac2 + xab2 = 65
Κόµβος 2b: xab2 – xbc2 + xd2 + xk2 + xs2 = 0
Κόµβος 2c: xac2 + xbc2 – x23 = 0
Κόµβος 3: x13 + x23 – x34 = 0
Κόµβος 4: x14 + x34 – x40 = 0
Κόµβος 0: xd1 + xk1 + xs1 + xd2 + xk2 + xs2 + x40 = 150

Περιορισµοί µεταφορικής
ικανότητας κλάδων:
xac1 ≤ 35, xab1 ≤ 106, xbc1 ≤ 106,
xd1 ≤ 20, xk1 ≤ 80, xs1 ≤ 106,
xac2 ≤ 5, xab2 ≤ 106, xbc2 ≤ 106,
xd2 ≤ 15, xk2 ≤ 65, xs2 ≤ 106,
x13 ≤ 10, x23 ≤ 15, x34 ≤ 30,
x14 ≤ 20, x40 ≤ 40

Αντικειµενική συνάρτηση:
min F = – 5.4 xac1 + 5.4 xbc1 – 86.2 xd1 + 86.2 xs1 

– 5.4 xac2 + 5.4 xbc2 – 86.2 xd2 + 86.2 xs2

+ 5.1 x13 + 0.1 x23 + 0.1 x34 + 0.1 x14 – 53.9 x40



Α. Ευστρατιάδης και Γ. Καραβοκυρός, Το µαθηµατικό µοντέλο του Υδρονοµέα 15

Πρόβληµα Β:
Εφαρµογή στο υποθετικό υδροσύστηµα (5)

30 55

0

20
10

20

10

5

5 60

0

0

40

20

85

65

35

15

40
150
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Πρόβληµα Β:
Εφαρµογή στο υποθετικό υδροσύστηµα (6)

Ταµιευτήρας Β

Ταµιευτήρας Α

Κόµβος
κατανάλωσης

K1 = 80
S1

* = 30
R1

* = 35 K2 = 80
S2

* = 45
R2

* = 5

C1 = 20

C3 = 15

C4 = 30

C2 = 10

D = 40

S2 = 40
R2 = 10

Q3 = 10

Q4 = 20

S1 = 35
R1 = 30

Q1 = 20

Q2 = 10
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Προσοµοίωση του συστήµατος
Ορισµοί

• Η προσοµοίωση είναι µια υπολογιστική τεχνική αναπαράστασης των διεργασιών 
ενός φυσικού ή τεχνητού συστήµατος, όπως αυτές εξελίσσονται στο χρόνο.

• Στόχος της προσοµοίωσης είναι η µελέτη της συµπεριφοράς του συστήµατος µε 
«δειγµατοληπτική» τεχνική, εφόσον η εφαρµογή αναλυτικών µεθόδων είναι 
ανέφικτη ή υπολογιστικά δυσχερής.

Αλγόριθµος προσοµοίωσης του υδροσυστήµατος
• Στοιχεία εισόδου είναι η δοµή του υδροσυστήµατος, οι συνιστώσες του και τα 

χαρακτηριστικά τους, οι τιµές των στόχων που θέτει ο χρήστης, οι υδρολογικές 
χρονοσειρές και οι τιµές των συντελεστών του παραµετρικού κανόνα λειτουργίας.

• Σε κάθε χρονικό βήµα εκτιµάται ο συνολικός ωφέλιµος όγκος του συστήµατος και 
υπολογίζονται οι επιθυµητές απολήψεις από τους ταµιευτήρες (πρόβληµα Α).

• Οι συνιστώσες του συστήµατος µετασχηµατίζονται σε συνιστώσες διγράφου και 
ορίζονται αυτόµατα οι τιµές µεταφορικής ικανότητας και µοναδιαίου κόστους.

• Επιλύεται το πρόβληµα της βέλτιστης κατανοµής των µεγεθών υδατικού ισοζυγίου 
στο δίκτυο του διγράφου, µε τεχνικές δικτυακού γραµµικού προγραµµατισµού 
(εσωτερική βελτιστοποίηση - πρόβληµα Β).

• Οι εν λόγω τιµές αντιστοιχίζονται στις µεταβλητές του µαθηµατικού µοντέλου του 
υδροσυστήµατος, ώστε να εκφράζουν πραγµατικά και όχι ιδεατά µεγέθη.
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Πρόβληµα Γ:
Βελτιστοποίηση της επίδοσης του συστήµατος

Μέτρο επίδοσης του συστήµατος
• Μαθηµατική έκφραση, µέσω της οποίας αξιολογείται ποσοτικά η 

αποτελεσµατικότητα µιας συγκεκριµένης πολιτικής διαχείρισης του συστήµατος.
• Το µέτρο επίδοσης ενός υδροσυστήµατος, το οποίο διατυπώνεται µε όρους 

αξιοπιστίας, οικονοµικότητας και αποδοτικότητας, συνιστά την αντικειµενική 
συνάρτηση του µοντέλου βελτιστοποίησης.

• Η διαχείριση του υδροσυστήµατος πραγµατοποιείται βάσει των κανόνων 
λειτουργίας των ταµιευτήρων, οι παράµετροι των οποίων αποτελούν τις 
µεταβλητές ελέγχου της αντικειµενικής συνάρτησης.

• Η αποτίµηση του µέτρου επίδοσης πραγµατοποιείται µέσω προσοµοίωσης, για 
δεδοµένες τιµές των παραµέτρων του συστήµατος.

Τύποι αντικειµενικής συνάρτησης
• Ελαχιστοποίηση της µέσης αστοχίας του συστήµατος, για δεδοµένες τιµές στόχων.
• Ελαχιστοποίηση του µέσης ετήσια κατανάλωσης ενέργειας, για δεδοµένες τιµές 

στόχων και δεδοµένο επίπεδο αξιοπιστίας.
• Μεγιστοποίηση της εγγυηµένης απόληψης από το σύστηµα, για δεδοµένο 

αποδεκτό επίπεδο αξιοπιστίας.
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Αντιµετώπιση του προβλήµατος Γ:
Χειρισµός µε µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποίησης

Μέθοδοι µη γραµµικής βελτιστοποίησης 
• Εξελιγµένες υπολογιστικές τεχνικές, οι οποίες αναζητούν µε κάποιο συστηµατικό 

τρόπο τις τιµές των µεταβλητών ελέγχου που µεγιστοποιούν το µέτρο επίδοσης 
του προβλήµατος.

• Βασίζονται στις αρχές της τεχνητής νοηµοσύνης και λιγότερο στα κλασικά 
µαθηµατικά, χρησιµοποιώντας ευρετικούς κανόνες αναζήτησης.

• ∆εν εγγυώνται την εύρεση της πραγµατικής βέλτιστης λύσης του προβλήµατος, 
αλλά έχουν ως στόχο τον εντοπισµό µιας ικανοποιητικής λύσης, µέσα σε λογικά 
πλαίσια υπολογιστικού χρόνου.

Αλγόριθµος
προσοµοίωσης

Αλγόριθµος
βελτιστοποίησης

Βέλτιστοι
κανόνες

λειτουργίας
Μέτρο επίδοσης

Τιµές παραµέτρων



Α. Ευστρατιάδης και Γ. Καραβοκυρός, Το µαθηµατικό µοντέλο του Υδρονοµέα 20

Σύνοψη της µεθοδολογίας 
• Παραµετροποίηση του συστήµατος: Οι παραµετρικοί κανόνες αποτελούν 

µαθηµατικές σχέσεις οι οποίες συνδέουν τις απολήψεις από τους ταµιευτήρες µε 
το συνολικό ωφέλιµο όγκο, ο οποίος περιγράφει την κατάσταση του συστήµατος. 
Οι σχέσεις αυτές περιέχουν µικρό αριθµό αριθµό παραµέτρων (δύο ανά 
ταµιευτήρα), οι οποίες αποτελούν τις προς βελτιστοποίηση µεταβλητές.

• Προσοµοίωση της λειτουργίας του συστήµατος: Το µοντέλο προσοµοίωσης 
αναπαριστά µε πιστό τρόπο τη λειτουργία του υδροσυστήµατος, λαµβάνοντας 
υπόψη όλους τους φυσικούς περιορισµούς και προσπαθώντας να ικανοποιήσει 
κατά το βέλτιστο τρόπο τους επιχειρησιακούς περιορισµούς που θέτει ο 
διαχειριστής του συστήµατος. Αυτό επιτυγχάνεται µε το µετασχηµατισµό του 
µαθηµατικού µοντέλου του υδροσυστήµατος σε διγράφο και την επίλυση ενός 
προβλήµατος δικτυακού γραµµικού προγραµµατισµού σε κάθε χρονικό βήµα.

• Βελτιστοποίηση του µέτρου επίδοσης του συστήµατος: Το µέτρο επίδοσης 
συνδέεται, ανάλογα µε το εξεταζόµενο πρόβληµα, µε την αξιοπιστία, την 
εγγυηµένη απόδοση ή την οικονοµικότητα της διαχείρισης του συστήµατος. Η 
βελτιστοποίηση συνίσταται στην εύρεση των κατάλληλων τιµών των παραµέτρων 
των κανόνων λειτουργίας των ταµιευτήρων, µέσω των οποίων µεγιστοποιείται το 
µέτρο επίδοσης του συστήµατος.


