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1. Εισαγωγή στην προσοµοίωση
Γενικές έννοιες

Προσοµοίωση (simulation): τεχνική µίµησης ενός πραγµατικού συστήµατος, όπως 
αυτό εξελίσσεται στο χρόνο (Winston, 1994, σ. 23).
Μοντέλο προσοµοίωσης (simulation model): ένα σύνολο υποθέσεων για τη 
λειτουργία του συστήµατος, εκφρασµένων υπό µορφή µαθηµατικών ή λογικών 
σχέσεων µεταξύ των αντικειµένων του συστήµατος (και συνήθως κωδικοποιηµένων σε 
πρόγραµµα υπολογιστή).
∆ιάκριση µοντέλων προσοµοίωσης:

στοχαστικά (αλλιώς: Monte Carlo· περιλαµβάνουν τυχαίους αριθµούς) ή ντετερµινιστικά
διακριτά (οι µεταβλητές κατάστασης αλλάζουν τιµή σε διακριτές χρονικές στιγµές) ή συνεχή

Σκοπός της προσοµοίωσης: µελέτη της συµπεριφοράς ενός συστήµατος (µε 
«δειγµατοληπτική» τεχνική), όταν η εφαρµογή αναλυτικών µεθόδων είναι ανέφικτη ή 
ιδιαίτερα δυσχερής.
Πλεονεκτήµατα της προσοµοίωσης:

Ευκολία, αµεσότητα, ευελιξία
Ακρίβεια στην περιγραφή του συστήµατος (χωρίς απλοποιητικές υποθέσεις)

Μειονεκτήµατα της προσοµοίωσης:
Αργή υπολογιστική διαδικασία
Προσεγγιστικά αποτελέσµατα, εξαρτώµενα και από το µέγεθος της δειγµατοληψίας 
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Ιστορικό της προσοµοίωσης στα συστήµατα υδατικών πόρων
Προϊστορία: ο Hazen το 1914 χρησιµοποίησε για πρώτη φορά συνθετικές σειρές στην υδρολογία 
σε µελέτες αξιοπιστίας υδατικών πόρων (εµπειρική µέθοδος· βλ. Grygier & Stedinger, 1990).
Επιστηµονική θεµελίωση: τη δεκαετία του 1940, εισάγεται από µαθηµατικούς και φυσικούς 
(Ulam, von Neumann, Fermi, Metropolis) η µέθοδος Monte-Carlo για τη µελέτη φαινοµένων 
πυρηνικής φυσικής (Metropolis, 1989, Eckhardt, 1989), η οποία απετέλεσε τη βάση και για την 
ανάπτυξη της υδρολογικής προσοµοίωσης. 
Ανάπτυξη και διάδοση στην επιστήµες υδατικών πόρων (βλ. Grygier and Stedinger, 1990):

1954, Barnes: γέννηση ασυσχέτιστων ετήσιων δεδοµένων µε κανονική κατανοµή σε µία θέση.
1962, Maass κ.ά., Thomas & Fiering: γέννηση χρονικά συσχετισµένων δεδοµένων µε µη κανονικές 
κατανοµές.
1965, Beard, 1967, Matalas: γέννηση παράλληλων χρονοσειρών σε διάφορες θέσεις. 
1970, Box & Jenkins: κυκλοφορία του κλασικού βιβλίου Time Series Analysis που πραγµατεύεται 
την ανάλυση και σύνθεση των χρονοσειρών, την ταξινόµηση των στοχαστικών µοντέλων και τις 
εφαρµογές τους στην προσοµοίωση και την πρόγνωση.
1976, Matalas &Wallis: κωδικοποίηση των διάφορων µοντέλων πολυµεταβλητής στοχαστικής 
προσοµοίωσης υδρολογικών διεργασιών (στο κλασικό βιβλίο του Biswas Systems Approach to
Water Management).
1985, Bras & Rodriguez-Iturbe: κυκλοφορία του κλασικού βιβλίου Random functions and
hydrology, που εµβάθυνε στη χρήση της στοχαστικής υδρολογίας.
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Τύποι προσοµοίωσης - Ακρίβεια αποτελεσµάτων
Τύποι προσοµοίωσης (Winston, 1994, σ. 1220):

Καταληκτική προσοµοίωση (terminating simulation): πραγµατοποιείται ένας αριθµός n
επαναλήψεων της προσοµοίωσης µε τις ίδιες αρχικές συνθήκες (και ίδιες συνθήκες 
µεταβολής παραµέτρων, εφόσον το σύστηµα χαρακτηρίζεται από µη στασιµότητα) και µε 
την ίδια συνθήκη τερµατισµού (π.χ. για δεδοµένο χρόνο).
Προσοµοίωση µόνιµης κατάστασης (steady state simulation): πραγµατοποιείται µία 
προσοµοίωση µεγάλου (θεωρητικά άπειρου) χρονικού µήκους (εφόσον το σύστηµα 
χαρακτηρίζεται από στασιµότητα).

Ακρίβεια αποτελεσµάτων
Η ακρίβεια των αποτελεσµάτων της προσοµοίωσης διέπεται από τους νόµους της 
στατιστικής.
Μια παράµετρος της επίδοσης του συστήµατος θ που εκτιµάται από τα εξαγόµενα n
προσοµοιώσεων του συστήµατος (θεωρώντας ότι θ = Ε[Χ], οπότε η θ εκτιµάται ως ο µέσος 
όρος των προσοµοιωµένων τιµών xi), έχει διάστηµα εµπιστοσύνης µήκους

2 z(1 + γ) / 2 sX / n0.5

όπου γ ο συντελεστής εµπιστοσύνης, z(1 + γ) / 2 το [(1 + γ) / 2] ποσοστηµόριο της κανονικής 
κατανοµής και sX η δειγµατική τυπική απόκλιση. Αν το διάστηµα αυτό είναι επιθυµητό να 
είναι το πολύ 2 c θ, όπου c δεδοµένο κλάσµα, και ο συντελεστής µεταβλητότητας της Χ είναι 
cv, τότε ο απαιτούµενος αριθµός επαναλήψεων είναι 

n =( z(1 + γ) / 2 cv / c)2

Για παράδειγµα, για γ = 95% ( z(1 + γ) / 2 = 1.96), c = 1% και cv = 0.25, προκύπτει n = 2400. 



∆. Κουτσογιάννης, Υδρολογική αβεβαιότητα στα συστήµατα υδατικών πόρων – Προσοµοίωση 4

2. Τυχαίοι αριθµοί
Εισαγωγικές έννοιες
Μια ακολουθία αριθµών xi λέγεται ακολουθία τυχαίων αριθµών δεδοµένης 
κατανοµής F(x) αν αποτελεί δείγµα της τυχαίας µεταβλητής Χ, η οποία έχει 
συνάρτηση κατανοµής F(x) (Papoulis, 1990). 
Η διαδικασία γέννησης τυχαίων αριθµών είναι γνωστή και ως δειγµατοληψία 
Monte Carlo.
Για κάθε συνάρτηση κατανοµής µπορεί να κατασκευαστεί µία γεννήτρια 
τυχαίων αριθµών (ή και περισσότερες). 
Η γεννήτρια είναι ένας αλγόριθµος, συνήθως αναδροµικός, ο οποίος µπορεί να 
παράγει διαδοχικά οσουσδήποτε όρους της τυχαίας ακολουθίας. (Στην πράξη 
υπάρχει ένα αρκετά µεγάλο, αλλά πάντως πεπερασµένο, όριο τυχαίων
αριθµών που µπορεί να δώσει η ακολουθία· πάνω από αυτό το όριο γίνεται 
επανάληψη των ίδιων αριθµών, δηλαδή η ακολουθία γίνεται περιοδική.) 
Οι τυχαίοι αριθµοί δεν γεννώνται στην τύχη, αλλά βάσει ενός αυστηρά 
προσδιοριστικού αλγορίθµου, ο οποίος οδηγεί στην ίδια ακολουθία αριθµών, 
αν ξεκινήσει µε τις ίδιες αρχικές συνθήκες. (Για το λόγο αυτό τους τυχαίους 
αριθµούς µερικοί τους ονοµάζουν ψευδοτυχαίους.) Αν αλλάξουµε τις αρχικές 
συνθήκες παίρνουµε άλλη τυχαία ακολουθία (ακριβέστερα άλλο τµήµα της 
ίδιας περιοδικής ακολουθίας). 
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Γέννηση ανεξάρτητων τυχαίων αριθµών µε δεδοµένη 
συνάρτηση κατανοµής (1)

Οµοιόµορφη κατανοµή
Γεννώνται οι ακέραιοι αριθµοί qi από τον αναδροµικό τύπο

qi = (k qi - 1 + c) mod m

όπου k, c και m κατάλληλες ακέραιες σταθερές (π.χ. k = 16 807, c = 0, m = 231 − 1 = 
2 147 483 647), οι οποίοι αποτελούν τυχαίους αριθµούς οµοιόµορφα κατανεµηµένους στο 
διάστηµα [1, m – 1].
Υπολογίζονται οι αριθµοί 

ui = qi / m

που αποτελούν πρακτικά ακολουθία τυχαίων αριθµών συνεχούς τύπου στο διάστηµα (0, 1).
Κανονική κατανοµή

Απλή µέθοδος: Λόγω του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, το άθροισµα πολλών 
οµοιόµορφων τυχαίων αριθµών (πρακτικά τουλάχιστον 12) είναι τυχαίοι αριθµοί µε 
κανονική κατανοµή.
Ακριβέστερη µέθοδος: Αν οι αριθµοί ui και vi είναι διαδοχικοί οµοιόµορφοι τυχαίοι αριθµοί 
στο διάστηµα (0, 1), τότε οι αριθµοί

wi = (–2 ln vi)0.5 cos (2π ui), zi = (–2 ln vi)0.5 sin (2π ui)

αποτελούν διαδοχικούς όρους ακολουθίας τυχαίων αριθµών µε κανονική κατανοµή N(0, 1). 
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Γέννηση ανεξάρτητων τυχαίων αριθµών µε δεδοµένη 
συνάρτηση κατανοµής (2)

Κατανοµή γάµα
Για παράµετρο σχήµατος κ > 0, όπου κ = k + τ µε k = [κ] και 0 < τ < 1, υπολογίζεται η 
ακολουθία τυχαίων αριθµών wi µε τον ακόλουθο τρόπο: 

Γεννώνται οι τυχαίοι αριθµοί vi και ri µε οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0, 1)
Υπολογίζονται οι αριθµοί ai = vi

1/κ, bi = ri
1/(1 – κ)

Ελέγχεται αν ai + bi ≤ 1. Σε περίπτωση που αυτό δεν συµβαίνει επαναλαµβάνονται τα 
προηγούµενα βήµατα µέχρι να επιτευχθεί. 
Υπολογίζεται ο αριθµός wi από τον ακόλουθο τύπο

wi = –[ai / (ai + bi)] ln ui – Σk
j=1 ln uj

Τυχούσα κατανοµή
Αν F–1( ) η αντίστροφη συνάρτηση της συνάρτησης κατανοµής F(x), και ui διαδοχικοί 
οµοιόµορφοι τυχαίοι αριθµοί στο διάστηµα (0, 1), τότε οι αριθµοί

wi = F–1(ui) 
αποτελούν διαδοχικούς όρους ακολουθίας τυχαίων αριθµών µε συνάρτηση κατανοµή F(x).
Η παραπάνω παρατήρηση βρίσκει εφαρµογή εφόσον µπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά η 
F–1( ) (π.χ. κατανοµές εκθετική, Gumbel, ΓΑΤ).
Η θεωρία πιθανοτήτων περιλαµβάνει και άλλες γενικές µεθοδολογίες που βρίσκουν 
εφαρµογή σε περιπτώσεις άλλων κατανοµών.
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3. Μονοµεταβλητά στοχαστικά µοντέλα
Τυπικές κατηγορίες
Στάσιµα (stationary) µοντέλα (Box and Jenkins,1970): 

Μοντέλα τύπου αυτοπαλινδρόµησης (autoregressive – AR)
Xi = a1 Xi – 1 + a2 Xi – 2 + … + an Xi – n + b Vi

όπου Xi η προς γέννηση στοχαστική ανέλιξη (= ποσοτική έκφραση µιας µεταβλητής, π.χ. 
απορροής, στη διακριτή τιµή του χρόνου i), Vi βοηθητική τυχαία µεταβλητή, ανεξάρτητη από 
όλες τις προηγούµενες Vi – 1, Vi – 2, …, καθώς και από τις Xi – 1, Xi – 2, …, µε δεδοµένη σταθερή 
(ανεξάρτητη του i) συνάρτηση κατανοµής, και a1, a2, …, an και b παράµετροι µε σταθερές 
τιµές (ανεξάρτητες του i).
Μοντέλα τύπου κινητού µέσου (moving average – MA)

Xi = b0 Vi + b1 Vi – 1 + b2 Vi – 2 + … + bm Vi – m

Μοντέλα τύπου αυτοπαλινδρόµησης-κινητού µέσου (autoregressive-moving average –
ARΜΑ)

Xi = a1 Xi – 1 + a2 Xi – 2 + … + an Xi – n + b0 Vi + b1 Vi – 1 + b2 Vi – 2 + … + bm Vi – m

Περιοδικά ή εποχιακά (periodic or seasonal) µοντέλα
Όπως τα στάσιµα, αλλά µε παραµέτρους και συναρτήσεις κατανοµής των Vi που 
µεταβάλλονται περιοδικά. Για παράδειγµα το µηνιαίο µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης για τάξη n
= 1 γίνεται

Xi = ai Xi – 1 + bi Vi

όπου οι παράµετροι ai και bi παίρνουν διαφορετικές τιµές για κάθε µήνα (12 διαφορετικά 
σύνολα τιµών), ενώ το ίδιο συµβαίνει για τις παραµέτρους της συνάρτησης κατανοµής της Vi.
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4. Απλά πολυµεταβλητά στοχαστικά µοντέλα
Βασικές εξισώσεις
 Μοντέλο αυτοπαλινδρόµησης τάξης 1 (AR(1))

Xt = a Xt – 1 + b Vt

όπου t δείκτης που συµβολίζει χρονική θέση (περίοδο, π.χ. έτος), Xt
 διάνυσµα n προς γέννηση στοχαστικών

µεταβλητών της περιόδου t, εξαρτηµένων µεταξύ τους και µε τις  αντίστοιχες µεταβλητές προηγούµενων
περιόδων, Vt

 διάνυσµα n βοηθητικών τυχαίων µεταβλητών της περιόδου t, ανεξάρτητων µεταξύ τους και από
τις µεταβλητές Χ και V προηγούµενων περιόδων, και a και b µητρώα παραµέτρων, ήτοι
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 Περιοδικό µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης τάξης 1 (PAR(1))
Xs = as Xs – 1 + bs Vs

όπου s δείκτης που συµβολίζει χρονική θέση (υποπερίοδο, π.χ. µήνα), και τα υπόλοιπα µεγέθη έχουν την ίδια
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Στατιστικές παράµετροι που διατηρούνται

Στα µοντέλα AR(1) και PAR(1) διατηρείται (αναπαράγεται) το ελάχιστο σύνολο 
ουσιωδών στατιστικών παραµέτρων (φειδωλή χρήση παραµέτρων – parsimony of
parameters) που περιλαµβάνει τις ακόλουθες κατηγορίες:

Παράµετροι των περιθώριων συναρτήσεων κατανοµής κάθε µεταβλητής
(1) Μέσες τιµές των µεταβλητών.
(2) ∆ιασπορές των µεταβλητών. 
(3) Συντελεστές ασυµµετρίας των µεταβλητών (και, κατά συνέπεια, τρίτες 

ροπές). 
Παράµετροι των από κοινού συναρτήσεων κατανοµής των µεταβλητών

(4) Συντελεστές ετεροσυσχέτισης µε µηδενικό χρονικό βήµα µεταξύ 
µεταβλητών διαφορετικής θέσης.

(5) Για το µοντέλο µε διαγώνιο µητρώο a: Συντελεστές αυτοσυσχέτισης µε 
µοναδιαίο χρονικό βήµα µεταξύ µεταβλητών της ίδιας θέσης. 

(5α) Για το µοντέλο µε πλήρες µητρώο a: Συντελεστές αυτοσυσχέτισης µε 
µοναδιαίο χρονικό βήµα µεταξύ καθεµιάς µεταβλητής και όλων των άλλων 
µεταβλητών.
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Γραφική επεξήγηση των ουσιωδών στατιστικών χαρακτηριστικών
(α) Περιθώρια χαρακτηριστικά

Η ύπαρξη αρκετών πολύ ψηλών τιµών, 
πάνω από το επίπεδο της µέσης τιµής συν 
την τυπική απόκλιση, και η απουσία πολύ 
χαµηλών τιµών, κάτω από το επίπεδο της 
µέσης τιµής πλην την τυπική απόκλιση, 
είναι ενδεικτική της θετικής ασυµµετρίας

Οι δύο χρονοσειρές 
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στάσιµες ανελίξεις 
(σε δύο θέσεις)

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920

Χρονοσειρά στη θέση 1
Χρονοσειρά στη θέση 2

Επεξήγηση των 
περιθώριων στατιστικών 
χαρακτηριστικών στη 
θέση 1

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920

Μέση τιµή

Μέση τιµή συν τυπική απόκλιση

Μέγιστη τιµή

Ελάχιστη τιµή
Μέση τιµή πλην τυπική απόκλιση



∆. Κουτσογιάννης, Υδρολογική αβεβαιότητα στα συστήµατα υδατικών πόρων – Προσοµοίωση 11

Γραφική επεξήγηση των ουσιωδών στατιστικών χαρακτηριστικών
(β) Συντελεστές αυτοσυσχέτισης

Το γεγονός ότι, αν η χρονοσειρά 
µετακινηθεί 1 χρονικό βήµα προς τα 
δεξιά, το γράφηµά της παραµένει 
κοντά στο αρχικό, είναι ενδεικτικό µιας 
σηµαντικής τιµής του συντελεστή 
αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1

Αυτό φαίνεται καλύτερα αν 
απεικονιστούν οι τιµές της 
µετακινηµένης χρονοσειράς 
συναρτήσει αυτών της αρχικής

Θετ
ική

συσ
χέτ

ιση

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Τιµή στο χρόνο t

Τι
µή

στ
ο 
χρ
όν
ο
t

+ 
1

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415161718192021

Χρονοσειρά στη θέση 1
Χρονοσειρά στη θέση 1, 
µε µετακίνηση 1 χρονικού 
βήµατος προς τα δεξιά



∆. Κουτσογιάννης, Υδρολογική αβεβαιότητα στα συστήµατα υδατικών πόρων – Προσοµοίωση 12

Γραφική επεξήγηση των ουσιωδών στατιστικών χαρακτηριστικών
(γ) Συντελεστές ετεροσυσχέτισης

Το γεγονός ότι τα γραφήµατα των δύο 
χρονοσειρών είναι κοντινά (εφόσον 
τυποποιηθούν µε αφαίρεση της µέσης 
τιµής και µετά µε διαίρεση µε την τυπική 
απόκλιση) είναι ενδεικτικό ενός 
σηµαντικού συντελεστή ετεροσυσχέτισης 
για µηδενική υστέρηση

Αυτό φαίνεται καλύτερα αν 
απεικονιστούν οι τιµές της µίας 
χρονοσειράς συναρτήσει αυτών 
της άλλης

-2
-1.5

-1
-0.5

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3
3.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920

Τυποποιηµένη χρονοσειρά
στη θέση 1
Τυποποιηµένη χρονοσειρά
στη θέση 2

Θε
τική

συ
σχέ

τισ
η

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18
20

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Τιµή της χρονοσειράς στη θέση 1

Τι
µή

τη
ς 
χρ
ον
οσ

ειρ
άς

 σ
τη

 θ
έσ
η

2



∆. Κουτσογιάννης, Υδρολογική αβεβαιότητα στα συστήµατα υδατικών πόρων – Προσοµοίωση 13

Εκτίµηση παραµέτρων του µοντέλου PAR(1)
(α) Μητρώα παραµέτρων

 Πλήρες µητρώο παραµέτρων a
as = Cov[Xs, Xs – 1] {Cov[Xs – 1, Xs – 1]}–1

όπου µε Cov[Ξ, Ψ] συµβολίζεται το µητρώο συνδιασπορών µεταξύ δύο οποιωνδήποτε διανυσµάτων τυχαίων
µεταβλητών Ξ και Ψ, ήτοι

Cov[Ξ, Ψ] := E{(Ξ – E[Ξ]) (ΨΤ – E[Ψ]Τ)} = 











Cov[Ξ1, Ψ1]  Cov[Ξ1, Ψ2] L  Cov[Ξ1, Ψn]

 Cov[Ξ2, Ψ1]  Cov[Ξ2, Ψ2] L  Cov[Ξ2, Ψn]

M M O M

 Cov[Ξn, Ψ1]  Cov[Ξn, Ψ2] L  Cov[Ξn, Ψn]
ενώ µε E[ ] συµβολίζεται η αναµενόµενη τιµή.

 ∆ιαγώνιο µητρώο παραµέτρων a (εναλλακτική απλουστευµένη περίπτωση)

a = diag (Cov[X s
1 , X s – 1

1 ] / Var[X s – 1
1 ], …, Cov[X s

n , X s – 1
n ] / Var[X s – 1

n ])
 Μητρώο παραµέτρων b

b bT = Cov[Xt, Xt] – a Cov[Xt – 1, Xt – 1] aT

Ο προσδιορισµός του µητρώου b από το γνωστό από την πιο πάνω εξίσωση µητρώο c = b bT:
• είναι γνωστός ως εξαγωγή της τετραγωνικής ρίζας του c·
• αποτελεί αδύνατο πρόβληµα (καµία λύση) όταν το c δεν είναι θετικά ορισµένο·
• αποτελεί αόριστο πρόβληµα (άπειρες λύσεις) εφόσον το c είναι θετικά ορισµένο· υπάρχουν δύο
διαδεδοµένοι αλγόριθµοι για τον προσδιορισµό δύο λύσεων (α. αποσύνθεση σε τριγωνικό µητρώο µε τον
αλγόριθµο Cholesky, και β. αποσύνθεση σε πλήρες µητρώο µε χρήση των ιδιοδιανυσµάτων του c), καθώς
και ένας γενικευµένος αλγόριθµος προσδιορισµού µιας βέλτιστης λύσης (Koutsoyiannis, 1999).
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Εκτίµηση παραµέτρων του µοντέλου PAR(1)
(β) Ροπές των βοηθητικών µεταβλητών

 Μέσες τιµές:
E[V] =b –1 {E[Xt] – a E[Xt – 1]}

 ∆ιασπορές (εξ ορισµού 1):
Var[V] = [1, …, 1]T

 Τρίτες ροπές:

µ3[V] =  
b(3)
–1

 {µ3[Xt] – µ3[a Xt – 1]}

όπου µε µ3[Ξ] συµβολίζεται το διάνυσµα των τρίτων κεντρικών ροπών οποιουδήποτε διανύσµατος τυχαίων
µεταβλητών Ξ, ήτοι µ3[Ξ] := E{(Ξ − E[Ξ])3}, και µε b(3) συµβολίζεται το µητρώο, τα στοιχεία του οποίου
είναι οι κύβοι των στοιχείων του b.
Εναλλακτικά, για διαγώνιο µητρώο a

µ3[V] =  
b(3)
–1

 {µ3[Xt] – a(3) µ3[Xt – 1]}

Σηµείωση 1: Τα παραπάνω καλύπτονται βιβλιογραφικά από τους Matalas and Wallis (1976, σ. 63)· Salas et
al. (1988, σ. 381)· Salas (1993, σ. 19.31)· Koutsoyiannis and Manetas (1996)· Koutsoyiannis (1999).
Σηµείωση 2: Για το στάσιµο µοντέλο AR(1) εφαρµόζονται κατ’ αναλογία οι ίδιες εξισώσεις µια µόνο φορά,
δεδοµένου ότι οι παράµετροι παραµένουν σταθερές.
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5. Όρια της προσοµοίωσης
Τα προσοµοιωµένα (συνθετικά) δείγµατα υδρολογικών µεταβλητών σε καµία 
περίπτωση δεν υποκαθιστούν τα ιστορικά δείγµατα υδρολογικών µετρήσεων.
Η επιλογή ενός συγκεκριµένου στοχαστικού µοντέλου και η εκτίµηση των παραµέτρων 
του βασίζεται πάντα στο διαθέσιµο ιστορικό δείγµα, το οποίο αποτελεί τη µόνη 
πρωτογενή πηγή πληροφορίας.
Η γέννηση συνθετικών χρονοσειρών (µε συνηθισµένο µήκος πολλαπλάσιο του µήκους 
του διαθέσιµου ιστορικού δείγµατος) δεν προσθέτει ουσιαστική πληροφορία, ούτε 
επαυξάνει τη διάρκεια του συγκεκριµένου ιστορικού δείγµατος. 
Η προσοµοίωση δεν έχει νόηµα για απλά προβλήµατα στα οποία είναι δυνατή η 
αναλυτική λύση. Για παράδειγµα, στο πρόβληµα της εκτίµησης της πληµµύρας 
εκατονταετίας σε συγκεκριµένη θέση ποταµού, για την οποία υπάρχει δείγµα π.χ. 30 
ετών, η χρησιµοποίηση συνθετικών χρονοσειρών δεν εξυπηρετεί σε τίποτε. (Η 
εκτίµηση µε συνθετικές χρονοσειρές θα είναι ίδια µε την άµεση εκτίµηση, την οποία 
δίνει η συνάρτηση κατανοµής που έχει υιοθετηθεί για τη συγκεκριµένη µεταβλητή.) 
Η χρήση συνθετικών χρονοσειρών αποκτά νόηµα όταν εξετάζονται αλληλοεξαρτώµενα 
µεγέθη που συνδυάζονται σε ένα αρκετά πολύπλοκο σύστηµα, των οποίων η 
συνάρτηση κατανοµής δεν µπορεί να προσδιοριστεί αναλυτικά. Κλασικό παράδειγµα 
είναι η περίπτωση συστήµατος ταµιευτήρων (ή ακόµη και ενός µεµονωµένου 
ταµιευτήρα), όπου ενδιαφέρει η στατιστική κατανοµή των απολήψεων, οι οποίες 
εξαρτώνται µε πολύπλοκο τρόπο από τις εισροές, τις καταναλώσεις, τους κανόνες 
λειτουργίας κοκ. 
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6. Το µοντέλο SMUSH
Γενικά χαρακτηριστικά

Το µοντέλο SMUSH
(Απλό Πολυµεταβλητό 
Στοχαστικό Υδρολογικό 
µοντέλο – Simple 
MUltivariate Stochastic
Hydrologic model) γεννά 
συνθετικές υδρολογικές 
χρονοσειρές.
Έχει τη δυνατότητα γέννησης µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών µεγέθους µέχρι 2000 
ετών (24 000 µηνών) για 5 θέσεις το πολύ.
Βασίζεται στο µοντέλο PAR(1) σε πλήρη και απλοποιηµένη µορφή. 
Ειδικότερα, στην απλοποιηµένη µορφή, µε στόχο τον περιορισµό του αριθµού των 
παραµέτρων, έχει γίνει η παραδοχή σταθερών σε όλους τους µήνες τιµών των 
συντελεστών µεταβλητότητας, ασυµµετρίας, αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης
Έχει κωδικοποιηθεί σε γλώσσα PASCAL και δίνεται σε µορφή βιβλιοθήκης δυναµικής 
σύνδεσης (SmushLib.dll) ώστε να µπορεί να κληθεί από οποιοδήποτε άλλο πρόγραµµα 
(π.χ. EXCEL).
Συνοδεύεται από αρχείο EXCEL (SmushTest2.xls) µε πρόσθετο κώδικα σε γλώσσα 
Visual Basic για την κλήση των υπολογιστικών διαδικασιών και ολοκληρωµένα 
παραδείγµατα για τη χρήση τους.
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Είσοδοι του µοντέλου

Κύριες υπολογιστικές διαδικασίες
ModelParametersE: Υπολογίζει τις παραµέτρους του µοντέλου.
GenerateE: Γεννά τις συνθετικές χρονοσειρές.

Γενικές είσοδοι
Αριθµός θέσεων (n): ακέραιος, από 1 έως 5.
Μέσες τιµές των 12 n µηνιαίων µεταβλητών του προβλήµατος.
Συντελεστές µεταβλητότητας (τυπική απόκλιση / µέση τιµή).
Συντελεστής ασυµµετρίας.
Συντελεστής αυτοσυσχέτισης τάξης 1.
Συντελεστές ετεροσυσχέτισης τάξης 0.

Ειδικά για τη διαδικασία GenerateE
«Σπόρος» (seed) τυχαίων αριθµών.
Επιθυµητός αριθµός ετών συνθετικών χρονοσειρών.
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Έξοδοι του µοντέλου
∆ιαδικασία ModelParametersE

Μητρώα παραµέτρων as.
Μητρώα παραµέτρων bs.
∆ιανύσµατα µέσων τιµών βοηθητικών µεταβλητών E[Vs] (ένα ανά µήνα).
∆ιανύσµατα τρίτων κεντρικών ροπών (= συντελεστών ασυµµετρίας) βοηθητικών 
µεταβλητών µ3[Vs] (ένα ανά µήνα).

∆ιαδικασία GenerateE
Γεννά τις συνθετικές χρονοσειρές για το σύνολο των θέσεων, ετών και µηνών.  

Οι χρονοσειρές αυτές µπορούν να ανακτηθούν σε φύλλα εργασίας του
EXCEL µέσω των ακόλουθων συναρτήσεων (δίνονται στο συνοδευτικό 
αρχείο SmushTest2.xls)

Generate: Συνάρτηση VBA που καλεί τη διαδικασία GenerateE
SyntheticAll: Ανακτά το σύνολο των χρονοσειρών.
SyntheticLocation: Ανακτά τη χρονοσειρά µιας δεδοµένης θέσης για όλους τους 
µήνες.
SyntheticMonth: Ανακτά τµήµα της χρονοσειράς µιας θέσης που αποτελείται από 
τις διαδοχικές τιµές που αναφέρονται στον ίδιο µήνα.
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7. Εφαρµογή της προσοµοίωσης σε µεµονωµένο ταµιευτήρα
Βασικές εξισώσεις

 St = St – 1 + It – Rt – Yt – Lt  
 Rt = min(Dt, St−1 + It – Lt) 
 Yt = max(0,  St−1 + It – Lt – Dt – K)  
όπου  
 St το απόθεµα στον ταµιευτήρα στο χρόνο t,  
 It η καθαρή εισροή (= ολική εισροή µείον  
 απώλειες εξάτµισης, υπόγειας διαφυγής, κτλ.),  
 Dt η ζήτηση, που θεωρείται δεδοµένη (σταθερή ή µεταβλητή) 
 Rt η πραγµατική απόληψη,  
 Yt η υπερχείλιση  
 Lt η υπόγεια διαφυγή και  
 K η ωφέλιµη χωρητικότητα του ταµιευτήρα.  
Σηµείωση 1: Ο χρόνος t θεωρείται διακριτός και τα µεγέθη Dt, Rt, Lt και Yt αναφέρονται στο χρονικό 
διάστηµα (t−1, t]. Όλα τα µεγέθη εκφράζονται σε µονάδες όγκου. 
Σηµείωση 2: Η παραπάνω περίπτωση είναι απλοποιηµένη. Σε πραγµατικούς ταµιευτήρες 
υπεισέρχονται και άλλοι περιορισµοί που προκύπτουν από την παροχετευτικότητα του υδραγωγείου, 
από τις περιβαλλοντικές ανάγκες κ.ά. 

Νεκρός όγκος

Ωφέλιµη χωρητικότητα, Κ

Ωφέλιµο απόθεµα, S Απόληψη, R

Καθαρή εισροή, Ι Υπερχείλιση, Υ

∆ιαφυγή, L
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Μέτρα επίδοσης: Αξιοπιστία ως προς την κάλυψη του στόχου
Επίπεδο αξιοπιστίας σε ετήσια βάση = πιθανότητα κάλυψης της ζήτησης σε χρονική βάση Τ = 1 έτος:

αΤ = P(RT = DT)

όπου αΤ το επίπεδο αξιοπιστίας, RT η πραγµατική απόληψη (θεωρούµενη ως τυχαία µεταβλητή) στην 
περίοδο Τ = 1 έτος και DT η ζήτηση στην ίδια περίοδο, ενώ µε P(.) συµβολίζεται η πιθανότητα. Εµπειρικά 
υπολογίζεται ως ο λόγος k΄/k όπου k΄ είναι ο αριθµός των ετήσιων περιόδων στις οποίες ικανοποιείται η 
ζήτηση και k ο συνολικός αριθµός των περιόδων προσοµοίωσης.
Επίπεδο αξιοπιστίας σε βάση χρονικού βήµατος (π.χ. µηνιαία) = πιθανότητα κάλυψης της ζήτησης σε 
χρονική βάση t = 1 υπολογιστικό χρονικό βήµα:

at = P(Rt = Dt)

όπου αt το επίπεδο αξιοπιστίας, Rt η πραγµατική απόληψη στην περίοδο t ενός υπολογιστικού χρονικού 
βήµατος (π.χ. µήνα) και Dt η ζήτηση στην ίδια περίοδο. Εµπειρικά υπολογίζεται ως ο λόγος n΄/n όπου n΄ 
είναι ο αριθµός των χρονικών βηµάτων στα οποία ικανοποιείται η ζήτηση και n ο συνολικός αριθµός των 
χρονικών βηµάτων προσοµοίωσης.
Ογκοµετρική έκφραση αξιοπιστίας:

aR = E[RT] / DT

όπου αR το επίπεδο αξιοπιστίας, Rt η πραγµατική απόληψη (θεωρούµενη ως τυχαία µεταβλητή) στην 
περίοδο t ενός υπολογιστικού χρονικού βήµατος (π.χ. µήνα) και Dt η ζήτηση στην ίδια περίοδο, ενώ µε 
Ε[.] συµβολίζεται η αναµενόµενη τιµή. Εµπειρικά υπολογίζεται ως ο µέσος όρος των πραγµατικών 
απολήψεων στο συνολικό αριθµό των ετήσιων περιόδων προσοµοίωσης.
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Μέτρα επίδοσης: Αστοχία ως προς την κάλυψη του στόχου
Πιθανότητα αστοχίας σε ετήσια βάση:

βΤ = 1 − αΤ = P(RT < DT)

Εµπειρικά υπολογίζεται ως ο λόγος k΄΄/k όπου k΄΄ είναι ο αριθµός των ετήσιων περιόδων στις οποίες δεν 
ικανοποιείται η ζήτηση και k ο συνολικός αριθµός των περιόδων προσοµοίωσης. 
Πιθανότητα αστοχίας σε βάση χρονικού βήµατος:

βt = 1 − αt = P(Rt < Dt)

Εµπειρικά υπολογίζεται ως ο λόγος n΄΄/n όπου n΄΄ είναι ο αριθµός των χρονικών βηµάτων (µηνών) στα 
οποία δεν ικανοποιείται η ζήτηση και n ο συνολικός αριθµός των χρονικών βηµάτων προσοµοίωσης. 
Ογκοµετρικό µέτρο αστοχίας:

βR = 1 – aR = 1 – E[RT] / DT

Περίοδος επαναφοράς εκκένωσης (recurrence time of emptiness)
ΤΕ = 1 / βΤ = 1 / (1 – αΤ)

Σχέσεις µεταξύ των διαφορετικών µέτρων αξιοπιστίας / αστοχίας
aT ≤ at ≤ aR ή ισοδύναµα        βΤ ≥ βt ≥ βR

(δεδοµένου ότι η µη ικανοποίηση της ζήτησης σε ένα έτος, δε σηµαίνει ότι εκτείνεται σε όλη τη διάρκεια 
του έτους, και ακόµα, κατά την περίοδο που δεν ικανοποιείται η ζήτηση, η απόληψη δεν είναι µηδενική 
αλλά 0 ≤ R < D).
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Τυπικά προβλήµατα 

Για δεδοµένα υδρολογικά χαρακτηριστικά εισροών, η 
αξιοπιστία συναρτάται άµεσα µε την ωφέλιµη χωρητικότητα 
του ταµιευτήρα Κ και µε τη ζήτηση D. 
Κατηγορίες προβληµάτων

(1) ∆ιαστασιολόγηση: ∆εδοµένα D, α – Ζητούµενο Κ.
(2) Λειτουργία: ∆εδοµένα Κ, α – Ζητούµενο D.
(3) Λειτουργία: ∆εδοµένα Κ, D – Ζητούµενο α.

Στόχος της προσοµοίωσης είναι ο προσδιορισµός της σχέσης 
των τριών µεγεθών, δηλαδή της αξιοπιστίας (ή, ισοδύναµα, της 
πιθανότητας αστοχίας), της ωφέλιµης χωρητικότητας και της 
ζήτησης. 
Λόγω της µαθηµατικής πολυπλοκότητας του προβλήµατος, η σχέση αυτή δεν είναι δυνατό να 
προσδιοριστεί µε αναλυτικές µεθόδους (εκτός από εξαιρετικά απλές περιπτώσεις). Εξάλλου οι 
εµπειρικές/γραφικές προσεγγίσεις (π.χ.  αθροιστικές καµπύλες) είναι εξαιρετικά ανακριβείς. Έτσι, η 
µέθοδος της προσοµοίωσης παραµένει η αποτελεσµατικότερη µέθοδος αριθµητικού προσδιορισµού 
αυτής της σχέσης. 
Μειονέκτηµα της µεθόδου είναι το γεγονός ότι η προσοµοίωση χρειάζεται να επεκταθεί σε διάστηµα (n) 
χιλιάδων ετών, διάστηµα το οποίο εξαρτάται από το επίπεδο αξιοπιστίας ή το µέτρο αστοχίας βΤ, , το 
απαιτούµενο ποσοστό ακρίβειας c και το συντελεστή εµπιστοσύνης γ, σύµφωνα µε τη σχέση: 

n = ( z(1 + γ) / 2 / c)2 (1/ βΤ – 1)

Παράδειγµα: Για γ = 95% (z(1 + γ) / 2 = 1.96), c = 10%, θ = 0.01 ⇒ n = 38 000.

D1 < D2 < D3 K

1

α
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8. Εφαρµογή της προσοµοίωσης σε σύστηµα ταµιευτήρων
Η περίπτωση µεµονωµένου καταναλωτικού στόχου

Οι βασικές εξισώσεις ισοζυγίου παραµένουν οι ίδιες για κάθε ταµιευτήρα
Η βασική διαφορά έγκειται στον επιµερισµό της απόληψης στους επιµέρους ταµιευτήρες του 
συστήµατος. Ο επιµερισµός αυτός παρουσιάζει βαθµούς ελευθερίας (= αριθµός ταµιευτήρων – 1).
Λόγω των διαθέσιµων βαθµών ελευθερίας, υπάρχει απειρία λύσεων (εκτός οριακών περιπτώσεων, 
π.χ. σε περίπτωση που όλοι οι ταµιευτήρες εκτός από έναν έχουν αδειάσει) και έχει νόηµα ο 
προσδιορισµός της βέλτιστης λύσης.
Η άµεση βελτιστοποίηση ως προς τις απολήψεις κάθε χρονικού βήµατος στα πλαίσια ενός 
µοντέλου προσοµοίωσης είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη λόγω των πολλών µεταβλητών απόφασης 
(π.χ. για περίοδο προσοµοίωσης 1000 ετών µε µηνιαίο βήµα και 3 ταµιευτήρες οι µεταβλητές 
απόφασης θα ήταν τουλάχιστον 1000 × 12 × 3 = 36 000 µε ακόµη περισσότερους περιορισµούς).
Για την αποφυγή τέτοιων καταστάσεων έχει επινοηθεί η χρήση ευρετικών κανόνων λειτουργίας 
που µε τη χρήση τους αποφεύγεται η βελτιστοποίηση (π.χ. κανόνας Νέας Υόρκης, χωρικός 
κανόνας).
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Ο κανόνας Νέας Υόρκης και ο χωρικός κανόνας
Κανόνας νέας Υόρκης (Clark, 1950, 1956· Johnson et al., 1991): Αποδεικνύεται  ότι οι αναµενόµενες
τιµές των υπερχειλίσεων ελαχιστοποιούνται όταν οι πιθανότητες υπερχείλισης είναι ίσες για όλους τους
ταµιευτήρες, ήτοι

P(ΣΙi ≥ Ki − Si) = σταθερή για όλα τα i

όπου ΣΙi η αθροιστική εισροή στον ταµιευτήρα i (από το τέλος της τρέχουσας περιόδου µέχρι το τέλος
της περιόδου γεµίσµατος), Ki η χωρητικότητα του ταµιευτήρα i, και Si το απόθεµα του ταµιευτήρα i .
Χωρικός κανόνας: Με την υπόθεση ότι η κατανοµή της µεταβλητής ΣΙi / E[ΣΙi] (όπου E[ ] συµβολίζει
αναµενόµενη τιµή) είναι ίδια για όλους τους ταµιευτήρες i, η κανόνας Νέας Υόρκης παίρνει την
ακόλουθη µορφή (Johnson et al., 1991) :

Ki – Si
E[ΣΙi]  = 

∑
j = 1

N
  Kj – V

 ∑
j = 1

N
  E[ΣΙi]

Η παραπάνω έκφραση είναι γνωστή ως χωρικός κανόνας (space rule), και εκφράζει µαθηµατικά την
αναλογία του κενού χώρου προς την αναµενόµενη αθροιστική εισροή σε κάθε ταµιευτήρα.

Σηµείωση: η υπόθεση ισότητας των κατανοµών των µεταβλητών ΣΙi / E[ΣΙi] δεν είναι υποχρεωτική. Πρακτικώς στο ίδιο
συµπέρασµα (µε ελαφρώς διαφοροποιηµένη τελική έκφραση) οδηγούν και άλλες εναλλακτικές υποθέσεις όπως π.χ. η
υπόθεση ότι όλα τα µεγέθη ΣΙi  ακολουθούν κατανοµή Gauss (Nalbantis and Koutsoyiannis, 1997).
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Εφαρµογή του χωρικού κανόνα
Ισοδύναµη έκφραση του χωρικού κανόνα:

S*
i  = ai + bi V

όπου Si
* το απόθεµα-στόχος στον ταµιευτήρα i, V το συνολικό απόθεµα σε όλους τους ταµιευτήρες και

οι παράµετροι ai και bi δίνονται από τις εξισώσεις:

ai = Ki − bi∑
j = 1

N
 Kj  ,          bi = 

E[CQi]

 ∑
j = 1

N
 E[CQj]  

Εφόσον οι ταµιευτήρες βρίσκονται σε περιοχές µε παρόµοιο κλιµατικό καθεστώς, οι λόγοι bi δεν
διαφέρουν σηµαντικά από µήνα σε µήνα και έτσι οι ποσότητες ai και bi µπορεί να θεωρηθούν σταθερές
στο χρόνο (Nalbantis and Koutsoyiannis, 1997).

Ενσωµάτωση του χωρικού κανόνα σε µοντέλο προσοµοίωσης:
1. Εκτίµηση του συνολικού αποθέµατος V στο τέλος της τρέχουσας περιόδου (µε την υπόθεση ότι
καλύπτεται η συνολική ζήτηση και δεν υπάρχουν υπερχειλίσεις)

2. Εκτίµηση των όγκων-στόχων Si
* για κάθε ταµιευτήρα από το χωρικό κανόνα

3. Καθορισµός των απολήψεων από κάθε ταµιευτήρα σε τρόπο ώστε να ικανοποιηθούν οι όγκοι-στόχοι
(ή να προσεγγιστούν όσο το δυνατόν καλύτερα, αν λόγω φυσικών περιορισµών δεν είναι εφικτή η
ικανοποίηση).
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9. Εναλλακτικές µεθοδολογίες αντιµετώπισης συστηµάτων 
υδατικών πόρων

Βελτιστοποίηση
(χρήση γραµµικού ή δυναµικού 
προγραµµατισµού ή θεωρίας βέλτιστου 
ελέγχου)
Πλεονέκτηµα: Βέλτιστη λύση
Μειονεκτήµατα: Υπερβολικά µεγάλος 
αριθµός µεταβλητών (ανέφικτη λύση για 
πολύπλοκα συστήµατα) – Απλοποιηµένη 
περιγραφή του συστήµατος

Προσοµοίωση
(χρήση ευρετικών κανόνων λειτουργίας )
Πλεονεκτήµατα: Πιστή αναπαράσταση 
του συστήµατος – Εφικτή εφαρµογή σε 
πολύπλοκα συστήµατα 
Μειονέκτηµα: Μη βέλτιστη λύση

Παραµετροποίηση-Προσοµοίωση-Βελτιστοποίηση (ΠΠΒ)
(χρήση παραµετρικών κανόνων λειτουργίας και εκτίµηση των 
παραµέτρων µε βελτιστοποίηση ενός δείκτη επίδοσης, ο 
οποίος υπολογίζεται µε προσοµοίωση)
Πλεονεκτήµατα: Πιστή αναπαράσταση του συστήµατος –
Εφικτή εφαρµογή σε πολύπλοκα συστήµατα – Μικρός 
αριθµός µεταβλητών 
Μειονέκτηµα: Προσέγγιση της βέλτιστης λύσης (λόγω 
αυθαίρετης προαποφασισµένης µορφής των κανόνων 
λειτουργίας), πλην όµως πολύ ικανοποιητική (βλ. 
Koutsoyiannis and Economou, 2003)



∆. Κουτσογιάννης, Υδρολογική αβεβαιότητα στα συστήµατα υδατικών πόρων – Προσοµοίωση 27

6. Το γενικό σχήµα ΠΠΒ
Γενική µεθοδολογία

Παραµετροποίηση του συστήµατος µε την εισαγωγή παραµετρικών κανόνων 
λειτουργίας. Οι παραµετρικοί κανόνες αποτελούν µαθηµατικές σχέσεις που συνδέουν 
τις απολήψεις από ταµιευτήρες µε τις µεταβλητές που περιγράφουν την κατάσταση του 
συστήµατος (π.χ. αποθέµατα ταµιευτήρων). Οι σχέσεις αυτές περιλαµβάνουν ένα 
αριθµό παραµέτρων, οι οποίες αποτελούν τις προς βελτιστοποίηση µεταβλητές (αντί 
των απολήψεων).
Λεπτοµερής προσοµοίωση της λειτουργίας του συστήµατος. Το µοντέλο 
προσοµοίωσης αναπαριστά µε πιστό τρόπο τη λειτουργία του συστήµατος µε 
ικανοποίηση όλων των φυσικών και των εσωτερικών λειτουργικών περιορισµών του. 
Η λειτουργία του προϋποθέτει τον καθορισµό των τιµών των παραµέτρων των 
παραµετρικών κανόνων.
Βελτιστοποίηση του δείκτη επίδοσης του συστήµατος. Ο δείκτης επίδοσης 
συνδέεται, ανάλογα µε το εξεταζόµενο πρόβληµα, µε την αξιοπιστία του συστήµατος ή 
µε το οικονοµικό όφελος από τη λειτουργία του (ενεργειακό, αρδευτικό κτλ.). Στο 
µοντέλο βελτιστοποίησης µπορεί να υπεισέρχονται και εξωτερικοί λειτουργικοί 
περιορισµοί, η ικανοποίηση των οποίων δεν µπορεί να ελεγχθεί από το µοντέλο 
προσοµοίωσης. Από τη βελτιστοποίηση (µε ή χωρίς περιορισµούς) προκύπτουν οι 
τιµές παραµέτρων του συστήµατος.

Σηµείωση: Το σχήµα έχει εισαχθεί από τους Nalbantis and Koutsoyiannis (1997) για την αντιµετώπιση συστηµάτων ταµιευτήρων απλού 
σκοπού, ενώ έχει γενικευτεί και εφαρµοστεί σε συστήµατα πολλαπλού σκοπού (π.χ. Κουτσογιάννης, 1996· Καραβοκυρός κ.ά., 1999· 
Ευστρατιάδης και Ζερβός, 1999). Αξιολογήθηκε µε θετικά αποτελέσµατα σε σειρά προβληµάτων που αναφέρονται σε συστήµατα 
ταµιευτήρων από τους Koutsoyiannis and Economou (2003)
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Εφαρµογή σε συστήµατα ταµιευτήρων απλού σκοπού
Κανόνας εκκίνησης: Χωρικός κανόνας 
Γενίκευση - Παραµετροποίηση

Si
* = ai + bi V

όπου Si
* το απόθεµα-στόχος στον ταµιευτήρα i, V το συνολικό απόθεµα σε όλους τους 

ταµιευτήρες και ai και bi παράµετροι προς προσδιορισµό. 
O αριθµός των προς προσδιορισµό παραµέτρων είναι µόνο 2 k, όπου k ο αριθµός των 
ταµιευτήρων. Με τη θεώρηση των σχέσεων Σi ai = 0 και Σi bi = 1 ο αριθµός των 
παραµέτρων γίνεται 2 (k – 1). (Μάλιστα, όπως έχει εµπειρικά δειχτεί, µπορεί να τεθεί 
χωρίς ουσιώδες σφάλµα ai = 0, οπότε ο αριθµός των προς προσδιορισµό παραµέτρων 
µειώνεται σε k ή k – 1).
∆είκτης επίδοσης: Επίπεδο αξιοπιστίας (µέτρο αξιοπιστίας σε ετήσια βάση ή βάση 
χρονικού βήµατος ή ογκοµετρική βάση ή – προτιµότερο – συνδυασµός των 
διαφορετικών µέτρων αξιοπιστίας).
Σηµείωση: Ο παραπάνω κανόνας στη γραµµική του µορφή παραβιάζει τους προφανείς 
περιορισµούς 

0 ≤ Si
* ≤ Κi

όπου Κi η χωρητικότητα του ταµιευτήρα i. Οι Nalbantis and Koutsoyiannis (1997) 
έχουν προτείνει διόρθωση της γραµµικής εξίσωσης, οπότε η τελική µορφή του κανόνα 
λειτουργίας είναι µη γραµµική.
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