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Ορισµοί ανάλυσης συστηµάτων
Είσοδοι (inputs) ή φορτίσεις (stresses, forces): ∆ράσεις που προέρχονται από το
εξωτερικό περιβάλλον και επιφέρουν µεταβολές στην κατάσταση του συστήµατος.

Έξοδοι (outputs) ή αποκρίσεις (responses): Αντιδράσεις που παράγονται από το
σύστηµα και γίνονται αντιληπτές από το περιβάλλον.

Μεταβλητές ελέγχου (control variables) ή µεταβλητές απόφασης (decision 
variables): Αριθµητικές µεταβλητές που περιγράφουν εναλλακτικές επιλογές των
χαρακτηριστικών µεγεθών σχεδιασµού ή λειτουργίας του συστήµατος.

Μεταβλητές κατάστασης (state variables): Εσωτερικές µεταβλητές που
περιγράφουν το τρέχον καθεστώς του συστήµατος και που µεταβάλλονται ως
συνέπεια των εξωτερικών φορτίσεων και των µεταβλητών ελέγχου.

Περιορισµοί (constraints): ∆εσµεύσεις που καθορίζουν τις εφικτές καταστάσεις του
συστήµατος, µε βάση τους φυσικούς νόµους και διάφορες λειτουργικές απαιτήσεις. 

Μέτρο επίδοσης (performance measure): Αριθµητικός δείκτης που αξιολογεί τις
επιπτώσεις κάθε απόφασης, συναρτήσει προκαθορισµένων κριτηρίων.

Στοχική συνάρτηση (objective function) ή συνάρτηση επιστροφής (return 
function): Μαθηµατική διατύπωση του µέτρου επίδοσης ως προς τις µεταβλητές
ελέγχου, µε πεδίο ορισµού που προσδιορίζεται από τους περιορισµούς.
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Η έννοια της βελτιστοποίησης
Εννοιολογικός ορισµός: Ένα σύστηµα είναι βέλτιστο ως προς ένα δεδοµένο µέτρο
επίδοσης και ένα δεδοµένο σύνολο περιορισµών εφόσον λειτουργεί/αποδίδει
τουλάχιστον ίσα αν όχι καλύτερα από κάθε άλλο σύστηµα που ικανοποιεί τους
ίδιους περιορισµούς (Pierre, 1984, σ. 2).

Μαθηµατικός ορισµός: Μια συνάρτηση f(x) ορισµένη στο Χ ⊆ Rn παρουσιάζει
(ολικό) µέγιστο στο σηµείο x* ∈ Χ εφόσον για κάθε x ∈ X ισχύει:

f(x*) ≥ f(x)

Τα προβλήµατα βελτιστοποίησης, καθώς και οι αντίστοιχες τεχνικές επίλυσής τους, 
οµαδοποιούνται σε κατηγορίες, µε βάση τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

τη µαθηµατική µορφή της στοχικής συνάρτησης (γραµµική ή όχι, κυρτή ή
µη κυρτή, αθροιστική ή όχι)·

την ύπαρξη ή όχι περιορισµών, καθώς και τη µαθηµατική µορφή αυτών
(γραµµικοί ή όχι, ανισωτικοί ή εξισωτικοί)·

τη µορφή των µεταβλητών ελέγχου (συνεχείς, διακριτές ή µικτές)·

τη φύση του υπό µελέτη συστήµατος (στατικό ή δυναµικό, ντετερµινιστικό ή
στοχαστικό).
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Εφαρµογή 1: Βέλτιστη κατανοµή υδατικών πόρων

Ταµιευτήρας χρησιµοποιείται για την ύδρευση ενός οικισµού και την άρδευση δύο
αγροτικών περιοχών. Η ολική ποσότητα ύδατος που διατίθεται ανά έτος είναι 10 hm3, 
ενώ η παροχετευτικότητα του κύριου αρδευτικού υδραγωγείου, ανηγµένη σε ετήσια
βάση, ανέρχεται σε 6 hm3.  Για λόγους πολιτικής πρέπει να δοθούν τουλάχιστον 2 hm3

για την ύδρευση και από 1 hm3 για τις δύο αρδευτικές χρήσεις. Να εκτιµηθεί η βέλτιστη
κατανοµή νερού για τις τρεις χρήσεις, ώστε να µεγιστοποιείται το κέρδος από αυτό.

∆ίνονται οι συναρτήσεις απόδοσης για τις τρεις χρήσεις:

g1(x1) = 4 x1
1.3

g2(x2) = 5 exp(0.3 x2 – 1) 

g3(x3) = 15 (2 x3)0.5 Οικισµός
Αγροτική
περιοχή Α

Αγροτική
περιοχή Β

Κύριο αρδευτικό υδραγωγείο
Ταµιευτήρας

x1 x2

x3
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Εφαρµογή 1: Μαθηµατική διατύπωση προβλήµατος

Μεταβλητές ελέγχου: ποσότητες που διατίθεται για ύδρευση (x1), άρδευση
περιοχής Α (x2) και άρδευση περιοχής Β (x3).

Στοχική συνάρτηση (= οικονοµικό όφελος, προς µεγιστοποίηση):

f(x1, x2, x3) = 4 x1
1.3 + 5 [exp(0.3 x2) – 1)] + 15 (2 x3)0.5

Φυσικοί περιορισµοί:

Συνολική ποσότητα που διατίθεται: x1 + x2 + x3 = 10

Παροχετευτικότητα κύριου αρδευτικού υδραγωγείου: x2 + x3 ≤ 6

Λειτουργικοί περιορισµοί:

Ελάχιστη απαίτηση για ύδρευση: x1 ≥ 2

Ελάχιστη απαίτηση για άρδευση περιοχής Α: x2 ≥ 1

Ελάχιστη απαίτηση για άρδευση περιοχής Β: x3 ≥ 1

Βέλτιστη λύση (ακριβής επίλυση µε µη γραµµικό αλγόριθµο):

x1
* = 7.786 hm3,  x2

* = 1.000 hm3, x3
* = 1.214 hm3

f* = 82.768
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Εφαρµογή 1: Γεωµετρική απεικόνιση
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x2
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x1

Θέση
βελτίστου

Εφικτός
χώρος

x2 + x3 ≤ 6

x2 + x3 ≤ 10

x1 + x3 ≤ 10

x1 + x2 ≤ 10

x1 ≥ 2

x3 ≥ 1

x1 ≥ 2

x2 ≥ 1

x2 ≥ 1

x3 ≥ 1

Αν δεν υπήρχαν περιορισµοί, η
βέλτιστη λύση θα ήταν στο άπειρο.

Αν η συνάρτηση ήταν γραµµική, η
βέλτιστη λύση θα βρισκόταν στην τοµή
κάποιων περιορισµών.

Εξαιτίας του εξισωτικού περιορισµού, 
η βέλτιστη λύση κείται πάνω στο
επίπεδο x1 + x2 + x3 = 10.
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Εφαρµογή 1: Τρόποι επίλυσης του προβλήµατος

Η στοχική συνάρτηση είναι µη
γραµµική ως προς τις µεταβλητές.

Όλοι οι περιορισµοί, εξισωτικοί και
ανισωτικοί, είναι γραµµικοί.

Οι όροι της στοχικής συνάρτησης
διαχωρίζονται ως προς τις µεταβλητές
ελέγχου, δηλαδή:

f(x1, x2, x3) = g1(x1) + g2(x2) + g3(x3)

Μεθοδολογία 1: Επίλυση µε εξονυχιστική απαρίθµηση όλων των λύσεων.

Μεθοδολογία 2: Επίλυση µε γραµµικό προγραµµατισµό, µε γραµµικοποίηση (;;;) 
της στοχικής συνάρτησης.

Μεθοδολογία 3: Επίλυση µε µη γραµµικές τεχνικές (π.χ. εξελικτικοί αλγόριθµοι), 
µε ενσωµάτωση των περιορισµών ως όρων ποινής στη στοχική συνάρτηση.

Μεθοδολογία 4: Επίλυση µε δυναµικό προγραµµατισµό, µε διάσπαση του
προβλήµατος σε στάδια και διακριτοποίηση του πεδίου ορισµού των µεταβλητών.
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Τεχνικές εξονυχιστικής απαρίθµησης

Μέθοδος απλού πλέγµατος: ∆ιαµορφώνεται
ένα πλέγµα σηµείων, στους κόµβους του οποίου
υπολογίζεται η τιµή της συνάρτησης, και το
καλύτερο σηµείο λαµβάνεται ως προσέγγιση της
βέλτιστης λύσης.

Μέθοδος επάλληλων πλεγµάτων: Σχηµατίζεται
ένα αδρό πλέγµα, που σταδιακά πυκνώνει γύρω
από την περιοχή του εκάστοτε βελτίστου.

Η µέθοδος είναι επίπονη υπολογιστικά, καθώς
το πλήθος των δοκιµών αυξάνει εκθετικά µε
την διάσταση του προβλήµατος (= «κατάρα της
διαστατικότητας», curse of dimensionality).

Αν η διακριτοποίηση είναι οµοιόµορφη και δ
είναι το πλήθος των ίσων διαστηµάτων σε κάθε
διάσταση, τότε για n µεταβλητές ελέγχου το
πλήθος των κόµβων του πλέγµατος είναι:

Ν = (1 + δ)n

Τελική
προσέγγιση
βελτίστου

Αρχική
προσέγγιση
βελτίστου

x1

x2
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Εφαρµογή 1: Επίλυση µε απαρίθµηση
Επιλέγεται ένα βήµα διακριτοποίησης των µεταβλητών ελέγχου (π.χ. 1 hm3), το
οποίο προσδιορίζει την ακρίβεια προσέγγισης της βέλτιστης λύσης.

Εξετάζονται όλοι οι συνδυασµοί λύσεων, δηλαδή 113 = 1331 συνδυασµοί, και
απορρίπτονται αυτοί που παραβιάζουν τους περιορισµούς ως µη εφικτοί.

Από το σύνολο των εφικτών λύσεων, εντοπίζεται αυτή που µεγιστοποιεί την τιµή
της στοχικής συνάρτησης. 

36.742

47.434

42.426

0.000

g3

Ναι68.2927.29824.251334∆

Όχι114.4467.29859.714538Γ

Ναι76.5891.74932.413415Β

Όχι4.0000.0004.000001Α

Εφικτήfg2g1x3x2x1Λύση

Απαιτούµενος αριθµός δοκιµών για δ = 0.001 hm3: περίπου 1012

Απαιτούµενος αριθµός δοκιµών για n = 10 και δ = 0.001 hm3: περίπου 1040

Απαιτούµενος αριθµός δοκιµών µε εξελικτικό αλγόριθµο: 103 έως 104
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∆υναµικός προγραµµατισµός: Θεµελιώδεις απαιτήσεις

Το πρόβληµα βελτιστοποίησης διασπάται σε στάδια (stages), µε µία (συνήθως) ή
περισσότερες µεταβλητές απόφασης xi σε κάθε στάδιο i.

Σε κάθε στάδιο αντιστοιχούν µεταβλητές κατάστασης si, που λαµβάνουν τιµές
από ένα πεπερασµένο σύνολο Si = {si1, si2, …, sim}.

Συνέπεια κάθε απόφασης xi είναι η µεταβολή της κατάστασης του αντίστοιχου
σταδίου i και η παραγωγή προσόδου, που αποτιµάται µέσω µιας βαθµωτής
συνάρτησης επιστροφής gi(xi).

Η στοχική συνάρτηση του συστήµατος προκύπτει ως άθροισµα των επιµέρους
συναρτήσεων επιστροφής, δηλαδή:

Στάδιο i – 1 Στάδιο i Στάδιο i + 1

si – 1 si si + 1si – 2

xi – 1 xi xi + 1

gi - 1(xi – 1) gi(xi) gi + 1(xi + 1)

 f(x) = ∑
i = 1

n
  gi(xi)



Α. Ευστρατιάδης και ∆. Κουτσογιάννης ∆υναµικός προγραµµατισµός 11

∆υναµικός προγραµµατισµός: Η αρχή του Bellman

Συνθήκη µετάβασης (state transition): Στο σύστηµα ορίζεται ένας µονοσήµαντος
µετασχηµατισµός µεταξύ της κατάστασης εισόδου si, της κατάστασης εξόδου si + 1

και της απόφασης xi κάθε σταδίου, που περιγράφεται από αναδροµικές σχέσεις της
µορφής:

si + 1 = u(si, xi) ή si = u(si – 1, xi) 

Αρχή βελτίστου του Bellman (principle of optimality): Για ένα δεδοµένα στάδιο, 
η βέλτιστη πολιτική των επόµενων σταδίων είναι ανεξάρτητη των αποφάσεων που
έχουν ληφθεί στα προηγούµενα στάδια.

Στάδιο i

si – 1 si

xi

gi(xi)
Εναλλακτικές

καταστάσεις εισόδου, 
σε κάθε µία από τις
οποίες αντιστοιχεί µια
βελτιστοποιηµένη
επίδοση f*(si – 1)

Εναλλακτικές
καταστάσεις εξόδου, 
σε κάθε µία από τις
οποίες αντιστοιχεί µια
βελτιστοποιηµένη
επίδοση f*(si)

Συνάρτηση
επιστροφής

Εναλλακτικές
αποφάσεις
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∆υναµικός προγραµµατισµός: ∆ιαµόρφωση BDP και FDP

Προς τα πίσω δυναµικός προγραµµατισµός (backward dynamic 
programming, BDP) = επίλυση από το στάδιο n προς το στάδιο 1

Εξίσωση κατάστασης:

si + 1 = u(si, xi)

Εξίσωση Bellman:

fi
*(si) = max / min [gi(xi) + fi + 1

*(si + 1)]

Προς τα εµπρός δυναµικός προγραµµατισµός (forward dynamic 
programming, FDP) = επίλυση από το στάδιο 1 προς το στάδιο n

Εξίσωση κατάστασης:

si = u(si – 1, xi)

Εξίσωση Bellman:

fi
*(si) = max / min [gi(xi) + fi – 1

*(si – 1)]

Συµβολίζοντας µε fi
*(si) τη συνολική βελτιστοποιηµένη επίδοση όλων των σταδίων

που προηγούνται του i, προκύπτουν δύο τρόποι διαµόρφωσης του προβλήµατος:
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Εφαρµογή 1: ∆ιατύπωση BDP

Στάδιο 3 Στάδιο 2 Στάδιο 1

Απόληψη
για χρήση 3

Κέρδος
χρήσης 3

Στάδια = χρήσεις νερού, µεταβλητές ελέγχου = απολήψεις

∆ιακριτοποίηση µεταβλητών ελέγχου xi = {0, 1, 2, …, 10}

Μεταβλητές κατάστασης = διαθέσιµοι υδατικοί πόροι µετά την πραγµατοποίηση
απολήψεων για τη χρήση που αντιστοιχεί στο εκάστοτε στάδιο

Εξίσωση κατάστασης: si + 1 = si – xi, µε s4 = 0

Εξίσωση Bellman: fi
*(si) = max [gi(xi) + fi + 1

*(si – xi )]

Απόληψη
για χρήση 2

Απόληψη
για χρήση 1

Κέρδος
χρήσης 2

Κέρδος
χρήσης 1

Τελική
ποσότητα
(s4 = 0)

Αρχική
ποσότητα
(s1 = 10)

∆ιαθέσιµο
νερό πριν
τις χρήσεις

2 και 3

∆ιαθέσιµο
νερό πριν
τη χρήση 3
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Εφαρµογή 1: Επίλυση BDP – Στάδιο 3

Ορίζεται το ιδεατό στάδιο πέρατος για το οποίο ισχύει s4 = 0, δηλαδή δεν έχει
αποµείνει καθόλου νερό προς διάθεση.

Εξίσωση κατάστασης: s4 = s3 – x3 ⇒ x3 = s3 – s4 ⇒ x3 = s3

Εξίσωση Bellman: f3
*(s3) = [g3(x3) + f4

*(s4)], όπου f4
*(s4) = 0

Απορρίπτονται ως µη εφικτές οι λύσεις για τις οποίες ισχύει x3 < 1 και x3 > 6 (λόγω
του περιορισµού παροχετευτικότητας).

s3 s4 x3 f*(s4) g3(x3) f*(s3)
10 0 10 0 67.082 67.082 Μη εφικτή
9 0 9 0 63.640 63.640 Μη εφικτή
8 0 8 0 60.000 60.000 Μη εφικτή
7 0 7 0 56.125 56.125 Μη εφικτή
6 0 6 0 51.962 51.962 Βέλτιστη
5 0 5 0 47.434 47.434 Βέλτιστη
4 0 4 0 42.426 42.426 Βέλτιστη
3 0 3 0 36.742 36.742 Βέλτιστη
2 0 2 0 30.000 30.000 Βέλτιστη
1 0 1 0 21.213 21.213 Βέλτιστη
0 0 0 0 0.000 0.000 Μη εφικτή
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Εφαρµογή 1: Επίλυση BDP – Στάδιο 2

Εξίσωση κατάστασης: s3 = s2 – x2 ⇒ x2 = s2 – s3

Εξίσωση Bellman: f2
*(s2) = [g2(x2) + f3

*(s3)]

Απορρίπτονται ως µη εφικτές οι λύσεις για τις οποίες ισχύει x2 < 1 και x2 + x3 > 6, 
δηλαδή s2 > 6 (δεν αναγράφονται στον πίνακα).

s2 s3 x2 f*(s3) g2(x2) f*(s2)
6 5 1 47.434 1.749 49.183 Βέλτιστη
6 4 2 42.426 4.111 46.537
6 3 3 36.742 7.298 44.040
6 2 4 30.000 11.601 41.601
6 1 5 21.213 17.408 38.622
5 4 1 42.426 1.749 44.176 Βέλτιστη
5 3 2 36.742 4.111 40.853
5 2 3 30.000 7.298 37.298
5 1 4 21.213 11.601 32.814
4 3 1 36.742 1.749 38.492 Βέλτιστη
4 2 2 30.000 4.111 34.111
4 1 3 21.213 7.298 28.511
3 2 1 30.000 1.749 31.749 Βέλτιστη
3 1 2 21.213 4.111 25.324
2 1 1 21.213 1.749 22.962 Βέλτιστη
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Εφαρµογή 1: Επίλυση BDP – Στάδιο 3

Στο αρχικό στάδιο είναι διαθέσιµοι όλοι οι υδατικοί πόροι, συνεπώς s1 = 10.

Εξίσωση κατάστασης: s2 = s1 – x1 ⇒ x1 = s1 – s2 ⇒ x1 = 10 – s2

Εξίσωση Bellman: f1
*(s1) = [g1(x1) + f2

*(s2)]

Απορρίπτονται ως µη εφικτές οι λύσεις για τις οποίες ισχύει x1 < 2 και x2 + x3 > 6, 
δηλαδή s2 > 6 (δεν αναγράφονται στον πίνακα).

Απαιτούµενος αριθµός δοκιµών = 26 (δεν λαµβάνονται υπόψη οι µη εφικτές λύσεις)

Θεωρητικός αριθµός (µε εξονυχιστική αναζήτηση) = 1131 

Βέλτιστη λύση: x1
* = 8 hm3, x2

* = 1 hm3, x3
* = 1 hm3, f* = 82.677

Ακριβής λύση: x1
* = 7.786 hm3,  x2

* = 1.000 hm3, x3
* = 1.214 hm3, f* = 82.768

s1 s2 x1 f*(s2) g1(x1) f*(s1)
10 6 4 49.183 24.251 73.435
10 5 5 44.176 32.413 76.589
10 4 6 38.492 41.082 79.574
10 3 7 31.749 50.198 81.947
10 2 8 22.962 59.714 82.677 Βέλτιστη
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Εφαρµογή 1: ∆ιατύπωση FDP

Στάδιο 1 Στάδιο 2 Στάδιο 3

Απόληψη
για χρήση 1

Κέρδος
χρήσης 1

Στάδια = χρήσεις νερού, µεταβλητές ελέγχου = απολήψεις

∆ιακριτοποίηση µεταβλητών ελέγχου xi = {0, 1, 2, …, 10}

Μεταβλητές κατάστασης = διαθέσιµοι υδατικοί πόροι µετά την πραγµατοποίηση
απολήψεων για τη χρήση που αντιστοιχεί στο εκάστοτε στάδιο

Εξίσωση κατάστασης: si = si – 1 – xi, µε s0 = 10

Εξίσωση Bellman: fi
*(si) = max [gi(xi) + fi – 1

*(si + xi )]

Απόληψη
για χρήση 2

Απόληψη
για χρήση 3

Κέρδος
χρήσης 2

Κέρδος
χρήσης 3

Αρχική
ποσότητα
(s0 = 10)

Τελική
ποσότητα
(s3 = 0)

∆ιαθέσιµο
νερό µετά
τις χρήσεις

1 και 2

∆ιαθέσιµο
νερό µετά
τη χρήση 1
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Εφαρµογή 1: Επίλυση FDP – Στάδιο 1

Ορίζεται το ιδεατό στάδιο αρχής για το οποίο ισχύει s0 = 10, δηλαδή είναι
διαθέσιµοι όλοι οι υδατικοί πόροι.

Εξίσωση κατάστασης: s1 = s0 – x1 ⇒ x1 = s0 – s1 ⇒ x1 = 10 – s1

Εξίσωση Bellman: f1
*(s1) = [g1(x1) + f0

*(s0)], όπου f0
*(s0) = 0

Απορρίπτονται ως µη εφικτές οι λύσεις για τις οποίες ισχύει x1 < 2.

s1 s0 x1 f*(s0) g1(x1) f*(s1)
10 10 0 0.000 0.000 0.000 Μη εφικτή
9 10 1 0.000 4.000 4.000 Μη εφικτή
8 10 2 0.000 9.849 9.849 Βέλτιστη
7 10 3 0.000 16.685 16.685 Βέλτιστη
6 10 4 0.000 24.251 24.251 Βέλτιστη
5 10 5 0.000 32.413 32.413 Βέλτιστη
4 10 6 0.000 41.082 41.082 Βέλτιστη
3 10 7 0.000 50.198 50.198 Βέλτιστη
2 10 8 0.000 59.714 59.714 Βέλτιστη
1 10 9 0.000 69.595 69.595 Βέλτιστη
0 10 10 0.000 79.810 79.810 Βέλτιστη
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Εφαρµογή 1: Επίλυση FDP – Στάδιο 2

Εξίσωση κατάστασης: s2 = s1 – x2 ⇒ x2 = s1 – s2

Εξίσωση Bellman: f2
*(s2) = [g2(x2) + f1

*(s1)]

Απορρίπτονται ως µη εφικτές οι λύσεις για τις οποίες ισχύει x2 < 1 και x2 > 6 (λόγω
του περιορισµού παροχετευτικότητας) (δεν αναγράφονται στον πίνακα).

s2 s1 x2 f*(s1) g2(x2) f*(s2)
0 6 6 24.251 25.248 49.500
0 5 5 32.413 17.408 49.822
0 4 4 41.082 11.601 52.683
0 3 3 50.198 7.298 57.496
0 2 2 59.714 4.111 63.825
0 1 1 69.595 1.749 71.344 Βέλτιστη
1 7 6 16.685 25.248 41.933
1 6 5 24.251 17.408 41.660
1 5 4 32.413 11.601 44.014
1 4 3 41.082 7.298 48.380
1 3 2 50.198 4.111 54.309
1 2 1 59.714 1.749 61.463 Βέλτιστη
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Εφαρµογή 1: Επίλυση FDP – Στάδιο 2 (συνέχεια πίνακα)

s2 s1 x2 f*(s1) g2(x2) f*(s2)
2 8 6 9.849 25.248 35.097
2 7 5 16.685 17.408 34.093
2 6 4 24.251 11.601 35.852
2 5 3 32.413 7.298 39.711
2 4 2 41.082 4.111 45.193
2 3 1 50.198 1.749 51.947 Βέλτιστη
3 8 5 9.849 17.408 27.258
3 7 4 16.685 11.601 28.285
3 6 3 24.251 7.298 31.549
3 5 2 32.413 4.111 36.524
3 4 1 41.082 1.749 42.832 Βέλτιστη
4 8 4 9.849 11.601 21.450
4 7 3 16.685 7.298 23.983
4 6 2 24.251 4.111 28.362
4 5 1 32.413 1.749 34.162 Βέλτιστη
5 8 3 9.849 7.298 17.147
5 7 2 16.685 4.111 20.795
5 6 1 24.251 1.749 26.001 Βέλτιστη
6 8 2 9.849 4.111 13.960
6 7 1 16.685 1.749 18.434 Βέλτιστη
7 8 1 9.849 1.749 11.598 Βέλτιστη
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Εφαρµογή 1: Επίλυση FDP – Στάδιο 3

Στο τελικό στάδιο έχουν καταναλωθεί όλοι οι υδατικοί πόροι, συνεπώς s3 = 0.

Εξίσωση κατάστασης: s3 = s2 – x3 ⇒ x3 = s2 – s3 ⇒ x3 = s2

Εξίσωση Bellman: f3
*(s3) = [g3(x3) + f2

*(s2)]

Απορρίπτονται ως µη εφικτές οι λύσεις για τις οποίες ισχύει x3 < 1 και x3 > 6 (λόγω
του περιορισµού παροχετευτικότητας) (δεν αναγράφονται στον πίνακα).

Η βέλτιστη λύση ικανοποιεί τον αθροιστικό περιορισµό x2 + x3 > 6

s3 s2 x3 f*(s2) g3(x3) f*(s3)
0 6 6 18.434 51.962 70.395
0 5 5 26.001 47.434 73.435
0 4 4 34.162 42.426 76.589
0 3 3 42.832 36.742 79.574
0 2 2 51.947 30.000 81.947
0 1 1 61.463 21.213 82.677 Βέλτιστη
0 0 0 71.344 0.000 71.344

Απαιτούµενος αριθµός δοκιµών µε BDP = 26

Απαιτούµενος αριθµός δοκιµών µε FDP = 51 (επειδή πολλές από τις µη εφικτές
λύσεις απορρίπτονται σε µεταγενέστερο στάδιο) 
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Τοποθέτηση προβλήµατος διαστασιολόγησης δικτύων
διανοµής µε βελτιστοποίηση του κόστους

Μεταβλητές ελέγχου: διάµετρος ανά κλάδο (ενιαία) ή µήκη διαµέτρων ανά κλάδο

Περιορισµοί:

Επιλογή από σύνολο διαµέτρων εµπορίου

Ελάχιστη πίεση κόµβων για διάφορα σενάρια φόρτισης

Ελάχιστη και µέγιστη ταχύτητα κλάδων

Κατασκευαστικοί περιορισµοί (µήκη αγωγών, εναλλαγή διαµέτρων)

Συνιστώσες στοχικής συνάρτησης:

κόστος κατασκευής δικτύου (πάγιο κόστος αγωγών και λοιπών εξαρτηµάτων)

κόστος αντλιοστασίων (πάγιο και λειτουργικό)

Εξαιρετικά σύνθετο πρόβληµα, η δυσχέρεια του οποίου οφείλεται: στο διακριτό πεδίο
ορισµού των µεταβλητών ελέγχου (διάµετροι εµπορίου) και το τεράστιο πλήθος τους, 
τη µη γραµµικότητα των περιορισµών (τα υδραυλικά µεγέθη της ροής εξαρτώνται
από τις διαµέτρους όλου του δικτύου) και τον υπολογιστικό φόρτο για την αποτίµηση
της στοχικής συνάρτησης (προϋποθέτει υδραυλική επίλυση του δικτύου).
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Βροχωτά και ακτινωτά δίκτυα

Ακτινωτό δίκτυοΒροχωτό δίκτυο

Παροχή
εξόδου

Κεφαλή
δικτύου

∆ίκτυα ύδρευσης

Περιορισµοί πίεσης (έλεγχος για
πολλαπλά σενάρια λειτουργίας)

Οι παροχές των κλάδων και οι
πιέσεις των κόµβων εξαρτώνται από
τις διαµέτρους όλου του δικτύου

Βελτιστοποίηση µε ευρετικούς
εξελικτικούς αλγορίθµους

Αρδευτικά δίκτυα

Περιορισµοί πίεσης και ταχυτήτων

Οι παροχές των κλάδων δεν
εξαρτώνται από τις διαµέτρους

Η πίεση κάθε κόµβου εξαρτάται
από τις πιέσεις του κατάντη δικτύου

Βελτιστοποίηση µε δυναµικό
προγραµµατισµό
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Υπενθύµιση εννοιών υδραυλικής - Συµβολισµοί

Ενεργειακό
υψόµετρο h (m)

Υψόµετρο
εδάφους z (m)

Μήκος L (m), 
διάµετρος D (m), 
τραχύτητα ks (m)

Ύψος πίεσης
p ≈ h – z (m)

Σχέση ταχύτητας-παροχής-διαµέτρου:

V = 4Q / π D2

Σχέση ενεργειακών απωλειών-ταχύτητας-διαµέτρου (κατά Darcy-Weisbach):

hf = f (L / D) (V2 / 2g) = 0.0826 f L Q2 / D5

Σχέση συντελεστή απωλειών-σχετικής τραχύτητας (= ισοδύναµη τραχύτητα / 
διάµετρος)-ταχύτητας (κατά Colebrook-White):

Ενεργειακές
απώλειες hf (m)

Παροχή Q (m3/s)

1
f
 = – 2 log10 

⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤ks

3.7 D + 
2.51

Re f
 

όπου Re ο αριθµός Reynolds της ροής (= V D / ν) και ν η κινηµατική συνεκτικότητα του 
νερού, ίση µε 1.14 × 10– 6 m2/s, για θερµοκρασία 15°C. 
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Αρδευτικά δίκτυα: Τροφοδοσία µε
δεξαµενή ή αντλιοστάσιο

∆

∆εξαµενή

Α

Αντλιοστάσιο

Ενεργειακό
υψόµετρο
κεφαλής, h0

Κόστος

h0, min h0, max

C∆ = min, 
D = min, 
h0 = max

h0

Κόστος

h0, min h0, max

C∆ = min, 
D = min, 
h0 = max

CΑ = min, 
D = max, 
h0 = min

Κόστος
αντλιοστασίου

Κόστος
δικτύου

Υδροστόµιο (κεφαλή
ατοµικού δικτύου)
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Βελτιστοποίηση αρδευτικών δικτύων µε BDP –
Κατάστρωση προβλήµατος και περιορισµοί

Μεταβλητές ελέγχου = διάµετροι Di (σταθερές για κάθε κλάδο i)

Μεταβλητές κατάστασης = ενεργειακά υψόµετρα ανάντη κόµβων hi

Εξίσωση κατάστασης: hi + 1 = hi – hfi (Di) ⇒ hi = hi + 1 + hfi (Di) 

Συνάρτηση επιστροφής: gi(Di) = ci(Di) Li, όπου ci(Di) το µοναδιαίο κόστος για
τη συγκεκριµένη διάµετρο (σε €/m) και Li το µήκος του κλάδου (σε m) 

Εξίσωση Bellman: fi
*(hi) = min [gi(Di) + fi + 1

*(hi + 1)]

Στοχική συνάρτηση: ολικό κόστος δικτύου (+ κόστος αντλιοστασίου κεφαλής)

Ελάχιστη πίεση κόµβων = πίεση λειτουργίας υδροστοµίων

Σε ενδιάµεσους κόµβους = 2-4 m (ώστε να µην τµήσει η Π.Γ. το έδαφος)

Ελάχιστη ταχύτητα αγωγών = 0.5 m/s (για αποφυγή καθίζησης φερτών)

Μέγιστες ταχύτητες αγωγών (διαβάθµιση ανά διάµετρο, σύµφωνα µε τους
Ελληνικούς Κανονισµούς, για προστασία έναντι υδραυλικού πλήγµατος)

Εναλλαγή διαµέτρων: Dανάντη ≥ Dκατάντη
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Εφαρµογή 2: Βελτιστοποίηση αρδευτικού δικτύου που
τροφοδοτείται από δεξαµενή

Να υπολογιστούν οι βέλτιστες διάµετροι του συλλογικού αρδευτικού δικτύου που
τροφοδοτείται από τη δεξαµενή ∆, για όλο το εφικτό εύρος υψοµέτρων της. Τα
χαρακτηριστικά µεγέθη του δικτύου (υψόµετρα κόµβων, µήκη αγωγών) φαίνονται στο
σκαρίφηµα. ∆ίδονται ακόµη:

Υλικό αγωγών: σωλήνες PVC 12.5 atm

∆ιαθέσιµες διάµετροι και κόστη βλ. πίνακα

Ονοµαστική παροχή υδροστοµίων: 5 L/s

Ελάχιστη πίεση υδροστοµίων: 2.5 atm

247.0

220.6

198.6

176.4
141.2
123.6
110.2
97.0
79.0

Εσωτερική
διάµετρος

(mm)

18.6125
15.4110

23.7160
21.4140

38.0225

33.7200

51.4280

43.7250

11.790

Κόστος
ανά µ.µ. 

(€/m)

∆ιάµετρος
εµπορίου

(mm) 

∆
180 m 120 m

200 m

160 m

+70 m

+66 m+68 m+73 m
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Εφαρµογή 2: Αρίθµηση κόµβων και
σταδίων - Υπολογισµός παροχών

∆
1

20 L/s

2 3

4

15 L/s 5 L/s

5 L/s

Κόµβοι: αριθµός κόµβου > 
αριθµός ανάντη κόµβου

Κλάδοι: αριθµός κλάδου = 
αριθµός κατάντη κόµβου = 
αριθµός σταδίου

Ισχύει n = m + 1 (n = πλήθος
κόµβων, m = πλήθος κλάδων)

1 2 3

4

Ακτινωτό δίκτυο⇒ παροχές κλάδων = παροχές εξόδου κατάντη υδροστοµίων R.

Στα δίκτυα µε ελεύθερη ζήτηση δεν λειτουργούν όλα τα υδροστόµια ταυτόχρονα.

Αν R ≤ 10-12 θεωρείται ότι λειτουργούν ταυτόχρονα όλα τα υδροστόµια και η
παροχή υπολογίζεται αθροιστικά.

Αν R > 10-12 το πλήθος των λειτουργούντων υδροστοµίων υπολογίζεται µε βάση
τον τύπο του Clement, για δεδοµένη ποιότητα λειτουργίας του δικτύου – Στην
περίπτωση αυτή δεν ισχύει η εξίσωση συνέχειας στους κόµβους!
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Εφαρµογή 2: Περιορισµοί ελάχιστου ενεργειακού
υψοµέτρου κόµβων

∆

+70 m

+66 m+68 m+73 m

70.0

66.0

68.0

73.0

Υψόµετρο
εδάφους z (m)

25.0

25.0

25.0

25.0

Ελάχιστο απαιτούµενο
ύψος πίεσης pmin (m)

91.03

93.02

95.04

98.01

Ελάχιστο απαιτούµενο
ενεργειακό υψόµετρο hmin (m)

Κόµβος

1 2 3

4

Απαιτούµενη πίεση λειτουργίας
υδροστοµίων = 2.5 atm ≈ 25 m

Ελάχιστο ενεργειακό υψόµετρο
κόµβων = υψόµετρο εδάφους + 
ελάχιστη πίεση υδροστοµίων

∆εν τίθεται περιορισµός στην
τοποθέτηση της κατώτατης
στάθµης ύδατος της δεξαµενής

Πλέον
δυσµενής
κατάντη
κόµβος
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Εφαρµογή 2: Έλεγχος ταχυτήτων για καθορισµό
εφικτών διαµέτρων – Γενικές αρχές

Για κάθε κλάδο, µε βάση τη διερχόµενη
παροχή, υπολογίζεται η ταχύτητα ροής, 
για όλο το εύρος διαµέτρων εµπορίου
(προσοχή: οι υδραυλικοί υπολογισµοί
γίνονται µε την εσωτερική διάµετρο).

Ελέγχεται αν η ταχύτητα βρίσκεται εντός
των ορίων (Vmin, Vmax) που επιβάλουν οι
κανονισµοί (βλ. πίνακα), ώστε να
αποκλειστούν οι µη εφικτές διάµετροι.

Για το σύνολο των εφικτών διαµέτρων, 
υπολογίζονται τα αντίστοιχα εφικτά
κόστη και ενεργειακές απώλειες.

2.200.50450 < D < 600

2.300.50600 < D < 800

2.000.50175 < D < 350

2.100.50350 < D < 450

0.50

0.50

0.50

0.50

Vmin

(m/s)

2.40800 < D < 1000

1.85125 < D < 175

2.50D > 1000

1.55D < 125

Vmax

(m/s)
Εσωτερική

διάµετρος (mm)

Στους υδραυλικούς υπολογισµούς, θεωρούµε ισοδύναµη τραχύτητα ks = 1.0 mm, 
που λαµβάνει υπόψη τη γήρανση των αγωγών και τις µικρής κλίµακας τοπικές
απώλειες στις συναρµογές, στροφές, κλπ.
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Εφαρµογή 2: Έλεγχος ταχυτήτων για
καθορισµό εφικτών διαµέτρων – Κλάδος 1 

Εφικτές διάµετροι
για Q = 20 L/s

Κόστη και ενεργειακές
απώλειες για το σύνολο
των εφικτών διαµέτρων
(Q = 20 L/s, L = 180 m)

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Vmin (m/s) Vmax (m/s) V (m/s) Εφικτή

90 79.0 0.50 1.55 4.08 Μη εφικτή

110 97.0 0.50 1.55 2.71 Μη εφικτή
125 110.2 0.50 1.55 2.10 Μη εφικτή
140 123.6 0.50 1.55 1.67 Μη εφικτή
160 141.2 0.50 1.85 1.28 Εφικτή
200 176.4 0.50 1.85 0.82 Εφικτή
225 198.6 0.50 2.00 0.65 Εφικτή
250 220.6 0.50 2.00 0.52 Εφικτή
280 247.0 0.50 2.00 0.42 Μη εφικτή

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Κόστος 
ανά µ.µ. 

(€/m)

Κόστος 
κλάδου (€)

f hf (m)

160 141.2 23.7 4 266 0.03429 3.63

200 176.4 33.7 6 066 0.03222 1.12
225 198.6 38.0 6 840 0.03124 0.60
250 220.6 43.7 7 866 0.03045 0.35

Α. Ευστρατιάδης και ∆. Κουτσογιάννης ∆υναµικός προγραµµατισµός 32

Εφαρµογή 2: Έλεγχος ταχυτήτων για
καθορισµό εφικτών διαµέτρων – Κλάδος 2 

Εφικτές διάµετροι
για Q = 15 L/s

Κόστη και ενεργειακές
απώλειες για το σύνολο
των εφικτών διαµέτρων
(Q = 15 L/s, L = 120 m)

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Κόστος 
ανά µ.µ. 

(€/m)

Κόστος 
κλάδου (€)

f hf (m)

125 110.2 18.6 2 232 0.03708 5.09

140 123.6 21.4 2 568 0.03581 2.77
160 141.2 23.7 2 844 0.03445 1.37
200 176.4 33.7 4 044 0.03244 0.42
225 198.6 38.0 4 560 0.03151 0.23

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Vmin (m/s) Vmax (m/s) V (m/s) Εφικτή

90 79.0 0.50 1.55 3.06 Μη εφικτή

110 97.0 0.50 1.55 2.03 Μη εφικτή
125 110.2 0.50 1.55 1.57 Εφικτή
140 123.6 0.50 1.55 1.25 Εφικτή
160 141.2 0.50 1.85 0.96 Εφικτή
200 176.4 0.50 1.85 0.61 Εφικτή
225 198.6 0.50 2.00 0.48 Εφικτή
250 220.6 0.50 2.00 0.39 Μη εφικτή
280 247.0 0.50 2.00 0.31 Μη εφικτή

Οριακά εφικτές
(προσέγγιση
µηχανικού)
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Εφαρµογή 2: Έλεγχος ταχυτήτων για
καθορισµό εφικτών διαµέτρων – Κλάδος 3 

Εφικτές διάµετροι
για Q = 5 L/s

Κόστη και ενεργειακές
απώλειες για το σύνολο
των εφικτών διαµέτρων
(Q = 5 L/s, L = 160 m)

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Vmin (m/s) Vmax (m/s) V (m/s) Εφικτή

90 79.0 0.50 1.55 1.02 Εφικτή

110 97.0 0.50 1.55 0.68 Εφικτή
125 110.2 0.50 1.55 0.52 Εφικτή
140 123.6 0.50 1.55 0.42 Μη εφικτή
160 141.2 0.50 1.85 0.32 Μη εφικτή
200 176.4 0.50 1.85 0.20 Μη εφικτή
225 198.6 0.50 2.00 0.16 Μη εφικτή
250 220.6 0.50 2.00 0.13 Μη εφικτή
280 247.0 0.50 2.00 0.10 Μη εφικτή

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Κόστος 
ανά µ.µ. 

(€/m)

Κόστος 
κλάδου (€)

f hf (m)

90 79.0 11.7 1 872 0.04180 4.49

110 97.0 15.4 2 464 0.03927 1.51
125 110.2 18.6 2 976 0.03789 0.77
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Εφαρµογή 2: Έλεγχος ταχυτήτων για
καθορισµό εφικτών διαµέτρων – Κλάδος 4 

Εφικτές διάµετροι
για Q = 5 L/s

Κόστη και ενεργειακές
απώλειες για το σύνολο
των εφικτών διαµέτρων
(Q = 5 L/s, L = 200 m)

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Κόστος 
ανά µ.µ. 

(€/m)

Κόστος 
κλάδου (€)

f hf (m)

90 79.0 11.7 2 340 0.04180 5.61

110 97.0 15.4 3 080 0.03927 1.89
125 110.2 18.6 3 720 0.03789 0.96

∆ιάµετρος 
εµπορίου 

(mm) 

Εσωτερική 
διάµετρος 

(mm)

Vmin (m/s) Vmax (m/s) V (m/s) Εφικτή

90 79.0 0.50 1.55 1.02 Εφικτή

110 97.0 0.50 1.55 0.68 Εφικτή
125 110.2 0.50 1.55 0.52 Εφικτή
140 123.6 0.50 1.55 0.42 Μη εφικτή
160 141.2 0.50 1.85 0.32 Μη εφικτή
200 176.4 0.50 1.85 0.20 Μη εφικτή
225 198.6 0.50 2.00 0.16 Μη εφικτή
250 220.6 0.50 2.00 0.13 Μη εφικτή
280 247.0 0.50 2.00 0.10 Μη εφικτή

Μεγαλύτερο
µήκος σε σχέση
µε τον κλάδο 3
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 4

∆

hmin = 
95.0 m

hmin = 
93.0 m

1 2 3

4

Εφικτές διάµετροι: Φ90, 
Φ110, Φ125 (mm)

4

Μεταβλητή ελέγχου = διάµετρος κλάδου 4

Εξίσωση κατάστασης: h4(ανάντη) = h4(κατάντη) – hf(D4)

Θεωρούµε το ελάχιστο ενεργειακό υψόµετρο κατάντη (h4(κατάντη) = 95.0 m)

hκατάντη D4 h4 g4(D4)
95.00 90 100.61 2 340

110 96.89 3 080
125 95.96 3 720

Ελάχιστο ενεργειακό
υψόµετρο ανάντη κόµβου
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 3

∆ hmin = 95.96 m 
(από στάδιο 4)

1 2 3

4

Εφικτές διάµετροι: Φ90, 
Φ110, Φ125 (mm)

3

Μεταβλητή ελέγχου = διάµετρος κλάδου 3

Εξίσωση κατάστασης: h3(ανάντη) = h3(κατάντη) – hf(D3)

Θεωρούµε το ελάχιστο ενεργειακό υψόµετρο κατάντη (h3(κατάντη) = 91.0 m)

hmin = 91.0 m

hκατάντη D3 h3 g3(D3)
91.00 90 95.49 1 872 Μη εφικτή

110 92.51 2 464 Μη εφικτή
125 91.77 2 976 Μη εφικτή

Επειδή απορρίπτονται όλες οι
εφικτές λύσεις αν εξαντληθεί
ο περιορισµός ελάχιστης
πίεσης κατάντη, θεωρείται το
ελάχιστο ενεργειακό
υψόµετρο του ανάντη κόµβου
(µε την ελάχιστη διάµετρο)

hκατάντη D3 h3 g3(D3)
91.47 90 95.96 1 872 Βέλτιστη
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Μίξη σταδίων 4 και 3

∆ hmin = 95.96 m 
(από στάδιο 4)

1 2 3

4

Εφικτή
διάµετρος: 
Φ90 (mm)

3 hmin = 91.47 m 
(από στάδιο 3)

Εφικτές διάµετροι: Φ90, 
Φ110, Φ125 (mm)

4

Εξασφαλίζεται το ελάχιστο ενεργειακό υψόµετρο
του κόµβου 2, µε εφαρµογή των µέγιστων εφικτών
διαµέτρων (D4 = Φ125 mm, D3 = Φ90 mm)

h4* = h3* D4* D3* h4, κατ.* h3, κατ.* g4(D4) g3(D3) g4 + g3
100.61 90 90 95.00 96.12 2 340 1 872 4 212
96.89 110 90 95.00 92.40 3 080 1 872 4 952
95.96 125 90 95.00 91.47 3 720 1 872 5 592

= hmin (από περιορισµό
πίεσης υδροστοµίου)
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 2 –
Έλεγχος διαµέτρων

Μεταβλητή ελέγχου = διάµετρος
κλάδου 2

Εξίσωση κατάστασης: h2(ανάντη) = 
h2(κατάντη) – hf(D2)

∆ hmin = 
95.96 m

1 2 3

4

2

hmin = 
98.0 m

Εφικτές διάµετροι: 
Φ125, Φ140, Φ160 
Φ200, Φ225 (mm)

hκατάντη D2 h2 Έλεγχος
100.61 125 105.70

140 103.38
160 101.98
200 101.03
225 100.84

96.89 125 101.98
140 99.66
160 98.26
200 97.31 Μη εφικτή
225 97.12 Μη εφικτή

95.96 125 101.05
140 98.73
160 97.33 Μη εφικτή
200 96.39 Μη εφικτή
225 96.19 Μη εφικτή

Απορρίπτονται όλες οι λύσεις που παραβιάζουν τον περιορισµό ελάχιστου
ενεργειακού υψοµέτρου του ανάντη κόµβου (hmin = 98.0 m) για τις οποίες
προκύπτει κάποια µεγαλύτερη κατάντη διάµετρος (D2 < Dκατάντη).
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 2 –
Υπολογισµός κόστους

hκατάντη D2 h2 g2(D2) f* f2*
100.61 125 105.70 2 232 4 212 6 444
100.61 140 103.38 2 568 4 212 6 780
100.61 160 101.98 2 844 4 212 7 056
100.61 200 101.03 4 044 4 212 8 256
100.61 225 100.84 4 560 4 212 8 772
96.89 125 101.98 2 232 4 952 7 184
96.89 140 99.66 2 568 4 952 7 520
96.89 160 98.26 2 844 4 952 7 796
95.96 125 101.05 2 232 5 592 7 824
95.96 140 98.73 2 568 5 592 8 160

Αθροίζεται το κόστος των διαµέτρων του κλάδου 2 (= συνάρτηση επιστροφής
σταδίου 2) µε το συνολικό κόστος των προηγούµενων σταδίων.

Οι εφικτές λύσεις κατατάσσονται κατά φθίνουσα σειρά ως προς το ενεργειακό
υψόµετρο του ανάντη κόµβου 2, ώστε να ελεγχθεί αν το αντίστοιχο κόστος
σχηµατίζει µονότονα αύξουσα καµπύλη.
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 2 –
Έλεγχος καµπύλης κόστους

hκατάντη D2 h2 g2(D2) f* f2*
100.61 125 105.70 2 232 4 212 6 444
100.61 140 103.38 2 568 4 212 6 780
100.61 160 101.98 2 844 4 212 7 056
96.89 125 101.98 2 232 4 952 7 184
95.96 125 101.05 2 232 5 592 7 824

100.61 200 101.03 4 044 4 212 8 256
100.61 225 100.84 4 560 4 212 8 772
96.89 140 99.66 2 568 4 952 7 520
95.96 140 98.73 2 568 5 592 8 160
96.89 160 98.26 2 844 4 952 7 796

∆ιατεταγµένο σε
φθίνουσα σειρά

Μη βέλτιστο, 
αφού υπάρχει πιο
οικονοµική λύση
σε χαµηλότερο
ενεργειακό
υψόµετρο (f2

* = 
7520 €, για h2 = 
99.66 m)

6 000

6 500

7 000

7 500

8 000

8 500

9 000

98.0 99.0 100.0 101.0 102.0 103.0 104.0 105.0 106.0

Ενεργειακό υψόµετρο κόµβου 2 (m)

Κ
όσ
το
ς 
δι
κ
τύ
ου

 (
ευ
ρ
ώ

)

Βέλτιστη
λύση

Μη βέλτιστη
λύση
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 2 –
Πίνακας βέλτιστων λύσεων

∆

hmin = 96.89 m 
(από στάδιο 2)

1 2 3

4

hmin = 98.26 m 
(από στάδιο 2)

2

Εφικτές διάµετροι: 
Φ125, Φ140, Φ160 
Φ200, Φ225 (mm)

hκατάντη D2 h2 g2(D2) f* f2*
100.61 125 105.70 2 232 4 212 6 444
100.61 140 103.38 2 568 4 212 6 780
100.61 160 101.98 2 844 4 212 7 056
96.89 125 101.98 2 232 4 952 7 184
96.89 140 99.66 2 568 4 952 7 520
96.89 160 98.26 2 844 4 952 7 796
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 1 –
Έλεγχος διαµέτρων και υπολογισµός κόστους

hκατάντη D1 h1 g1(D1) f* f1*
105.70 160 109.33 4 266 6 444 10 710

200 106.82 6 066 6 444 12 510
225 106.30 6 840 6 444 13 284
250 106.05 7 866 6 444 14 310

103.38 160 107.01 4 266 6 780 11 046
200 104.50 6 066 6 780 12 846
225 103.98 6 840 6 780 13 620
250 103.73 7 866 6 780 14 646

101.98 160 105.61 4 266 7 056 11 322
200 103.10 6 066 7 056 13 122
225 102.58 6 840 7 056 13 896
250 102.33 7 866 7 056 14 922

101.98 160 105.61 4 266 7 184 11 450
200 103.10 6 066 7 184 13 250
225 102.58 6 840 7 184 14 024
250 102.32 7 866 7 184 15 050

99.66 160 103.29 4 266 7 520 11 786
200 100.78 6 066 7 520 13 586
225 100.26 6 840 7 520 14 360
250 100.00 7 866 7 520 15 386

98.26 160 101.89 4 266 7 796 12 062
200 99.38 6 066 7 796 13 862
225 98.86 6 840 7 796 14 636
250 98.60 7 866 7 796 15 662

Μεταβλητή ελέγχου = 
διάµετρος κλάδου 1

Εξίσωση κατάστασης: 
h1(ανάντη) = h1(κατάντη) – hf(D1)

∆εν τίθεται περιορισµός
ενεργειακού υψοµέτρου του
ανάντη κόµβου (ελεύθερη
τοποθέτηση κατώτατης
στάθµης ύδατος δεξαµενής).

Όλες οι λύσεις είναι εφικτές
από πλευράς διαµέτρων
(ισχύει D1 ≥ Dκατάντη).

Απαιτείται έλεγχος µόνο ως
προς τη σχέση ενεργειακού
υψοµέτρου-κόστους.
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Εφαρµογή 2: Επίλυση BDP – Στάδιο 1 –
Έλεγχος καµπύλης κόστους

hκατάντη D1 h1 g1(D1) f* f1*
105.70 160 109.33 4 266 6 444 10 710
103.38 160 107.01 4 266 6 780 11 046
105.70 200 106.82 6 066 6 444 12 510
105.70 225 106.30 6 840 6 444 13 284
105.70 250 106.05 7 866 6 444 14 310
101.98 160 105.61 4 266 7 056 11 322
101.98 160 105.61 4 266 7 184 11 450
103.38 200 104.50 6 066 6 780 12 846
103.38 225 103.98 6 840 6 780 13 620
103.38 250 103.73 7 866 6 780 14 646
99.66 160 103.29 4 266 7 520 11 786

101.98 200 103.10 6 066 7 056 13 122
101.98 200 103.10 6 066 7 184 13 250
101.98 225 102.58 6 840 7 056 13 896
101.98 225 102.58 6 840 7 184 14 024
101.98 250 102.33 7 866 7 056 14 922
101.98 250 102.32 7 866 7 184 15 050
98.26 160 101.89 4 266 7 796 12 062
99.66 200 100.78 6 066 7 520 13 586
99.66 225 100.26 6 840 7 520 14 360
99.66 250 100.00 7 866 7 520 15 386
98.26 200 99.38 6 066 7 796 13 862
98.26 225 98.86 6 840 7 796 14 636
98.26 250 98.60 7 866 7 796 15 662

Πλήθος λύσεων = 10

Εύρος ενεργειακών
υψοµέτρων κεφαλής από
+98.26 έως +105.70 m. 

Εύρος κόστους δικτύου
από 10 710 έως 15 662 €.

10 000

11 000

12 000

13 000

14 000

15 000

16 000

98.0 100.0 102.0 104.0 106.0 108.0 110.0

Ενεργειακό υψόµετρο κεφαλής (m)

Κ
όσ
το
ς 
δι
κ
τύ
ου

 (
ευ
ρ
ώ

) Βέλτιστες
λύσεις
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Εφαρµογή 2: Ανίχνευση βέλτιστης λύσης για
ελάχιστο ενεργειακό υψόµετρο κεφαλής

96.89

96.89

98.26

98.60

Ενεργειακό υψόµετρο
ανάντη κόµβου (m)

Φ9092.403

Φ11095.004

96.89

98.26

Ενεργειακό υψόµετρο
κατάντη κόµβου (m)

Φ1602

Φ2501

∆ιάµετρος
(mm) 

Κλάδος

∆
1 2 3

4

98.60 m 98.26 m 96.89 m 92.40 m

95.00 m

Φ250 Φ160 Φ90

Φ110
Κόστος δικτύου

= 15 662 €
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Εφαρµογή 2: Ανίχνευση βέλτιστης λύσης για
µέγιστο ενεργειακό υψόµετρο κεφαλής

100.61

100.61

105.70

109.33

Ενεργειακό υψόµετρο
ανάντη κόµβου (m)

Φ9096.123

Φ9095.004

100.61

105.70

Ενεργειακό υψόµετρο
κατάντη κόµβου (m)

Φ1252

Φ1601

∆ιάµετρος
(mm) 

Κλάδος

∆
1 2 3

4

109.33 m 105.70 m 100.61 m 96.12 m

95.00 m

Φ160 Φ125 Φ90

Φ90
Κόστος δικτύου

= 10 710 €
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Εφαρµογή 3: Βελτιστοποίηση αρδευτικού δικτύου που
τροφοδοτείται από αντλιοστάσιο

Αν το αρδευτικό δίκτυο της εφαρµογής 2 τροφοδοτείται µε απευθείας άντληση από
παρακείµενο υδατόρευµα, εντοπίστε στη βέλτιστη λύση του συστήµατος αντλιοστασίου-
αγωγών, µε βάση τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

Ηµερήσια διάρκεια λειτουργίας αντλιοστασίου: td = 16 h

Αρδευτική περίοδος: d = 120 ηµέρες

Υψόµετρο υδροληψίας: hα = +50 m

Κόστος εγκατάστασης αντλιοστασίων: c0 = 1000 €/HP

Κόστος ηλεκτρικής ενέργειας: cp = 0.09 €/kWh

Ετήσιο κόστος συντήρησης αντλιών: cm = 70 €/HP

Βαθµός απόδοσης αντλητικού ζεύγους: η = 60%

∆ιαθέσιµη ισχύς αντλιών: 5 ΗΡ

Επιτόκιο αναγωγής: i = 5.5%

Ωφέλιµος χρόνος ζωής έργων ΠΜ: 40 έτη

Ωφέλιµος χρόνος ζωής έργων Η/Μ: 20 έτη
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Εφαρµογή 3: Υπολογισµός χαρακτηριστικών
µεγεθών αντλιοστασίου

Παροχή αντλιοστασίου (= παροχή αρδευτικού δικτύου):

Q = 20 L/s = 0.02 m3/s

Μανοµετρικό ύψος:

Hm = h0 – hα + hτ
όπου h0 το υψόµετρο κεφαλής και hτ οι τοπικές απώλειες ενέργειας (~ 2 m).

Απαιτούµενη ισχύς αντλιών (σε HP) :

P = 13.33 Q Hm / η

Ώρες λειτουργίας ανά έτος:

Τ = 120 × 16 = 1920 h

Ετήσιος όγκος άντλησης:

V = 1920 × 3600 × 0.02 = 138 240 m3

Ετήσια κατανάλωση ενέργειας (σε kWh):

Ε = 9.81 Q Τ Hm / η

Α. Ευστρατιάδης και ∆. Κουτσογιάννης ∆υναµικός προγραµµατισµός 48

Υψόµετρο 
κεφαλής, 
h0 (m)

Μανοµ. 
ύψος, Hm 

(m)

Απαιτούµ. 
ισχύς, P 

(ΗΡ)

Πλήθος 
αντλιών

Ισχύς 
αντλίας 

(HP)

Εγκατ. 
ισχύς   
(ΗΡ)

109.33 61.33 27.26 7 5 35
108.00 60.00 26.67 7 5 35
107.00 59.00 26.22 7 5 35
106.00 58.00 25.78 7 5 35
105.00 57.00 25.33 7 5 35
104.00 56.00 24.89 6 5 30
103.00 55.00 24.44 6 5 30
102.00 54.00 24.00 6 5 30
101.00 53.00 23.56 6 5 30
100.00 52.00 23.11 6 5 30
99.00 51.00 22.67 6 5 30
98.60 50.60 22.49 6 5 30

Εφαρµογή 3: Υπολογισµός απαιτούµενων αντλιών

∆ιερεύνηση για όλο το εφικτό εύρος υψοµέτρων κεφαλής, µε διαβάθµιση ανά 1 m.

Για κάθε τιµή υψοµέτρου υπολογίζονται το µανοµετρικό ύψος (θεωρώντας τοπικές
απώλειες 2 m) και η απαιτούµενη ισχύς του αντλιοστασίου (σε ΗΡ).

Για την παραπάνω ισχύ, υπολογίζεται ο απαιτούµενος αριθµός των αντλιών, 
ονοµαστικής ισχύος 5 ΗΡ (προστίθεται απαραίτητα µία εφεδρική αντλία).

Μέγιστο
εφικτό

Ελάχιστο
εφικτό
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Εφαρµογή 3: Υπολογισµός ετήσιων
οικονοµικών µεγεθών αντλιοστασίου

Μανοµ. 
ύψος, Hm 

(m)

Ετήσια 
κατανάλ. 
ενέργειας, 
Ε (kWh)

Ετήσιο 
κόστος 
άντλησης 

(€)

Εγκατ. 
ισχύς   
(ΗΡ)

Κόστος 
αντλιών (€)

Ετήσια 
απόσβεση 
κεφαλαίου 

(€)

Ετήσιο 
κόστος 

συντήρησης 
(€)

Ολικό 
ετήσιο 

κόστος (€)

61.33 38 507 3 466 35 35 000 2 929 2 450 8 844
60.00 37 670 3 390 35 35 000 2 929 2 450 8 769
59.00 37 043 3 334 35 35 000 2 929 2 450 8 713
58.00 36 415 3 277 35 35 000 2 929 2 450 8 656
57.00 35 787 3 221 35 35 000 2 929 2 450 8 600
56.00 35 159 3 164 30 30 000 2 510 2 100 7 775
55.00 34 531 3 108 30 30 000 2 510 2 100 7 718
54.00 33 903 3 051 30 30 000 2 510 2 100 7 662
53.00 33 276 2 995 30 30 000 2 510 2 100 7 605
52.00 32 648 2 938 30 30 000 2 510 2 100 7 549
51.00 32 020 2 882 30 30 000 2 510 2 100 7 492
50.60 31 771 2 859 30 30 000 2 510 2 100 7 470

Ετήσιο κόστος άντλησης = ετήσια κατανάλωση ενέργειας (σε kWh) × 0.09 €/kWh

Πάγιο κόστος αντλιών = εγκατεστηµένη ισχύς (σε ΗΡ) × 1000 €/ΗΡ→ αναγωγή
σε ετήσια βάση, µε βάση το χρόνο ζωής (20 έτη) και το επιτόκιο αναγωγής (5.5%)

Ετήσιο κόστος συντήρησης = εγκατεστηµένη ισχύς (σε ΗΡ) × 70 €/ΗΡ

Α. Ευστρατιάδης και ∆. Κουτσογιάννης ∆υναµικός προγραµµατισµός 50

Εφαρµογή 3: Υπολογισµός ετήσιων
οικονοµικών µεγεθών δικτύου

Αναγωγή του κόστους των αγωγών του δικτύου, µε βάση τον τύπο του συντελεστή
παρούσας αξίας (Προσοχή: Οι αγωγοί είναι έργα Πολιτικού Μηχανικού, οπότε ως
χρόνος ζωής λαµβάνονται τα 40 έτη).

Υψόµετρο 
κεφαλής, 
h0 (m)

Κόστος 
αγωγών (€)

Ετήσια 
απόσβεση 

(€)
109.33 10 710 667
107.01 11 046 688
105.61 11 322 706
105.61 11 450 714
103.29 11 786 735
101.89 12 062 752
100.78 13 586 847
99.38 13 862 864
98.86 14 636 912
98.60 15 662 976
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Εφαρµογή 3: Βελτιστοποίηση ολικού κόστους
συστήµατος δικτύου-αντλιοστασίου

Υπολογισµός ετήσιας απόσβεσης κόστους αγωγών δικτύου και αντλιοστασίου.

Η βέλτιστη λύση είναι πολύ κοντά στο ελάχιστο εφικτό ενεργειακό υψόµετρο.

Βέλτιστες διάµετροι αγωγών: D1
* = Φ225 mm, D2

* = Φ160 mm, D3
* = Φ90 mm, 

D4
* = Φ110 mm.
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Ενεργειακό υψόµετρο κεφαλής (m)

Κ
όσ
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ώ

)

∆ίκτυο

Αντλιοστάσιο

Σύνολο

Υψόµετρο 
κεφαλής, 
h0 (m)

Μανοµ. 
ύψος, Hm 

(m)

Κόστος 
δικτύου (€)

Κόστος 
αντλιοστ. 

(€)

Ολικό 
κόστος (€)

109.33 61.33 667 8 844 9 512
107.01 59.01 688 8 713 9 401
105.61 57.61 706 8 656 9 362
105.61 57.61 714 8 656 9 370
103.29 55.29 735 7 775 8 509
101.89 53.89 752 7 662 8 413
100.78 52.78 847 7 605 8 452
99.38 51.38 864 7 549 8 413
98.86 50.86 912 7 492 8 404
98.60 50.60 976 7 470 8 446

Απαιτείται εγκατάσταση
µιας επιπλέον αντλίας
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∆υναµικός προγραµµατισµός: Τελικά σχόλια

Πρόκειται για µέθοδο απαρίθµησης, µε τη διαφορά ότι εξοικονοµείται σηµαντικός
υπολογιστικός φόρτος λόγω της απόρριψης των µη εφικτών λύσεων.

Επειδή το πρόβληµα διασπάται σε στάδια, το πλήθος των υπολογισµών αυξάνει
γραµµικά (συναρτήσει των σταδίων) και όχι εκθετικά (συναρτήσει των
µεταβλητών ελέγχου), όπως συµβαίνει στην εξονυχιστική απαρίθµηση.

Ο χειρισµός των περιορισµών γίνεται ρητά, µε συνέπεια να µην καθυστερεί η
διαδικασία εξερευνώντας µη εφικτές περιοχές.

Ο εντοπισµός της ολικά βέλτιστης λύσης είναι εγγυηµένος, σε αντίθεση µε τις µη
γραµµικές µεθόδους, που κινδυνεύουν να εγκλωβιστούν σε τοπικά ακρότατα.

Η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος (διάσπαση σε στάδια αποφάσεων, 
διακριτοποίηση µεταβλητών κατάστασης, αθροιστική στοχική συνάρτηση) δεν είναι
συµβατή µε τα χαρακτηριστικά των περισσότερων πραγµατικών συστηµάτων.

Σε προβλήµατα συνεχών µεταβλητών, απαιτείται πυκνή διακριτοποίηση για την
επίτευξη ικανοποιητικής ακρίβειας, µε συνέπεια τη δραµατική αύξηση του
υπολογιστικού φόρτου. 

Η διαδικασία δεν τυποποιείται (όπως στους αλγορίθµους βελτιστοποίησης) –
απαιτείται συγκεκριµένη διαµόρφωση για κάθε πρόβληµα.
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