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Το σκίτσο του εξωφύλλου χρησιµοποιήθηκε µετά από έγγραφη άδεια του σκιτσογράφου Ηλία Μακρή 

“Ακόµα και αν οι φυσικοί νόµοι δεν είχαν άλλα 

µυστικά από εµάς, θα µπορούσαµε να ξέρουµε την 
αρχική κατάσταση µόνο κατά προσέγγιση. Αν αυτό 

µας επιτρέπει να προβλέψουµε τη µεταγενέστερη 

κατάσταση µε τον ίδιο βαθµό προσέγγισης, αυτό 

αρκεί να πούµε ότι το φαινόµενο είχε προβλεφθεί, 
ότι υπόκειται σε νόµους. Όµως, το ζήτηµα δεν είναι 
πάντοτε έτσι: υπάρχει περίπτωση οι πολύ λεπτές 
διαφορές στις αρχικές συνθήκες να παράγουν πολύ 
µεγαλύτερες διαφορές στα τελικά φαινόµενα, ένα 

ελάχιστο σφάλµα στην αρχή να προκαλεί ένα 

τεράστιο σφάλµα στο τέλος. Η πρόβλεψη τότε 
γίνεται αδύνατη κι έτσι έχουµε το φαινόµενο της 
τύχης.” Henri Poincare 



 



ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 

Φτάνοντας στο τέλος αυτής της εργασίας, που σηµατοδοτεί παράλληλα και την 

ολοκλήρωση των σπουδών µου στη Σχολή Πολιτικών Μηχανικών, νιώθω την ανάγκη 

να  ευχαριστήσω τους ανθρώπους που µε βοήθησαν και µε στήριξαν στην 

προσπάθεια αυτή. 

Πρώτα απ’ όλα πρέπει να ευχαριστήσω την οικογένεια µου, τον πατέρα µου και 

τον αδερφό µου, που στήριξαν και συνεχίζουν να στηρίζουν τις επιλογές µου, χωρίς 

ενδοιασµούς. 

Θερµά επίσης θέλω να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή µου, ∆ηµήτρη 

Κουτσογιάννη, για την πολύτιµη βοήθειά του στην εκπόνηση της παρούσας εργασίας. 

Θα ήθελα επίσης να τον ευχαριστήσω για τις γνώσεις και το διαφορετικό τρόπο 

σκέψης που µου µετέδωσε καθώς και για την εµπιστοσύνη που µου έδειξε, 

ανοίγοντας απλόχερα νέους ορίζοντες για τη συνέχιση των σπουδών µου. 

Επίσης, ένα µεγάλο ευχαριστώ στον φίλο, υποψήφιο διδάκτορα, Σίµωνα 

Παπαλεξίου για τη στήριξή του σε κρίσιµες χρονικές στιγµές, όταν η ολοκλήρωση 

της εργασίας φάνταζε στα µάτια µου αδύνατη. Τον ευχαριστώ πολύ επίσης για τις 

γνώσεις που µου µετέδωσε και για την άψογη συνεργασία που είχαµε. Η συµβολή 

του ήταν πολύτιµη για την ολοκλήρωση αυτής της εργασίας. 

Θα ήταν παράληψη να µην ευχαριστήσω τους φίλους και συµφοιτητές µου, 

Αρχοντία, Γιάννη, Κυριάκο και Παναγιώτη, αφού το θέµα µιας κοινής µας 

παρουσίασης στο συνέδριο του Ε.G.U στη Βιέννη αποτέλεσε την αφορµή για την 

παρούσα διπλωµατική εργασία. 

 





 

 

iii ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ ........................................................................................................... i 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ...................................................................................................... iii 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ................................................................................................................. v 

ABSTRACT ................................................................................................................. v 

1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ .......................................................................................................... 1 

1.1 Η σηµασία της γνώσης του παρελθόντος στην υδρολογία: «µια 

µέτρηση=1000 υπολογισµοί» .................................................................... 1 

1.2 Το πρόβληµα των ελλιπών δεδοµένων στις υδροµετεωρολογικές 

χρονοσειρές και η αναγκαιότητα συµπλήρωσής τους ............................... 2 

1.3 Αντικείµενο της εργασίας ........................................................................... 5 

1.4 ∆ιάρθρωση της εργασίας ............................................................................ 6 

2 ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΕΝΝΟΙΕΣ – ΟΡΙΣΜΟΙ ......................................................... 9 

2.1 Βασικά στοιχεία πιθανοτήτων .................................................................... 9 

2.1.1 Τυχαίες µεταβλητές ............................................................................ 9 

2.1.2 Αναµενόµενες τιµές και παράµετροι κατανοµών ............................. 10 

2.1.3 Από κοινού ιδιότητες δύο τυχαίων µεταβλητών ............................... 12 

2.2 Βασικά εργαλεία στατιστικής – γεωστατιστικής...................................... 14 

2.3 Στοχαστικές ανελίξεις ............................................................................... 17 

2.4 Ιδιαιτερότητες υδρολογικών διεργασιών .................................................. 22 

3 ΣΥΝΗΘΕΣΤΕΡΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ  ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ .......... 27 

3.1 Εισαγωγή .................................................................................................. 27 

3.2 Απλές – εµπειρικές µέθοδοι ..................................................................... 28 

3.3 Μέθοδοι βασισµένες στη γραµµική παλινδρόµηση ................................. 30 

3.4 Μέθοδοι βασισµένες σε στοχαστικά µοντέλα .......................................... 34 

3.5 Μέτρα αξιολόγησης µεθόδων συµπλήρωσης χρονοσειρών ..................... 36 

4 ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ 

ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ ................................................................................................... 39 

4.1 Εισαγωγή .................................................................................................. 39 

4.1.1 Παράδοξο: ολικός µέσος όρος έναντι τοπικού; ................................ 40 

4.2 Βασικές παραδοχές ................................................................................... 40 

4.2.1 Βασικές παραδοχές προσέγγισης ...................................................... 40 

4.2.2 Ανελίξεις τύπου Markov και ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ ................. 41 



 

 

iv 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

4.3 Μεµονωµένα κενά στις χρονοσειρές ........................................................ 47 

4.3.1 Εισαγωγή .......................................................................................... 47 

4.3.2 Τοπικός µέσος όρος έναντι ολικού ................................................... 49 

4.3.3 Χρήση των δυο γειτονικών µηνιαίων και δύο γειτονικών 

ετήσιων τιµών ................................................................................... 57 

4.3.4 Συνδυασµός ολικού και τοπικού µέσου όρου ................................... 66 

4.3.5 Σταθµισµένα βάρη ............................................................................ 73 

4.4 Σποραδικά κενά στις χρονοσειρές ............................................................ 83 

4.4.1 Εισαγωγή .......................................................................................... 83 

4.4.2 Σταθµισµένα βάρη ............................................................................ 84 

5 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΣΕ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ 

ΚΑΙ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ .................................................. 91 

5.1 Εισαγωγή .................................................................................................. 91 

5.2 Βροχόπτωση ............................................................................................. 92 

5.2.1 Ετήσια βροχόπτωση .......................................................................... 94 

5.2.2 Μηνιαία βροχόπτωση ....................................................................... 97 

5.2.3 Ηµερήσια βροχόπτωση ................................................................... 100 

5.3 Θερµοκρασία .......................................................................................... 103 

5.4 Ένταση πνοής ανέµου ............................................................................ 105 

6 ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ-ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΩΝ ............... 109 

6.1 Χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov ..................... 111 

6.2 Χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst - Kolmogorov ........... 114 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ .................................................................................................... 117 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ ................................................................................................... 119 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α ............................................................................................. 119 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β .............................................................................................. 121 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ C .............................................................................................. 122 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ D ............................................................................................. 126 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ E .............................................................................................. 137 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ F .............................................................................................. 144 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ G ............................................................................................. 186 

 

  



 

 

v ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η κατανόηση των υδροµετεωρολογικών φαινοµένων βασίζεται σε µεγάλο βαθµό 

στη µελέτη και επεξεργασία των υπαρχουσών παρατηρήσεων (χρονοσειρών). Πολύ 

συχνά όµως, οι χρονοσειρές παρουσιάζουν κενά, δηλαδή για κάποιες χρονικές 

περιόδους δεν υπάρχουν µετρήσεις. Η συµπλήρωση των ελλιπών τιµών είναι 

απαραίτητη για την περαιτέρω διερεύνηση των φυσικών φαινοµένων. Υπάρχει 

πληθώρα µεθοδολογιών για τη συµπλήρωση αυτών των κενών στη βιβλιογραφία, 

ωστόσο οι περισσότερες µπορούν να εκφραστούν µε µια απλή γραµµική σχέση. Η 

συµπλήρωση των κενών µιας χρονοσειράς µπορεί να βασίζεται σε µετρήσεις 

γειτονικών σταθµών ή ακόµη και µόνο στις µετρήσεις της ελλιπούς χρονοσειράς. 

Αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη αυτού του 

συνήθους προβλήµατος, της συµπλήρωσης δηλαδή των ελλιπών 

υδροµετεωρολογικών δεδοµένων. Πιο συγκεκριµένα, µελετάται το πρόβληµα της 

ύπαρξης µεµονωµένων ή ακόµα και σποραδικών κενών στις χρονοσειρές και 

εξετάζεται η συµπλήρωσή τους µε χρήση των γειτονικών χρονικά παρατηρήσεων. 

Ανάλογα µε τη δοµή της αυτοσυσχέτισης της υπό εξέταση χρονοσειράς, διερευνάται 

αν η χρήση ενός σταθµισµένου τοπικού µέσου όρου είναι κατάλληλη και κάτω από 

ποιες προϋποθέσεις. Μελετώνται δύο τύποι δοµών αυτοσυσχέτισης (εκθετικής 

µορφής και αυτοσυσχέτιση µορφής δύναµης). Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν 

είναι ιδιαίτερα ικανοποιητικά και η προτεινόµενη µεθοδολογία ενδείκνυται για τη 

γρήγορή και άµεση συµπλήρωση µικρού πλήθους ελλιπών µετρήσεων. 

ABSTRACT 

The understanding of hydrometeorological phenomena is based on the study of 

existing observations (time series). Often, the time series have gaps, in other words, 

there are some periods with no measurements. Filling the missing values is necessary 

for further investigation of natural phenomena. In literature, there are many 

methodologies for infilling those gaps, but most of them, can expressed in a simple 

linear relationship. The interpolation can be based either on measurements of 

neighbouring gauges or on measurements of neighbouring time steps. 

In this diploma thesis, we study the problem of interpolation in time-series with 

sporadic gaps and we examine the interpolation by using neighboring observation in 

time (local average). Depending on the autocorrelation structure of time-series, we 

investigated whether the use of a weighted local average is appropriate for the 

infilling. Assuming that the underlying hydrometeorological process behaves like 

either a Markovian or a Hurst-Kolmogorov process we estimate the missing values 

using different techniques based on a weighted local average. In each of the cases we 

determine the unknown quantities so as to minimize the estimation mean square error. 

The results are very satisfactory and the proposed methodology is appropriate for 

quick and immediate filling of a small number of missing measurements. 





 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1 Η σηµασία της γνώσης του παρελθόντος στην υδρολογία: «µια 

µέτρηση=1000 υπολογισµοί» 

Οι θετικές επιστήµες έχοντας ως κύριο αντικείµενο την µελέτη φυσικών 

διεργασιών, βασίζονται στην παρατήρηση των φυσικών φαινοµένων. Ο κλάδος της 

υδρολογίας επίσης, στηρίζεται στην παρατήρηση των φυσικών-υδρολογικών 

διεργασιών (βροχόπτωση, εξάτµιση, διαπνοή κτλ.). Ο λόγος για τον οποίο η 

υδρολογία και γενικότερα οι γεωφυσικές επιστήµες στηρίχτηκαν σε µεγάλο βαθµό 

στην παρατήρηση των φυσικών φαινοµένων και στη µελέτη και επεξεργασία των 

υπαρχουσών µετρήσεων είναι το γεγονός ότι οι απλοί νόµοι της κλασικής µηχανικής 

(π.χ. διατήρηση µάζας, ορµής και ενέργειας) αδυνατούν να περιγράψουν  

ικανοποιητικά το χαοτικό χαρακτήρα των υδρολογικών συστηµάτων (υδρολογικές 

λεκάνες  ποταµοί, λίµνες, ατµόσφαιρα). Συνεπώς, η µελέτη της συµπεριφοράς ενός 

υδρολογικού συστήµατος στο παρελθόν αποτελεί µονόδροµο για την κατανόηση της 

σηµερινής και της µελλοντικής του συµπεριφοράς. 

Ειδικότερα, όταν µελετάται ένα έργο που στοχεύει στην ανάπτυξη και αξιοποίηση 

των υδατικών πόρων ή στην προστασία από τις πληµµύρες, το βασικότερο στοιχείο 

που καθορίζει το σχεδιασµό του έργου είναι η ποσότητα του νερού που µπορεί να 

αξιοποιηθεί ή το µέγεθος της πληµµύρας που καλείται να αντιµετωπιστεί. Επίσης, 

στην περίπτωση µελέτης ενός συστήµατος έργων, υδρευτικών, αρδευτικών, 

αντιπληµµυρικών ή υδροηλεκτρικών, πάλι θα πρέπει να γνωρίζουµε τη χρονική 

διακύµανση των ποσοτήτων νερού. Ο σωστός λοιπόν σχεδιασµός ενός υδραυλικού 

έργου που θα οδηγήσει στη βέλτιστη λύση, προϋποθέτει την άριστη γνώση των 

υδρολογικών φαινοµένων που επικρατούν στη συγκεκριµένη περιοχή ώστε να είναι 

δυνατή η ακριβέστερη πρόβλεψη της εξέλιξης των φυσικών διεργασιών. Οι µετρήσεις 

όµως εκτός από την άµεση και προφανή χρησιµότητά τους στον προγραµµατισµό, 

στο σχεδιασµό και στη λειτουργία των έργων έχουν και µια ευρύτερη επιστηµονική 

χρησιµότητα: την κατανόηση των φυσικών φαινοµένων και των µηχανισµών που τα 

διέπουν (Κουτσογιάννης, 2000). 

Συνεπώς, βασικός σκοπός της επιστήµης της υδρολογίας είναι οι κατανόηση και η 

προσοµοίωση των υδρολογικών διεργασιών. Η προσοµοίωση είναι η τεχνική της 

µίµησης ενός πραγµατικού συστήµατος όπως αυτό εξελίσσεται στο χρόνο. Στόχος 

έτσι της υδρολογίας είναι η σύνθεση µοντέλων που να µπορούν να περιγράφουν-
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προσοµοιώνουν µε µεγάλη ακρίβεια τις διάφορες φυσικές διεργασίες µε απώτερο 

στόχο την εκτίµηση ή ορθότερα την πρόβλεψη
2
 των µελλοντικών τιµών αυτών των 

διεργασιών. Η σωστή πρόβλεψη των φυσικών διεργασιών, ενισχύει την ασφάλεια των 

τεχνικών έργων (πρόβλεψη ακραίων γεγονότων) αλλά ταυτόχρονα καθιστά και 

οικονοµικότερο το σχεδιασµό του έργου (σωστή διαστασιολόγηση των κατασκευών). 

Η µελέτη λοιπόν των φυσικών αυτών διεργασιών και η κατανόηση τους βασίζεται 

σε µετρήσεις που γίνονται, σε διάφορες χρονικές κλίµακες, σε ειδικούς σταθµούς, µε 

τις απαραίτητες υποδοµές, εξοπλισµένους µε κατάλληλα όργανα
3
 για τη µέτρηση της 

βροχόπτωσης και άλλων µετεωρολογικών συνθηκών (µετεωρολογικοί και 

βροχοµετρικοί σταθµοί). Για τη µελέτη και την ορθή καταγραφή της κάθε φυσικής 

διεργασίας χρησιµοποιούνται διάφορα όργανα
4
. Οι νέες τεχνολογίες µετρήσεων που 

έχουν αναπτυχθεί (αυτόµατοι ψηφιακοί αισθητήρες µετρήσεων, τηλεµετρία, 

µετεωρολογικά ραντάρ κ.ά.) καθώς επίσης και το έµψυχο δυναµικό των αντίστοιχων 

σταθµών (καταρτισµένοι παρατηρητές, εκπαιδευµένα συνεργεία) βοηθούν ακόµη 

περισσότερο στην ακριβέστερη παρατήρηση των φυσικών διεργασιών. Η πα-

ρατήρηση αυτή των φυσικών φαινοµένων και η γνώση της χρονικής τους εξέλιξης 

έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία χρονοσειρών µε µετρήσεις. 

Με τον όρο χρονοσειρά, εννοούµε ένα σύνολο από παρατηρήσεις οι οποίες ανα-

φέρονται σε κάποιο συγκεκριµένο φυσικό µέγεθος και λαµβάνονται σε ορισµένες 

χρονικές στιγµές ή περιόδους οι οποίες ισαπέχουν µεταξύ τους. Λεπτοµερέστερος 

ορισµός της έννοιας της χρονοσειράς και οι διάφορες κατηγορίες χρονοσειρών που 

παρουσιάζονται στην υδρολογία δίνονται στο υποκεφάλαιο 2.3. 

1.2 Το πρόβληµα των ελλιπών δεδοµένων στις υδροµετεωρολογικές 

χρονοσειρές και η αναγκαιότητα συµπλήρωσής τους 

Η περιγραφή των υδρολογικών διεργασιών, όπως ήδη αναφέραµε, βασίζεται στη 

µελέτη και επεξεργασία των υπαρχουσών χρονοσειρών. Η επεξεργασία αυτών των 

χρονοσειρών οδηγεί στη δηµιουργία µοντέλων που αναπαράγουν τα στατιστικά 

                                                 
2
Το σηµαντικότερο αντικείµενο της στατιστικής είναι η εκτίµηση. Η εκτίµηση διακρίνεται σε 

εκτίµηση των παραµέτρων και την πρόγνωση. Τα δύο αυτά προβλήµατα (εκτίµηση παραµέτρων και 

πρόγνωση) αντιµετωπίζονται µε παρόµοιες µεθόδους στη στατιστική και για το λόγο αυτό 

αναφέρονται µε τον όρο εκτίµηση. 
3
 Όργανα σηµειακής µέτρησης βροχοπτώσεων: 

Βροχόµετρα : δίνουν την ολική σηµειακή βροχόπτωση και το ισοδύναµο νερού µιας χιονόπτωσης ανά 

ορισµένα χρονικά διαστήµατα, µε ανάγνωση της ένδειξης από έναν παρατηρητή.  

Βροχογράφοι : καταγράφουν µε απλό ωρολογιακό µηχανισµό την µεταβολή του ύψους βροχής στο 

χρόνο, περιγράφοντας έτσι τη χρονική κατανοµή της σηµειακής βροχόπτωσης (Κουτσογιάννης & 

Ξανθόπουλος, 1999 σ. 95). 
4
 Ακτινόµετρα, ανεµόµετρα, βαρόµετρα, βροχογράφοι, βροχόµετρα, εξατµησίµετρα, θερµόµετρα, 

υγρογράφοι κ.α. 
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χαρακτηριστικά των παρατηρήσεων µε αποτέλεσµα την περιγραφή της εκάστοτε 

φυσικής διεργασίας. Με την κατάλληλη επεξεργασία των χρονοσειρών µπορούµε να 

εκτιµήσουµε τις αντίστοιχες στοχαστικές ανελίξεις
5
 που αντιπροσωπεύουν τις 

συγκεκριµένες διεργασίες. 

Συµπεραίνοµε πως το πρόβληµα της περιγραφής µιας φυσικής διεργασίας 

σχετίζεται άµεσα µε την επεξεργασία και τη µελέτη των χρονοσειρών. Είναι λοιπόν 

προφανές πως όσο πιο αξιόπιστες είναι οι τιµές
6
 της χρονοσειράς που εξετάζουµε και 

όσο πιο µεγάλο είναι το µέγεθος του υδρολογικού δείγµατος τόσο πιο ολοκληρωµένη 

εικόνα θα αποκτήσουµε για την αντίστοιχη φυσική διεργασία και τόσο πιο αξιόπιστες 

θα είναι και οι εκτιµήσεις και οι προβλέψεις µας. 

Ένα από τα συνηθέστερα προβλήµατα το οποίο καλείται να αντιµετωπίσει όποιος 

ασχολείται µε την επιστήµη της υδρολογίας είναι η έλλειψη (συστηµατική ή µη) 

κάποιων µετρήσεων. Η έλλειψη αυτή µπορεί να οφείλεται σε διάφορους παράγοντες, 

ανθρωπογενείς ή µη, τυχαίους ή προκαθορισµένους. Πιο συγκεκριµένα, η έλλειψη 

µετρήσεων για συνεχείς χρονικές περιόδους µπορεί να οφείλεται σε κάποια φθορά 

του οργάνου µέτρησης ή σε κάποια διακοπή λειτουργίας λόγω ακραίων συνθηκών 

(π.χ. ακραία καιρικά φαινόµενα ή ακραίοι κοινωνικοοικονοµικοί παράγοντες). 

Πιθανή βλάβη των οργάνων  µπορεί να οδηγήσει σε συστηµατικά σφάλµατα των 

µετρήσεων µε αποτέλεσµα λάθος εκτίµηση των φυσικών διεργασιών. Έτσι οι 

εσφαλµένες αυτές τιµές, δεν λαµβάνονται υπόψη ή διορθώνονται κατάλληλα. Λάθη 

στο χειρισµό των οργάνων από το αρµόδιο προσωπικό, µπορούν να οδηγήσουν 

επίσης σε ελλιπείς µετρήσεις. Όλοι οι παραπάνω λόγοι έχουν ως αποτέλεσµα οι 

χρονοσειρές να έχουν πολλά κενά. Τα κενά αυτά µπορεί να είναι συγκεντρωµένα σε 

κάποια σηµεία ή και να παρουσιάζονται σποραδικά σε όλο το µήκος της χρονοσειράς. 

Η συµπλήρωση αυτών των κενών είναι αναγκαία για την περαιτέρω επεξεργασία 

των χρονοσειρών, όπως για παράδειγµα για την φασµατική ανάλυση και για την 

εκτίµηση της αυτοσυσχέτισης. Επίσης η µετάβαση σε άλλες χρονικές κλίµακες (π.χ. 

από µία χρονοσειρά ωριαίων µετρήσεων να παράγουµε την αντίστοιχη ηµερήσια) 

δυσχεραίνεται ιδιαίτερα από την παρουσία κενών. Επιπρόσθετα, τα κενά στις 

χρονοσειρές αλλοιώνουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά της διεργασίας µε 

αποτέλεσµα η ανέλιξη που θα παραχθεί να µην είναι αντιπροσωπευτική. Ο κίνδυνος 

αυτός είναι εντονότερος όταν τα κενά είναι πάρα πολλά συγκριτικά µε το µέγεθος του 

δείγµατος. Η παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών δυσχεραίνεται επίσης από την 

παρουσία κενών. 

Όλοι οι προαναφερθέντες λόγοι καταδεικνύουν τη σηµασία της συµπλήρωσης των 

ελλιπών τιµών στις χρονοσειρές. Η θεωρία των πιθανοτήτων και η στατιστική (και 

κυρίως η γεωστατιστική) διαδραµατίζουν πολύ σηµαντικό ρόλο στην συµπλήρωση 

αυτών των ελλιπών τιµών. Οι στατιστικές έννοιες και µέθοδοι είναι εργαλεία όχι 

                                                 
5
 Πρέπει να υπογραµµιστεί η διαφορά ανάµεσα σε µία στοχαστική ανέλιξη και µία χρονοσειρά, 

συγκεκριµένα, η χρονοσειρά αποτελεί υλοποίηση µίας στοχαστικής ανέλιξης. 
6
 Η αξιοπιστία των µετρήσεων εξαρτάται από πολλούς παράγοντες όπως : καταλληλότητα θέσης 

µέτρησης, καταλληλότητα και συντήρηση οργάνων, εµπειρία προσωπικού κ.α. 
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απλά χρήσιµα αλλά και απαραίτητα. Αν µία διεργασία δεν παρουσιάζει καθόλου 

αβεβαιότητα ή τυχαιότητα, τότε δε χρειάζεται η στατιστική προσέγγιση αφού τα 

ντετερµινιστικά µοντέλα µπορούν να περιγράψουν το φαινόµενο επακριβώς. Στις 

διεργασίες όµως που µελετά ο κλάδος της υδρολογίας σχεδόν πάντα υπάρχει ο 

παράγοντας της αβεβαιότητας ή τυχαιότητας και αυτό καθιστά σηµαντική τη γνώση 

των στατιστικών µεθόδων και µοντέλων. Η αβεβαιότητα που παρουσιάζεται στις 

υδρολογικές διεργασίες οφείλεται σε τρείς βασικές αιτίες (Hirsch, et al. p. 17.1):  

• στην εγγενή αβεβαιότητα και τυχαιότητα των φυσικών διεργασιών 

(βροχόπτωση, χιονόπτωση, θερµοκρασιακή µεταβολή) αλλά και των 

παραµέτρων που αποτελούν το υδρολογικό σύστηµα (τοπογραφία, 

υδροφόρος ορίζοντας, χαρακτηριστικά του εδάφους κ.α.) 

• στα σφάλµατα των δειγµάτων καθώς το µέγεθος τους είναι πολύ µικρό σε 

σχέση µε τον πληθυσµό της αντίστοιχης µεταβλητής που µελετάται που 

είναι πρακτικώς άπειρος. Ο µικρός όγκος των δειγµάτων έχει ως 

αποτέλεσµα την ανακριβή περιγραφή των αντίστοιχων διεργασιών 

• στην ανεπαρκή κατανόηση των διεργασιών που διέπουν ένα φυσικό 

φαινόµενο. 

Το πρόβληµα λοιπόν που καλείται να επιλύσει όποιος ασχολείται µε τη µελέτη και 

επεξεργασία των χρονοσειρών είναι η εκτίµηση των τιµών που λείπουν. Η εκτίµηση 

αυτή βασίζεται στις υπάρχουσες µετρήσεις από το συγκεκριµένο σταθµό, αλλά και σε 

άλλες µετρήσεις που αναφέρονται στην ίδια φυσική διεργασία, από άλλους 

γειτονικούς σταθµούς.  

Η βιβλιογραφία προσφέρει µια τεράστια ποικιλία από µεθόδους για την 

συµπλήρωση (είτε σε χρονική κλίµακα είτε σε χωρική) των ελλιπών δεδοµένων των 

χρονοσειρών. Ειδικά για τις υδροµετεωρολογικές παρατηρήσεις έχουν αναπτυχθεί 

διάφορες µεθοδολογίες, µερικές από τις όποιες είναι πολύ απλές αλλά και άλλες πολύ 

πιο σύνθετες. Αναλυτική περιγραφή των βασικότερων µεθόδων συµπλήρωσης 

ελλιπών δεδοµένων από υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές παρουσιάζεται σε επόµενα 

κεφάλαια. Ενδεικτικά αναφέρονται : η µέθοδος της µέσης τιµής (µε χρήση του ολικού 

ή τοπικού µέσου όρου), του σταθµισµένου µέσου όρου, των υπερετήσιων λόγων, η 

γραµµική παλινδρόµηση κ.α. Πολύ συχνά, χρησιµοποιούνται και στοχαστικά µοντέλα 

για την συµπλήρωση των ελλιπών δεδοµένων. Ευρέως διαδεδοµένη είναι επίσης στην 

υδρολογία, αλλά και σε άλλες επιστήµες, η µέθοδος kriging ή και παραλλαγές της, 

καθώς λαµβάνει υπόψη τη χωρική και χρονική συσχέτιση των µετρήσεων. Ωστόσο, η 

πληθώρα αυτή των µεθόδων, δεν συνεπάγεται δυστυχώς και ποικιλία στον τρόπο 

προσέγγισης του προβλήµατος. Οι περισσότερες µέθοδοι βασίζονται σε ένα 

ζυγισµένο – σταθµισµένο µέσο όρο των υπαρχουσών παρατηρήσεων (Koutsoyiannis 

& Langousis, 2010). 

Βασικό στοιχείο όµως στην συµπλήρωση των ελλιπών υδροµετεωρολογικών 

δεδοµένων είναι η κατανόηση της αντίστοιχης φυσικής διεργασίας. ∆εν είναι όλες οι 

µέθοδοι κατάλληλες για όλες τις διεργασίες, από την τεράστια αυτή ποικιλία µεθόδων 

θα πρέπει να επιλέγεται η καταλληλότερη. Επίσης, πρέπει να τονιστεί ότι σε καµία 
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περίπτωση η θεωρία των πιθανοτήτων και η στατιστική δεν επαρκούν για  να 

αντιµετωπιστεί η έλλειψη της υδρολογικής πληροφορίας. Για το λόγο αυτό στην 

τεχνική υδρολογία, όπως και σε άλλες επιστήµες του µηχανικού, η επιτυχής 

αντιµετώπιση των προβληµάτων προϋποθέτει, πέρα από τη γνώση των µαθηµατικών 

εργαλείων, ευρύτητα πνεύµατος, εµπειρία, αλλά και φαντασία και διαίσθηση 

(Κουτσογιάννης, 1996). 

1.3 Αντικείµενο της εργασίας 

Αντικείµενο αυτής της εργασίας είναι η διερεύνηση των διαφόρων µεθόδων που 

προτείνονται από τη βιβλιογραφία για τη συµπλήρωση των ελλιπών δεδοµένων των 

χρονοσειρών και η διατύπωση µιας εναλλακτικής µεθοδολογίας η οποία βασίζεται σε 

κατάλληλες παραδοχές λαµβάνοντας υπόψη τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά και το 

στοχαστικό χαρακτήρα των υδρολογικών διεργασιών. 

Πιο συγκεκριµένα, η παρούσα εργασία, ασχολείται µε τη συµπλήρωση ελλιπών 

τιµών στο χρόνο. Αρχικά παρουσιάζονται οι πιο διαδεδοµένες µέθοδοι συµπλήρωσης 

ελλιπών δεδοµένων που προτείνονται στη βιβλιογραφία, και στη συνέχεια 

διατυπώνεται µια εναλλακτική προσέγγιση του προβλήµατος. Η προτεινόµενη 

µεθοδολογία δεν αποτελεί κάποια ιδιαίτερα πολύπλοκη και εξεζητηµένη µέθοδο. 

Αντιθέτως πρόκειται για µια απλή και πολύ εύκολα εφαρµόσιµη µεθοδολογία η οποία 

χωρίς µεγάλο υπολογιστικό φόρτο κατορθώνει να ελαχιστοποιεί το σφάλµα της 

εκτίµησης. Η παρούσα µεθοδολογία είναι κατάλληλη για την συµπλήρωση 

µεµονωµένων κενών στις χρονοσειρές ή και λίγων συνεχόµενων ελλειπουσών τιµών 

(εξετάζεται η περίπτωση συµπλήρωσης µέχρι και τριών συνεχόµενων τιµών). Η 

επιτυχία της προτεινόµενης µεθόδου επαληθεύεται µειώνοντας το σφάλµα της 

εκτίµησης που υπολογίζεται µε διάφορες στατιστικές µεθοδολογίες. 

Η παρουσία µεµονωµένων κενών στις υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές και η 

ανάγκη συµπλήρωσής τους µόνο από τις µετρήσεις του ίδιου σταθµού (δηλαδή χωρίς 

τη χρήση µετρήσεων από γειτονικούς σταθµούς) δεν είναι σπάνιο φαινόµενο, και δεν 

έχει µόνο ακαδηµαϊκό ενδιαφέρον. Αντίθετα, παρουσιάζεται πολύ συχνά στη µελέτη 

παλαιοκλιµατικών δεδοµένων καθώς επίσης και στη µελέτη δεδοµένων από τον 19
ο
 

αιώνα ή το πρώτο µισό του 20
ου

 αιώνα, όπου είτε δεν υπήρχαν καθόλου 

υδροµετεωρολογικοί σταθµοί για να συλλέγουν δεδοµένα, είτε αυτοί που υπήρχαν 

ήταν αρκετά αραιά τοποθετηµένοι ώστε να µην είναι δυνατή η συσχέτιση των τιµών 

του σταθµού που παρουσιάζονται ελλείψεις µε κάποιον γειτονικό του. 

Στόχος λοιπόν αυτής της εργασίας δεν είναι η επανάληψη ή η σύγκριση των 

µεθόδων που χρησιµοποιούνται για την πρόβλεψη των ελλιπών τιµών, αλλά η 

παρουσίαση µιας νέας µεθοδολογίας η οποία βασίζεται σε λογικές παραδοχές και η 

οποία είναι ευκολότερη υπολογιστικά και ταυτόχρονα βέλτιστη στατιστικά (έχει το 

µικρότερο σφάλµα εκτίµησης). Η νέα αυτή µέθοδος αποτελεί επέκταση των 
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υπαρχουσών µεθόδων παλινδρόµησης, στηρίζεται στη µελέτη της δοµής 

αυτοσυσχέτισης που παρουσιάζεται σε κάθε υδροµετεωρολογική ανέλιξη και 

περιορίζεται στη συµπλήρωση λίγων, µεµονωµένων τιµών. 

1.4 ∆ιάρθρωση της εργασίας 

Η παρούσα εργασία αποτελείται από έξι κεφάλαια: 

 

• Το πρώτο κεφάλαιο αποτελεί µια εισαγωγή στο θέµα της εργασίας. 

Περιγράφει τη σηµασία των µετρήσεων στην υδρολογία καθώς επίσης και 

το πολύ συχνό πρόβληµα της έλλειψης µετρήσεων από ένα δείγµα και τις 

αιτίες που οδηγούν σε κενά στις χρονοσειρές. 

 

• Στο δεύτερο κεφάλαιο συνοψίζονται οι βασικές έννοιες των πιθανοτήτων, 

της στατιστικής και των στοχαστικών ανελίξεων, που χρησιµοποιούνται 

στη συνέχεια της εργασίας καθώς και οι ιδιαιτερότητες των υδρολογικών 

χρονοσειρών που πρέπει να λαµβάνονται υπόψη στη µελέτη των 

υδρολογικών φαινοµένων. 

 

• Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι συνήθεις µέθοδοι που 

χρησιµοποιούνται για τη συµπλήρωση ελλιπών τιµών στις 

υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές καθώς επίσης και οι βασικοί τρόποι 

αξιολόγησης των διάφορων µεθόδων µε βάση διάφορα εργαλεία της 

στατιστικής. 

 

• Το τέταρτο κεφάλαιο χωρίζεται σε δύο βασικά µέρη: το πρώτο µέρος 

ασχολείται µε την συµπλήρωση µεµονωµένων κενών στις χρονοσειρές και 

στο δεύτερο διερευνάται η συµπλήρωση σποραδικών ελλιπών τιµών (µέχρι  

τρείς συνεχόµενες). Όσον αφορά τη συµπλήρωση µεµονωµένων κενών 

εξετάζεται η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου στη θέση του ολικού που 

συχνά διαισθητικά αλλά ατεκµηρίωτα προτιµάται. Συγκεκριµένα, ανάλογα 

µε τη δοµή της αυτοσυσχέτισης της χρονοσειράς, εξετάζεται πότε και κάτω 

από ποιες προϋποθέσεις είναι καλύτερη η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου 

στη θέση του ολικού. Επίσης, διερευνάται η βελτίωση της εκτίµησης µε τη 

χρήση είτε ενός διευρυµένου τοπικού µέσου όρου, µε χρήση δύο 

γειτονικών µηνιαίων τιµών και των αντίστοιχων γειτονικών ετήσιων είτε 

µε τη χρήση ενός συνδυασµού του τοπικού µέσου όρου µε τον αντίστοιχο 

ολικό µε τη χρήση µιας παραµέτρου. Για λόγους πληρότητας εξετάζεται 

και η περίπτωση συµπλήρωσης µε σταθµισµένα βάρη που θεωρητικά 

αντιστοιχεί στη εφαρµογή µιας µεθόδου BLUE (µέθοδος kriging). Στο 
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δεύτερο µέρος εξετάζεται η συµπλήρωση συνεχών ελλιπών τιµών 

(εξετάζεται η περίπτωση τριών συνεχόµενων ελλιπών τιµών) και η 

µεθοδολογία που προτείνεται είναι η χρήση σταθµισµένων βαρών (µέθοδος 

kriging) καθώς δεν είναι δυνατή η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου γιατί οι 

αµέσως γειτονικές τιµές λείπουν. 

 

• Στο πέµπτο κεφάλαιο γίνεται µια εφαρµογή των προτεινόµενων 

µεθοδολογιών σε πραγµατικά δεδοµένα ώστε να επιβεβαιωθούν τα 

θεωρητικά αποτελέσµατα του τέταρτου κεφαλαίου. 

 

• Στο έκτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα που προκύπτουν για 

τη χρήση των διάφορων µεθόδων. Επιχειρείται επίσης και µια σύγκριση 

µεταξύ των διάφορων µεθοδολογιών που παρουσιαστήκαν ώστε να 

συµπεράνουµε ποια µέθοδος δίνει τα βέλτιστα αποτελέσµατα.  

 

• Η διπλωµατική εργασία συνοδεύεται επίσης από εφτά παραρτήµατα τα 

οποία περιέχουν τις αποδείξεις των µαθηµατικών σχέσεων που 

χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος 

κάθε µίας από τις προτεινόµενες µεθοδολογίες καθώς επίσης και πολλά 

διαγράµµατα που παραθέτονται για λόγους πληρότητας και αναφέρονται 

στις προτεινόµενες µεθοδολογίες. 



 



 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ο
  

2 ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΕΝΝΟΙΕΣ – ΟΡΙΣΜΟΙ 

2.1 Βασικά στοιχεία πιθανοτήτων 

Στα επόµενα κεφάλαια, για την µελέτη του προβλήµατος της συµπλήρωσης των 

κενών που παρουσιάζονται στις µετρήσεις των υδροµετεωρολογικών φαινοµένων, 

γίνεται χρήση διαφόρων εργαλείων της θεωρίας των πιθανοτήτων. Σκοπός µας εδώ 

δεν είναι να αναλύσουµε πλήρως τη θεωρία των πιθανοτήτων, αλλά µόνο να 

περιγράψουµε τα εργαλεία που χρησιµοποιούνται στα επόµενα κεφάλαια και 

βοηθούν στην κατανόηση των διαφόρων υδρολογικών διεργασιών. Πριν λοιπόν την 

ανασκόπηση των µεθόδων συµπλήρωσης των χρονοσειρών και την περεταίρω 

διερεύνηση του βέλτιστου τρόπου συµπλήρωσης των κενών, θα δοθούν οι ορισµοί 

των βασικών εννοιών και οι συµβολισµοί που θα χρησιµοποιηθούν στα επόµενα 

κεφάλαια ώστε να είναι ευκολότερη η ανάγνωση και η κατανόησή της εργασίας.  Οι 

ορισµοί που δίνονται βασίζονται στην θεµελίωση της θεωρίας πιθανοτήτων κατά 

Kolmogorov. 

2.1.1 Τυχαίες µεταβλητές 

Οι διάφορες υδρολογικές µεταβλητές, παρουσιάζονται και αντιµετωπίζονται ως 

τυχαίες µεταβλητές (τ.µ.). Τυχαία µεταβλητή Χ είναι µια συνάρτηση που σε κάθε 

απλό ενδεχόµενο ω ενός δειγµατικού χώρου
7
 Ω αντιστοιχεί ένα πραγµατικό αριθµό. 

∆ηλαδή, η τ.µ. αποτελεί απεικόνιση του δειγµατικού χώρου στο σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών ℝ. Εάν η τ.µ. παίρνει πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο 

πλήθος τιµών, ονοµάζεται διακριτή, ενώ εάν παίρνει άπειρο µη αριθµήσιµο πλήθος 

τιµών, ονοµάζεται συνεχής. Οι ανελίξεις
8
 που περιγράφουν τις υδροµετεωρολογικές 

διεργασίες και που θα εξεταστούν στη συνέχεια αποτελούνται από διακριτές τ.µ.. Στη 

                                                 
7
 Ως δειγµατικός χώρος Ω ορίζεται το σύνολο που τα στοιχεία του ω αντιστοιχούν στις δυνατές 

εκβάσεις ενός πειράµατος ή µιας διεργασίας. 
8
 Η µεταβολή της καταστάσεως ενός συστήµατος µέσα στο χρόνο ονοµάζεται ανέλιξη (process). 

Όπως διευκρινίζεται στο υδρογλωσσικό που είναι διαθέσιµο στον ιστότοπο http://www.itia.ntua.gr/dk-

el/hydroglossica/orologia, «…η λέξη ανέλιξη (από το ρήµα ανελίσσω = ξετυλίγω, εξελίσσοµαι) 

αποδίδει τον αγγλικό όρο process. Οι υδρολογικές διεργασίες περιγράφονται από µαθηµατικά µοντέλα 

που λέγονται ανελίξεις (στοχαστικές ανελίξεις)». 

Λεπτοµερής ορισµός της έννοιας της ανέλιξης και ειδικότερα της στοχαστικής ανέλιξης δίνεται στο 

υποκεφάλαιο 2.3. 
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συνέχεια, µε κεφαλαία και πλάγια στοιχεία του λατινικού αλφαβήτου (π.χ. Χ) θα 

συµβολίζοµε τις τ.µ. και µε πεζά (π.χ. x1, x2, …, xn) τις τιµές της, τα στοιχεία δηλαδή 

της αντίστοιχης χρονοσειράς. 

Η συνάρτηση της πραγµατικής µεταβλητή x που δίνεται από την εξίσωση 

 :xF (x) P(X x)= ≤  (2.1) 

ονοµάζεται συνάρτηση κατανοµής και ορίζεται ∀ x ∈ ℝ.  

Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ, δίνει την πιθανότητα η τ.µ. Χ να πάρει όλες της 

τιµές της µέχρι και την τιµή  x. 

Η παράγωγος της συνάρτησης κατανοµής, δηλαδή η 

 :x
dF(x)

f (x)
dx

=  (2.2) 

λέγεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. 

Αξίζει να σηµειωθεί πως ενώ για τις συνεχείς τ.µ. η συνάρτηση αυτή ορίζεται ∀ x ∈ 

ℝ, δεν ισχύει το ίδιο και για την περίπτωση των διακριτών µεταβλητών. 

2.1.2 Αναµενόµενες τιµές και παράµετροι κατανοµών 

Έστω Χ µια τ.µ. µε συνάρτηση κατανοµής Fx(x), τότε αν η Χ είναι συνεχής, 

ορίζεται ως αναµενόµενη τιµή ή µέση τιµή ή προσδοκία της Χ το µέγεθος 

 : :X

R

m E(X) x f(x)dx= = ∫  (2.3) 

ενώ αν η Χ είναι διακριτή µε τιµές 1 2, ,
n

x x x…  µε n ∈ ℤ, η αναµενόµενη τιµή παίρνει 

τη µορφή  

 
1

: :X

i

m E(X) x p(x)
∞

=

= =∑  (2.4) 

Η µέση τιµή µιας τ.µ. αποτελεί µια παράµετρο θέσης της αντίστοιχης κατανοµής 

και το φυσικό της νόηµα είναι η περιγραφή του κέντρου βάρους του σχήµατος που 

ορίζει η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε τον οριζόντιο άξονα. Η µέση τιµή 

ισοδυναµεί επίσης και µε την αντίστοιχη στατική ροπή ως προς τον κατακόρυφο 

άξονα του σχήµατος που περιγράφεται πιο πάνω µε δεδοµένο πως το εν λόγω εµβαδό 

ισούται µε 1 (Κουτσογιάννης, 1996 σ. 19). 

Αν g(X) είναι συνάρτηση της συνεχούς τ.µ. Χ τότε ορίζεται ως αναµενόµενη τιµή ή 

προσδοκία της g(X) το µέγεθος 

 [ ]: :g(X)

R

m E g(X) g(x) f(x)dx= = ∫  (2.5) 

ενώ στην περίπτωση που η τ.µ. Χ είναι διακριτή, και παίρνει τις τιµές 1 2, ,
n

x x x… µε n 

∈ ℤ, η παραπάνω σχέση γίνεται 
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 [ ]: :
n

i ig(X)

i=1

m E g(X) g(x )P(X x )= = =∑  (2.6) 

Στη ειδική περίπτωση που η συνάρτηση g(X) είναι της µορφής 
r

g(X) X=   

µε r = 0, 1, 2, …, n όπου n ∈ ℤ, το µέγεθος  

 :(r) r

X
m E X =    (2.7) 

ονοµάζεται ροπή περί την αρχή ή ροπή τάξης r της τ.µ. Χ, και για r=1 έχουµε την 

ροπή πρώτης τάξης η οποία προφανώς ταυτίζεται µε την µέση τιµή. 

Στη περίπτωση που 
r

Xg(X) (X - m )= µε r = 0, 1, 2, …, n όπου n ∈ ℤ, τότε το 

µέγεθος 

 :(r) r

X X
E (X - m ) µ =    (2.8) 

ονοµάζεται κεντρική ροπή τάξης r της Χ. 

Η κεντρική ροπή 2
ης

 τάξης (δηλαδή για r = 2) ισούται µε  

 [ ] 2 (2) 2: :
X X X

Var X s m E (X - m ) = = =    (2.9) 

και ονοµάζεται διασπορά της Χ. 

Η παράµετρος της διασποράς µιας τυχαίας µεταβλητής δηλώνει πόσο 

συγκεντρωµένες γύρω από τη µέση τιµή είναι οι τιµές της τυχαίας µεταβλητής. Το 

γεωµετρικό αντίστοιχο της διασποράς είναι η ροπή αδράνειας περί τον κατακόρυφο 

κεντροβαρικό άξονα του σχήµατος που ορίζει η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

µε τον οριζόντιο άξονα (Κουτσογιάννης, 1996 σ. 20).  

Η τετραγωνική ρίζα τις διασποράς: 

 [ ]X Var Xσ =  (2.10) 

έχει ίδιες διαστάσεις µε τη τ.µ. και ονοµάζεται τυπική απόκλιση. 

Ο συντελεστής µεταβλητότητας ορίζεται ως 

 
σ

:
X

X
v

X

C
m

=  (2.11) 

Η 3
η
 κεντρική ροπή περιγράφει την ασυµµετρία της κατανοµής και αντίστοιχα 

ορίζεται ο συντελεστής ασυµµετρίας  

 
(3)

3
:

X

X
s

X

C
µ

=
σ

 (2.12) 

Τέλος, η 4
η
 κεντρική ροπή χρησιµοποιείται ως παράµετρος κύρτωσης, περιγράφει 

δηλαδή πόσο ‘αιχµηρή’ είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας γύρω από την 

κορυφή της. Ο συντελεστής κύρτωσης είναι 
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(4)

4
:

X

X
k

X

C
µ

=
σ

 (2.13) 

2.1.3 Από κοινού ιδιότητες δύο τυχαίων µεταβλητών 

Οι ορισµοί που δόθηκαν πιο πάνω αναφέρονται σε µια µεµονωµένη τυχαία 

µεταβλητή. Στην υδρολογία όµως συχνά µας ενδιαφέρει η ταυτόχρονη µελέτη 

περισσότερων µεταβλητών. Έστω λοιπόν το ζεύγος (Χ, Υ) των τ.µ. και οι αντίστοιχοι 

δειγµατικοί χώροι (ΩΧ, ΩΥ). 

Η από κοινού συνάρτηση κατανοµής του ζεύγους των τ.µ. (Χ, Υ) ορίζεται ως  

 ( , ) : ( , )
XY

F x y P X x Y y= ≤ ≤  (2.14) 

Η παράγωγος της από κοινού συνάρτησης κατανοµής (µε την προϋπόθεση ότι αυτή 

είναι παραγωγίσιµη), όπως και στην περίπτωση της µεµονωµένης τ.µ., ορίζει τη 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των µεταβλητών, η οποία ισούται µε  

 
2 ( , )

: XY
XY

F x y
f

x y

∂
=

∂ ∂
 (2.15) 

Οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής και οι αντίστοιχες περιθώριες συναρτήσεις 

πυκνότητας πιθανότητας ορίζονται ως 

 ( ) : ( ) lim ( , )X XY
y

F x P X x F x y
→∞

= ≤ =  (2.16) 

 ( ) : ( ) lim ( , )
Y XY

x
F y P Y y F x y

→∞
= ≤ =   (2.17) 

 ( ) ( , )X XYf x f x y dy

+∞

−∞

= ∫  (2.18)

 ( ) ( , )Y XYf y f x y dx

+∞

−∞

= ∫  (2.19) 

για Χ και Υ αντίστοιχα. 

Σε αναλογία µε όσα είπαµε στην περίπτωση µεµονωµένων µεταβλητών, και εδώ, 

µπορούµε αναλόγως να ορίσουµε αναµενόµενες τιµές και ροπές. Πιο συγκεκριµένα, 

στη περίπτωση δύο τ.µ., η αναµενόµενη τιµή ή προσδοκία της συνάρτησης g(X,Y) 

ορίζεται από τη σχέση 

 [ ]( , ) : ( , ) ( , )XYE g X Y g x y f x y dydx

+∞ +∞

−∞ −∞

= ∫ ∫  (2.20) 

Η από κοινού ροπή p+q τάξης των Χ και Υ ορίζεται ως p qE X Y   και ισούται µε 

 ( , )p q p q

pq XYm E X Y x y f x y dx dy

+∞ +∞

−∞ −∞

 ≡ =  ∫ ∫  (2.21) 
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Ενώ από κοινού κεντρική ροπή τάξης p+q των Χ και Υ ορίζεται το µέγεθος  

 ( ) ( ) : ( ) ( ) ( , )
p q p q

pq X Y X Y XYE X m Y m x m y m f x y dx dyµ
+∞ +∞

−∞ −∞

 ≡ − − = − −  ∫ ∫  (2.22) 

Η πιο συχνά χρησιµοποιούµενη στην υδρολογία κεντρική ροπή δύο µεταβλητών είναι 

αυτή που προκύπτει για p = q = 1. Η ροπή αυτή συνήθως ονοµάζεται συνδιασπορά 

των Χ και Υ και ισούται µε  

 [ ] ( )( ) [ ]Cov , :
XY X Y X Y

X Y E X m Y m E XY m m≡ = − − = −  σ  (2.23) 

Η συνδιασπορά διαιρούµενη µε τις τυπικές αποκλίσεις των Χ και Υ µας δίνει τον 

αδιάστατο συντελεστή που ονοµάζεται συντελεστής συσχέτισης και συµβολίζεται µε 

ρΧΥ. ∆ηλαδή 

 
[ ]

[ ] [ ]
Cov ,

Var Var

XY
XY

X Y

X Y

X Y

σ
ρ

σ σ
= ≡  (2.24) 

Ο συντελεστής συσχέτισης µπορεί να λάβει τιµές από -1 έως και 1. 

Η έννοια όµως τις συσχέτισης υφίσταται και όταν έχουµε µία µόνο τ.µ.. Ο συντε-

λεστής συσχέτισης στην περίπτωση αυτή ονοµάζεται συντελεστής αυτοσυσχέτισης 

και αναφέρεται στη συσχέτιση µεταξύ των τιµών της τ.µ. για διάφορες τιµές 

υστέρηση
9
. ∆ηλαδή, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης περιγράφει τις ιδιότητες µιας 

χρονοσειράς στο πεδίο του χρόνου. 

Για παράδειγµα, έστω 1 2, ,
n

x x x… µε n ∈ ℤ οι τιµές µιας τ.µ. Χ, αν µετατοπίσουµε 

τη χρονοσειρά κατά 1 χρονικό βήµα εµπρός (δηλ. lag = 1) και εξετάσουµε τη 

συσχέτιση µεταξύ των διαφόρων τιµών της αρχικής χρονοσειράς και της 

µετατοπισµένης µπορούµε να εξάγουµε σηµαντικά συµπεράσµατα για το πόσο 

εξαρτηµένες είναι οι τιµές µεταξύ τους. Ο αντίστοιχος συντελεστής αυτοσυσχέτισης 

συµβολίζεται ρ1. 

 Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης  ρ(τ) µιας χρονοσειράς δίνεται λοιπόν από τη 

σχέση 

 
( )

( )
(0)

γ τ
ρ τ

γ
=  (2.25) 

όπου 

[ ] ( )( )( , ) : Cov ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C t X t X t t t t tτγ τ τ µ τ µ τ= = + = Ε Χ − Χ + − +    

και περιγράφει τη γραµµική συσχέτιση µεταξύ των τιµών x(t) και x(t+τ) της 

χρονοσειράς.  

                                                 
9
 Ο όρος υστέρηση χρησιµοποιείτε ευρέως στη στατιστική, και αναφέρεται στη µετατόπιση της 

χρονοσειράς κάποια χρονικά βήµατα εµπρός ή αντίστοιχα κάποια βήµατα πίσω. Πολύ συχνά 

συµβολίζεται ως lag. 
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Η γραφική παράσταση του συντελεστή αυτοσυσχέτισης σε σχέση µε την υστέρηση 

λέγεται συσχετόγραµµα και είναι πολύ χρήσιµη στην ανάλυση των χρονοσειρών. 

2.2 Βασικά εργαλεία στατιστικής – γεωστατιστικής 

Η στατιστική, είναι η επιστήµη που ασχολείται µε την οργάνωση, την ανάλυση και 

την παρουσίαση δεδοµένων. Η στατιστική δηλαδή συνίσταται στη συλλογή 

δεδοµένων, την περιγραφή και κυρίως την ανάλυση τους µε στόχο την εξαγωγή 

συµπερασµάτων. Ειδικότερα, τα στατιστικά µοντέλα προσπαθούν να προσαρµόσουν 

µαθηµατικές εξισώσεις στις χρονοσειρές µε στόχο την πρόβλεψη των άγνωστων 

ποσοτήτων. Αν για ένα φαινόµενο δεν υπάρχει καθόλου αβεβαιότητα ή τυχαιότητα 

τότε είναι προφανές πως δε χρειάζεται η στατιστική προσέγγιση αφού καθοριστικά 

µοντέλα (deterministic models) µπορούν να περιγράψουν το φαινόµενο επακριβώς. 

Στα πραγµατικά φαινόµενα και ειδικότερα στις υδρολογικές διεργασίες, που είναι το 

βασικό αντικείµενο της επιστήµης της υδρολογίας, σχεδόν πάντα υπάρχει ο 

παράγοντας της αβεβαιότητας ή τυχαιότητας κι αυτό κάνει σηµαντική τη γνώση των 

στατιστικών µεθόδων και µοντέλων. 

Η γεωστατιστική έχει υιοθετήσει πολλά στοιχεία από τη θεωρία των πιθανοτήτων 

καθώς επίσης και διάφορες στατιστικές µεθόδους που αποβλέπουν στην ανάλυση 

δεδοµένων στο χρόνο και στο χώρο. Βρίσκει έτσι τεράστια εφαρµογή στην επιστήµη 

της υδρολογίας. Πολλές υδρολογικές µεταβλητές δεν µπορούν να περιγραφούν 

ικανοποιητικά από ντετερµινιστικούς νοµούς. Αυτό το κενό καλείτε να καλύψει η 

γεωστατιστική. Η γεωστατιστική λοιπόν, αποτελείται από ένα σύνολο στατιστικών 

µεθόδων εκτίµησης, που αφορούν ποσότητες που µεταβάλλονται στο χρόνο αλλά και 

στο χώρο (Kitanidis σσ. 20.1-20.3). 

Θα πρέπει σε αυτό το σηµείο, να διαχωρίσουµε την έννοια του πληθυσµού και του 

δείγµατος. Πληθυσµός είναι µια οµάδα ή µια κατηγορία στην οποία αναφέρεται η 

τ.µ.. Ο πληθυσµός µπορεί να είναι είτε πεπερασµένος είτε άπειρος. Ενώ δείγµα είναι 

ένα υποσύνολο του πληθυσµού που εξετάζουµε και αναφέρεται σε ένα σύνολο 

µετρήσεων για το συγκεκριµένο πληθυσµό, για παράδειγµα οι τιµές της ηµερήσιας 

βροχόπτωσης από το 1995 έως το 2010. 

Για την επεξεργασία λοιπόν των δεδοµένων (χρονοσειρές παρατηρήσεων) 

βασιζόµαστε στην κλασική στατιστική και υπολογίζουµε τις εκτιµήτριες των ροπών 

(συνήθως στην υδρολογία χρησιµοποιούµε µέχρι και ροπές τρίτης τάξης
10

). 

Για κάθε παράµετρο η πληθυσµού µπορούν να βρεθούν µία ή περισσότερες 

στατιστικές συναρτήσεις της µορφής 1( ,..., )
n

Θ g X X=  κατάλληλες για την εκτίµηση 

                                                 
10

 Η εξαγωγή αµερόληπτων εκτιµητριών είναι αρκετά πολύπλοκη για την περίπτωση ροπών τάξης 

µεγαλύτερης του 3 και έχουν µεγάλη διασπορά για µικρά δείγµατα (Κουτσογιάννης, 1996 σ. 53). 
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αυτής της παραµέτρου. Σε αυτή την περίπτωση λέµε ότι η 1( ,..., )
n

Θ g X X=  είναι 

εκτιµήτρια της παραµέτρου η και η αριθµητική της τιµή 1( ,..., )
n

g x xθ = αποτελεί 

εκτίµηση της η. Υπάρχουν διάφορες κατηγορίες εκτιµητριών : 

• Μια συνάρτηση Θ είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της παραµέτρου η αν 

( )E Θ η= . ∆ιαφορετικά είναι µεροληπτική εκτιµήτρια και η διαφορά 

( )E Θ η−  λέγεται µεροληψία. 

• Μια στατιστική συνάρτηση Θ είναι συνεπής εκτιµήτρια της παραµέτρου η 

αν το σφάλµα εκτίµησης Θ -η  τείνει στο µηδέν µε πιθανότητα 1 για 

n →∞ . ∆ιαφορετικά είναι ασυνεπής εκτιµήτρια. 

• Μια στατιστική συνάρτηση Θείναι βέλτιστη εκτιµήτρια της παραµέτρου η 

αν το µέσο τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης ( )2
Θ -η

 
είναι ελάχιστο. 

• Μία στατιστική συνάρτηση Θ  είναι η πιο αποτελεσµατική εκτιµήτρια της 

παραµέτρου η αν είναι αµερόληπτη και έχει την ελάχιστη διασπορά. 

Οι τυπικές στατιστικές εκτιµήτριες που αναφέρονται σε στατιστικές ροπές του 

πληθυσµού και είναι ανεξάρτητες της συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας είναι : 

• ∆ειγµατική µέση τιµή 

Αποτελεί την πιο κοινή στατιστική συνάρτηση και είναι εκτιµήτρια της 

µέσης τιµής και ορίζεται από τη σχέση  

 
1

1 n

i

i

X X
n =

= ∑  (2.26) 

Η αριθµητική τιµή της  

 
1

1 n

i

i

x x
n =

= ∑  (2.27) 

ονοµάζεται παρατηρηµένη ή αριθµητική µέση τιµή ή απλώς µέσος όρος 

του δείγµατος. 

Επειδή ισχύει  

 [ ] [ ]Var
και Var

X
E X E X X

n
   = =     (2.28) 

η εκτιµήτρια είναι αµερόληπτη και συνεχής. 

• ∆ιασπορά και τυπική απόκλιση 

Η µεροληπτική εκτιµήτρια της διασποράς 
2

Xσ του πληθυσµού δίνεται από 

τη σχέση  

 

2

2 1

( )
n

i

i
X

X X

S
n

=

−
=
∑

 (2.29) 
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Στη περίπτωση που οι τ.µ. i
X  είναι ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες, 

η αµερόληπτη εκτιµήτρια της διασποράς γίνεται 

 *

2

2 1

( )

1

n

i

i
X

X X

S
n

=

−
=

−

∑
 (2.30)

11
 

• Τρίτη κεντρική ροπή και συντελεστής ασυµµετρίας 

Η µεροληπτική εκτιµήτρια της τρίτης κεντρικής ροπής του πληθυσµού 

δίνεται από την σχέση 

 
�

3

(3) 1

( )
n

i

i
X

X X

m
n

=

−
=
∑

 (2.31) 

Στη περίπτωση που οι τ.µ. i
X  είναι ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες, 

η αµερόληπτη εκτιµήτρια της τρίτης ροπής γίνεται 

 
�*

3

(3) 1

( )

( 1) ( 2)

n

i

i
X

X X

m
n n

=

−
=

− −

∑
 (2.32) 

Η εκτιµήτρια του συντελεστή ασυµµετρίας δίνεται από τη σχέση 

 �
�(3)

3X

X
S

X

M
C

S
=  (2.33) 

• Συνδιασπορά και συσχέτιση 

Η µεροληπτική εκτιµήτρια της συνδιασποράς δυο ανεξάρτητων τ.µ. Χ και 

Υ δίνεται από τη σχέση 

 1

( )( )
n

i i

i
XY

X X Y Y

S
n

=

− −
=
∑

 (2.34) 

Στη περίπτωση που οι τ.µ. i
X  είναι ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες, 

η αµερόληπτη εκτιµήτρια της συνδιασποράς γίνεται 

                                                 
11

 Παρατηρούµε πως γίνεται χρήση του n-1 αντί του  n. Όπως η δειγµατική µέση τιµή εκτιµά τη 

µέση τιµή του πληθυσµού µ, έτσι και η δειγµατική διασπορά s2 εκτιµά τη διασπορά του πληθυσµού. Αν 

γνωρίζαµε τη µ τότε θα τη χρησιµοποιούσαµε στον τύπο για τον υπολογισµό του s2, αλλά συνήθως η µ 

είναι άγνωστη. Οι παρατηρήσεις xi, τείνουν να είναι πιο κοντά στη x  παρά στη µ και άρα οι 

υπολογισµοί µε βάση τις αποκλίσεις xi − x  δίνουν µικρότερες τιµές από ότι αν χρησιµοποιούσαµε τις 

αποκλίσεις xi − µ. Για να αντισταθµίσουµε αυτήν την τάση για υποεκτίµηση της διασποράς του 

πληθυσµού διαιρούµε µε n − 1 αντί µε n. 
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* 1

( ) ( )

1

n

i i

i
XY

X X Y Y

S
n

=

− −
=

−

∑
 (2.35) 

Η εκτιµήτρια του συντελεστή συσχέτισης δίνεται από τη σχέση 

 
*

1

* *

2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

n

i i

iXY XY
XY

n n
X Y X Y

i i

i i

X X Y Y
S S

R
S S S S

X X Y Y

=

= =

− −
= = =

− −

∑

∑ ∑
 (2.36) 

2.3 Στοχαστικές ανελίξεις 

Πολλές υδροµετεωρολογικές διεργασίες είναι τόσο περίπλοκες, που µπορούν να 

ερµηνευθούν και να προσοµοιωθούν µόνο µε πιθανοτική θεώρηση. Τα υδρολογικά 

γεγονότα παρουσιάζουν τεράστια αβεβαιότητα και οι ανελίξεις που τα 

προσοµοιώνουν περιέχουν τυχαίους παράγοντες µε στοχαστικό χαρακτήρα. Οι 

στοχαστικές ανελίξεις
12

 και γενικότερα τα διάφορα στοχαστικά εργαλεία, 

χρησιµοποιούνται ευρύτατα στην υδρολογία γιατί διευκολύνουν την προσοµοίωση 

των φυσικών διεργασιών. Πιο συγκεκριµένα, η στοχαστική προσοµοίωση υπερτερεί 

έναντι των απλών αιτιοκρατικών νόµων, γιατί δίνει τη δυνατότητα παραγωγής (µε τη 

χρήση του κατάλληλου στοχαστικού µοντέλου) συνθετικών χρονοσειρών µε µήκος 

πολλαπλάσιο του πραγµατικού δείγµατος. Το ιστορικό δείγµα, σπανίως είναι αρκετό 

για την πρόβλεψη µε βεβαιότητα µελλοντικών γεγονότων και αυτό γιατί οι ιστορικές 

παρατηρήσεις δεν µπορούν να θεωρηθούν αντιπροσωπευτικές για όλες τις πιθανές 

µελλοντικές διακυµάνσεις ενός φαινοµένου, που µπορούν να εµφανιστούν κατά τη 

διάρκεια ζωής ενός έργου (Warren, Viessman Jr.; Gary L., Lewis σ. 535). Για το λόγο 

αυτό, είναι συνήθως αναγκαία η επέκταση των ιστορικών µετρήσεων. Ενώ λοιπόν η 

χρονοσειρά των πραγµατικών µετρήσεων έχει περιορισµένο µήκος, ένα στοχαστικό 

µοντέλο, βασισµένο στις υπάρχουσες µετρήσεις και λαµβάνοντας υπόψη τις 

ιδιαιτερότητες της εκάστοτε φυσικής διεργασίας που πρόκειται να προσοµοιωθεί, 

µπορεί να παράγει συνθετικές χρονοσειρές µε µήκος πολλαπλάσιο της ιστορικής, 

κατάλληλες για τη µελέτη και επεξεργασία του φαινοµένου. 

                                                 
12

 Όπως επισηµαίνεται στο υδρογλωσσικό που είναι διαθέσιµο στον ιστότοπο 

http://www.itia.ntua.gr/dk-el/hydroglossica/orologia, «…το επίθετο στοχαστικός εδώ δεν έχει τη 

σηµασία που έχει στην καθοµιλουµένη, αλλά αυτήν του τυχαίου. Με αυτή την έννοια έχει εισαχθεί ως 

επιστηµονικός όρος από τον Ελβετό µαθηµατικό Giacomo Bernoulli πριν 300 και πλέον χρόνια. Το 

επίθετο προέρχεται από το αρχαιοελληνικό ρήµα στοχάζοµαι µε την έννοια του εικάζω (η αρχική 

σηµασία του στοχάζοµαι είναι σηµαδεύω το στόχο, κατόπιν έγινε εικάζω, νοµίζω, και τέλος 

συλλογίζοµαι).». 
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Ένα µοντέλο που περιγράφει την πιθανοτική δοµή µιας ακολουθίας 

παρατηρήσεων ονοµάζεται στοχαστική ανέλιξη (Box and Jenkins, 1976 σ. 21). 

Αναλυτικότερα, οι στοχαστικές ανελίξεις αποτελούν οικογένειες τ.µ.. Για παράδειγµα 

µια τ.µ. Χt, όπου t είναι µια παράµετρος που παίρνει τιµές από ένα κατάλληλο σύνολο 

Τ. Το σύνολο Τ συνήθως παριστάνει χρόνο. Η χρονοσειρά αποτελεί την υλοποίηση 

µιας ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών η οποία είναι γνωστή ως στοχαστική ανέλιξη. 

Η θεωρία στοχαστικών ανελίξεων χρησιµοποιείται όταν η χρονοσειρά που µελετάµε 

αποτελείται από στοιχεία στοχαστικά εξαρτηµένα. 

Αν { }0,1, 2,...T =  δηλαδή η παράµετρος t αντιστοιχεί σε διακριτό χρόνο τότε έχου-

µε ανέλιξη σε διακριτό χρόνο. Η αντίστοιχη χρονοσειρά ονοµάζεται διακριτή 

χρονοσειρά. Η διακριτή χρονική κλίµακα είναι διαδεδοµένη για την περιγραφή 

υδρολογικών διεργασιών όπως η βροχόπτωση και η απορροή. Η διακριτή χρονοσειρά 

µπορεί να προκύψει µετά από ολοκλήρωση σε διαδοχικά διακριτά χρονικά 

διαστήµατα. Αν οι τιµές της χρονοσειράς έχουν σταθερό βήµα µεταξύ τους, τότε η 

χρονοσειρά λέγεται σταθερού βήµατος αλλιώς λέγεται µεταβλητού βήµατος. Μια 

χρονοσειρά µε ελλείπουσες τιµές την οποία πρόκειται να συµπληρώσουµε την 

ονοµάζουµε ελλιπή χρονοσειρά. Η χρονοσειρά ή οι χρονοσειρές που χρησιµοποιούµε 

για να συµπληρώσουµε µια ελλιπή χρονοσειρά ονοµάζεται χρονοσειρά αναφοράς. 

Σε αυτή την εργασία, θα ασχοληθούµε µε διακριτές χρονοσειρές σταθερού 

βήµατος, τις οποίες για λόγους απλότητας θα τις καλούµε στο εξής χρονοσειρές.  

Οι αναµενόµενες τιµές µίας στοχαστικής ανέλιξης ορίζονται όπως ακριβώς  

παρουσιαστήκαν και στην περίπτωση των τ.µ. στο υποκεφάλαιο 2.1.2. Ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον όµως παρουσιάζουν: 

Η µέση τιµή της ανέλιξης, δηλαδή η αναµενόµενη τιµή της µεταβλητής Χ(t) : 

 [ ]( )
t

E X tµ =  (2.37) 

Για διάφορες τιµές τ, µε τ ∈ ℤ, της υστέρησης (lag) ορίζεται η 

Αυτοσυνδιασπορά : 

 [ ] ( )( )( , ) : Cov ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C t X t X t t t t tτγ τ τ µ τ µ τ= = + = Ε Χ − Χ + − +    (2.38) 

∆ιασπορά : 

 [ ] [ ]0 ( , 0) Var ( ) Cov ( ), ( )C t X t X t X tγ = = =  (2.39) 

και ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης : 

 
[ ]

[ ] [ ]
Cov ( ), ( )

( , ) :
Var ( ) Var ( )

X t X t
t

X t X t

τ
ρ τ

τ

+
=

+
 (2.40) 

Για δύο διαφορετικές ανελίξεις Χ και Υ ορίζεται η ετεροσυνδιασπορά  

 [ ]( , ) : Cov ( ), ( )
XY

C t X t Y tτ τ= +  (2.41) 
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και ο συντελεστής ετεροσυσχέτισης  

 
[ ]

[ ] [ ]
Cov ( ), ( )

:
Var ( ) Var ( )

X t Y t

X t Y t

τ
ρ

τ
ΧΥ

+
=

+
 (2.42) 

των δύο µεταβλητών. 

Αξίζει να σηµειωθεί, όπως γίνεται φανερό και από τις πιο πάνω σχέσεις, πώς οι    

στατιστικές παράµετροι µιας στοχαστικής ανέλιξης, όπως για παράδειγµα η µέση 

τιµή ή η τυπική απόκλιση, µεταβάλλονται µε το χρόνο. Οι χρονοσειρές αυτές 

ονοµάζονται µη στάσιµες. 

Η ειδική περίπτωση ανελίξεων, που τα στατιστικά της χαρακτηριστικά 

παραµένουν σταθερά µε το χρόνο είναι οι στάσιµες ανελίξεις. Έτσι, µια στοχαστική 

ανέλιξη λέγεται στάσιµη µε την αυστηρή έννοια όταν η από κοινού συνάρτηση 

κατανοµής της ανέλιξης δεν επηρεάζεται από τη χρονική µεταβολή. Ειδική 

περίπτωση στάσιµης ανέλιξης έχουµε όταν η µέση τιµή µ της τ.µ. παραµένει σταθερή 

µε το χρόνο και η αυτοσυνδιασπορά της εξαρτάται µόνο από την µεταβολή του 

χρόνου. Η περίπτωση αυτή στασιµότητας ονοµάζεται στασιµότητα µε την ευρεία 

(ελαστική) έννοια. Συνοψίζοντας λοιπόν τις δυο προηγούµενες περιπτώσεις έχουµε: 

Στάσιµη µε την αυστηρή έννοια στοχαστική ανέλιξη: όλα τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά της ανέλιξης παραµένουν σταθερά µε χρόνο. 

Στάσιµη µε την ευρεία έννοια στοχαστική ανέλιξη: 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) (1) (2) ... ( ) σταθεράE x t E x E x E x n µ= = = = = =  

[ ] ( ) ( ) 2Cov ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X t X t E X t X t E X t X t Cτ µ τ µ τ µ τ + = − + − = + − =    
όπου τ η χρονική υστέρηση. 

Έτσι, µπορούµε να αναπαραστήσουµε µια στάσιµη (µε την αυστηρή έννοια) 

στοχαστική ανέλιξη µε την ακόλουθη σχέση 

 ( ) ( )t tµ εΖ = +  (2.43) 

όπου 

Ζ(t) η τιµή της τ.µ Z τη στιγµή t 

µ η µέση τιµή της στοχαστικής ανέλιξης 

ε(t) ένας τυχαίος όρος που ακολουθεί κατανοµή µε µέση τιµή 0 και συνδιασπορά που 

δίνεται από τον τύπο [ ]( ) ( ) ( )C h E t t hε ε= +  

Στην περίπτωση που δεν έχουµε στάσιµη (είτε µε την αυστηρή είτε µε την ευρεία 

έννοια) στοχαστική ανέλιξη, δεν µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση της 

συνδιασποράς, γιατί η µέση τιµή µεταβάλλεται για κάθε χρονική µεταβολή. Στην 

περίπτωση ασθενούς στασιµότητας (weak stasionarity) της στοχαστικής ανέλιξης που 

µελετάµε, δηλαδή η µέση τιµή να µεταβάλλεται ελαφρώς στην περιοχή που 
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εξετάζουµε και η διασπορά να αυξάνει όσο η περιοχή που εξετάζουµε διευρύνεται, 

πάλι η συνάρτηση της συνδιασποράς δεν είναι δυνατόν να οριστεί. 

Αυτό το κενό µελετήθηκε από το τον (Matheron, 1965), κάνοντας την παραδοχή 

ότι η µέση τιµή µπορεί µεν να µεταβάλλεται µε το χρόνο, αλλά για ένα µικρό χρονικό 

διάστηµα ( )t x x h h∆ = − + =  µπορεί να θεωρηθεί ως σταθερή. Έτσι έχουµε 

 [ ]( ) ( ) 0E Z t Z t h− + =  (2.44) 

Αν αντικαταστήσουµε τις συνδιασπορές µε τις αντίστοιχες τιµές της διασποράς των 

διαφορών των Z(x) και Z(x+h), σαν µέτρο για τον προσδιορισµό της συσχέτισης 

µεταξύ των τιµών της τ.µ. έχουµε ότι 

 [ ] ( ) [ ] [ ]2
Var ( ) ( ) ( ) ( ) 2Var ( ) 2Cov ( ) 2 ( )Z t Z t h E Z t Z t h Z t Z t hγ − + = − + = − = 

 (2.45) 

Η παραπάνω σχέση αποτελεί την εγγενή υπόθεση του Matheron (Matheron 

intrinsic hypothesis), και συνιστά ένα πολύ καλό εργαλείο για να αντιµετωπιστούν οι 

περιορισµοί των ασθενώς στάσιµων χρονοσειρών (weak stasionarity – second order 

stasionarity). Η ποσότητα γ(h) είναι γνωστή ως ηµιδιασπορά (semivariance) για 

υστέρηση h. Ο όρος ηµιδιασπορά στηρίζεται στο γεγονός ότι είναι το µισό της 

διασποράς.  

Στην περίπτωση οµοιόµορφου ισότροπου πεδίου, η συνάρτηση της ηµιδιασποράς 

συνδέεται µε την συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς µε την παρακάτω σχέση 

 ( ) (0) ( )h C C hγ = −  (2.46) 

για h →∞ ,
2( ) (0)h Cγ σ→ =  

αν όµως η Ζ(x) δεν είναι στάσιµη, τότε ( )hγ → ∞ για h →∞  

Η απεικόνιση της ηµιδιασποράς για διάφορες τιµές της υστέρησης είναι γνωστή 

ως ηµι-µεταβλητόγραµµα (semivariogram) ή συνηθέστερα απλός µεταβαλητόγραµµα 

(variogam)  (Webster & Oliver, 2001 σσ. 47-59). 

Μια άλλη πολύ σηµαντική ιδιότητα των στοχαστικών ανελίξεων είναι η 

εργοδικότητα. Η έννοια της εργοδικότητας σχετίζεται µε τον προσδιορισµό της 

κατανοµής µιας στοχαστικής ανέλιξης από µια σειρά παρατηρήσεών της. Πιο 

συγκεκριµένα, µια στάσιµη στοχαστική ανέλιξη ονοµάζεται εργοδική όταν κάθε 

παράµετρος της κατανοµής της µπορεί να προσδιοριστεί από µια απλή 

δειγµατοσυνάρτηση της ανέλιξης. Ένας γενικότερος ορισµός της εργοδικής 

στοχαστικής ανέλιξης  είναι ο εξής: µια ανέλιξη είναι εργοδική αν οι χρονικοί µέσοι 

είναι ίσοι µε τους συνολικούς µέσους (δηλαδή τις αναµενόµενες τιµές) 

(Κουτσογιάννης, 1996 σ. 36). 

Μια απλή στοχαστική ανέλιξη είναι ο λευκός θόρυβος. Για το λευκό θόρυβο έχουν 

δοθεί διάφοροι ορισµοί. Οι πιο σηµαντικοί είναι ο ορισµός που δόθηκε από τον 

Brown (1983), και αυτός που δόθηκε από τον Papoulis (1991). Πιο συγκεκριµένα, ο 
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Brown όρισε ως λευκό θόρυβο µια στάσιµη τυχαία ανέλιξη, η οποία έχει σταθερή 

συνάρτηση φασµατικής πυκνότητας
13

. Ενώ ο Papoulis θεωρεί ότι µια ανέλιξη V(t) 

είναι λευκός θόρυβος αν οι τιµές της V(ti) και V(tj) είναι ασυσχέτιστες για 

οποιοδήποτε ti και tj µε  ti ≠tj. ∆ηλαδή , 0i jE t t  =  . 

Γενικεύοντας τους δύο προηγούµενους ορισµούς µπορούµε να πούµε πως ο 

λευκός θόρυβος είναι µια ακολουθία από τυχαίες µεταβλητές Χ(t) οι οποίες έχουν 

µέση τιµή 0, σταθερή τυπική απόκλιση και είναι ασυσχέτιστες δηλαδή [ ]( ) 0E X t = , 

2 2( )E X t σ  =   και [ ], 0t t iE x x + = .  

Η συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς της τ.µ. X δίνεται από τη σχέση  

 [ ]

2 , 0

0, 0

a

k t t k

k

E X X

k

σ

γ +

 =


= = 


≠

 (2.47) 

Και η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης είναι 

 

1, 0

0, 0

k

k

k

ρ

 =


= 


≠

 (2.48) 

Η τ.µ. του λευκού θορύβου ακολουθεί δεδοµένη κατανοµή. Όταν η κατανοµή που 

ακολουθεί η τ.µ. είναι η κανονική κατανοµή, τότε ο η ανέλιξη του λευκού θορύβου 

λέγεται κανονική. 

  

                                                 
13

 Η συνάρτηση φασµατική πυκνότητας (Spectral Density Function) είναι το φάσµα ισχύος 

εκφρασµένο ως προς τις αυτοσυσχετίσεις,(Box and Jenkins, 1976 σ. 41) δηλαδή 
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2.4 Ιδιαιτερότητες υδρολογικών διεργασιών 

Οι υδρολογικές διεργασίες, όπως και οι περισσότερες φυσικές διεργασίες, 

παρουσιάζουν τεράστια ποικιλία και πολυπλοκότητα. Ο περίπλοκός αυτός 

χαρακτήρας καθιστά πολύ δύσκολή την µελέτη, την κατανόηση, την προσοµοίωση 

και τελικά την πρόβλεψη των φαινοµένων αυτών. Η στοχαστική προσοµοίωση 

χρησιµοποιείται στην υδρολογία ως µια αριθµητική µέθοδος η οποία µπορεί να 

επιλύσει πολύπλοκα προβλήµατα, λαµβάνοντας υπόψη την τυχαιότητα των φυσικών 

διεργασιών. Από την οπτική λοιπόν γωνία της θεωρίας των πιθανοτήτων, οι 

υδρολογικές διεργασίες αντιµετωπίζονται ως στοχαστικές ανελίξεις. 

Το γεγονός όµως ότι µια φυσική διεργασία περιγράφεται από µια στοχαστική 

ανέλιξη δεν σηµαίνει πως δεν υπακούει και σε κανένα αιτιοκρατικό νόµο. Αντιθέτως, 

τα υδρολογικά φαινόµενα εµφανίζουν κάποιες ιδιαιτερότητες, η γνώση των οποίων 

βοηθάει στην κατανόηση της χρονικής τους εξέλιξης και τελικά στην καλύτερη 

προσοµοίωση αυτών των φαινοµένων. Πιο συγκεκριµένα, τα υδρολογικά µεγέθη 

εµφανίζουν περιοδικές διακυµάνσεις κατά τη διάρκεια του έτους. Οι διακυµάνσεις 

αυτές οφείλονται στην ετήσια κίνηση της γης και στα µετεωρολογικά φαινόµενα που 

αυτή επηρεάζει. Οι περιοδικές αυτές διακυµάνσεις είναι γνωστές στη βιβλιογραφία 

ως προσδιοριστική συνιστώσα των διεργασιών. 

Έστω λοιπόν Χ(t) µια ανέλιξη σε συνεχή χρόνο και µια σειρά µετρήσεων σε τακτά 

χρονικά διαστήµατα (χρονοσειρά). Όπως είδαµε πιο πάνω, η στοχαστική ανέλιξη 

αποτελείται από µια στοχαστική συνιστώσα J(t) και µια προσδιοριστική D(t). ∆ηλαδή  

 ( ) ( ) ( )X t D t J t= +  (2.49) 

Στη βιβλιογραφία συχνά συµπεριλαµβάνονται στη ντετερµινιστική συνιστώσα και 

µακροχρόνιες τάσεις ή πολυετείς µεταβολές των µέσων χαρακτηριστικών της Χ(t). 

Όµως επειδή οι µεταβολές που προκαλούν αυτές τις τάσεις στις ανελίξεις δεν είναι 

πλήρως καθορισµένες, ουσιαστικά πρόκειται για τυχαίες διακυµάνσεις και ως τέτοιες 

αντιµετωπίζονται στη συνέχεια. Έτσι, το τυχαίο µέρος της ανέλιξης J(t) δεν είναι 

εντελώς τυχαίο, αλλά παρουσιάζει στοχαστική δοµή ή µνήµη. ∆ηλαδή, υπάρχει 

στοχαστική εξάρτηση µεταξύ γειτονικών τιµών. Η εξάρτηση αυτή, που περιγράφεται 

από τον συντελεστή συσχέτισης, µπορεί να είτε χρονική (για παράδειγµα η 

βροχόπτωση του Σεπτεµβρίου µιας συγκεκριµένης χρονιάς παρουσιάζει έντονη 

συσχέτιση µε την αντίστοιχη του ίδιου µήνα της επόµενης χρονιάς) είτε χωρική 

(δηλαδή οι µετρήσεις ενός βροχοµετρικού σταθµού αναµένεται να παρουσιάζουν 

έντονη συσχέτιση µε τις αντίστοιχες µετρήσεις ενός γειτονικού σταθµού). 

Οι υδρολογικές διεργασίες, για λόγους απλοποίησης των υπολογισµών, 

περιγράφονται από στοχαστικές ανελίξεις σε διακριτό χρόνο.  

Επίσης, για την ευκολότερη µελέτη των φαινοµένων, γίνονται οι παρακάτω 

παραδοχές: 
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• Οι ανελίξεις είναι στάσιµες (η κατανοµή κάθε µεταβλητής παραµένει 

σταθερή, ανεξάρτητα της χρονικής µεταβολής) 

• Οι ανελίξεις είναι εργοδικές (οι αναµενόµενες τιµές είναι ίσες µε τους 

χρονικούς µέσους) 

• Οι µεταβλητές που αναφέρονται σε διαφορετικές χρονικές τιµές είναι 

στοχαστικά ανεξάρτητες 

Έχοντας κάνει τις πιο πάνω παραδοχές µπορούµε να θεωρήσουµε ως τυχαία 

µεταβλητή τις ανελίξεις των ετήσιων ή των µηνιαίων τιµών (ή ακόµη και µικρότερων 

χρονικών κλιµάκων) και τις τιµές που παίρνει η πιο πάνω τ.µ. στα διάφορα 

υδρολογικά έτη να τις θεωρήσουµε ως διαφορετικές εµφανίσεις της ίδιας τ.µ. 

(Κουτσογιάννης, 1996 σ. 94). 

Όµως οι παραδοχές αυτές δεν έχουν γενική ισχύ. Ανάλογα  µε τη φυσική 

διεργασία που µελετάται και αναλόγως τη χρονική κλίµακα που εξετάζουµε, οι 

παραπάνω παραδοχές πρέπει να επανεξετάζονται και αν χρειάζεται να 

αναθεωρούνται. Απλά στάσιµα µοντέλα, βασισµένα στις παραπάνω παραδοχές δεν 

είναι συχνά η καλύτερη επιλογή για την προσοµοίωση των υδρολογικών διεργασιών 

λόγω των ιδιαιτεροτήτων που αυτές παρουσιάζουν. Οι πιο σηµαντικές ιδιαιτερότητες 

των υδρολογικών διεργασιών οι οποίες σχετίζονται µε τη χρονική εξέλιξη των 

φαινοµένων είναι (Koutsoyiannis, 2005) : 

• Εποχικότητα ή περιοδικότητα (seasonality) 

Όταν η χρονική κλίµακα που µελετάµε είναι µικρότερη από την ετήσια, τότε η 

υδρολογική διεργασία δεν είναι δυνατό να αντιµετωπιστεί ως στάσιµη λόγω της 

επιρροής της εκάστοτε εποχής του έτους στις ιδιότητες του φαινοµένου. Για 

παράδειγµα, η παραδοχή της στασιµότητας δεν ισχύει στην περίπτωση που η 

χρονοσειρά που εξετάζουµε είναι αυτή της µηνιαίας βροχόπτωσης γιατί τότε ανάλογα 

µε την εποχή του έτους (φθινόπωρο, χειµώνας, άνοιξη, καλοκαίρι) αναµένονται και 

αντίστοιχες διακύµανσης στις τιµές της αντίστοιχής χρονοσειράς. Στην περίπτωση 

αυτή, χρειάζεται να τυποποιήσουµε τις τιµές του δείγµατος (συνήθως η τυποποίηση 

γίνεται αφαιρώντας τη µέση τιµή και διαιρώντας µε την τυπική απόκλιση της 

χρονοσειράς) επιδιώκοντας η νέα χρονοσειρά (τυποποιηµένη) να είναι στάσιµη. 

Πρέπει να σηµειωθεί όµως πως δεν είναι εφικτό να µετατρέψουµε µια µη στάσιµη 

χρονοσειρά σε στάσιµη. Η νέα χρονοσειρά που προκύπτει µετά την τυποποίηση 

µπορεί να διατηρεί τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση σταθερή µε το χρόνο, αλλά 

δεν είναι σίγουρο πως θα διατηρούνται και οι υπόλοιπες στατιστικές ιδιότητες της 

χρονοσειράς όπως για παράδειγµα η αυτοσυσχέτιση και η κύρτωση. Στη περίπτωση 

αυτή λοιπόν, που µετά την τυποποίηση διατηρείται σταθερή µόνο η µέση τιµή και η 

τυπική απόκλιση, δεν έχουµε στάσιµη ανέλιξη αλλά κυκλοστάσιµη (cyclostationary) 

ή αλλιώς περιοδική. 

• Μακρά µνήµη (long-term persistence) 

Η µελέτη µεγάλων ιστορικών χρονοσειρών υδρολογικών και άλλων γεωφυσικών 

φαινοµένων έχει δείξει πως η αυτοσυσχέτιση των τιµών του δείγµατος είναι πολύ 



 

 

24 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

σηµαντική για µεγάλες χρονικές υστερήσεις (για παράδειγµα για υστέρηση 50 ή και 

100 χρόνια). Ο πρώτος που παρατήρησε και µελέτησε αυτήν την τάση ήταν ο 

βρετανός µηχανικός Harold Edwin Hurst το 1950, στα πλαίσια της µελέτης του 

φράγµατος του Ασουάν. Η έρευνα του Hurst βασίστηκε  στις καταγεγραµµένες 

χρονοσειρές της στάθµης του Νείλου από το  Νειλόµετρο στο νησί Roda στο Κάιρο 

(τη µεγαλύτερη καταγεγραµµένη υδρολογική χρονοσειρά). Παρατήρησε λοιπόν ο 

Hurst ότι τα έτη µε µεγάλη απορροή τείνουν να οµαδοποιούνται όπως επίσης και τα 

έτη µειωµένων παροχών. Περιέγραψε αυτή τη φυσική συµπεριφορά ως εξής: «Αν και 

σε τυχαία γεγονότα οµάδες υψηλών και χαµηλών τιµών συµβαίνουν, η τάση τους να 

εµφανίζονται σε φυσικά γεγονότα είναι µεγαλύτερη. Αυτή είναι η κύρια διαφορά 

µεταξύ φυσικών και τυχαίων γεγονότων» (Hurst, 1951). 

Παρόλο που το φαινόµενο αυτό παρατηρήθηκε το 1950 σε γεωφυσικές 

πραγµατικές χρονοσειρές, η µαθηµατική του περιγραφή είχε γίνει δέκα χρόνια 

νωρίτερα από τον Ρώσο µαθηµατικό Andrey Nikolaevich Kolmogorov. Έτσι είναι πιο 

δόκιµη η αναφορά στο φαινόµενο αυτό µε τον όρο «δυναµική Hurst – Kolmogorov». 

Στη συνέχεια της εργασίας θα χρησιµοποιούµε τη συντοµογραφία «δυναµική ΗΚ» 

για να αναφερθούµε στο παραπάνω φαινόµενο. 

Το ίδιο φαινόµενο αναφέρεται στην βιβλιογραφία και ως «φαινόµενο Ιωσήφ»
14

. 

Εναλλακτικές ονοµασίες του φαινοµένου αυτού είναι επίσης «φαινόµενο µακράς 

µνήµης», «εµµονή µακράς διάρκειας», «κλασµατική κίνηση Brown» (Koutsoyiannis, 

2006). Ο όρος «φαινόµενο µακράς µνήµης» δεν θεωρείται ιδιαίτερα εύστοχος, καθώς 

όπως αναφέρει ο (Koutsoyiannis, 2002), µια απλή και εύκολα κατανοητή εξήγηση 

του φαινοµένου Hurst βασίζεται στην τυχαία διακύµανση και µεταβλητότητα των 

υδροµετεωρολογικών διεργασιών που παρουσιάζεται σε διάφορες χρονικές κλίµακες. 

Συγκεκριµένα, ο (Koutsoyiannis, 2002) υποστηρίζει, πως το φαινόµενο Hurst 

ουσιαστικά βασίζεται στην έλλειψη µνήµης, που παρουσιάζεται σε µεγάλες χρονικές 

κλίµακες, παρά στη λογική της µακράς µνήµης και αυτό γιατί είναι λογικότερο η 

φύση να «ξεχνάει» τα στατιστικά χαρακτηριστικά (π.χ. τη µέση τιµή) κάποιας 

υδρολογικής διεργασίας για µεγάλες τιµές τις υστέρησης (π.χ. 100 χρόνια) παρά να 

προσπαθεί να τα διατηρεί. Η εξήγηση αυτή βασίζεται στη διαπίστωση ότι το κλίµα 

µεταβάλλεται ακανόνιστα, για άγνωστους λόγους σε όλες τις χρονικές κλίµακες.  

Η συµπεριφορά αυτή δεν απαντάται αποκλειστικά σε υδρολογικές χρονοσειρές, 

αλλά και σε άλλες γεωφυσικές διεργασίες όπως για παράδειγµα στην ένταση πνοής 

ανέµων, στις µέσες σηµειακές και παγκόσµιες θερµοκρασίες, στις απορροές σε 

διάφορους ποταµούς κ.α. Το φαινόµενο Hurst, θεωρείται από πολλούς ως ένα από τα 

σηµαντικότερα άλυτα προβλήµατα της υδρολογίας(Mesa, Oscar J.; Poveda, German, 

1993) και η παρουσία του αυξάνει δραµατικά την αβεβαιότητα στις υδρολογικές 

αλλά και γενικότερα στις κλιµατικές διεργασίες. 

                                                 
14

 Η ονοµασία αυτή δόθηκε από τον Benoit Mandelbrot,  και βασίζεται στο µύθο της παλαιάς 

διαθήκης που αναφέρει τις επτά ισχνές και επτά παχιές αγελάδες που επισκέφθηκαν τον Φαραώ στον 

ύπνο του. 
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Γίνεται λοιπόν φανερό πως η παραδοχή για ανεξάρτητα γεγονότα και ανεξάρτητες 

µεταβλητές, σε πολλές περιπτώσεις δεν ευσταθεί και δεν είναι ρεαλιστική σε σχέση 

µε την δοµή της συσχέτισης που εµφανίζεται στη φύση.  Τα µοντέλα που 

προτείνονταν από τους (Box and Jenkins, 1976) και που δεν είχαν ουσιαστικά µνήµη 

(short memory ή short-range dependence) αφού η δοµή της αυτοσυσχέτισης τους 

ήταν τέτοια που µειώνονταν πολύ γρήγορα µε τον αντίστοιχο χρόνο υστέρησης, 

αποδείχτηκαν ακατάλληλα για την περιγραφή των υδρολογικών διεργασιών. Ακόµη 

και αν προσπαθήσουµε να προσοµοιώσουµε µια διεργασία που παρουσιάζει µακρά 

µνήµη µε µοντέλα ασθενής µνήµης (όπως για παράδειγµα µοντέλα ARMA ή 

ανελίξεις Markov) τα αποτελέσµατα δεν θα είναι ικανοποιητικά καθώς θα απαιτείται 

η χρήση πολλών παραµέτρων, γεγονός που τα καθιστά πρακτικώς ακατάλληλα 

(Beran, 1992). 

• Έλλειψη συνέχειας (intermittency) 

Στις µικρές χρονικά κλίµακες (ηµερήσια, ωριαία κ.α.) µερικές υδρολογικές 

διεργασίες παρουσιάζουν ασυνέχειες. Για παράδειγµα η τυχαία µεταβλητή που 

παριστάνει τη βροχόπτωση παίρνει είτε θετικές τιµές, όταν υπάρχει βροχόπτωση είτε 

µηδενικές, όταν δεν υπάρχει καθόλου βροχόπτωση. Η ιδιαιτερότητα αυτή έχει ως 

αποτέλεσµα τη δηµιουργία ασυνέχειας στην περιθώρια κατανοµή πιθανότητας του 

ύψους βροχής στο σηµείο µηδέν. Αυτή η ασυνέχεια πρέπει να συµπεριληφθεί στο 

µοντέλο της προσοµοίωσης ώστε τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν να είναι κοντά 

στην πραγµατικότητα. 

• Ασυµµετρία (skewness) 

Η ασυµµετρία που παρουσιάζεται στη συνάρτηση κατανοµής των χρονοσειρών 

των υδρολογικών ανελίξεων, είναι µία ακόµη ιδιαιτερότητά τους. Η ασυµµετρία είναι 

ιδιαίτερα έντονη στις µικρότερες χρονικά κλίµακες. Έτσι, ενώ άλλα φυσικά 

φαινόµενα περιγράφονται από κανονικές κατανοµές, συµµετρικές µε κωδωνοειδές 

σχήµα, οι υδρολογικές διεργασίες και ειδικότερα όταν αναφερόµαστε σε µικρές 

κλίµακες, παρουσιάζουν έντονη ασυµµετρία και πρέπει να λαµβάνεται υπόψη στην 

προσοµοίωση.  

Η ασυµµετρία που παρουσιάζεται στις υδρολογικές µεταβλητές γίνεται εύκολα 

κατανοητή µε το παράδειγµα της βροχόπτωσης. Η βροχόπτωση, σαν φυσικό µέγεθος, 

έχει έντονα τυχαίο χαρακτήρα, παρουσιάζει µεγάλη διασπορά, έχει έντονη θετική 

ασυµµετρία και σχήµα πυκνότητας πιθανότητας τύπου ανεστραµµένου J. Αυτό 

συµβαίνει γιατί το µεγαλύτερο µέρος των τιµών της είναι κοντά στο µηδέν (δεν 

υπάρχει βροχόπτωση), ενώ παράλληλα εµφανίζονται και ακραίες θετικές τιµές 

(δηλαδή έντονη βροχόπτωση) µε µικρή βέβαια πιθανότητα. Λαµβάνοντας επίσης 

υπόψη πως δεν είναι δυνατό να υπάρξουν αρνητικές τιµές, οδηγούµαστε σε θετικά 

ασύµµετρες κατανοµές µε µεγάλη «ουρά» προς τα δεξιά (Κουτσογιάννης, 1996 σ. 

24).
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3 ΣΥΝΗΘΕΣΤΕΡΕΣ ΜΕΘΟ∆ΟΙ  ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ 

ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

3.1 Εισαγωγή 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το πρόβληµα της ύπαρξης ελλιπών τιµών είναι 

σύνηθες στις υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές. Τα κενά που υπάρχουν στις 

χρονοσειρές δυσχεραίνουν την επεξεργασία των δεδοµένων, οπότε είναι επιθυµητή η 

συµπλήρωσή τους. Η συµπλήρωση, ακόµα κι αν είναι πρόχειρη εκτίµηση µε µεγάλα 

περιθώρια σφάλµατος, µπορεί να είναι πολύ χρήσιµη, κυρίως όταν θέλουµε να 

εξαγάγουµε χρονοσειρές µικρότερης διακριτότητας. Λόγω της σηµασίας της 

συµπλήρωσης αυτών των ελλείψεων έχουν προταθεί πολλές διαφορετικές µέθοδοι. 

Κοινό χαρακτηριστικό όλων των µεθόδων είναι ότι στηρίζονται στις υπάρχουσες 

µετρήσεις, είτε από τον ίδιο σταθµό είτε από γειτονικούς, προκειµένου να εκτιµήσουν 

τις τιµές που λείπουν.  

Οι µέθοδοι συµπλήρωσης υπάγονται σε δύο γενικές κατηγορίες, τις εµπειρικές και 

τις στατιστικές. Οι στατιστικές µέθοδοι µπορούν αν αναλυθούν σε µεθόδους 

βασισµένες στην γραµµική παλινδρόµηση και σε µεθόδους βασισµένες σε 

στοχαστικά µοντέλα. 

Η έννοια της συµπλήρωσης είναι πολύ κοντινή µε την έννοια της επέκτασης
15

 µιας 

υδροµετεωρολογικής χρονοσειράς. Τον όρο συµπλήρωση τον χρησιµοποιούµε όταν 

το δείγµα µας παρουσιάζει λίγα κενά (π.χ. 1 έως 3), τα οποία πρέπει να 

συµπληρωθούν ενώ τον όρο επέκταση όταν λείπουν συστηµατικά πολλές 

συνεχόµενες τιµές. Αυτό που επιδιώκουµε µε την επέκταση και τη συµπλήρωση είναι 

η απόκτηση ενός δείγµατος µελέτης µε µεγαλύτερο µήκος από το αρχικό και κατά 

συνέπεια µεγαλύτερη αξιοπιστία εκτιµήσεων. 

                                                 
15

  Η συµπλήρωση και η επέκταση είναι ουσιαστικά το ίδιο πράγµα, πρόκειται δηλαδή για την 

εκτίµηση τιµών που δεν υπάρχουν, αλλά έχουν διαφορετικούς στόχους και γίνονται µε διαφορετικές 

µεθόδους. Η συµπλήρωση γίνεται σε λίγες τιµές, µε στόχο τη διευκόλυνση εξαγωγής χρονοσειρών 

µικρότερης διακριτότητας, και η ακρίβεια της εκτίµησης δεν έχει µεγάλη σηµασία ενώ η επέκταση 

γίνεται γιατί η επεκτεταµένη χρονοσειρά µπορεί, σε σχέση µε την αρχική, να οδηγεί σε καλύτερη 

εκτίµηση των στατιστικών παραµέτρων ή να έχει χαρακτηριστικά πιο κοντά στα χαρακτηριστικά της 

διεργασίας που εκπροσωπεί. 
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Παρά τη µεγάλη ποικιλία σε µεθόδους συµπλήρωσης ελλιπών δεδοµένων, οι 

περισσότερες µέθοδοι θα µπορούσαν να περιγραφούν από µια απλή γραµµική σχέση 

 1 1 2 2 ...
n n

Y w x w x w x e= + + + +  (3.1) 

όπου 

wj είναι µια αριθµητική σταθερά (συντελεστής βαρύτητας) 

e είναι το σφάλµα της εκτίµησης 

Όλες οι µέθοδοι συµπλήρωσης εκτιµούν τους διάφορους συντελεστές βαρύτητας 

wj. Οι στατιστικές µέθοδοι υπερτερούν έναντι των απλών εµπειρικών µεθόδων διότι 

δίνουν περισσότερες πληροφορίες για το σφάλµα της εκτίµησης e (όπως για 

παράδειγµα τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση του σφάλµατος [ ]:
e

E eµ =  και 

[ ]: Vare eσ = .  

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι πιο διαδεδοµένες µέθοδοι συµπλήρωσης 

υδροµετεωρολογικών χρονοσειρών και περιγράφονται τα θετικά και τα αρνητικά 

στοιχεία κάθε µεθόδου. 

3.2 Απλές – εµπειρικές µέθοδοι 

Οι µέθοδοι που περιγράφονται σε αυτό το σηµείο, παρέχουν πρόχειρες εκτιµήσεις 

των ελλιπών τιµών και το βασικό τους πλεονέκτηµα είναι η γρήγορη και απλή τους 

εφαρµογή χωρίς πολλές αριθµητικές πράξεις. Στην περίπτωση λοιπόν που οι 

ελλείψεις είναι σποραδικές και αφορούν µικρές χρονικές περιόδους (για παράδειγµα 

µερικές µέρες µέχρι λίγους µήνες) συχνά χρησιµοποιούνται για τη συµπλήρωση 

αυτών των κενών, κάποια από τις ακόλουθες απλές εµπειρικές µεθόδους: 

• Η µέθοδος της µέσης τιµής 

Πρόκειται για την απλούστερη µέθοδο συµπλήρωσης, κατά την οποία η τιµή που 

λείπει συµπληρώνεται µε το µέσο όρο των υπαρχουσών τιµών της ελλιπούς 

χρονοσειράς. Η µέση τιµή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη συµπλήρωση 

ελλειπουσών τιµών όταν δεν µπορεί να βρεθεί κάποια συσχέτιση (συσχέτιση είτε µε 

τις τιµές της ίδιας της χρονοσειράς, είτε µε άλλους γειτονικούς σταθµούς) που θα 

βοηθούσε στη συµπλήρωση των κενών. 

Πιο συγκεκριµένα, η µέθοδος της µέσης τιµής εκφράζεται ως εξής 

 
1

1 n

i

i

Y x
n =

= ∑  (3.2) 

όπου 

Υ η τιµή που λείπει από τη χρονοσειρά 
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n το µέγεθος του δείγµατος της χρονοσειράς 

xi οι υπάρχουσες τιµές της χρονοσειράς 

Όπως είναι φανερό, η σχέση (3.2) προκύπτει από την (3.1), αν θεωρήσουµε για 

όλες τις τιµές xi βάρη ίσα µε 
1

n
, δηλαδή wj=

1

n
 για κάθε j. Έτσι στη περίπτωση αυτή 

συµπληρώνουµε την ελλείπουσα τιµή της χρονοσειράς µε τον αριθµητικό µέσο των 

µετρήσεων. 

Η µέθοδος της µέσης τιµής, αν και γρήγορη και απλή στην εφαρµογή, δεν 

προσφέρεται για τη συµπλήρωση χρονοσειρών µε πολλά κενά, γιατί τότε 

αλλοιώνονται σηµαντικά τα στατιστικά χαρακτηριστικά της χρονοσειράς που 

περιγράφουν τη φυσική διεργασία. Πιο συγκεκριµένα, η εφαρµογή της µέσης τιµής 

έχει ως αποτέλεσµα την υποεκτίµηση της τυπικής απόκλισης του συµπληρωµένου 

δείγµατος. Επίσης, για µηνιαίες ή ηµερήσιες µετρήσεις, η τιµή που συµπληρώνει το 

κενό πρέπει να είναι η µέση µηνιαία ή η µέση ηµερήσια αντίστοιχα για το 

συγκεκριµένο µήνα ώστε να λαµβάνεται υπόψη η περιοδικότητα. 

• Μέθοδος των κανονικών λόγων 

Πρόκειται για µια γενίκευση της µεθόδου του αριθµητικού µέσου µε την διαφορά 

ότι για τη συµπλήρωση της ελλείπουσας τιµής λαµβάνονται υπόψη  οι µετρήσεις 

γειτονικών σταθµών, οι οποίες σταθµίζονται µε βάση τις αναλογίες των ετήσιων 

τιµών τις τ.µ., σύµφωνα µε τον τύπο : 

 
1

1 n
Y

Y i

i i

H
h h

n H=

= ∑  (3.3) 

όπου  

ΗΥ και Ηi οι µέσες ετήσιες τιµές (συχνά αποκαλούµενες και κανονικές, εξ ου και η 

ονοµασία της µεθόδου) του σταθµού Υ που θέλουµε να συµπληρώσουµε τις 

ελλείπουσες τιµές και του γειτονικού σταθµού i αντίστοιχα. 

Η µέθοδος των κανονικών λόγων είναι πολύ απλή και ευρέως διαδεδοµένη. ∆ίνει 

συντελεστή βαρύτητας σε κάθε γειτονικό σταθµό. Συνήθως επιλέγονται τρείς 

σταθµοί, οι οποίοι απέχουν περίπου ίσες αποστάσεις και περιβάλλουν τον υπό 

συµπλήρωση σταθµό. Η µέθοδος αυτή έχει ευρεία εφαρµογή στη συµπλήρωση 

χρονοσειρών βροχοπτώσεων. Τα ύψη βροχής των γειτονικών βροχοµετρικών 

σταθµών σταθµίζονται µε βάση τις αναλογίες των µέσων ετήσιων βροχοπτώσεων 

σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση. 

• Μέθοδος της αντίστροφης απόστασης 

Και αυτή η µέθοδος είναι µια γενίκευση της µεθόδου του αριθµητικού µέσου µε τη 

διαφορά ότι εδώ λαµβάνονται υπόψη για τη στάθµιση των επιµέρους υψών βροχής τα 

αντίστροφα των αποστάσεων των σταθµών, υψωµένα σε κατάλληλη δύναµη. Η τιµή 

λοιπόν που λείπει στο σταθµό Υ υπολογίζεται από τη σχέση 
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1

n

Y i i

i

h w h
=

=∑  (3.4) 

όπου ο συντελεστής βάρους  wi δίνεται από τη σχέση 

 

1

b

i
i n

b

i

i

d
w

d

−

−

=

=

∑
 (3.5) 

όπου di είναι η απόσταση του σταθµού i από το σταθµό Υ και b είναι σταθερά που 

κατά κανόνα λαµβάνεται ίση µε 2. 

3.3 Μέθοδοι βασισµένες στη γραµµική παλινδρόµηση 

Παλινδρόµηση ονοµάζεται κάθε συσχέτιση η οποία στηρίζεται στη µέθοδο των 

ελαχίστων τετραγώνων και πρακτικά ταυτίζεται µε τη συσχέτιση, αφού η µέθοδος 

των ελαχίστων τετραγώνων χρησιµοποιείτε σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις. Η 

συσχέτιση µεταξύ διαφορετικών χρονοσειρών µπορεί να µας δώσει χρήσιµα 

συµπεράσµατα σχετικά µε τον βαθµό της φυσικής συσχέτισης των δεδοµένων (π.χ. 

λόγω γεωγραφικής θέσης). 

Η παλινδρόµηση εξετάζει λοιπόν τη συσχέτιση που παρουσιάζεται στις 

παρατηρήσεις του προς συµπλήρωση σταθµού µε κάποιους γειτονικούς σταθµούς 

αναφοράς (έναν ή και περισσότερους). Η τυπική χρήση της παλινδρόµησης στην 

τεχνική υδρολογία αφορά στη συµπλήρωση των ελλείψεων ενός υδρολογικού 

δείγµατος µε βάση κάποιο πληρέστερο δείγµα, το οποίο συσχετίζεται µε το πρώτο, ή 

και την επέκταση του πρώτου δείγµατος. 

Στην τεχνική υδρολογία χρησιµοποιείται ευρύτατα η γραµµική παλινδρόµηση. Η 

επιλογή της γραµµικής παλινδρόµησης δεν γίνεται µόνο για λόγους απλότητας, αλλά 

και γιατί αποτελεί τη βέλτιστη παλινδρόµηση για µεταβλητές που ακολουθούν 

κανονική κατανοµή. Η κανονική κατανοµή είναι πολύ διαδεδοµένη γιατί συχνά είναι 

κατάλληλη για µεταβλητές που αναφέρονται σε µεγάλες χρονικές κλίµακες ώστε σε 

κάθε διάστηµα να αντιστοιχεί µεγάλος αριθµός υδρολογικών επεισοδίων. Η 

καταλληλότητα της κανονικής κατανοµής εξηγείται από το κεντρικό οριακό 

θεώρηµα
16

. 

Η µέθοδος της γραµµικής παλινδρόµησης είναι κατάλληλη για παράδειγµα, για τη 

συµπλήρωση ετήσιων υψών βροχής ή και µηνιαίων τιµών. Για χρονικές περιόδους 

                                                 
16

 Το κεντρικό οριακό θεώρηµα συνοψίζεται ως εξής: το άθροισµα ανεξάρτητων και όµοια 

κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών τείνει στην κανονική κατανοµή όσο το άθροισµα των 

προσθετέων τείνει στο άπειρο. 
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µικρότερες του µήνα, η µέθοδος δεν θεωρείται κατάλληλη, γιατί συνήθως ο 

συντελεστής συσχέτισης παίρνει αρκετά χαµηλές τιµές. 

Υπάρχουν δυο βασικές κατηγορίες παλινδρόµησης στην υδρολογία: η απλή και η 

πολλαπλή. Απλή παλινδρόµηση είναι αυτή που χρησιµοποιεί ένα µοναδικό δείγµα ως 

δείγµα αναφοράς, ενώ πολλαπλή αυτή που ως δείγµατα αναφορά έχει περισσότερα 

από ένα. Στη συνέχεια θα αναφερθούµε στην απλή γραµµική παλινδρόµηση και στις 

διάφορες κατηγορίες αυτής. 

Πρέπει να τονίσουµε πως στις µεθόδους που περιγράφονται παρακάτω, θα πρέπει 

να λαµβάνεται υπόψη η εποχικότητα, που είναι βασικό χαρακτηριστικό των 

υδρολογικών διεργασιών. Αν για παράδειγµα η χρονοσειρά που εξετάζεται είναι 

ηµερήσια ή µηνιαία, θα πρέπει ουσιαστικά να θεωρήσουµε δώδεκα διαφορετικές 

χρονοσειρές µία για όλους τους Ιανουαρίους, µία για τους Φεβρουαρίου, κτλ, και να 

γίνουν δώδεκα γραµµικές παλινδροµήσεις. Επίσης, για να πραγµατοποιηθεί η 

παλινδρόµηση, πρέπει το σύνολο των χρονοσειρών που θα χρησιµοποιηθούν, 

ανεξάρτητες και εξαρτηµένες, να έχουν κοινή περίοδο µετρήσεων, δηλαδή σύνολο 

χρονικών στιγµών για τις οποίες υπάρχουν τιµές σε όλες τις χρονοσειρές. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι βασικοί τύποι απλής γραµµικής παλινδρόµησης 

που έχουν ευρεία εφαρµογή στην υδρολογία. 

• Οµογενής γραµµική παλινδρόµηση (ή παλινδρόµηση µε µηδενικό σταθερό 

όρο) 

Αν Y η τιµή που λείπει από τη χρονοσειρά και Χi οι υπάρχουσες µετρήσεις τότε µε 

βάση την οµογενή γραµµική παλινδρόµηση θα έχουµε 

 Y wX=  (3.6) 

όπου 
[ ]

2 22

XY X Y

X X

E YX
w

E X

σ µ µ
σ µ

+
= =

+  
 (αποτελεί µεροληπτική λύση) 

Η χρήση της οµογενούς γραµµικής παλινδρόµησης (οµογενής ευθεία) για 

επέκταση του δείγµατος, θα πρέπει γενικά να αποφεύγεται γιατί οδηγεί σε µεροληψία 

ως προς την εκτίµηση της µέσης τιµής αλλά και της διασποράς. Ωστόσο, στη 

περίπτωση συµπλήρωσης λίγων τιµών, οι οποίες δεν επηρεάζουν τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά του δείγµατος µπορεί η µέθοδος αυτή να είναι κατάλληλη. 

• Απλή γραµµική παλινδρόµηση (χωρίς όρο σφάλµατος) 

Η απλή γραµµική παλινδρόµηση είναι η γνωστή µεθοδολογία βέλτιστης 

προσαρµογή µίας ευθείας στο καρτεσιανό επίπεδο όπου διατάσσονται διάφορα 

σηµεία. Η απλή γραµµική παλινδρόµηση βασίζεται στην αρχή των ελάχιστων 

τετραγώνων, δηλαδή δίνεται µία λύση η οποία ελαχιστοποιεί το άθροισµα των 

τετραγώνων των αποστάσεων των σηµείων από την ευθεία. Στην απλή γραµµική 

παλινδρόµηση οι τιµές της ελλιπούς χρονοσειράς Υ συσχετίζονται γραµµικά µε τις 

τιµές µιας άλλης χρονοσειράς αναφοράς Χ που µπορεί να έχει ίδια ή σχετικά 
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δεδοµένα. Για παράδειγµα, µια χρονοσειρά από παροχές µπορεί να συσχετιστεί µε 

µια χρονοσειρά βροχοπτώσεων.  

Σύµφωνα λοιπόν µε τη γραµµική παλινδρόµηση, η προς συµπλήρωση τιµή Υ, 

εκτιµάται από την αντίστοιχη τιµή Χ του γειτονικού σταθµού (για την περίοδο όπου 

σηµειώνεται η έλλειψη στον υπό εξέταση σταθµό) µε βάση τη σχέση 

 Y a bX= +  (3.7) 

όπου α και  b παράµετροι που εκτιµώνται ώστε να ελαχιστοποιείτε το τετραγωνικό 

σφάλµα της εκτίµησης. Αν xi και yi ταυτόχρονες µετρήσεις στους σταθµούς Χ και Υ 

αντίστοιχα, τη χρονική στιγµή i τότε 

 1 1 1 1

2
2

2

1
1 1

( ) ( )

( )

n n n n

i i i i i i

i i i i

n
n n

i
i i

i
i i

n x y x y x x y y

b

x xn x x

= = = =

== =

− − −
= =

  −
 
 

∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑
 (3.8) 

και 

 a y bx= −  (3.9) 

όπου ,x y  οι µέσες τιµές των xi και yi αντίστοιχα, δηλαδή 
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∑
 (3.10) 

και n το µήκος του δείγµατος. 

Ο βαθµός καταλληλότητας της µεθόδου για τα συγκεκριµένα δεδοµένα αποδίδεται 

από το µέγεθος  

 1

2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

n

i i

i

n n

i i

i i

x x y y
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x x y y
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∑ ∑
 (3.11) 

ή ισοδύναµα  

 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

n n n

i i i i

i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n x y x y

r

n x x n y y

= = =

= = = =

−
=

      
− −      
         

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 (3.12) 

Το µέγεθος αυτό ονοµάζεται συντελεστής γραµµής συσχέτισης και οι τιµές του 

κυµαίνονται στο διάστηµα [-1,1]. Όσο πιο κοντά στο -1 ή στο 1 βρίσκεται η τιµή του 
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r, τόσο ισχυρότερη είναι η συσχέτιση. Η µηδενική τιµή του συντελεστή συσχέτισης 

εκφράζει ανυπαρξία συσχέτισης. 

Για να είναι στατιστικά σηµαντική η συσχέτιση θα πρέπει ο συντελεστής r να είναι 

σε απόλυτη τιµή µεγαλύτερος από την κρίσιµη τιµή 

 
2

c
r

n
≈  (3.13) 

Θετική τιµή του συντελεστή συσχέτισης δείχνει ότι η αύξηση στην τιµή του x 

συνδέεται µε την αύξηση στην τιµή του y. Αντίθετα, η αρνητική τιµή του συντελεστή 

συσχέτισης δείχνει ότι η αύξηση στην τιµή του x συνδέεται µε τη µείωση στην τιµή 

του y. Στην περίπτωση βέβαια των υδρολογικών µεταβλητών, έχει κυρίως νόηµα η 

θετική τιµή του συντελεστή συσχέτισης. 

Ωστόσο, η µέθοδος της απλής γραµµικής παλινδρόµησης έχει το µειονέκτηµα ότι 

το διευρυµένο δείγµα που παράγεται µε την εφαρµογή της µεθόδου δίνει µεν 

αµερόληπτη εκτίµηση της µέσης τιµής αλλά η εκτίµηση της διασποράς είναι 

µεροληπτική. 

• Οργανική συσχέτιση 

Η οργανική συσχέτιση εφαρµόζεται κυρίως στην επέκταση δειγµάτων όπου είναι 

επιθυµητή η διατήρηση των στατιστικών χαρακτηριστικών του αρχικού (προ της 

συµπλήρωσης) δείγµατος. Στη µέθοδο της οργανικής συσχέτισης, δεν υπάρχει η 

απαίτηση για ελαχιστοποίηση του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος, όπως συµβαίνει 

στη περίπτωση της απλής γραµµικής παλινδρόµησης, αντίθετα, εκτιµώνται οι 

παράµετροι της συσχέτισης διατηρώντας την αρχική µέση τιµή και διασπορά. 

Η χρήση της οργανικής συσχέτισης είναι ίδια όπως και στη περίπτωση της 

γραµµικής παλινδρόµησης χωρίς όρο σφάλµατος. Η µόνη διαφορά τους είναι ο 

τρόπος εκτίµησης της παραµέτρου b. 

Συγκεκριµένα, η παράµετρος b δίνεται από το τύπο 

 sgn( ) X
XY

Y

b
σ

ρ
σ

=  (3.14) 

όπου sgn( )
XY

ρ είναι το πρόσηµο του συντελεστή συσχέτισης (+1 ή -1). 

Ο όρος του προσήµου έχει τεθεί για να είναι συνεπής η εκτίµηση µε την 

πραγµατικότητα, δηλαδή για θετικά συσχετισµένες µεταβλητές να προκύπτει θετική 

τιµή του συντελεστή b και αντίστροφα. 

Σε αναλογία µε όσα αναφέρθηκαν στη περίπτωση της απλής γραµµικής 

παλινδρόµησης, για να έχει νόηµα η εφαρµογή της οργανικής συσχέτισης θα πρέπει ο 

συντελεστής r να είναι σε απόλυτη τιµή µεγαλύτερος από την κρίσιµη τιµή: 

 
2

max 0.5,Cr
n

 
≥  

 
 (3.15) 
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• Απλή γραµµική παλινδρόµηση µε τυχαίο όρο (όρο σφάλµατος) 

Όταν στη γραµµική παλινδρόµηση, όπως στην περίπτωση της απλής γραµµικής 

παλινδρόµησης, δεν χρησιµοποιείται τυχαίος όρος, οι εκτιµηµένες τιµές έχουν µεν τη 

µεγαλύτερη πιθανότητα να είναι πληρέστερα στις πραγµατικές, αλλά η διασπορά του 

συµπληρωµένου δείγµατος θα έχει υποεκτιµηθεί. Για την αντιµετώπιση αυτού του 

προβλήµατος, προσθέτουµε στη σχέση της απλής γραµµικής παλινδρόµησης χωρίς 

όρο σφάλµατος, ένα τυχαίο όρο ε και έχουµε 

 Y a bX ε= + +  (3.16) 

µε  

 21
Y

Z aε σ ρ= −  (3.17) 

όπου : 

Ζ: ασυσχέτιστη κανονική τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή 0 και διασπορά 1 

ρ: συντελεστής συσχέτισης µεταξύ y και x 

α: συντελεστής εξαρτώµενος από το πλήθος των τιµών των χρονοσειρών 

Στην εφαρµογή της µεθόδου, όπως φαίνεται και από την προηγούµενη σχέση, ο 

όρος του σφάλµατος δεν εκτιµάται, αλλά γεννάται ή προσοµοιώνεται. 

Χρησιµοποιείται δηλαδή µια γεννήτρια τυχαίων αριθµών Ζ η οποία παράγει τις 

τυχαίες τιµές του σφάλµατος ε (Κουτσογιάννης, 1996 σσ. 231-232). Πρέπει όµως να 

τονίσουµε πως η εισαγωγή τυχαίου όρου δεν έχει νόηµα για µικρό αριθµό ελλείψεων. 

Η τεχνική της εισαγωγής του τυχαίου όρου µπορεί να χρησιµοποιηθεί εναλλακτικά 

της οργανικής συσχέτισης, µάλιστα διατηρώντας καλύτερα τον αρχικό συντελεστή 

συσχέτισης. Η µεθοδολογία έχει το µειονέκτηµα της µη επαναληψιµότητας των 

αποτελεσµάτων για διαφορετικές γεννήτριες τυχαίων αριθµών ή διαφορετικών 

συνθηκών αρχικοποίησης. 

Στη βιβλιογραφία υπάρχουν και άλλες µέθοδοι γραµµικής παλινδρόµησης, όπως 

για παράδειγµα πολλαπλή γραµµική παλινδρόµηση, όµως δεν κρίνεται σκόπιµο να 

αναλυθούν όλες οι υπάρχουσες µέθοδοι σε αυτό το σηµείο. 

3.4 Μέθοδοι βασισµένες σε στοχαστικά µοντέλα 

Μια άλλη µεθοδολογία, η οποία και αυτή ουσιαστικά αποτελεί γενίκευση της 

γραµµικής παλινδρόµησης, βασίζεται στη χρήση στοχαστικών µοντέλων για τη 

συµπλήρωση των κενών που παρουσιάζονται στις χρονοσειρές (Salas, 1993 σσ. 

19.43-19.48). 

• Χρήση µοντέλου AR(1) και PAR(1) 
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Αυτά τα µοντέλα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη συµπλήρωση ελλιπών 

τιµών από χρονοσειρές όταν δεν υπάρχουν διαθέσιµα δεδοµένα από γειτονικούς 

σταθµούς. 

Έστω χρονοσειρά που περιγράφεται από ένα µοντέλο ΑR(1): 

 1( )
t Y t Y t

Y Yµ ϕ µ ε−= + − +  (3.18) 

όπου οι παράµετροι του µοντέλου µπορούν να εκτιµηθούν από τα διαθέσιµα 

δεδοµένα. 

Αν λείπει µια τιµή Yt, αλλά είναι γνωστή η προηγούµενη τιµή, Yt-1, τότε η Yt 

µπορεί να εκτιµηθεί από τη πιο πάνω σχέση. Το παραπάνω µοντέλο όµως, 

προϋποθέτει στάσιµη χρονοσειρά. Σε περίπτωση που έχουµε µη στάσιµη χρονοσειρά, 

τότε θα πρέπει να την κάνουµε στάσιµη πριν εφαρµόσουµε το πιο πάνω µοντέλο. 

Στη περίπτωση που η χρονοσειρά που εξετάζουµε είναι µηνιαία ή ηµερήσια, θα 

πρέπει να ληφθεί υπόψη η εποχικότητα. ∆ηλαδή, θα έχουµε 12 παραµέτρους φ και 12 

µέσες τιµές µΥ, µία για κάθε µήνα. Για κάθε ελλείπουσα τιµή θα χρησιµοποιείται και 

το κατάλληλο ζεύγος παραµέτρων. Το µοντέλο αυτό ονοµάζεται PAR(1). 

Είναι φανερό πως το µοντέλο AR(1) ή PAR(1) προκύπτει από γραµµική 

παλινδρόµηση της ελλιπούς χρονοσειράς µε την ίδια χρονοσειρά αλλά υστερηµένη 

κατά 1. 

Η χρήση του πιο πάνω µοντέλου είναι κατάλληλη µόνο όταν δεν υπάρχουν 

γειτονικοί σταθµοί µε διαθέσιµες χρονοσειρές, που να µπορεί να συσχετιστεί η 

ελλιπής χρονοσειρά. Επίσης, ο Salas (1993), αναφέρει πως το πιο πάνω µοντέλο δεν 

επαρκεί για τη συµπλήρωση των κενών στις χρονοσειρές, όταν λείπουν διαδοχικές 

τιµές διότι τότε όλες οι τιµές που συµπληρώνονται, εκτός της πρώτης, θα είναι 

συσχετιζόµενες µε τις προηγούµενές τους µε αποτέλεσµα να πολλαπλασιάζεται το 

σφάλµα. 

• Πολύµεταβλητά µοντέλα 

Όταν κάνουµε συσχέτιση της χρονοσειράς αναφοράς (δηλαδή της χρονοσειράς 

που θα χρησιµοποιήσουµε για τη συµπλήρωση) και παράλληλα χρησιµοποιήσουµε 

και την αυτοσυσχέτιση, τότε έχουµε ένα πολυµεταβλητό µοντέλο. 

Έστω Υt οι τιµές της ελλιπούς χρονοσειράς και 
(1) (2) ( )

, , ,
t t t

n
X X X… οι τιµές των 

χρονοσειρών αναφοράς, τότε η γενική µορφή του µοντέλου είναι  

 
1 2

(1) (1) (2) (2)

1 0 0

...
t j t j

p pp

t j t j j j t

j j j

Y a b Y b X b X ε
− −−

= = =

= + + + + +∑ ∑ ∑  (3.19) 

όπου  

, , 1,...,ja b j p=  και (1)

1, 0,...,
j

b j p=  και (2)

2, 0,...,
j

b j p=  είναι παράµετροι που 

µπορούν να εκτιµηθούν από τα διαθέσιµα δεδοµένα. 
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Συχνά, η συσχέτιση της ελλιπούς χρονοσειράς µε τις χρονοσειρές αναφοράς µε 

υστέρηση µεγαλύτερη από 0, είναι πολύ µικρή για χρονικές κλίµακες ίσες ή 

µεγαλύτερες της ηµέρας όπως επίσης και η αυτοσυσχέτιση για υστέρηση µεγαλύτερη 

του 1. Έτσι χρησιµοποιούµε το πιο πάνω πολυµεταβλητό µοντέλο µε τις εξής 

παραµέτρους 1p =  και 1 2 ... 0p p= = = . Άρα η (3.19) γίνεται 

 (1) (1) (2) (2)

1 1 0 0 ...
t tt t t

Y a b Y b X b X ε−= + + + + +  (3.20) 

Η προηγούµενη σχέση αποτελεί έκφραση της πολλαπλής γραµµικής 

παλινδρόµησης. 

3.5 Μέτρα αξιολόγησης µεθόδων συµπλήρωσης χρονοσειρών 

Προκειµένου να αξιολογήσουµε τις διάφορες µεθόδους συµπλήρωσης ελλιπών 

υδροµετεωρολογικών δεδοµένων, ώστε να αποφανθούµε για το ποία είναι αυτή που 

δίνει τα καλύτερα αποτελέσµατα, δηλαδή την καλύτερη εκτίµηση της ελλείπουσας 

τιµής, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε διάφορα µέτρα σφάλµατος, που προτείνονται 

στη βιβλιογραφία.  

Τα πιο ευρέως χρησιµοποιήσιµα είναι: 

• το σφάλµα πρόγνωσης (forecast error) 

Ορίζεται ως η διαφορά της πραγµατικής τιµής t
x  (της τιµής δηλαδή που 

έχει παρατηρηθεί) από την αντίστοιχη εκτιµηµένη τιµή t̂
x (της αντίστοιχης 

δηλαδή τιµής που έχει εκτιµηθεί µε την χρήση κάποιας µεθόδου 

συµπλήρωσης). Συγκεκριµένα, 

 ˆ
t t t

e x x= −  (3.21) 

• µέση απόκλιση σφάλµατος (mean deviation, MD) 

Εκφράζει τη µεροληψία (bias) της µεθόδου εκτίµησης και δίνεται από το 

τύπο 

 
1

1
MD

n

t

t

e
n =

= ∑  (3.22) 

• µέση απόλυτη απόκλιση (mean absolute deviation, MAD) 

 
1

1
MAD

n

t

t

e
n =

= ∑  (3.23) 

• µέσο τετραγωνικό σφάλµα (mean square error, MSE) 

 
2 2

1 1

1 1
ˆMSE ( )

n n

t t t

t t

e x x
n n= =

= = −∑ ∑  (3.24) 
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• τετραγωνική ρίζα του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (root mean square 

error, RMSE) 

 2 2

1 1

1 1
ˆRMSE ( )

n n

t t t

t t

e x x
n n= =

= = −∑ ∑  (3.25) 

• µέσο ποσοστιαίο σφάλµα (mean percent error, MPE) 

 
1

1
MPE

n
t

t t

e

n x=

= ∑  (3.26) 

• µέσο απόλυτο ποσοστιαίο σφάλµα (mean absolute percent error, MAPE) 

 
1

1
MAPE

n
t

t t

e

n x=

= ∑  (3.27) 

Οι βασικές ιδιότητες µιας καλής πρόβλεψης είναι  

• η αµεροληψία (unbiasedness)  

[ ]( )
n n k

X k X +Ε =   

• η αποτελεσµατικότητα (efficiency)  

[ ] [ ]Var ( ) Var ( )
n n k n

k X X kε += −  

Ο συνδυασµός της αµεροληψίας µε την αποτελεσµατικότητα γίνεται στην 

ελαχιστοποίηση του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος πρόβλεψης, έτσι στη συνέχεια 

της εργασίας, θα χρησιµοποιήσουµε σαν µέτρο σύγκρισης των διαφόρων µεθόδων το 

µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης (MSE). Βέλτιστη κάθε φορά θα θεωρούµε 

τη µέθοδο εκείνη που ελαχιστοποιεί το MSE. 
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4 ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ 

ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

4.1 Εισαγωγή 

Όπως διατυπώθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, οι βασικές µέθοδοι που 

χρησιµοποιούνται στην υδρολογία για τη συµπλήρωση των ελλειπουσών τιµών που 

παρουσιάζονται στις χρονοσειρές µπορούν να περιγραφούν µε µια απλή γραµµική 

σχέση. Οι περισσότερες µέθοδοι που προτείνονται στη βιβλιογραφία βασίζονται σε 

ένα σταθµισµένο µέσο όρο όλων των υπαρχουσών παρατηρήσεων της χρονοσειράς 

που µελετάται. ∆ηλαδή, για να εκτιµηθούν οι τιµές που λείπουν χρησιµοποιείται ως 

χρονοσειρά αναφοράς είτε η υπάρχουσα ελλιπής χρονοσειρά (δηλαδή η χρονοσειρά 

που µελετάται και που παρουσιάζει τα κενά στις µετρήσεις), είτε πιο συχνά 

συσχετίζεται η ελλιπής χρονοσειρά µε κάποιους γειτονικούς σταθµούς µε γραµµική 

παλινδρόµηση και χρησιµοποιούνται ως χρονοσειρές αναφοράς αυτές των γειτονικών 

σταθµών, µε κάποιους συντελεστές βαρύτητας. Τέτοιες µέθοδοι, εκτός από αυτή της 

αντίστροφης απόστασης που παρουσιάστηκε προηγούµενα στην παράγραφο 3.2, 

είναι τα πολύγωνα Thiessen, η µέθοδος BLUE καθώς επίσης και η πολύ δηµοφιλής 

γεωστατιστική µέθοδος kriging
17

 και οι παραλλαγές της. 

 Παρατηρούµε λοιπόν πως υπάρχουν δύο διαφορετικές προσεγγίσεις για τη 

συµπλήρωση υδροµετεωρολογικών χρονοσειρών:  

• συµπλήρωση των κενών που παρουσιάζονται στις χρονοσειρές µε βάση 

µετρήσεις από γειτονικούς σταθµούς, ανάλογα µε τη συσχέτιση που 

παρουσιάζεται µεταξύ των σταθµών, και 

• συµπλήρωση της χρονοσειράς µε χρήση µόνο της υδρολογικής 

πληροφορίας που προέρχεται από αυτή καθ’ αυτή τη χρονοσειρά. ∆ηλαδή 

µε βάση τις υπάρχουσες τιµές της χρονοσειράς που εξετάζεται. 

Στα πλαίσια αυτής της διπλωµατικής εργασίας, λαµβάνοντας υπόψη τις 

ιδιαιτερότητες που παρουσιάζουν οι υδρολογικές διεργασίες, και που αναλύθηκαν 

εκτενώς σε προηγούµενο κεφάλαιο, θα εξετάσουµε µια εναλλακτική µεθοδολογία για 

τη συµπλήρωση των ελλειπουσών τιµών των υδροµετεωρολογικών χρονοσειρών που 

βασίζεται στη συµπλήρωση των κενών µε χρήση ως χρονοσειρά αναφοράς την 

                                                 
17

 Αναλυτικά η µέθοδος kriging καθώς και εφαρµογή της στις υδροµετεωρολογικές διεργασίες θα 

παρουσιαστεί στη συνέχεια στο υποκεφάλαιο 4.3.5. 
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ελλιπή χρονοσειρά, εντάσσεται δηλαδή στη δεύτερη προσέγγιση που αναφέρεται πιο 

πάνω. 

Εξετάζουµε λοιπόν το πρόβληµα της συµπλήρωσης των κενών που 

παρουσιάζονται σε µια χρονοσειρά βασιζόµενοι µόνο στις τιµές της ίδιας 

χρονοσειράς, χωρίς δηλαδή χρήση υδρολογικών πληροφοριών από γειτονικούς 

σταθµούς. Το πρόβληµα αυτό είναι σύνηθες στην υδρολογία, και ιδιαίτερα στον 

Ελλαδικό χώρο, όπου οι υδρολογικοί σταθµοί δεν είναι πυκνά τοποθετηµένοι, έτσι 

για την συµπλήρωση των µετρήσεων του σταθµού δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

κάποιος γειτονικός σταθµός, αφού δεν θα βρίσκεται σε κοντινή γεωγραφικά 

απόσταση. Επίσης, πολλές φορές είναι αδύνατη η συσχέτιση ενός σταθµού µε 

κάποιον άλλο γειτονικό του, λόγω των διαφορετικών κλιµατολογικών συνθηκών που 

επικρατούν σε κάθε περιοχή ή λόγω της παρεµβολής κάποιου ορεινού σχηµατισµού. 

Στη περίπτωση επίσης µελέτης και ανάλυσης παλαιοκλιµατικών δεδοµένων ή 

δεδοµένων που προέρχονται από τον 19
ο
 αιώνα ή ακόµη και το πρώτο µισό του 

περασµένου αιώνα η ανάγκη συµπλήρωσης των ελλιπών τιµών µε χρήση ως 

χρονοσειρά αναφοράς την ελλιπή χρονοσειρά, είναι σύνηθες φαινόµενο. 

4.1.1 Παράδοξο: ολικός µέσος όρος έναντι τοπικού; 

Κινητήριως δύναµη για την ανάπτυξη αυτής της νέα µεθοδολογίας συµπλήρωσης, 

ήταν η παρατήρηση του εξής παράδοξου στις υπάρχουσες µεθόδους: 

 Ενώ στην χωρική συµπλήρωση των χρονοσειρών δεν χρησιµοποιούνται όλοι οι 

υπάρχοντες-διαθέσιµοι σταθµοί αλλά µόνο οι γειτονικοί, που παρουσιάζουν και 

µεγαλύτερη συσχέτιση µε την ελλιπή χρονοσειρά, στη χρονική συµπλήρωση, δηλαδή 

στη συµπλήρωση µε χρήση των υπαρχουσών µετρήσεων της ίδιας της χρονοσειράς, 

προτιµάται η χρήση του ολικού µέσου όρου (σταθµισµένου ή µη) έναντι ενός τοπικού 

µέσου όρου που θα περιελάµβανε µόνο τις γειτονικές τιµές που παρουσιάζουν και τη 

µεγαλύτερη συσχέτιση. 

Εξετάζουµε λοιπόν αν αυτή η πρακτική είναι βάσιµη, δηλαδή αν η εκτίµηση που 

προκύπτει από χρήση του ολικού µέσου όρου είναι καλύτερη από την χρήση ενός 

τοπικού µέσου όρου και κάτω από ποιες προϋποθέσεις. 

4.2 Βασικές παραδοχές 

4.2.1 Βασικές παραδοχές προσέγγισης 

Στην ανάλυση που ακολουθεί, έγιναν κάποιες απλουστευτικές µεν αλλά πολύ 

ρεαλιστικές παραδοχές µε σκοπό την ευκολότερη προσέγγιση αυτού του πολύπλοκου 

προβλήµατος, της µελέτης των φυσικών διεργασιών.   
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Πιο συγκεκριµένα, θεωρούµε πως οι ανελίξεις που προσοµοιώνουν τις διάφορες 

υδροµετεωρολογικές διεργασίες είναι στάσιµες, δηλαδή τα στατιστικά τους 

χαρακτηριστικά µένουν αµετάβλητα ανεξαρτήτως της χρονικής περιόδου. Επίσης, για 

λόγους σύγκρισης και πληρότητας, εξετάζουµε δυο διαφορετικούς τύπους 

στοχαστικών ανελίξεων, τις ανελίξεις Markov, που έχουν βραχυπρόθεσµη µνήµη, και 

τις ανελίξεις µε δυναµική HK που αναπαράγουν το φαινόµενο Hurst. 

4.2.2 Ανελίξεις τύπου Markov και ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ 

Μελετάµε δυο τύπους στοχαστικών ανελίξεων οι οποίοι παρουσιάζουν τελείως 

διαφορετική συµπεριφορά όσον αφορά τη χρονική συσχέτιση µεταξύ των διαδοχικών 

τιµών της κάθε ανέλιξης. Εξετάζουµε λοιπόν στοχαστικές ανελίξεις τύπου Markov οι 

οποίες παρουσιάζουν ασθενή χρονική εξάρτηση (µνήµη) και ανελίξεις οι οποίες 

παρουσιάζουν µακρά µνήµη, δηλαδή αναπαράγουν το φαινόµενο Hurst και έχουν 

έντονη δοµή αυτοσυσχέτισης. Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα βασικά 

χαρακτηριστικά των δυο αυτών τύπων χρονικής εξάρτησης. 

4.2.2.1 Στοχαστικές ανελίξεις τύπου Markov 

Οι ανελίξεις Markov
18

 είναι µια στοχαστική διαδικασία κατά την οποία η 

µετάβαση από τη µία κατάσταση στην επόµενη εξαρτάται µόνο από την τελευταία 

και όχι από τις υπόλοιπες προηγούµενες. ∆ηλαδή, όταν κάποια φυσική διεργασία 

περιγράφεται από µια ανέλιξη τύπου Markov, τότε µια µελλοντική τιµή της τυχαίας 

µεταβλητής της ανέλιξης, δεν εξαρτάται από τις προηγούµενες τιµές, όταν είναι 

γνωστή η τιµή της στο παρόν. Για το λόγο αυτό, λέµε ότι οι ανελίξεις Markov 

περιγράφουν διεργασίες µε ασθενή µνήµη. Οι ανελίξεις Markov λοιπόν αδυνατούν να 

περιγράψουν το φαινόµενο της εµµονής που όπως είδαµε στο υποκεφάλαιο 2.4 

αποτελεί µια βασική ιδιαιτερότητα το υδροµετεωρολογικών διεργασιών. Τα µοντέλα 

Markov χρησιµοποιούνται συνήθως για µεγάλες χρονικές κλίµακες (ετήσιες ή και 

µεγαλύτερες) όπου η συσχέτιση µεταξύ των διαφόρων τιµών είναι µικρότερη. Ένα 

παράδειγµα διεργασίας Markov είναι η κίνηση Brown
19

. 

Πιο συγκεκριµένα, µια ανέλιξη X(t), στην οποία αν είναι γνωστό το παρόν, το 

µέλλον δεν εξαρτάται από το παρελθόν αλλά µόνο από το παρόν, λέγεται ανέλιξη 

Markov. Συµβολικά, για 1 2 ...
n

t t t t≤ ≤ ≤ ≤ , και 0τ >  έχουµε 

 { } { }1( ) ( ), ( ), ..., ( ) ( ) ( )
n

P X t x X t X t X t P X t x X tτ τ+ ≤ = + ≤  (4.1) 

                                                 
18

 Οι ανελίξεις αυτού του τύπου πήραν το όνοµά τους από τον Ρώσο µαθηµατικό Andrey Markov 

(1856-1922), και αποτελούν ένα µαθηµατικό εργαλείο που συµβάλει στην προσοµοίωση διεργασιών 

που δεν έχουν ισχυρή µνήµη. Οι ιδιότητες των ανελίξεων Markov συνοψίζονται στην εξής φράση : 

«…the future is independent of the past given the present», σε ελεύθερη µετάφραση «…το µέλλον 

είναι ανεξάρτητο από το παρελθόν όταν το παρόν είναι δεδοµένο». 
19

 Κίνηση Brown καλείται η τυχαία κίνηση στερεών σωµατιδίων µέσα σε ένα υγρό ή αέριο. Το 

φαινόµενο πήρε το όνοµά του από το Βρετανό βοτανολόγο Robert Brown που πρώτος το παρατήρησε 

το 1827 όταν µελετούσε κόκκους γύρης στο νερό. 
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Το φαινόµενο της ασθενής µνήµης µπορούµε λοιπόν να το περιγράψουµε µε µια 

ανέλιξη Markov και αφού οι µετρήσεις των διεργασιών που εξετάζουµε είναι σε 

διακριτό χρόνο, θα χρησιµοποιήσουµε ένα µοντέλο Markov σε διακριτό χρόνο, ή 

αλλιώς ένα µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης (autoregression) τάξης 1. Το µοντέλο αυτό 

το συµβολίζουµε AR(1) και περιγράφεται από τη σχέση: 

 1i i i
X a X V−= +  (4.2) 

όπου  

Xi: είναι µια στάσιµη στοχαστική ανέλιξη σε διακριτό χρόνο 

Vi: είναι µια ακολουθία λευκού θορύβου επίσης σε διακριτό χρόνο 

α : παράµετρος που υπολογίζεται αναλυτικά από τα χαρακτηριστικά των Χ και V 

Αν µx και µv οι µέσες τιµές των Xi και Vi αντίστοιχα, γm η αυτοσυνδιασπορά της Xi 

για υστέρηση m, 
2

Vσ  η διασπορά της Vi και 3X
µ  και 3V

µ οι τρίτες κεντρικές ροπές των 

Xi και Vi αντίστοιχα, τότε προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις: 

 

[ ] [ ]
[ ]
[ ]

1

2

2

Cov , Cov , 0
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Cov , , ( 0)
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X V a m
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σ

−

+

= =

=

= >

 (4.3) 

 1
0 1 0

0

m

m
a a

γ
γ γ γ γ α

γ
= → = ⇔ =  (4.4) 

Βασικό χαρακτηριστικό των ανελίξεων Markov είναι η εκθετική µείωση της 

αυτοσυνδιασποράς (ή της αυτοσυσχέτισης) µε τη χρονική υστέρηση m όπως φαίνεται 

και στη πιο πάνω σχέση. 

Επίσης για τις ροπές των ανελίξεων AR(1) ισχύει : 

 2 2

0

3

3 3

(1 )

(1 )

(1 )

V X

V

V X

a

a

a

µ µ

σ γ

µ µ

= −

= −

= −

 (4.5) 

Το επόµενο διάγραµµα αποτελεί ένα αυτοσυσχετόγραµµα για µια στοχαστική 

ανέλιξη Markov που προσοµοιώνεται µε ένα µοντέλο AR(1) µε συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 (ρ1) που µεταβάλλεται από 0.1 έως και 0.8. 

Παρατηρούµε πως η τιµή της αυτοσυσχέτισης µειώνεται ταχύτατα (εκθετικά) σε 

σχέση µε την υστέρηση. Πιο συγκεκριµένα, η αυτοσυσχέτιση γίνεται πρακτικά µηδέν 

για υστέρηση µικρότερη του 4, όταν το µοντέλο AR(1) που χρησιµοποιείτε έχει µικρό 

συντελεστή ρ1 ενώ για µεγαλύτερους συντελεστές ρ1 µηδενίζεται για υστέρηση ίση µε 

10 περίπου. 
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Σχήµα 4.1 Αυτοσυσχετόγραµµα στοχαστικών ανελίξεων τύπου Markov µε χρήση 

µοντέλου AR(1) για διάφορες τιµές του συντελεστή ρ1. 

4.2.2.2 Στοχαστικές ανελίξεις µε δυναµική Hurst-Kolmogorov 

Όπως είδαµε στην παράγραφο 2.4, µια από τις ιδιαιτερότητες των 

υδροµετεωρολογικών χρονοσειρών είναι η µακρά µνήµη, η έντονη δηλαδή 

αυτοσυσχέτιση που παρατηρείται µεταξύ των τιµών ακόµη και για πολύ µεγάλες 

τιµές της υστέρησης. Το φαινόµενο αυτό όπως έχουµε ήδη αναφέρει, ονοµάζεται 

φαινόµενο Hurst, προς τιµή του βρετανού µηχανικού Harold Edwin Hurst, που 

πρώτος το ανακάλυψε. 

Η µακρά µνήµη (long range dependence ή long-term persistence) ή η δυναµική 

Hurst-Kolmogorov (HK dynamic) όπως συχνά ονοµάζεται, είναι µια ιδιαιτερότητα 

των υδρολογικών, και όχι µόνο, διεργασιών η οποία πρέπει να ληφθεί υπόψη στη 

µελέτη και προσοµοίωση αυτών των φαινοµένων. Η προσοµοίωση της µακράς 

µνήµης που εµφανίζεται στις υδρολογικές διεργασίες όµως, δεν µπορεί να γίνει µε τα 

κλασσικά µοντέλα που προτείνονται από τους (Box and Jenkins, 1976). 

Ο Mandelbort προσπαθώντας να αναπαράγει µαθηµατικά το φαινόµενο Hurst 

εισάγαγε µια νέα στοχαστική ανέλιξη (Mandelbrot, 1977) γνωστή ως κλασµατικός 

Γκαουσιανός θόρυβος (Fractional Gaussian Noise FGN). O κλασµατικός 

Γκαουσιανός θόρυβος (FGN) ή αλλιώς η ανέλιξη απλής οµοιοθεσίας (Simple Scaling 

Process) όπως συχνά αναφέρεται, είναι µια στάσιµη στοχαστική ανέλιξη που ορίζεται 

από τη σχέση 

 ( )( ) ( )

H

k l

i d j

k
Z k Z l

l
µ µ − = − 

 
 (4.6) 
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όπου 

d
=  συµβολίζει την ισότητα στην πεπερασµένης διάστασης από κοινού κατανοµή 

i, j, k και l είναι οποιοιδήποτε ακέραιοι 

Η είναι µια σταθερά (0 < Η < 1) γνωστή ως συντελεστής (ή εκθέτης) Hurst 

( )k

iZ  είναι η συναθροισµένη ανέλιξη σε κλίµακα k για την όποια ισχύει  

 
( ) (1)

( 1) 1

1 jk
k

i i

i j k

Z Z
k = − +

= ∑  (4.7) 

µ είναι η µέση τιµή της συναθροισµένης ανέλιξης 
( )k

iZ  

Εφόσον η ανέλιξη είναι στάσιµη για κάθε κλίµακα k , (δηλαδή i = j), για l = 1 και 

µ = 0, έχουµε 
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 (4.8) 

Κατά συνέπεια η τυπική απόκλιση κλίµακας k είναι ανάλογη της ποσότητας 2H
k  

γεγονός που επιβεβαιώνεται από τις παρατηρηµένες στη φύση διεργασίες. 

Η σταθερά Η, που είναι ο εκθέτης Hurst, µαθηµατικά, µπορεί να πάρει τιµές από 0 

έως και 1. Για Η = 0.5, η ανέλιξη γίνεται λευκός θόρυβος, δηλαδή δεν υπάρχει 

συσχέτιση µεταξύ των διαφόρων τιµών της ανέλιξης, ενώ οι τιµές 0 < Η < 0.5, αν και 

µαθηµατικώς µπορεί να υπάρξουν, δεν έχουν κανένα απολύτως νόηµα στην 

υδρολογία (Koutsoyiannis, 2005). 

Ο συντελεστής Hurst λοιπόν, υπολογίζεται από την κλίση της ευθείας που 

προκύπτει από τη γραφική παράσταση της τυπικής απόκλισης για κλίµακα k 

συναρτήσει της κλίµακας k σε διπλό λογαριθµικό διάγραµµα (Κουτσογιάννης, 2008). 

Ωστόσο, υπάρχει ποικιλία προτάσεων στη διεθνή βιβλιογραφία, όσον αφορά τον 

τρόπο και την ακρίβεια υπολογισµού του συντελεστή Hurst σε µια 

υδροµετεωρολογική χρονοσειρά (Mesa, Oscar J.; Poveda, German, 1993). 

Σε κάθε κλίµακα συνάθροισης k, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης είναι ανεξάρτητη 

της κλίµακας k (Κουτσογιάννης, 2008) και δίνεται από τη σχέση 

 ( ) ( )2 2( ) 21
1 1 , µε 0

2

H Hk H

j j j j j jρ ρ    = = + + − − >    
 (4.9) 

και προσεγγιστικά η πιο πάνω σχέση απλοποιείται σε 

 ( )( ) 2 2
2 1

k H

j j
H H jρ ρ −= = −  (4.10) 

που δείχνει πως η αυτοσυσχέτιση είναι συνάρτηση δύναµης της υστέρησης. 
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Στο πιο κάτω σχήµα φαίνεται η σχέση της αυτοσυσχέτισης µιας στοχαστικής 

ανέλιξης που παρουσιάζει µακροπρόθεσµη εµµονή για διάφορες τιµές της υστέρησης 

(lag). Παρατηρούµε πως για µεγάλες τιµές του συντελεστή Hurst και συνεπώς για 

µεγάλες τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 (ρ1), παρουσιάζεται 

σηµαντική συσχέτιση µεταξύ των τιµών της χρονοσειράς, ακόµη και για µεγάλες 

τιµές της υστέρησης. 

Σχήµα 4.2 Αυτοσυσχετόγραµµα στοχαστικών ανελίξεων που παρουσιάζουν δυναµική 

HK, µε χρήση µοντέλου διαδοχικών επιµερισµών 3AR(1) για διάφορες τιµές του 

συντελεστή Hurst. 

Σε αντίθεση λοιπόν µε τις ανελίξεις τύπου Markov που η αυτοσυσχέτιση φθίνει µε 

εκθετικό ρυθµό καθώς αυξάνει η υστέρηση, στις ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ, η 

αυτοσυσχέτιση φθίνει πιο οµαλά, και µάλιστα µε µορφή δύναµης. Αυτή η διαπίστωση 

επιβεβαιώνεται στο Σχήµα 4.3. Συγκρίνοντας λοιπόν το αυτοσυσχετόγραµµα που 

προκύπτει για τις ανελίξεις Markov σε σχέση µε το αντίστοιχο που προκύπτει για 

ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ για ίδιο συντελεστή συσχέτισης για υστέρηση 1 έχουµε: 
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Σχήµα 4.3 Αυτοσυσχετόγραµµα στοχαστικής ανέλιξης τύπου Markov µε χρήση 

µοντέλου AR(1) για συντελεστή ρ1 = 0.8 και στοχαστικής ανέλιξης µε δυναµική ΗΚ 

παραγµένη µε χρήση µοντέλου FGN για συντελεστή ρ1 = 0.8 και συντελεστή 

0.96H =  . 

Σαν µέτρο λοιπόν της εµµονής (µακρά µνήµη) χρησιµοποιείται ο συντελεστής 

Hurst, ενώ σαν µέτρο της βραχυπρόθεσµης µνήµης (µοντέλα Markov) 

χρησιµοποιείται ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 (ρ1). 

Στη βιβλιογραφία υπάρχει πλήθος αλγορίθµων που προσπαθούν να αναπαράγουν 

απεικονίσεις ανελίξεων µε δυναµική HK. Όµως, πολλοί από αυτούς δεν είναι εύκολοι 

ούτε στην κατανόηση αλλά ούτε και στην εφαρµογή. Βάση τους συχνά είναι οι 

ιδιότητες της ανέλιξης του κλασµατικού Γκαουσιανού θορύβου (FGN). Οι πιο 

δηµοφιλείς λοιπόν προσεγγίσεις συνοψίζονται σε: 

• προσέγγιση τυχαίων διακυµάνσεων πολλαπλής κλίµακας 

• προσέγγιση βασισµένη σε διαδοχικούς επιµερισµούς 

• προσέγγιση συµµετρικού κυλιόµενου µέσου όρου (SMA) 

Στη συνέχεια της εργασίας, ο αλγόριθµος που θα χρησιµοποιηθεί για την 

δηµιουργία ανελίξεων που αναπαράγουν το φαινόµενο Hurst, βασίζεται στην 

προσέγγιση τυχαίων διακυµάνσεων πολλαπλής κλίµακας (Koutsoyiannis, 2002), και 

συνοπτικά παρουσιάζεται πιο κάτω. 

Η ανέλιξη Xt που θέλουµε να δηµιουργήσουµε, και που θα αναπαράγει το 

φαινόµενο Hurst, παράγεται ως ένα άθροισµα τριών ανελίξεων AR(1), δηλαδή 

 i i i i
X A B C= + +  (4.11) 

µε συντελεστές αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1, αντίστοιχα 
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και διασπορές  

 

[ ]
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i

i

i

A c c

B c

C c

γ

γ

γ

= − −

=

=

 (4.13) 

  

όπου c1 και c2 εκτιµώνται µε τρόπο ώστε η αυτοσυσχέτιση του αθροίσµατος των 

τριών ανελίξεων 

 
1 2 1 2(1 )

j j j

j
c c c cρ ρ ϕ ξ= − − + +  (4.14) 

να ταυτίζεται µε τη θεωρητική αυτοσυσχέτιση του κλασµατικού Γκαουσιανού  

θορύβου για υστέρηση 1 και 100. 

∆ηλαδή, για τον υπολογισµό των c1 και c2 λύνουµε το σύστηµα: 

 

1 1 1

1 1 2 1 2

100 100 100

100 1 2 1 2

(1 )

(1 )

c c c c

c c c c

ρ ρ ϕ ξ

ρ ρ ϕ ξ

= − − + +

= − − + +
 (4.15) 

Πρέπει να διευκρινιστεί πως οι µέθοδοι που παρουσιάζονται πιο κάτω, στηρίζονται 

στη συµπλήρωση ελλιπών τιµών από µια χρονοσειρά βασιζόµενες στις διάφορες 

µετρήσεις του ίδιου σταθµού. ∆ηλαδή αξιοποιείται όλη η διαθέσιµη πληροφορία που 

προέρχεται από τον ίδιο σταθµό, και δεν εξετάζεται η χωρική του συσχέτιση µε 

γειτονικούς σταθµούς. 

4.3 Μεµονωµένα κενά στις χρονοσειρές 

4.3.1 Εισαγωγή 

Εξετάζουµε το πρόβληµα της ύπαρξης µεµονωµένων κενών στις χρονοσειρές. 

∆ηλαδή, οι ελλείπουσες τιµές παρουσιάζονται σποραδικά ώστε να µη δηµιουργούνται 
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κενά για µεγάλα χρονικά διαστήµατα στις µετρήσεις. Με τον τρόπο αυτό, 

εξασφαλίζουµε πως για κάθε τιµή που λείπει και θέλουµε να συµπληρώσουµε, θα 

υπάρχει πάντα ικανοποιητικός αριθµός παρατηρήσεων πριν και µετά από το κενό. 

Έχοντας λοιπόν εξασφαλίσει πως θα υπάρχουν οι γειτονικές τιµές, εξετάζουµε τη 

χρήση ενός τοπικού µέσου όρου στη θέση του ολικού, που συνήθως αβίαστα 

προτιµάται.  

Πιο συγκεκριµένα, υπολογίζουµε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης για 

χρήση ενός τοπικού µέσου όρου µε µεταβλητό πλήθος γειτονικών τιµών (n). 

Συγκρίνοντας λοιπόν τα µέσα τετραγωνικά σφάλµατα που υπολογίστηκαν, 

καταλήγουµε στο ποιος είναι κάθε φορά ο βέλτιστος αριθµός των γειτονικών τιµών 

(n), δηλαδή, ποιο είναι το πλήθος των τιµών πριν και µετά το κενό, ώστε να έχουµε 

το ελάχιστο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης. 

Όπως έχουµε ήδη τονίσει, το πρόβληµα της συµπλήρωσης ελλιπών τιµών 

αναφέρεται στην εκτίµηση της τιµής y µιας τυχαίας µεταβλητής, από ένα πλήθος 

γνωστών παρατηρήσεων i
x  µε 1,...,i n= , της ίδιας τυχαίας µεταβλητής είτε σε άλλες 

χρονικές περιόδους στο ίδιο σηµείο, είτε σε γειτονικά σηµεία για την ίδια χρονική 

περίοδο. Το πρόβληµα λοιπόν της συµπλήρωσης των ελλιπών τιµών µπορεί να 

εκφραστεί µαθηµατικά από την γραµµική σχέση 

 1 1 2 2 ...
n n

y w x w x w x e= + + + +  (4.16) 

όπου  

y συµβολίζεται η τιµή που λείπει 

wi είναι οι συντελεστές βαρύτητας  

e συµβολίζεται το σφάλµα της εκτίµησης 

Σε µορφή πινάκων η παραπάνω σχέση γράφεται 

 T T
Y e e Y= + ⇔ = −w X w X  (4.17) 

όπου 

[ ]

[ ]

1

1

: ,...,

: ,...,

T

n

n

w w

x x

=

=

w

X
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4.3.2 Τοπικός µέσος όρος έναντι ολικού
20

 

Για λόγους απλότητας, αλλά και για ευκολία στους υπολογισµούς, και συνεπώς 

ευκολότερη εφαρµογή της µεθόδου, θεωρούµε πως οι συντελεστές βαρύτητας είναι 

σταθεροί και ίσοι µεταξύ τους. ∆ηλαδή 

 
1 2

1
... nw w w

n
= = = =  (4.18) 

όπου n το πλήθος τον γειτονικών τιµών που θα χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση 

της ελλείπουσας τιµής. 

Το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (MSE) δίνεται από το τύπο 

 
2 2 2MSE : e eE e σ µ = = +   (4.19) 

Και µε βάση τις παραδοχές που έχουµε προαναφέρει (στάσιµη στοχαστική ανέλιξη 

και ίσοι συντελεστές βαρύτητας) το MSE µπορεί να υπολογιστεί ως εξής 

 

2

2 1 1MSE :
2

n n

t i t i

i i
t

x x

E e E x
n

−

+ +
= =

  
+  

   = = −    
  
  

∑ ∑
 (4.20) 

Και µετά από αλγεβρικές πράξεις και απλοποιήσεις
21

 καταλήγουµε όπως 

επισηµαίνεται και στο (Dialynas, Y., P. Kossieris, K. Kyriakidis, A. Lykou, Y. 

Markonis, C. Pappas, S.M. Papalexiou, and D. Koutsoyiannis, 2010) στη πιο κάτω 

σχέση 

 ( ) ( )
2 2

2

1 1

1
MSE : 2 1 2 2 1

2

n n

i i

i i

E e n n n i
n

σ
ρ ρ

= =

    = = + − + + −          
∑ ∑  (4.21) 

Παρατηρούµε πως η παραπάνω σχέση, που µας δίνει το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

της εκτίµησης συναρτήσει του πλήθους n των γειτονικών τιµών που 

χρησιµοποιούνται, είναι ανεξάρτητη της µέσης τιµής του δείγµατος. Εξαρτάται µόνο 

από την τυπική απόκλιση σ, το πλήθος n και τους συντελεστές αυτοσυσχέτισης για 

διάφορες τιµές της υστέρησης. Για το λόγο αυτό δεν κρίνεται σκόπιµη και αναγκαία η 

κανονικοποίηση και η τυποποίηση της χρονοσειράς πριν την εφαρµογή της µεθόδου. 

Την τυπική απόκλιση τη θεωρούµε απλουστευτικά ίση µε 1, και εξετάζουµε όπως 

έχουµε ήδη αναφέρει δύο τύπους στοχαστικών ανελίξεων, Markov και ανελίξεις µε 

δυναµική ΗΚ, οι οποίες παρουσιάζουν και διαφορετική δοµή αυτοσυσχέτισης, 

δηλαδή διαφορετικές συναρτήσεις ρi.  

                                                 
20

 Το κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε αρχικά στα Αγγλικά στο European Geosciences Union 

General Assembly 2010 µε τίτλο «Optimal infilling of missing values in hydrometeorological time 

series». Για περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπε (Dialynas, Y., P. Kossieris, K. Kyriakidis, A. Lykou, Y. 

Markonis, C. Pappas, S.M. Papalexiou, and D. Koutsoyiannis, 2010). 
21

 Για την απόδειξη της σχέσης (4.21) βλέπε ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
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Βέλτιστη συµπλήρωση θεωρείτε εκείνη που ελαχιστοποιεί το µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα. Έτσι ο αριθµός των γειτονικών τιµών που χρησιµοποιούνται για τη 

συµπλήρωση θα θεωρείτε βέλτιστος αν ελαχιστοποιεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα. 

Εφαρµόζουµε λοιπόν την παραπάνω σχέση για διάφορες τιµές της παραµέτρου n, και 

υπολογίζουµε το αντίστοιχο MSE. Η τιµή του n που θα µας δώσει και το ελάχιστο 

MSE θα είναι η βέλτιστη και ο τοπικός µέσος όρος που θα χρησιµοποιήσουµε για την 

εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής θα περιλαµβάνει n τιµές πριν και n µετά την 

ελλείπουσα τιµή. 

4.3.2.1 Χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov 

Οι στοχαστικές ανελίξεις Markov, όπως αναλυτικά περιγράψαµε και στο 

υποκεφάλαιο 4.2.2.1 έχουν ασθενή µνήµη και περιγράφονται ικανοποιητικά από το 

µοντέλο AR(1). Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης δίνεται από τη σχέση  

 ( )1

j

j
ρ ρ=  (4.22) 

Έτσι, από τη σχέση (4.21) µε βάση τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης που δίνεται από 

τη σχέση (4.22) προκύπτει το πιο κάτω γράφηµα, για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

n. 

Σχήµα 4.4 MSE συναρτήσει του συντελεστή αυτοσυσχέτισης µε υστέρηση 1, για 

διάφορες τιµές n γειτονικών παρατηρήσεων για τη συµπλήρωση της ελλείπουσας 

τιµής. 

Παρατηρούµε πως για µικρές τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 

1 (ρ1) το MSE γίνεται ελάχιστο για n = 30. Το n = 30 πρακτικά υποδηλώνει τον ολικό 
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µέσο όρο. Άρα για µικρές τιµές του ρ1 ο βέλτιστος αριθµός των γειτονικών τιµών, που 

ελαχιστοποιεί δηλαδή το MSE αντιστοιχεί στον ολικό µέσο όρο. 

Όµως, για µεγαλύτερες τιµές του ρ1 παρατηρούµε πως αυτή η συµπεριφορά 

αλλάζει και µάλιστα δραµατικά. Συγκεκριµένα, όπως φαίνεται και στο πιο πάνω 

σχήµα, υπάρχει µια κρίσιµη τιµή του ρ1 πέρα από την οποία η χρήση του ολικού 

µέσου όρου κρίνεται ακατάλληλη, καθώς το MSE που προκύπτει δεν είναι το 

ελάχιστο. Η κρίσιµη αυτή τιµή του ρ1 είναι ρcr ≈ 0.24 και για τιµές του ρ1 µεγαλύτερες 

του 0.24 η βέλτιστη συµπλήρωση προκύπτει µε χρήση τοπικού µέσου όρου και 

µάλιστα µε χρήση µιας τιµής πριν και µιας µετά την ελλείπουσα τιµή. 

Συνοψίζοντας λοιπόν τις παρατηρήσεις για το πιο πάνω διάγραµµα, έχουµε πως 

στις ανελίξεις Markov ο βέλτιστος αριθµός γειτονικών βηµάτων που πρέπει να 

χρησιµοποιηθούν για την συµπλήρωση µιας ελλείπουσας τιµής καθορίζεται από το 

συντελεστή ρ1,και µάλιστα για  

• 1 0.24
cr

ρ ρ< ≈  προτείνεται η χρήση του ολικού µέσου όρου 

• 1 0.24
cr

ρ ρ≥ ≈  η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου χρησιµοποιώντας µια τιµή 

πριν και µία µετά ενδείκνυται.  

Σχήµα 4.5 MSE συναρτήσει του πλήθους των γειτονικών τιµών n για διάφορες τιµές 

του συντελεστή 1ρ  

Στο παραπάνω σχήµα γίνεται ακόµη πιο αισθητή η απότοµη µεταβολή του 

βέλτιστου πλήθους των γειτονικών τιµών που απαιτούνται ώστε να ελαχιστοποιηθεί 

το MSE. Συγκεκριµένα, παρατηρούµε πως για χαµηλές τιµές της αυτοσυσχέτισης το 
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ελάχιστο MSE αντιστοιχεί στο n = 30 και καθώς ο συντελεστής 1ρ αυξάνει, το 

ελάχιστο MSE προκύπτει για n = 1, χωρίς να πάρει καµία ενδιάµεση τιµή στο 

διάστηµα [1, 30]. 

Για λόγους πληρότητας, προκειµένου να επαληθευτούν τα πιο πάνω θεωρητικά 

αποτελέσµατα, παραγάγαµε µε ένα µοντέλο AR(1) 600000 τιµές και κάθε φορά 

αφαιρούσαµε µια τιµή και την συµπληρώναµε µε την πιο πάνω µεθοδολογία και στη 

συνέχεια υπολογίζαµε το MSE που προέκυπτε µε χρήση κάθε φορά διαφορετικού 

πλήθους γειτονικές τιµές n. Τα αποτελέσµατα ήταν ιδιαίτερα ενθαρρυντικά, και 

παρουσιάζονται στο πιο κάτω διάγραµµα. 

Σχήµα 4.6 Θεωρητικές και προσοµοιωµένες καµπύλες MSE - n για διάφορες τιµές 

του συντελεστή 1ρ . 

Παρατηρούµε πως οι προσοµοιωµένες τιµές του MSE σχεδόν συµπίπτουν µε τις 

αντίστοιχες θεωρητικές καµπύλες που προέκυψαν από την εφαρµογή της σχέσης 

(4.21). 
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4.3.2.2 Χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst – Kolmogorov 

Σε αντίθεση µε τις ανελίξεις Markov, οι ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ, παρουσιάζουν 

µακρά µνήµη. Όπως είδαµε στο υποκεφάλαιο 4.2.2.2 οι ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ 

έχουν έντονη δοµή αυτοσυσχέτισης και µάλιστα η αυτοσυσχέτιση τους δεν 

µεταβάλλεται εκθετικά µε την υστέρηση, όπως συµβαίνει στις ανελίξεις Markov, 

αλλά µεταβάλλεται µε µορφή δύναµης. Πιο συγκεκριµένα, η αυτοσυσχέτιση, για 

διάφορες τιµές της υστέρησης j δίνεται από τη σχέση (4.9), δηλαδή 

 ( ) ( )2 2 21
1 1

2

H H H

j j j jρ    = + + − −    
 

Με βάση λοιπόν τη σχέση (4.21), που υπολογίζει το MSE συναρτήσει του αριθµού 

των γειτονικών τιµών n που λαµβάνονται υπόψη στον υπολογισµό της ελλείπουσας 

τιµής και τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για διάφορες τιµές της υστέρηση που δίνεται 

από τη σχέση (4.9), προκύπτει το πιο κάτω γράφηµα, για διάφορες τιµές της 

παραµέτρου n. 

4.7 MSE συναρτήσει του συντελεστή Hurst για διάφορες τιµές n γειτονικών 

παρατηρήσεων για τη συµπλήρωση της ελλείπουσας τιµής. 

Παρατηρούµε πως όσο αυξάνει ο συντελεστής Hurst, δηλαδή όσο η δοµή της 

αυτοσυσχέτισης γίνεται πιο έντονη, τόσο µικραίνει ο αριθµός των γειτονικών τιµών 

που πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ώστε να ελαχιστοποιηθεί το µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα. Πιο συγκεκριµένα, για µικρές τιµές του συντελεστή Hurst προτιµάται η 

χρήση του ολικού µέσου όρου, αφού το µέσο τετραγωνικό σφάλµα, όπως φαίνεται 

και στο πιο πάνω γράφηµα, γίνεται ελάχιστο για n = 30, δηλαδή 30 τιµές πριν και 30 
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µετά την ελλείπουσα τιµή που ουσιαστικά είναι ο ολικός µέσος όρος. Αντίθετα, για 

µεγάλες τιµές του συντελεστή Hurst ο βέλτιστος αριθµός των γειτονικών τιµών που 

απαιτούνται για την συµπλήρωση µειώνεται δραµατικά. 

Η τελευταία αυτή παρατήρηση διευκολύνει πάρα πολύ τη συµπλήρωση 

ελλειπουσών τιµών σε χρονοσειρές µε έντονη αυτοσυσχέτιση, γιατί ουσιαστικά το 

µόνο που απαιτείται είναι η γνώση της αµέσως προηγούµενης και της αµέσως 

επόµενης τιµής ώστε η πρόβλεψη που θα κάνουµε να έχει το ελάχιστο MSE. 

Ειδικότερα, συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα του παραπάνω γραφήµατος, 

διαπιστώνουµε ότι για τη συµπλήρωση ελλείπουσας τιµής σε µια χρονοσειρά µε 

συντελεστή Hurst 

• Η = 0.50-0.60, προτιµάται η χρήση του ολικού µέσου όρου 

• Η = 0.70, απαιτούνται 4 τιµές πριν και 4 µετά την ελλείπουσα τιµή 

• H = 0.72, απαιτούνται 3 τιµές πριν και 3 µετά την ελλείπουσα τιµή 

• H = 0.74, απαιτούνται 2 τιµές πριν και 2
 
µετά την ελλείπουσα τιµή 

• H ≥ 0.80, χρειαζόµαστε µόνο µία τιµή πριν και µία µετά 

4.8 MSE συναρτήσει του πλήθους των γειτονικών τιµών n για διάφορες τιµές του 

συντελεστή Hurst (H). 

Και στο πιο πάνω γράφηµα γίνεται φανερό πώς στις ανελίξεις µε µακρά µνήµη, 

για µεγάλες τιµές του συντελεστή Hurst, προτιµάται ένας τοπικός µέσος όρος και 

µάλιστα περιορισµένος σε πολύ γειτονικά χρονικά βήµατα (από 3 έως και 1) έναντι 

του ολικού. 
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Σε σύγκριση µε το αντίστοιχο διάγραµµα για τις ανελίξεις Markov, παρατηρούµε 

πως εδώ η µετάβαση από τον ολικό µέσο όρο στον τοπικό και µάλιστα στον τοπικό 

µέσο όρο µόνο µιας προηγούµενης και µιας επόµενης τιµής, δεν γίνεται απότοµα, 

αλλά οµαλά. 

Όπως στην περίπτωση των ανελίξεων Markov, έτσι και εδώ, προκειµένου να 

επαληθευτούν τα θεωρητικά αποτελέσµατα και για λόγους πληρότητας, παραγάγαµε 

µε ένα µοντέλο FGN, και συγκεκριµένα µε έναν αλγόριθµο τυχαίων διακυµάνσεων 

πολλαπλής κλίµακας µε χρήση τριών µοντέλων AR(1), 600000 τιµές και κάθε φορά 

αφαιρούσαµε µια τιµή και τη συµπληρώναµε µε τη πιο πάνω µεθοδολογία. Στη 

συνέχεια υπολογίζαµε το MSE που προέκυπτε µε χρήση κάθε φορά διαφορετικού 

πλήθους γειτονικών τιµών n. Τα αποτελέσµατα και πάλι ήταν ιδιαίτερα 

ενθαρρυντικά, και παρουσιάζονται στο πιο κάτω διάγραµµα. 

4.9 Θεωρητικές και προσοµοιωµένες καµπύλες MSE - n για διάφορες τιµές του 

συντελεστή Hurst (H). 

Παρατηρούµε πως οι προσοµοιωµένες τιµές του MSE σχεδόν συµπίπτουν µε τις 

αντίστοιχες θεωρητικές καµπύλες που προέκυψαν από εφαρµογή της σχέσης (4.21). 
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4.3.2.3 Σχόλια – παρατηρήσεις 

Με τη πιο πάνω µεθοδολογία, παρατηρούµε πως η δοµή της αυτοσυσχέτισης των 

χρονοσειρών, διαδραµατίζει καθοριστικό ρόλο στο πρόβληµα της συµπλήρωσης των 

ελλειπουσών τιµών. Πιο συγκεκριµένα, εξετάσαµε δυο περιπτώσεις ανελίξεων, µε 

διαφορετική δοµή αυτοσυσχέτισης, τις ανελίξεις Markov και τις ανελίξεις µε 

δυναµική HK, και τα αποτελέσµατα δείχνουν πως όσο η δοµή της αυτοσυσχέτισης 

µεταξύ των τιµών της χρονοσειράς γίνεται εντονότερη, τόσο περιορίζεται και ο 

αριθµός των γειτονικών τιµών που χρειάζεται να ληφθούν υπόψη για την 

συµπλήρωση της κενής τιµής. 

Στις χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov, ο βέλτιστος αριθµός 

γειτονικών τιµών που πρέπει να λάβουµε υπόψη για τη συµπλήρωση µιας 

ελλείπουσας τιµής καθορίζεται από µια κρίσιµη τιµή του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

για υστέρηση 1 (ρcr). Ειδικότερα, για 

• 1 0.24
cr

ρ ρ< ≈   

προτιµάται η χρήση του ολικού µέσου όρου 

• 1 0.24
cr

ρ ρ≥ ≈   

η χρήση ενός τοπικού µέσου χρησιµοποιώντας µια τιµή πριν και µία µετά την 

ελλείπουσα τιµή ενδείκνυται.  

Αντίθετα, στις χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική HK, η χρήση ενός 

τοπικού µέσου όρου µε βάση το βέλτιστο πλήθος γειτονικών τιµών n που 

παρουσιάστηκε στην πιο πάνω µεθοδολογία, προτιµάται από τη χρήση του ολικού 

µέσου όρου. Ανάλογα λοιπόν το συντελεστή Hurst της χρονοσειράς, ο αριθµός των 

γειτονικών τιµών που απαιτούντα για τη συµπλήρωση περιορίζεται αρκετά, µε 

αποτέλεσµα το πρόβληµα της συµπλήρωσης ελλειπουσών τιµών να απλοποιείται 

αρκετά και η υπολογιστική διαδικασία να γίνεται ταχύτερη. Πιο συγκεκριµένα, για τη 

συµπλήρωση ελλείπουσας τιµής σε µια χρονοσειρά µε συντελεστή Hurst 

• Η = 0.50 - 0.60, 

προτιµάται η χρήση του ολικού µέσου όρου 

• Η = 0.70 

απαιτούνται 4 τιµές πριν και 4 µετά την ελλείπουσα τιµή 

• H = 0.72 

απαιτούνται 3 τιµές πριν και 3 µετά την ελλείπουσα τιµή 

• H = 0.74 

απαιτούνται 2 τιµές πριν και 2
 
µετά την ελλείπουσα τιµή 

• H ≥ 0.80 

χρειαζόµαστε µόνο µία τιµή πριν και µία µετά 

Συνοψίζοντας λοιπόν τη πιο πάνω µεθοδολογία, πρέπει να υπογραµµίσουµε, πως 

παρά την απλότητα που παρουσιάζει υπολογιστικά, τα αποτελέσµατα της εφαρµογής 

της είναι ιδιαιτέρως ικανοποιητικά και διευκολύνον αισθητά την αντιµετώπιση του 
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δύσκολου αυτού προβλήµατος της συµπλήρωσης µεµονωµένων ελλειπουσών τιµών 

στις υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές. 

Η εφαρµογή της µεθόδου είναι πολύ απλή και γρήγορη υπολογιστικά, καθώς το 

µόνο που απαιτείται είναι είτε η εκτίµηση του συντελεστή αυτοσυσχέτισης για 

υστέρηση 1 (ρ1), αν η χρονοσειρά µας προσοµοιώνεται από ανελίξεις Markov, είτε η 

εκτίµηση του συντελεστή Hurst, αν η χρονοσειρά που εξετάζουµε παρουσιάζει 

δυναµική HK. Στη συνέχεια, ανατρέχουµε στο αντίστοιχό διάγραµµα και για το 

συντελεστή ρ1 ή το συντελεστή Hurst της χρονοσειράς που µελετάµε, διαβάζουµε 

ποια καµπύλη δίνει το ελάχιστο MSE και έχουµε έτσι υπολογίσει τον απαιτούµενο 

για τη συµπλήρωση αριθµό των γειτονικών τιµών. 

4.3.3 Χρήση των δυο γειτονικών µηνιαίων και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών 

Όπως διαπιστώθηκε στην πιο πάνω προσέγγιση, η αυτοσυσχέτιση διαδραµατίζει 

καθοριστικό ρόλο στην επίλυση του προβλήµατος της συµπλήρωσης ελλείπων 

υδροµετεωρολογικών δεδοµένων. Συγκεκριµένα διαπιστώθηκε πως όσο πιο ισχυρή 

είναι η αυτοσυσχέτιση µεταξύ των τιµών της χρονοσειράς, τόσο πιο εύστοχη είναι η 

χρήση ενός τοπικού µέσου όρου έναντι του ολικού. Μάλιστα, για πολύ υψηλές τιµές 

του συντελεστή αυτοσυσχέτισης, αποδείξαµε πως ο τοπικός µέσος που απαιτείται για 

τη συµπλήρωση, περιορίζεται σε δύο µόλις γειτονικά βήµατα, ένα πριν και ένα µετά 

την ελλείπουσα τιµή. Λαµβάνοντας υπόψη αυτή τη διαπίστωση, επεκτείναµε την πιο 

πάνω µεθοδολογία και την απλουστεύσαµε αισθητά, προκειµένου να γίνει ακόµη πιο 

εύκολη η εφαρµογή της. 

Συγκεκριµένα, εξετάσαµε λεπτοµερέστερα, το πρόβληµα της συµπλήρωσης 

µηνιαίων υδροµετεωρολογικών χρονοσειρών και κάναµε τις εξής πρόσθετες 

παραδοχές: 

• Για λόγους απλότητας αλλά και άµεσης εφαρµογής, θεωρήσαµε ίσα βάρη 

µεταξύ των τιµών του δείγµατος που θα χρησιµοποιηθούν για τη 

συµπλήρωση 

• Θεωρήσαµε επίσης πως θα λάβουµε υπόψη µόνο δύο γειτονικές τιµές, µια 

πριν και µια µετά την ελλείπουσα τιµή 

• Προκειµένου να βελτιώσουµε την εκτίµηση, θα λάβουµε υπόψη και δύο 

επιπλέον γειτονικές τιµές αλλά στην ετήσια κλίµακα, δηλαδή την τιµή του 

αντίστοιχου µήνα που θέλουµε να συµπληρώσουµε, ένα χρόνο πριν και ένα 

χρόνο µετά την ελλείπουσα τιµή 

• Επειδή όµως στη µηνιαία χρονοσειρά παρουσιάζεται το πρόβληµα της 

περιοδικότητας, πρέπει να τυποποιήσουµε τις τιµές της χρονοσειράς µε 

κατάλληλους µετασχηµατισµούς ώστε να µην παρουσιάζονται φαινόµενα 

περιοδικότητας και όλες οι τιµές της χρονοσειράς να βρίσκονται στο 

διάστηµα [0,1]. 
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Συνοψίζοντας λοιπόν τις

την εκτίµηση της ελλείπουσας

γειτονικές στη µηνιαία κλίµακα

Αναλυτικά, οι τιµές που

κάτω σχήµα: 

Εικόνα 4.1 Τέσσερεις «γειτονικές

πρόγνωση της ελλείπουσας

συµβολίζεται η τιµή που λείπει

µε xt+1 ένα µήνα µετά ενώ

χρόνο µετά.  

Για να γίνει πιο κατανοητή

παράδειγµα. Έστω ότι επεξεργαζόµαστε

από τον σταθµό Αλιάρτου, 

Πίνακας 1 Απόσπασµα χρονοσειρών

Υδρ. Έτος Οκτ Νοε ∆εκ

1924-25 103.30 104.00 40.30

1925-26 45.50 112.00 31.90

1926-27 1.30 46.70 221.50

1927-28 237.40 9.40 138.80

1928-29 19.70 219.80 99.10

1929-30 73.10 112.00 65.50

1930-31 70.10 82.90 131.40

1931-32 63.50 44.00 210.10

1932-33 14.70 60.40 16.60

1933-34 44.70 42.60 169.70

1934-35 34.40 45.20 114.60
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 Ο πλήρης πίνακας είναι δι

x
t-1

ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ

ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

λοιπόν τις πιο πάνω παραδοχές, θα χρησιµοποιήσουµε

ελλείπουσας τιµής τέσσερεις µόνο «γειτονικές

κλίµακα και δύο γειτονικές στην ετήσια κλίµακα

που θα χρησιµοποιηθούν για την πρόγνωση φαίνονται

Τέσσερεις «γειτονικές» χρονικά τιµές που χρησιµοποιούνται

ελλείπουσας τιµής µε ίσους συντελεστές βαρύτητας

που λείπει τον µήνα t, µε xt-1 η αντίστοιχη τιµή ένα

µετά ενώ µε xt-12 η αντίστοιχη τιµή ένα χρόνο πριν και

κατανοητή η εν λόγω µεθοδολογία, παρουσιάζεται

ότι επεξεργαζόµαστε τα βροχοµετρικά δεδοµένα που

Αλιάρτου, απόσπασµα των οποίων φαίνεται στο παρακάτω

Απόσπασµα χρονοσειρών βροχόπτωσης (σε mm) στο σταθµό

∆εκ Ιαν Φεβ Μαρ Απρ Μαϊ Ιουν Ιουλ

40.30 30.50 90.60 176.90 43.20 80.80 29.20 46.90

31.90 130.40 67.40 39.30 11.40 27.90 6.60 2.30

221.50 70.20 81.30 51.60 61.90 19.80 0.00 0.00

138.80 331.80 67.30 141.70 34.00 5.80 0.00 0.00

99.10 79.20 127.20 37.50 17.10 8.90 4.60 0.00

65.50 90.10 233.40 49.40 111.00 87.30 83.50 50.50

131.40 92.00 135.60 x t  77.20 75.00 30.20 0.00

210.10 52.80 118.20 159.10 11.20 24.40 26.70 0.00

16.60 139.20 78.40 13.50 35.60 37.00 41.80 6.60

169.70 138.20 153.40 114.90 18.30 22.40 15.50 11.40

114.60 184.90 71.20 99.80 8.40 4.30 20.60 2.50

 

                                                 
είναι διαθέσιµος στον ιστότοπο www.itia.ntua.gr/courses/stochwatres

x
t-12

x
t+1

x
t+12

∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

χρησιµοποιήσουµε συνολικά για 

γειτονικές» τιµές, δύο 

κλίµακα. 

πρόγνωση φαίνονται στο πιο 

χρησιµοποιούνται στην 

βαρύτητας. Με xt 

τιµή ένα µήνα πριν και 

πριν και µε xt+12 ένα 

παρουσιάζεται το εξής 

δεδοµένα που προέρχονται 

παρακάτω πίνακα. 

σταθµό Αλιάρτου.
22

 

Ιουλ Αυγ Σεπ

46.90 0.00 0.00

2.30 6.10 3.80

0.00 5.80 18.00

0.00 0.00 7.90

0.00 0.00 124.20

50.50 0.00 55.60

0.00 1.30 13.70

0.00 41.10 0.50

6.60 6.90 12.70

11.40 0.00 1.00

2.50 0.00 0.00

stochwatres/more/ 
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Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να συµπληρώσουµε την τιµή xt που αντιστοιχεί στη  

βροχόπτωση το µήνα Μάρτιο, το υδρολογικό έτος 1930-31. Συµφώνα µε την 

προτεινόµενη µεθοδολογία, θα πρέπει λάβουµε υπόψη µας στην πρόβλεψη της 

ελλείπουσας τιµής, την τιµή της βροχόπτωσης τον προηγούµενο µήνα, δηλαδή το 

Φεβρουάριο, αλλά και τον επόµενο, δηλαδή τον Απρίλιο καθώς επίσης και τις 

αντίστοιχες τιµές ένα χρόνο πριν, δηλαδή το υδρολογικό έτος 1929-30 και ένα χρόνο 

µετά, δηλαδή το υδρολογικό έτος 1931-32. 

Προκειµένου όµως να λάβουµε περισσότερο υπόψη τις τιµές xt-1 και xt+1 που έχουν 

ισχυρότερη συσχέτιση µε την xt θα χρησιµοποιήσουµε ένα συντελεστή βαρύτητας θ 

και έτσι η εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής t
x  που θα τη συµβολίζουµε t̂

x  θα ισούται 

µε  

 1 1 12 12ˆ (1 )
2 2

t t t t
t

x x x x
x θ θ− + − ++ +

= + −  (4.23) 

Και το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης
23

 (MSE)  θα είναι 

 

2

1 12 12 2
2 2

2

24 11 13

1 2 ( ) 2 ( 1)
2

MSE
(1 )

( 1) (1 )( )
2

E e

θ
θ ρ ρ ρ ρ

σ
θ

ρ θ θ ρ ρ

 
− − − + + + 

   = =  − 
+ + − +  

 (4.24) 

Εξετάζουµε πάλι, δύο τύπους στοχαστικών ανελίξεων, τις ανελίξεις Markov και 

τις ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ, που παρουσιάζουν διαφορετική δοµή αυτοσυσχέτισης. 

4.3.3.1 Χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov 

Αν στη σχέση (4.24) υπολογίσουµε τους συντελεστές αυτοσυσχέτισης που 

παρουσιάζονται, για διάφορες τιµές της υστέρησης  j, από τη σχέση (4.22), δηλαδή 

 ( )1

j

j
ρ ρ=  

τότε µπορούµε να εκτιµήσουµε το MSE συναρτήσει του συντελεστή βαρύτητας θ. 

Στο επόµενο διάγραµµα παρουσιάζονται καµπύλες που αντιστοιχούν σε 

διαφορετικούς συντελεστές αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 και φαίνεται η σχέση 

µεταξύ του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος της εκτίµησης (MSE) και της 

αντίστοιχης τιµής της παραµέτρου θ. 

                                                 
23

 Για τον αναλυτικό υπολογισµό του MSE βλέπε ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β. 
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Σχήµα 4.10 MSE - θ για διάφορες τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης για 

υστέρηση 1 (ρ1) 

Στο πιο πάνω διάγραµµα παρατηρούµε πως για µικρές τιµές του συντελεστή ρ1, η 

αντίστοιχη παράµετρος θ για την οποία ελαχιστοποιείτε το MSE παίρνει τιµές κοντά 

στο 0.5 και συνεπώς ο συντελεστής (1 )θ−  θα κυµαίνεται και αυτός κοντά στο 0.5. 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ίσους περίπου συντελεστές βαρύτητας για τις τιµές 

( )1 1t t
x x− ++  και ( )12 12t t

x x− ++ . Αντίθετα για µεγαλύτερες τιµές του συντελεστή ρ1, η 

παράµετρος θ είναι σηµαντικά µεγαλύτερη, δηλαδή οι γειτονικές τιµές ( )1 1t t
x x− ++  

έχουν µεγαλύτερη βαρύτητα από τις ( )12 12t t
x x− ++ . Οι πιο πάνω διαπιστώσεις 

γίνονται ευκολότερα κατανοητές από τα παρακάτω διαγράµµατα: 



 

 

61 ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

Σχήµα 4.11 Παράµετρος θ για την οποία προκύπτει το µικρότερο MSE συναρτήσει 

του συντελεστή ρ1. 

Σχήµα 4.12 Παράµετρος θ για την οποία προκύπτει το µικρότερο MSE συναρτήσει 

του συντελεστή ρ12. 

4.3.3.2 Χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst – Kolmogorov 

Στην περίπτωση που οι χρονοσειρές που εξετάζουµε αναπαράγουν το φαινόµενο 

Hurst, τότε η δοµή της αυτοσυσχέτισης µεταξύ των τιµών είναι αρκετά ισχυρή και η 
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συνάρτηση που συνδέει την αυτοσυσχέτιση µε τις διάφορες τιµές της υστέρησης j 

δίνεται από την σχέση (4.9), δηλαδή 

( ) ( )2 2 21
1 1

2

H H H

j j j jρ    = + + − −      

Αν λοιπόν υπολογίσουµε τους συντελεστές αυτοσυσχέτισης από την πιο πάνω 

σχέση, και εφαρµόσουµε την εξίσωση (4.24) 

1 12 12

2 2 2 2

2 24 11 13

1 2 ( ) 2

MSE (1 )
( 1) ( 1) (1 ) ( )

2 2

E e

θ ρ ρ ρ
σ θ θ

ρ ρ θ θ ρ ρ

− − − + 
  = = −   + + + + − +
    

µπορούµε να υπολογίσουµε το MSE συναρτήσει της παραµέτρου θ. 

Έτσι, προκύπτουν οι πιο κάτω καµπύλες  

Σχήµα 4.13 MSE - θ για διάφορες τιµές του συντελεστή Hurst (H) 

Παρατηρούµε, πως για ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης, δηλαδή υψηλές τιµές του 

συντελεστή Hurst, η παράµετρος θ για την οποία ελαχιστοποιείτε το MSE κυµαίνεται 

πάνω από 0.8 γεγονός που σηµατοδοτεί µεγάλη βαρύτητα στις τιµές ( )1 1t t
x x− ++  και 

αντίστοιχα µικρότερη στις ( )12 12t t
x x− ++ . 

Τα πιο πάνω συµπεράσµατα, φαίνονται ξεκάθαρα στα επόµενα γραφήµατα. 
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Σχήµα 4.14 Παράµετρος θ για την οποία προκύπτει το µικρότερο MSE συναρτήσει 

του συντελεστή Hurst. 

 Σχήµα 4.15 Παράµετρος θ για την οποία προκύπτει το µικρότερο MSE συναρτήσει 

του συντελεστή ρ1. 
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Σχήµα 4.16 Παράµετρος θ για την οποία προκύπτει το µικρότερο MSE συναρτήσει 

του συντελεστή ρ12. 

Στα πιο πάνω γραφήµατα, γίνεται φανερό πως όσο αυξάνει ο συντελεστής Hurst 

και συνεπώς ο συντελεστής ρ1 τόσο αυξάνει και η τιµή της παραµέτρου θ, δηλαδή οι 

γειτονικές τιµές ( )1 1t t
x x− ++ έχουν µεγαλύτερη βαρύτητα στην εκτίµηση της 

ελλείπουσας τιµής. 

Επίσης παρατηρούµε πως ο συντελεστής Hurst έχει την ίδια συµπεριφορά µε το 

συντελεστή ρ1 και περιγράφει παρόµοια τη σχέση του MSE µε την παράµετρο θ. 

4.3.3.3 Σχόλια – παρατηρήσεις 

Η εφαρµογή της πιο πάνω µεθοδολογίας είναι ιδιαίτερα εύκολη και αρκετά 

γρήγορη. Τα αποτελέσµατα επίσης που προκύπτουν από τη χρήση της είναι πολύ 

ικανοποιητικά. Πιο συγκεκριµένα, παρατηρούµε, πως αν η χρονοσειρά που 

εξετάζουµε έχει πολύ ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης, τότε το µόνο που χρειαζόµαστε 

προκειµένου να συµπληρώσουµε µια τιµή που λείπει είναι οι γειτονικές τιµές, όπως 

πολύ εποπτικά φαίνεται στον πίνακα µε τις τιµές της βροχόπτωσης στην Αλίαρτο. 

Συγκρίνοντας τώρα τα αποτελέσµατα αυτής της µεθοδολογίας και της 

προσέγγισης που παρουσιάστηκε στο υποκεφάλαιο 4.3.2, καταλήγουµε στα πιο κάτω 

διαγράµµατα. 

Για την περίπτωση χρονοσειρών τύπου Markov, η πρώτη µέθοδος, δηλαδή αυτή 

που παρουσιάστηκε στο υποκεφάλαιο 4.3.2.1 καθώς επίσης και η χρήση του ολικού 

µέσου όρου, φαίνεται να έχει καλύτερα αποτελέσµατα για µικρές τιµές του 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης (για ρ1 ≤ 0.2), ενώ για τιµές στο διάστηµα 0.2 ≤ ρ1 ≤ 0.5 
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υπερτερεί η µέθοδος που βασίζεται στη χρήση τεσσάρων γειτονικών τιµών. Για τιµές 

του συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1 µεγαλύτερες του 0.5, η µέθοδος µε το βέλτιστο 

αριθµό γειτονικών βηµάτων που παρουσιάστηκε στο υποκεφάλαιο 4.3.2 και η 

µέθοδος που βασίζεται στη χρήση τεσσάρων γειτονικών τιµών που παρουσιάζεται 

εδώ, έχουν παρόµοια αποτελέσµατα.  

Αναλυτικά, τα πιο πάνω συµπεράσµατα φαίνονται στο παρακάτω διάγραµµα. 

Σχήµα 4.17 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 

(ρ1) µε εφαρµογή των µεθόδων που έχουν παρουσιαστεί µέχρι στιγµής. 

Στη περίπτωση χρονοσειρών που παρουσιάζουν το φαινόµενο Hurst, η µέθοδος 

του κεφαλαίου 4.3.2 καθώς και ο ολικός µέσος όρος έχουν καλύτερα αποτελέσµατα 

για H ≤ 0.65, όπως φαίνεται και στο πιο κάτω διάγραµµα, ενώ για H ≥ 0.65 η µέθοδος 

µε το βέλτιστο αριθµό γειτονικών βηµάτων και η αντίστοιχη που στηρίζεται στη 

χρήση τεσσάρων γειτονικών τιµών που παρουσιάζεται εδώ, δίνουν παρόµοια 

αποτελέσµατα. Τα πιο πάνω επιβεβαιώνονται στο ακόλουθο διάγραµµα. 
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Σχήµα 4.18 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής Η (κύριος οριζόντιος άξονας) και  

συντελεστής ρ1 (δευτερεύον οριζόντιος άξονας) µε εφαρµογή των µεθόδων που έχουν 

παρουσιαστεί µέχρι στιγµής. 

4.3.4 Συνδυασµός ολικού και τοπικού µέσου όρου 

Στα πλαίσια της διερεύνησης της χρήσης ενός τοπικού µέσου όρου στη θέση του 

ολικού, εξετάσαµε την πιο κάτω παραλλαγή. Συγκεκριµένα, προσπαθήσαµε να 

συνδυάσουµε τον ολικό µέσο όρο, µε ένα τοπικό που θα αποτελείται από 2n 

γειτονικά βήµατα, δηλαδή n παρατηρήσεις πριν και n µετά την ελλείπουσα τιµή. 

Έτσι, η εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής προκύπτει από το άθροισµα του ολικού 

µέσου όρου, πολλαπλασιασµένο µε µια παράµετρο λ, και του τοπικού µέσου που 

αποτελείται από n χρονικά βήµα πριν και n µετά την ελλείπουσα τιµή, 

πολλαπλασιασµένο µε το συντελεστή (1-λ), δηλαδή, η εκτίµηση της ελλείπουσας 

τιµής δίνεται  από τον τύπο: 

 

1

1ˆ (1 )
2 2

N n

i i i

i N i n i
t

x x x

x
N n

λ λ

−

=− =− =

+
= + −

∑ ∑ ∑
  (4.25) 

Ο τοπικός µέσος όρος περιορίστηκε εξαρχής σε µόλις δύο γειτονικές τιµές, δηλαδή 

ο πιο πάνω τύπος εφαρµόστηκε για n=1. Η επιλογή του συγκεκριµένου τοπικού 

µέσου όρου έγινε αφενός για την ευκολότερη και πιο άµεση εφαρµογή της µεθόδου 

και αφετέρου γιατί η χρήση περισσότερων γειτονικών τιµών δεν θα είχε ουσιαστικό 

νόηµα στη σύγκριση που επιχειρούµε να κάνουµε µεταξύ του τοπικού και του ολικού 

µέσου όρου. Έτσι, η εκτίµηση που θα χρησιµοποιήσουµε για την ελλείπουσα τιµή 

δίνεται από τη σχέση 
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  (4.26) 

∆ιερευνώνται λοιπόν οι διάφορες τιµές της παραµέτρου λ στο διάστηµα [0,1] για 

τις οποίες ελαχιστοποιείται το µέσο τετραγωνικό σφάλµα. Το µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα της εκτίµησης δίνεται από τη σχέση: 
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  (4.27) 

 

Ο αναλυτικός υπολογισµός του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (MSE) 

παρουσιάζεται λεπτοµερώς στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ C. 

Και σε αυτή τη µεθοδολογία, όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις που 

εξετάσαµε, µελετώνται δύο τύπου στοχαστικών ανελίξεων, οι ανελίξεις µε ασθενή 

µνήµη, ανελίξεις Markov και οι ανελίξεις µε µακρά µνήµη, που παρουσιάζουν 

δυναµική Hurst-Kolmogorov. Ανάλογα λοιπόν µε τη δοµή της αυτοσυσχέτισης της 

χρονοσειράς που εξετάζουµε, υπολογίζουµε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της 

εκτίµησης που προκύπτει για διάφορες τιµές της παραµέτρου λ και διερευνάµε πότε 

και κάτω από ποιες προϋποθέσεις αυτό ελαχιστοποιείτε. 

4.3.4.1 Χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov 

Στις ανελίξεις Markov έχουµε τονίσει πως η δοµή της αυτοσυσχέτισης µειώνεται 

εκθετικά µε την υστέρηση. Συγκεκριµένα, η συσχέτιση ρ, για διάφορες τιµές της 

υστέρησης  j (lag) δίνεται από την σχέση  ( )1

j

j
ρ ρ= . Εφαρµόζοντας λοιπόν τη 

σχέση του MSE µε βάση τη δοµή της αυτοσυσχέτισης των ανελίξεων Markov για 

διάφορες τιµές της παραµέτρου λ, υπολογίζουµε την τιµή του λ για την οποία 

ελαχιστοποιείται το MSE. 
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Σχήµα 4.19 MSE - λ για διάφορες τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης για 

υστέρηση 1 (ρ1). 

Στο πιο πάνω διάγραµµα παρουσιάζονται καµπύλες που αντιστοιχούν σε 

διαφορετικούς συντελεστές αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 και φαίνεται η σχέση 

µεταξύ του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος της εκτίµησης (MSE) και της 

αντίστοιχης τιµής της παραµέτρου λ. 

Παρατηρούµε πως όταν ο συντελεστής  αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 παίρνει 

µικρές τιµές, ο αντίστοιχος συντελεστής λ για τον οποίο προκύπτει το µικρότερο 

MSE είναι κοντά στο 1 ενώ αντίθετα όταν ο συντελεστής  αυτοσυσχέτισης για 

υστέρηση 1 είναι υψηλός, η παράµετρος λ παίρνει τιµές κοντά στο 0. Η διαπίστωση 

αυτή φαίνεται πιο ξεκάθαρα στο επόµενο διάγραµµα. 
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Σχήµα 4.20 Παράµετρος λ για την οποία προκύπτει το µικρότερο MSE συναρτήσει 

του συντελεστή ρ1. 

Συγκεκριµένα, παρατηρούµε πώς όταν έχουµε υψηλές τιµές του ρ1 το λ τείνει στο 

0, δηλαδή στη σχέση   

1 1ˆ (1 )
2 2

N

i

i N
t

x
x x

x
N

λ λ=− − +
= + −

∑
 

ο πρώτος όρος που αντιστοιχεί στον ολικό µέσο όρο τείνει να µηδενιστεί και ο 

δεύτερος όρος (τοπικός µέσος) έχει αυξηµένη βαρύτητα. Το αντίθετο ακριβώς 

συµβαίνει στην περίπτωση χαµηλών τιµών του ρ1, ο ολικός µέσος έχει µεγαλύτερη 

βαρύτητα καθώς το λ τείνει στο 1 και ο όρος που αντιστοιχεί στον τοπικό µέσο όρο 

πρακτικώς µηδενίζεται. 

4.3.4.2 Χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst – Kolmogorov 

Οι χρονοσειρές που αναπαράγουν το φαινόµενο Hurst, έχουν ισχυρή δοµή 

αυτοσυσχέτισης και η συνάρτηση που συνδέει την αυτοσυσχέτιση µε τις διάφορες 

τιµές της υστέρησης  j δίνεται από την σχέση ( ) ( )2 2 21
1 1

2

H H H

j j j jρ    = + + − −    
. 

Οι τιµές του MSE για διάφορες τιµές της παραµέτρου λ, που προκύπτουν για 

ανελίξεις µε συντελεστές Hurst από 0.5 έως 0.95, φαίνονται στο πιο κάτω διάγραµµα. 
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Σχήµα 4.21 MSE - λ για διάφορες τιµές του συντελεστή Hurst (H) 

Παρατηρούµε, πως για ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης, δηλαδή υψηλές τιµές του 

συντελεστή Hurst ο συντελεστής λ κυµαίνεται κοντά στο 0, γεγονός που σηµατοδοτεί 

µεγάλη βαρύτητα στον τοπικό µέσο όρο και µηδενισµός πρακτικά του ολικού µέσου 

όρου. Αντίθετα, για ασθενή δοµή αυτοσυσχέτισης, δηλαδή χαµηλές τιµές του 

συντελεστή Hurst ο ολικός µέσος όρος υπερτερεί έναντι του ολικού και έχει 

µεγαλύτερη βαρύτητα στην εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής. 

Στο επόµενο διάγραµµα φαίνεται ξεκάθαρα, πώς ανάλογα µε το πόσο ισχυρή ή 

ασθενής είναι η αυτοσυσχέτιση τόσο αυξάνεται ή µειώνεται αντίστοιχα η συµβολή 

του τοπικού µέσου όρου.  
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Σχήµα 4.22 Παράµετρος λ για την οποία προκύπτει το µικρότερο MSE συναρτήσει 

του συντελεστή Hurst (κύριος οριζόντιος άξονας) και του συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 (δευτερεύον οριζόντιος άξονας). 

4.3.4.3 Σχόλια – παρατηρήσεις 

Σκοπός αυτής της παραλλαγής, που στηρίζεται στη χρήση ενός τοπικού µέσου 

όρου σε συνδυασµό µε τον αντίστοιχο ολικό, είναι να βελτιωθεί η εκτίµηση της 

ελλείπουσας τιµής, να µειωθεί δηλαδή κατά το δυνατό το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

της εκτίµηση. 

Υπολογιστικά, ο φόρτος που απαιτεί η µέθοδος είναι ελάχιστος, καθώς σε κάθε 

περίπτωση (ανελίξεις Markov αλλά και ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ) το µόνο που 

απαιτείται είναι ο υπολογισµός του ολικού µέσου όρου και του τοπικού µέσου όρου 

µε µια τιµή πριν και µια µετά την ελλείπουσα τιµή και στη συνέχεια, ανάλογα µε την 

τιµή του συντελεστή ρ1 για τις ανελίξεις Markov και του συντελεστή Hurst για τις 

ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ, ο υπολογισµός της παραµέτρου θ από τα αντίστοιχα 

διαγράµµατα που παρατίθενται. 

Όσον αφορά τη βελτίωση που προσφέρει αυτή η µέθοδος σε σχέση µε τις 

προηγούµενες, αυτή είναι πολύ σηµαντική. Αν δε, λάβουµε υπόψη και τον ελάχιστα 

επιπλέον υπολογιστικό φόρτο που αυτή απαιτεί, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι 

έχουµε µια βέλτιστη αριθµητικά λύση (ελάχιστο MSE), µε το µικρότερο 

υπολογιστικό φόρτο. 

Τα πιο πάνω συµπεράσµατα επιβεβαιώνονται στα επόµενα συγκριτικά 

διαγράµµατα καθώς επίσης και στο κεφάλαιο 5 όπου εφαρµόζεται η προτεινόµενη 

µεθοδολογία σε πραγµατικά δεδοµένα και δίνει το µικρότερο MSE αλλά και στο 
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κεφάλαιο 6 όπου συγκρίνονται και σχολιάζονται λεπτοµερώς όλες οι προτεινόµενες 

µεθοδολογίες. 

Συγκεκριµένα, για την περίπτωση χρονοσειρών που προσοµοιώνονται από 

ανελίξεις Markov τα αποτελέσµατα της σύγκρισης των µεθοδολογιών φαίνονται στο 

ακόλουθο διάγραµµα. 

Παρατηρούµε πως η καµπύλη που αντιστοιχεί στη µεθοδολογία που περιγράψαµε 

πιο πάνω, δηλαδή στο συνδυασµό του τοπικού και του ολικού µέσου όρου (Ν-n), για 

οποιαδήποτε τιµή του συντελεστή ρ1 δίνει το µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

σε σχέση µε τις υπόλοιπες µεθόδους που έχουν παρουσιαστεί µέχρι στιγµής. 

Σχήµα 4.23 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 

(ρ1) µε εφαρµογή των µεθόδων που έχουν παρουσιαστεί µέχρι στιγµής. 

Το ίδιο ενθαρρυντικά αποτελέσµατα προκύπτουν και στην περίπτωση 

χρονοσειρών που προσοµοιώνονται από ανελίξεις που αναπαράγουν το φαινόµενο 

Hurst. Πιο συγκεκριµένα, όπως φαίνεται στο επόµενο διάγραµµα, η καµπύλη που 

αντιστοιχεί στη µεθοδολογία που περιγράψαµε πιο πάνω, δηλαδή στο συνδυασµό του 

τοπικού και του ολικού µέσου όρου (Ν-n) για οποιαδήποτε τιµή του συντελεστή 

Hurst, δίνει το µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα σε σχέση µε τις υπόλοιπες 

µεθόδους που έχουν παρουσιαστεί µέχρι στιγµής. 
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Σχήµα 4.24 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής Η (κύριος οριζόντιος άξονας) και  

συντελεστής ρ1 (δευτερεύον οριζόντιος άξονας) µε εφαρµογή των µεθόδων που έχουν 

παρουσιαστεί µέχρι στιγµής. 

4.3.5 Σταθµισµένα βάρη 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει στο υποκεφάλαιο 4.3.1, το πρόβληµα της 

συµπλήρωσης των ελλιπών τιµών µπορεί να εκφραστεί µαθηµατικά από τη σχέση 

(4.16) ή σε µορφή πινάκων από τη σχέση (4.17) που είναι: 

T
Y e= +w X  

όπου: 

[ ]

[ ]

1

1

: ,...,

: ,...,

T

n

n

w w

x x

=

=

w

X
 

Στις προηγούµενες προσεγγίσεις, για λόγους απλότητας, αλλά και ευκολίας στους 

υπολογισµούς και συνεπώς γρήγορη εφαρµογή και εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής, 

θεωρήσαµε ίσα βάρη µεταξύ των τιµών της χρονοσειράς. Τώρα, θα επιλύσουµε την 

πιο πάνω εξίσωση, προκειµένου να υπολογίσουµε αναλυτικά τους συντελεστές 

βαρύτητας wi που αντιστοιχούν σε κάθε τιµή της χρονοσειράς Xi. 

Η γεωστατιστική παρέχει µια συστηµατική διαδικασία, η οποία είναι  κατάλληλη 

για τον υπολογισµό των διαφόρων συντελεστών βαρύτητας που θα χρησιµοποιηθούν 

σε ένα πρόβληµα γραµµικής συµπλήρωσης κάποιας ή και κάποιων ελλιπών τιµών. Ο 

υπολογισµός των βαρών wi, βασίζεται είτε στη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης, είτε στο 

µεταβαλλόγραµµα. 
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Συγκεκριµένα, οι διάφορες τιµές των wi επιλέγονται ώστε το σφάλµα της 

εκτίµησης, δηλαδή η ποσότητα: ( )ˆ
t t

e x x= − , όπου t
x  η πραγµατική τιµή και t̂

x  η 

εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής, να έχει µέση τιµή µηδέν, δηλαδή να αποτελεί 

αµερόληπτη εκτίµηση, και να έχει το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα, δηλαδή η 

ποσότητα ( )22 ˆ
t t

e x x= −  να είναι ελάχιστη, ώστε να έχουµε τη µικρότερη διασπορά 

(Kitanidis σσ. 20.14-20.15). 

Με βάση τους δύο παραπάνω περιορισµούς, (δηλαδή την απαίτηση για 

αµεροληψία και ελάχιστη διασπορά) δηµιουργείται ένα σύστηµα γραµµικών 

εξισώσεων, που η επίλυσή του µας δίνει της τιµές wi. 

Έτσι, προκειµένου να υπολογίσουµε τους συντελεστές βαρύτητας wi, 

εφαρµόζουµε τη µέθοδο BLUE (Best Linear Unbiased Estimator), δηλαδή 

προσπαθούµε να βρούµε εκείνη τη λύση, που θα είναι βέλτιστη (Best), δηλαδή θα 

έχει το µικρότερο τετραγωνικό σφάλµα, ενώ παράλληλα θα είναι και αµερόληπτη 

(Unbiased), δηλαδή θα έχει µηδενική µέση τιµή. Η µεθοδολογία BLUE, περιλαµβάνει 

ένα σύνολο µεθόδων γραµµικής βέλτιστης παρεµβολής στις οποίες η εκτίµηση της 

κάθε τιµής είναι αµερόληπτη και το σφάλµα της εκτίµησης είναι το ελάχιστο. Η πιο 

διαδεδοµένη από τις µεθόδους BLUE είναι η µέθοδος kriging
24

. 

Ενώ όµως στη µέθοδο kriging χρησιµοποιούνται τα ηµι-µεταβλητογράµµατα, 

εµείς στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση συνδιασποράς, η οποία 

εκφράζει άµεσα τη δοµή αυτοσυσχέτισης µεταξύ των τιµών της χρονοσειράς που 

µελετάµε και είναι κατάλληλη για ανελίξεις που παρουσιάζουν το φαινόµενο Hurst. 

Έστω λοιπόν X η τυχαία µεταβλητή η οποία ακολουθεί κανονική κατανοµή
25

 µε 

τιµές x1, x 2,… x n η οποία θεωρούµε πως έχει µέση τιµή µ και διασπορά σ
2
. Οι µ, σ

2
 

είναι άγνωστοι. Για να υπολογίσουµε λοιπόν τις τιµές των διαφόρων βαρών wi, 

πρέπει να ικανοποιούνται οι εξής περιορισµοί (σύµφωνα µε την µέθοδο BLUE): 

• το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης να παίρνει την ελάχιστη τιµή 

• οι λύσεις να είναι αµερόληπτες. 

Μια µεροληπτική λοιπόν λύση της εξίσωσης T
Y e= +w X  , η οποία όµως δίνει 

ελάχιστο τετραγωνικό σφάλµα, είναι (Koutsoyiannis & Langousis, 2010 σσ. 32-33): 

                                                 
24

 Η µέθοδος kriging αναπτύχθηκε στις αρχές της δεκαετίας του 50 από το µηχανικό ορυχείων 

Krige (1951) µε σκοπό την πρόγνωση της περιεκτικότητας σε µετάλλευµα µιας περιοχής εξόρυξης 

αξιοποιώντας µεµονωµένες µετρήσεις περιεκτικότητας σε συγκριµένα σηµεία. Η περιεκτικότητα αυτή 

µοντελοποιείται ως µια στοχαστική συνάρτηση στις τρεις διαστάσεις, δηλαδή ως ένα τυχαίο πεδίο. Η 

µέθοδος έχει εφαρµογή και σε άλλα προβλήµατα πρόγνωσης όπως αυτά της υδρολογίας. 
25

 Η κατανοµή Gauss ή κανονική κατανοµή είναι η πιο γνωστή και ευρέως χρησιµοποιούµενη 

κατανοµή στην στατιστική ανάλυση δεδοµένων. Οι λόγοι που τεκµηριώνουν τη χρήση της κατανοµής 

αυτής είναι: το κεντρικό οριακό θεώρηµα το οποίο λέει ότι το άθροισµα ανεξάρτητων και όµοια 

κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών τείνει στη κανονική κατανοµή όσο το άθροισµα των προσθετέων 

τείνει στο άπειρο και η αρχή της µεγίστης εντροπίας η οποία δηλώνει ότι απ’ όλες τις γνωστές 

κατανοµές µε γνωστή µέση τιµή και διασπορά, η κανονική κατανοµή είναι αυτή που µεγιστοποιεί την 

εντροπία. 
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σ σ σ
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−
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= − = −

w C η

w µ

η C η w η

 (4.28) 

όπου  

[ ]: Cov ,X Y=η , είναι ένας πίνακας τα στοιχεία του οποίου είναι οι διάφορες τιµές 

της συνδιασποράς της τ.µ. X µε τη τ.µ. Υ 

[ ]: Cov ,X X=C , είναι ο θετικά ορισµένος, συµµετρικός πίνακας, που τα στοιχεία του 

είναι οι τιµές της αυτοσυνδιασποράς της τ.µ. Χ.  

Προκειµένου να κάνουµε την παραπάνω λύση αµερόληπτη, µπορούµε, είτε να 

προσθέσουµε µια βοηθητική µεταβλητή Χn+1, της οποίας η τιµή θα είναι συνεχώς ίση 

µε 1, είτε να προσθέσουµε ένα περιορισµό στην επίλυσης του συστήµατος.  

Ο περιορισµός που πρέπει να προσθέσουµε ώστε να εξασφαλίσουµε την 

αµεροληψία είναι 

 
T

Y Xµ = w µ  (4.29) 

Με τον παραπάνω περιορισµό, το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης 

υπολογίζεται από τη σχέση 

 ( )2 2 2MSE 2 ( )T T T

e Y Y X X X
σ σ µ µΥ= = + + + − +w C µ µ w w η µ  (4.30) 

Η ελαχιστοποίηση του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος γίνεται µε τη χρήση 

πολλαπλασιαστών Lagrange και οδηγεί στο παρακάτω σύστηµα εξισώσεων: 

 

X

T

X Y

λ

µ

 + =


 =

Cw µ η

µ w

 (4.31) 

Η λύση του παραπάνω συστήµατος, για τους n+1 αγνώστους, δηλαδή, τα βάρη, 

w1,…,wn, και τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ είναι 

 
1' ' '−=w C η  (4.32) 

όπου 

 ' : , ' : , ' :
0

X

T
Y

X
µλ

    
 = = =   
     

C µ ηw
w C η

µ
 (4.33) 

Και το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό σφάλµα (mMSE) υπολογίζεται ως: 

 
2 2mMSE 2T T

e Yσ σ= = + −w Cw w η  (4.34) 
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Με βάση όµως τις παραδοχές που κάναµε στην αρχή του κεφαλαίου (βλέπε 

υποκεφάλαιο 4.2.1), οι στοχαστικές ανελίξεις που εξετάζουµε είναι στάσιµες και 

εργοδικές, έτσι ισχύουν οι πιο κάτω απλοποιήσεις: 

 

: Cov ,

i

i

X Y

X Y

ij i j
X X

µ µ µ

σ σ σ

σ

= =

= =

 =  

 (4.35) 

Σε αυτή λοιπόν τη περίπτωση οι σχέσεις (4.33), απλοποιούνται και γίνονται 

 ' : , ' : , ' :
' 0Tλ

    
 = = =   
     

C 1w η
w C η

11
 (4.36) 

όπου 

'λ λ µ= και 

1 είναι ένας πίνακας όπου όλα του τα στοιχεία ισούνται µε 1. 

Οι πιο πάνω λύσεις είναι γνωστές ως kriging, αν και συνήθως στη µέθοδο kriging 

οι λύσεις αυτές είναι εκφρασµένες σε όρους ηµι-µεταβλητογράµµατος και όχι σε 

όρους συνδιασπορών όπως γίνεται εδώ. Αυτό συµβαίνει γιατί τα ηµι-

µεταβλητογράµµατα δεν είναι κατάλληλα για διεργασίες που παρουσιάζουν δυναµική 

HK (Koutsoyiannis & Langousis, 2010 σ. 33). 

Συνοψίζοντας λοιπόν τα παραπάνω αποτελέσµατα για την επίλυση της σχέσης 
T

Y e= +w X  και τον υπολογισµό των βαρών wi έχουµε: 

• µεροληπτικές λύσεις 
1−=w C η  

µε  

[ ]: Cov ,X Y=η
 

και [ ]: Cov ,X X=C  

• αµερόληπτες λύσεις 
1' ' '−=w C η  

µε  ' : , ' : , ' :
0

X

T
Y

X
µλ

    
 = = =   
     

C µ ηw
w C η

µ
 

• αµερόληπτες λύσεις µε την παραδοχή στασιµότητας και εργοδικότητας 
1' ' '−=w C η  

µε  ' : , ' : , ' :
' 0Tλ

    
 = = =   
     

C 1w η
w C η

11
 



 

 

77 ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

Στη συνέχεια, θα εφαρµόσουµε τις παραπάνω λύσεις, σε δύο τύπους στοχαστικών 

ανελίξεων, τις ανελίξεις τύπου Markov και τις ανελίξεις που παρουσιάζουν δυναµική 

HK. 

Ανάλογα λοιπόν µε τη συνάρτηση συνδιασποράς, τη δοµή δηλαδή αυτοσυσχέτισης 

της υπό µελέτη χρονοσειράς, αλλά και αναλόγως το µέγεθος της χρονοσειράς και τη 

θέση της ελλείπουσας τιµής εφαρµόζουµε τις πιο πάνω σχέσεις και υπολογίζουµε 

τους συντελεστές βαρύτητας wi µε τους οποίους θα εκτιµήσουµε την ελλείπουσα 

κάθε φορά τιµή. 

4.3.5.1 Χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, οι ανελίξεις τύπου Markov, παρουσιάζουν ασθενή 

µνήµη και ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης µειώνεται ταχύτατα σε σχέση µε την 

υστέρηση. Συγκεκριµένα, ισχύει η σχέση: 

( )1

j

j
ρ ρ=

 

Με βάση λοιπόν την πιο πάνω εξίσωση και έχοντας υπόψη πως για υστέρηση τ, η 

συνδιασπορά συνδέεται µε το συντελεστή αυτοσυσχέτισης µε τη σχέση 

 [ ] 2 2
Cov

i i
X X τ τσ ρ µ+ = +  

εφαρµόζουµε τις σχέσεις (4.28) και (4.36) για µεροληπτικές και αµερόληπτες λύσεις 

αντίστοιχα, και υπολογίζουµε τις διάφορες τιµές των βαρών wi. 

Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ D, παρουσιάζονται αναλυτικά διαγράµµατα των βαρών wi που 

προκύπτουν για διάφορα πλήθη δείγµατος (20, 40, 80 και 100 τιµές) καθώς επίσης 

και για διάφορες τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1, 

συγκεκριµένα για ρ1 ίσο µε [0.1, 0.3, 0.6, 0.7, 0.9]. 

Για οικονοµία χώρου και αποφυγή επανάληψης, παρουσιάζεται σε αυτό το σηµείο, 

το διάγραµµα των συντελεστών βαρύτητας wi για δείγµα µόνο 100 τιµών σε µια 

χρονοσειρά µε αρκετά ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης (ρ1 = 0.6), για διάφορες θέσεις 

της ελλείπουσας τιµής. 

Το δείγµα λοιπόν που µελετάµε αποτελείται από 100 τιµές x1, x2,…, x100, και 

θεωρούµε πως λείπει µια από αυτές τις 100 τιµές. Ανάλογα µε την τιµή θέλουµε να 

συµπληρώσουµε, θέτουµε την ελλείπουσα τιµή για εποπτικούς λόγους, ίση µε Χ0 και 

αντίστοιχα τις προηγούµενες x-κ…, x-2, x-1 και τις επόµενες x1, x2,… xλ. Έτσι, στο 

παρακάτω διάγραµµα, και σε όλα τα διαγράµµατα που θα ακολουθήσουν, στη θέση 0 

θα βρίσκεται πάντα η ελλείπουσα τιµή (και για αυτό το λόγο οι διάφορες καµπύλες 

δεν θα τέµνουν ποτέ τον άξονα των βαρών), και εκατέρωθεν οι συντελεστές 

βαρύτητας των γειτονικών τιµών.   
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Σχήµα 4.25 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, µεγέθους 100 

τιµών, ανάλογα µε την θέση ξ της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης ρ1 = 0.6. 

Στο πιο πάνω διάγραµµα, γίνεται φανερό πως οι γειτονικές τιµές έχουν αυξηµένο 

συντελεστή βαρύτητας σε σχέση µε τις υπόλοιπες, και αυτό οφείλετε στην αρκετά 

υψηλή τιµή του συντελεστή ρ1, ενώ καθώς αποµακρυνόµαστε από την ελλείπουσα 

τιµή, παρατηρούµε πως οι συντελεστές βαρύτητας σταθεροποιούνται σε µια τιµή λίγο 

πιο πάνω από το 0.001, ανεξαρτήτως της θέσης της ελλείπουσας τιµής. 

Επίσης δεν πρέπει να µας ξαφνιάζει το γεγονός ότι στις τελευταίες τιµές, 

παρατηρείται αύξηση στους συντελεστές βαρύτητας (η αύξηση αυτή βέβαια δεν είναι 

ιδιαίτερα σηµαντική αν αναλογιστεί κανείς ότι στο πιο πάνω διάγραµµα ο άξονας των 

βαρών wi παρουσιάζεται σε λογαριθµική κλίµακα). Η αύξησης αυτή οφείλεται στο 

γεγονός ότι οι τιµές wi απαιτήσαµε να είναι αµερόληπτες, έτσι θα πρέπει να έχουν 

άθροισµα ίσο µε 1. Προκειµένου λοιπόν να ισχύει η προηγούµενη απαίτηση, οι 

τελευταίες τιµές των βαρών, ανάλογα µε τη θέση της ελλείπουσας τιµής, είναι 

ελαφρώς αυξηµένες. 

Προκειµένου να επαληθευτεί ο πιο πάνω ισχυρισµός, παραστήσαµε γραφικά στο 

πιο κάτω διάγραµµα, τις µεροληπτικές (biased) τιµές των wi µε διακεκοµµένη γραµµή 

και τις αντίστοιχες αµερόληπτες (unbiased) µε συνεχή γραµµή. Γίνεται φανερό, πως 

στις µεροληπτικές λύσεις, όπου δεν υπάρχει απαίτηση για άθροισµα των βαρών ίσο 

µε 1 δεν αυξάνονται οι συντελεστές βαρύτητας των τελευταίων τιµών του δείγµατος, 

σε αντίθεση µε τις αµερόληπτες λύσεις που προκειµένου το άθροισµα των βαρών να 

είναι 1 αυξάνεται ελαφρώς ο συντελεστής βαρύτητας των τελευταίων τιµών. 
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Σχήµα 4.26 Σταθµισµένα βάρη για διάφορες τιµές του συντελεστή ρ1, σε ένα δείγµα 

20 τιµών, αν λείπει η 10
η
 τιµή. Παρουσιάζονται οι µεροληπτικές αλλά και οι 

αµερόληπτες τιµές των wi. 

Στο πιο πάνω διάγραµµα πρέπει να τονίσουµε επίσης τον σηµαντικό ρόλο του 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης στην επιλογή των βαρών. Παρατηρούµε πως όσο 

αυξάνει ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1, τόσο αυξάνει και ο 

συντελεστής βαρύτητας των γειτονικών στην ελλείπουσα τιµή παρατηρήσεων. 

Συγκεκριµένα, για ρ1 = 0.9 η προηγούµενη από την ελλείπουσα τιµή παρατήρηση 

καθώς επίσης και η επόµενη, έχουν βαρύτητα 49% η κάθε µια, και οι υπόλοιπες 17 

τιµές της χρονοσειράς ισοµοιράζονται το υπόλοιπο 2%.  

4.3.5.2 Χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst – Kolmogorov 

Στις χρονοσειρές που αναπαράγουν το φαινόµενο Hurst, εφαρµόζουµε την ίδια 

ακριβώς µεθοδολογία, όπως και στην περίπτωση χρονοσειρών που προσοµοιώνονται 

από ανελίξεις Markov, µε τη διαφορά ότι τώρα η δοµή της αυτοσυσχέτισης είναι 

ισχυρότερη. Συγκεκριµένα έχουµε ήδη αναφέρει πως η σχέση που συνδέει το 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ µε την υστέρηση τ, για διάφορες τιµές του συντελεστή 

Hurst H είναι 

( ) ( )2 2 21
1 1

2

H H H

j j j jρ    = + + − −      

Εφαρµόζοντας τις αµερόληπτες και τις µεροληπτικές λύσεις που δίνονται από τις 

σχέσεις (4.36) και (4.28) αντίστοιχα, ανάλογα µε το συντελεστή Hurst και το µέγεθος 
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της χρονοσειράς που εξετάσουµε, προκύπτουν οι αντίστοιχες τιµές των συντελεστών 

βαρύτητας wi για διάφορες θέσεις της ελλείπουσας τιµής.  

Και εδώ, όπως στη περίπτωση των ανελίξεων Markov δεν παρουσιάζονται όλα τα 

διαγράµµατα για διάφορους συντελεστές Hurst και για διάφορα µεγέθη δείγµατος, 

αλλά παρουσιάζεται µόνο το διάγραµµα των συντελεστών βαρύτητας wi για δείγµα 

100 τιµών σε µια χρονοσειρά µε αρκετά ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης (Η = 0.7), για 

διάφορες θέσεις της ελλείπουσας τιµής.  

Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ E όµως παρουσιάζονται τα διαγράµµατα των συντελεστών 

βαρύτητας wi για χρονοσειρές µεγέθους 20, 40, 80 και 100 τιµών και για συντελεστές 

Hurst H ίσο µε [0.7, 0.8, 0.9]. 

Από την πρώτη κιόλας στιγµή γίνεται φανερό πως οι χρονοσειρές που 

παρουσιάζουν δυναµική ΗΚ θα έχουν τελείως διαφορετική κατανοµή βαρών wi σε 

σχέση µε τις χρονοσειρές τύπου Markov.  

Συγκεκριµένα, όπως φαίνεται και στο πιο κάτω διάγραµµα, οι καµπύλες των 

βαρών wi για διάφορες θέσεις της ελλείπουσας τιµής είναι πιο οµαλές σε σχέση µε τις 

αντίστοιχες των ανελίξεων Markov. Αυξηµένους συντελεστές βαρύτητας δεν έχουν 

µόνο η αµέσως προηγούµενη και η αµέσως επόµενη από την ελλείπουσα τιµή 

παρατηρήσεις, αλλά και οι υπόλοιπες. 

Σχήµα 4.27 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, µεγέθους 100 

τιµών, ανάλογα µε την θέση ξ της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H = 0.7. 
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Ωστόσο, για πολύ υψηλές τιµές του συντελεστή Hurst, τα βάρη των αµέσως 

γειτονικών στην ελλείπουσα τιµή παρατηρήσεων αποκτούν χαρακτηριστικό 

προβάδισµα έναντι των υπολοίπων βαρών.  

Στο επόµενο διάγραµµα γίνεται φανερό πως όσο ο συντελεστής Hurst αυξάνει, 

τόσο αυξάνει και ο συντελεστής βαρύτητας των αµέσως γειτονικών τιµών. 

Χαρακτηριστικά αναφέρεται η ακραία περίπτωση όπου ο συντελεστής Hurst είναι 

0.95, οι αµέσως γειτονικές τιµές (πριν και µετά την ελλείπουσα τιµή) έχουν 

συντελεστή βαρύτητας 41% η κάθε µία, και οι υπόλοιπες 97 παρατηρήσεις της 

χρονοσειράς µοιράζονται το υπόλοιπο 18% περίπου. 

Αναλυτικά, οι αµερόληπτες και οι µεροληπτικές τιµές των συντελεστών wi για 

διάφορες τιµές του συντελεστή Hurst, για δείγµα µεγέθους 20 τιµών όπου λείπει η 

10
η
 τιµή, φαίνονται στο πιο κάτω σχήµα. Με συνεχή γραµµή παριστάνονται οι 

αµερόληπτες (unbiased) τιµές των wi ενώ µε διακεκοµµένη οι µεροληπτικές (biased) 

τιµές των wi. 

Σχήµα 4.28 Σταθµισµένα βάρη για διάφορες τιµές του συντελεστή Hurst (H), σε ένα 

δείγµα 20 τιµών, αν λείπει η 10
η
 τιµή, παρουσιάζονται οι µεροληπτικές αλλά και οι 

αµερόληπτες τιµές των wi. 
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Επίσης και εδώ παρατηρείται αύξηση των συντελεστών βαρύτητας wi των 

τελευταίων τιµών της χρονοσειράς που λαµβάνονται υπόψη στη συµπλήρωση. Το 

γεγονός αυτό έχει διττή αιτία: αφενός µεν οφείλεται στην απαίτηση για άθροισµα 

όλων των συντελεστών βαρύτητας wi ίσο µε 1, αφετέρου οφείλεται στο γεγονός ότι 

επειδή ο πληθυσµός δεν µπορεί να είναι ποτέ πεπερασµένος, οι τελευταίες τιµές 

λαµβάνονται µε αυξηµένους συντελεστές βαρύτητας προκειµένου να συµπεριληφθεί 

η πληροφορία από τις προηγούµενες τιµές που δεν υπάρχουν µετρήσεις. 

4.3.5.3 Σχόλια – παρατηρήσεις 

Η πιο πάνω µεθοδολογία, γίνεται φανερό πως έχει µεγάλο υπολογιστικό φόρτο, 

ειδικά αν δεν γίνουν οι παραδοχές στασιµότητας και εργοδικότητας των στοχαστικών 

ανελίξεων. Ο υπολογισµός των wi καθίσταται αδύνατος, αφού απαιτείται ο 

υπολογισµός
26

  

2( 3 )

2

n n+
 διαφορετικών τιµών συνδιασποράς, αν θεωρήσουµε 

συµµετρικό τον πίνακα των συνδιασπορών (Koutsoyiannis & Langousis, 2010 σ. 33).  

Ωστόσο µε τις παραδοχές στασιµότητας και εργοδικότητας, οι υπολογισµοί 

διευκολύνονται αρκετά, και καθιστούν εφικτή υπολογιστικά τη διαδικασία 

υπολογισµού των συντελεστών wi. 

Παρατηρούµε και εδώ, που χρησιµοποιούµε σταθµισµένα βάρη, αυξηµένη 

βαρύτητα, ανάλογα µε τη δοµή αυτοσυσχέτισης, έχουν οι γειτονικές τιµές. Αυτή η 

διαπίστωση επιβεβαιώνει τη µεθοδολογία που παρουσιάστηκε στο υποκεφάλαιο 4.3.2 

και εξετάζει τη χρήση ενός τοπικού µέσου όρου στη θέση του ολικού, στη περίπτωση 

που η χρονοσειρά που εξετάζουµε έχει έντονη δοµή αυτοσυσχέτισης. 

Συγκρίνοντας τώρα τους συντελεστές wi που προκύπτουν για ανελίξεις Markov 

και τους αντίστοιχους που προκύπτουν για ανελίξεις που παρουσιάζουν δυναµική 

ΗΚ, παρατηρούµε µια εντελώς διαφορετική συµπεριφορά. Όπως φαίνεται και στο πιο 

κάτω διάγραµµα, οι συντελεστές wi κατανέµονται οµαλότερα στις ανελίξεις µε 

δυναµική ΗΚ σε αντίθεση µε τις ανελίξεις τύπου Markov όπου οι γειτονικές µόνο 

τιµές έχουν ουσιαστικά τον κύριο ρόλο στη συµπλήρωση. 

                                                 
26

  Όπου n το πλήθος των τιµών του δείγµατος. 
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Σχήµα 4.29 Συντελεστές βαρύτητας wi για ανελίξεις µε δυναµική ΗΚ και ανελίξεις 

τύπου Markov µε ρ1 = 0.3,για δείγµα 100 τιµών, που λείπει η 50
η
 τιµή. 

4.4 Σποραδικά κενά στις χρονοσειρές 

4.4.1 Εισαγωγή 

Σύνηθες είναι το πρόβληµα της ύπαρξης συνεχόµενων κενών στις 

υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές. Στο πρόβληµα αυτό όµως δεν είναι δυνατό να 

χρησιµοποιηθεί ένας τοπικός µέσος όρος, καθώς οι γειτονικές στην ελλείπουσα τιµή 

παρατηρήσεις θα λείπουν. Έτσι, δε θα µπορούµε να συσχετίσουµε την ελλείπουσα 

τιµή µε τις γειτονικές τιµές. Η µέθοδος των σταθµισµένων βαρών είναι λοιπόν 

µονόδροµος στην περίπτωση πολλών συνεχόµενων ελλειπουσών τιµών. 

Στη παρούσα εργασία, αναλύεται µόνο η περίπτωση της ύπαρξης τριών 

συνεχόµενων ελλειπουσών τιµών. Παρόµοια µεθοδολογία ακολουθείται και για 

περιπτώσεις µε περισσότερες κενές τιµές. Πρέπει να τονιστεί όµως πως για να 

εφαρµοστεί η µεθοδολογία των σταθµισµένων βαρών, το πλήθος των ελλειπουσών 

τιµών δεν µπορεί να είναι πολύ µεγάλο σε σχέση µε το µέγεθος του δείγµατος. 
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4.4.2 Σταθµισµένα βάρη 

Εφαρµόζουµε λοιπόν τις λύσεις της εξίσωσης T
Y e= +w X  που είδαµε και στο 

υποκεφάλαιο 4.4.2, για διάφορες θέσεις ελλείπουσας τιµής. Συγκεκριµένα, έχουµε 

• µεροληπτικές τιµές των συντελεστών βαρύτητας wi: 
1−=w C η

 
µε  

[ ]: Cov ,X Y=η
 

και [ ]: Cov ,X X=C  

• αµερόληπτες τιµές των συντελεστών βαρύτητας wi µε τη παραδοχή 

στάσιµων και εργοδικών ανελίξεων: 
1' ' '−=w C η  

µε  ' : , ' : , ' :
' 0Tλ

    
 = = =   
     

C 1w η
w C η

11
 

Στη συνέχεια εξετάζονται τα αποτελέσµατα για δύο τύπους στοχαστικών 

ανελίξεων, τις ανελίξεις τύπου Markov και τις ανελίξεις που παρουσιάζουν δυναµική 

ΗΚ. 

4.4.2.1 Χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov 

Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ F παρουσιάζονται αναλυτικά διαγράµµατα των βαρών wi που 

προκύπτουν για διάφορα πλήθη δείγµατος (20, 40, 80 και 100 τιµές), για διάφορες 

θέσεις των ελλειπουσών τιµών καθώς επίσης και για διάφορες τιµές του συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1, συγκεκριµένα για ρ1 ίσο µε [0.1, 0.3, 0.6, 0.7, 0.9]. 

Στη συνέχεια, παραθέτουµε µόνο το διάγραµµα των συντελεστών βαρύτητας wi 

για δείγµα 100 τιµών σε µια χρονοσειρά µε αρκετά ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης 

( )1 0.6ρ =  όπου λείπουν 3 συνεχόµενες τιµές στις θέσεις 50, 51 και 52. 
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Σχήµα 4.30 Σταθµισµένα βάρη wi για δείγµα 100 τιµών µε ρ1 = 0.6 και κενή την 50
η
, 

51
η
  και 52

η
 τιµή της χρονοσειράς. 

Παρατηρούµε πως, όπως και στην περίπτωση των µεµονωµένων κενών, αυξηµένη 

βαρύτητα έχουν οι αµέσως γειτονικές τιµές (λόγω της υψηλής τιµής του συντελεστή 

ρ1) ενώ πάλι, στις τελευταίες τιµές της χρονοσειράς υπάρχει µία άνοδος των 

συντελεστών βαρύτητας που οφείλεται, όπως έχουµε ήδη τονίσει, στην απαίτηση για 

αµεροληψία των τιµών wi. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι κατανοµές των συντελεστών βαρύτητας wi 

(αµερόληπτες και µεροληπτικές τιµές) για δείγµα µεγέθους 20 τιµών από το οποίο 

λείπουν 3 συνεχόµενες παρατηρήσεις στις θέσεις 5, 6 και 7 για διάφορες τιµές του 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 (ρ1). 

Σχήµα 4.31 Σταθµισµένα βάρη wi για δείγµα 20 τιµών µε ρ1 = 0.3 και κενές την 5
η
 ,6

η
  

και 7
η
 τιµή της χρονοσειράς. 
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Σχήµα 4.32 Σταθµισµένα βάρη wi για δείγµα 20 τιµών µε ρ1 = 0.7 και κενές την 5
η
 ,6

η
  

και 7
η
 τιµή της χρονοσειράς. 

Παρατηρούµε πως καθώς αυξάνει ο συντελεστής ρ1, αυξάνει και ο συντελεστής 

βαρύτητας των τιµών αµέσως πριν και αµέσως µετά το κενό. Συγκεκριµένα, για πολύ 

υψηλές τιµές του ρ1 παρατηρούµε πως ουσιαστικά λαµβάνονται υπόψη µόνο οι 

αµέσως προηγούµενες και επόµενες τιµές και ελάχιστα (πρακτικώς καθόλου) οι 

υπόλοιπες τιµές της χρονοσειράς. Την ίδια διαπίστωση είχαµε κάνει και στη 

περίπτωση µεµονωµένων κενών στο υποκεφάλαιο 4.3.5.1. 

Επίσης, και εδώ όπως και στη περίπτωση των µεµονωµένων κενών παρατηρούµε 

πως οι τιµές των  wi αυξάνουν ελαφρώς στις τελευταίες τιµές για την περίπτωση των 

αµερόληπτων λύσεων. Αυτό όπως έχουµε ήδη εξηγήσει, οφείλεται στην απαίτηση για 

αµεροληψία. ∆ηλαδή αυξάνουν τα wi των τελευταίων τιµών προκειµένου το συνολικό 

τους άθροισµα να είναι ίσο µε 1. Αυτή η αύξηση των wi για τις τελευταίες τιµές δεν 

συµβαίνει στη περίπτωση µεροληπτικών λύσεων, όπως γίνεται φανερό και στα πιο 

πάνω διαγράµµατα. 

4.4.2.2 Χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst – Kolmogorov 

Και εδώ, όπως στη περίπτωση των ανελίξεων Markov δεν παρουσιάζονται όλα τα 

διαγράµµατα για διάφορους συντελεστές Hurst και για διάφορα µεγέθη δείγµατος, 

αλλά παρουσιάζεται µόνο το διάγραµµα των συντελεστών βαρύτητας wi για δείγµα 

100 τιµών σε µια χρονοσειρά µε αρκετά ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης (Η = 0.7) όπου 

λείπουν 3 συνεχόµενες τιµές στις θέσεις 50, 51 και 52. 
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Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ E όµως παρουσιάζονται διαγράµµατα των συντελεστών 

βαρύτητας wi για χρονοσειρές µεγέθους 20, 40, 80 και 100 τιµών και για συντελεστές 

Hurst H ίσο µε [0.7, 0.8, 0.9] για διάφορες θέσεις των ελλειπουσών τιµών. 

 Σχήµα 4.33 Σταθµισµένα βάρη wi για δείγµα 100 τιµών µε Η = 0.7 και κενή την 50
η
, 

51
η
  και 52

η
 τιµή της χρονοσειράς. 

Όπως έχουµε τονίσει επανειληµµένως, οι χρονοσειρές που παρουσιάζουν 

δυναµική ΗΚ έχουν τελείως διαφορετική κατανοµή βαρών wi σε σχέση µε τις 

χρονοσειρές τύπου Markov και αυτό οφείλεται στο διαφορετικό χαρακτήρα αυτών 

των ανελίξεων, στη διαφορετική δηλαδή δοµή αυτοσυσχέτισης που παρουσιάζεται 

µεταξύ των τιµών των ανελίξεων.  

Συγκεκριµένα, όπως φαίνεται και στο πιο πάνω διάγραµµα, οι καµπύλες των 

βαρών wi είναι πιο οµαλές σε σχέση µε τις αντίστοιχες των ανελίξεων Markov. 

Αυξηµένους συντελεστές βαρύτητας δεν έχουν µόνο οι προηγούµενες και οι επόµενες 

από τις κενές τιµές παρατηρήσεις, αλλά και οι υπόλοιπες. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι κατανοµές των συντελεστών βαρύτητας wi 

(αµερόληπτες και µεροληπτικές τιµές) για δείγµα µεγέθους 20 τιµών από το οποίο 

λείπουν 3 συνεχόµενες παρατηρήσεις στις θέσεις 5, 6 και 7 για διάφορες τιµές του 

συντελεστή Hurst (H). ∆ιαπιστώνουµε πως όσο ο συντελεστής Hurst αυξάνει, τόσο 

αυξάνει και ο συντελεστής βαρύτητας των αµέσως γειτονικών τιµών.  

Αναλυτικά, οι αµερόληπτες και οι µεροληπτικές τιµές των συντελεστών wi για 

διάφορες τιµές του συντελεστή Hurst, για δείγµα µεγέθους 20 τιµών όπου λείπει η 

10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, φαίνονται στο πιο κάτω σχήµα. Με συνεχή γραµµή 

παριστάνονται οι αµερόληπτες (unbiased) τιµές των wi ενώ µε διακεκοµµένη οι 

µεροληπτικές (biased) τιµές των wi. 
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Σχήµα 4.34 Κατανοµή των συντελεστών wi, αµερόληπτες (συνεχείς γραµµές) και 

µεροληπτικές (διακεκοµµένες γραµµές), για δείγµα µεγέθους 20 τιµών, µε κενή τη 

10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, για  H = 0.55. 

Σχήµα 4.315 Κατανοµή των συντελεστών wi, αµερόληπτες (συνεχείς γραµµές) και 

µεροληπτικές (διακεκοµµένες γραµµές), για δείγµα µεγέθους 20 τιµών, µε κενή τη 

10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, για  H = 0.75. 

Τέλος, και πάλι παρατηρείται αύξηση των συντελεστών βαρύτητας wi των 

τελευταίων τιµών της χρονοσειράς που λαµβάνονται υπόψη στη συµπλήρωση. Η 

συµπεριφορά αυτή οφείλεται αφενός στην απαίτηση για άθροισµα όλων των 

συντελεστών βαρύτητας wi ίσο µε 1, αφετέρου στο γεγονός ότι επειδή ο πληθυσµός 

δεν µπορεί να είναι ποτέ πεπερασµένος, οι τελευταίες τιµές λαµβάνονται µε 

αυξηµένους συντελεστές βαρύτητας προκειµένου να συµπεριληφθεί η πληροφορία 

από τις προηγούµενες τιµές που δεν υπάρχουν διαθέσιµες µετρήσεις. 

4.4.2.3 Σχόλια – παρατηρήσεις 

Η µέθοδος των σταθµισµένων βαρών στην περίπτωση διαδοχικών ελλειπουσών 

τιµών, παρατηρούµε πως έχει την ίδια ακριβώς συµπεριφορά όπως και στην 

περίπτωση µεµονωµένων κενών, όπως αυτή παρουσιάστηκε στο υποκεφάλαιο 4.3.5. 
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Συνεπώς τα συµπεράσµατα και οι παρατηρήσεις που προκύπτουν έχουν ήδη 

αναλυθεί στο υποκεφάλαιο 4.3.5.3. 

Το µόνο που πρέπει να προσθέσουµε είναι το γεγονός ότι η µέθοδος δεν έχει 

πρακτικό ενδιαφέρων στη περίπτωση που λείπουν πολλές διαδοχικές τιµές και 

αποτελούν σηµαντικό ποσοστό σε σχέση µε το µέγεθος του δείγµατος. Γίνεται 

εύκολα αντιληπτό πως αν λείπουν πολλές τιµές, η συµπλήρωσή τους θα αλλάξει 

εντελώς τα στατιστικά χαρακτηριστικά της χρονοσειράς µε αποτέλεσµα να αλλοιωθεί 

η πληροφορία που περιέχουν οι παρατηρήσεις και υπάρχει κίνδυνος για χονδροειδή 

σφάλµατα στις περεταίρω διαδικασίες επεξεργασίας των δεδοµένων. 

Η συµπλήρωση µεγάλου όγκου ελλειπουσών τιµών αποτελεί ένα εντελώς 

διαφορετικό πρόβληµα και για το λόγω αυτό είναι επιβεβληµένη µια διαφορετική 

µεθοδολογία προσέγγισης που δεν εµπίπτει στο αντικείµενο της παρούσας εργασίας. 

 



 



 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
ο
  

5 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΣΕ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ 

∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ΚΑΙ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

5.1 Εισαγωγή 

Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε τα θεωρητικά αποτελέσµατα που 

παρουσιάστηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο θα εφαρµόσουµε τις µεθοδολογίες που 

εξετάστηκαν σε κάποιες πραγµατικές υδροµετεωρολογικές παρατηρήσεις.  

Συγκεκριµένα θα υπολογίσουµε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης που 

προκύπτει από τη συµπλήρωση της ελλείπουσας τιµής µε χρήση: 

• του ολικού µέσου όρου 

• της µεθοδολογίας του τοπικού µέσου όρου µε βέλτιστο αριθµό γειτονικών 

βηµάτων (βλέπε υποκεφάλαιο 4.3.2) 

• του σταθµισµένου αθροίσµατος δύο γειτονικών µηνιαίων και δύο 

γειτονικών ετήσιων τιµών στη περίπτωση που η χρονοσειρά που µελετάµε 

αποτελείται από µηνιαίες τιµές (βλέπε υποκεφάλαιο 4.3.3) 

• του σταθµισµένου αθροίσµατος του τοπικού και του ολικού µέσου όρου 

(βλέπε υποκεφάλαιο 4.3.3) 

• των σταθµισµένων βαρών – µέθοδος BLUE (βλέπε υποκεφάλαιο 4.3.3) 

Πρέπει να τονίσουµε πώς για τον προσδιορισµό του σφάλµατος της εκτίµησης,  

εφαρµόσαµε τις πιο πάνω µεθοδολογίες σε χρονοσειρές που ενώ γνωρίζαµε εκ τον 

προτέρων τις µετρήσεις, αφαιρούσαµε διαδοχικά µια-µια τις παρατηρήσεις και τις 

συµπληρώσαµε µε κάθε µία από τις προηγούµενες µεθόδους. Στη συνέχεια 

υπολογίσαµε το τετραγωνικό σφάλµα κάθε µιας συµπλήρωσης. Τέλος υπολογίσαµε 

το µέσο τετραγωνικό σφάλµα που προέκυπτε µετά τη συµπλήρωση µε κάθε µια από 

τις προηγούµενες µεθοδολογίες. Η µέθοδος που έδωσε το ελάχιστο µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα είναι η ιδανική για τη συµπλήρωση της συγκεκριµένης χρονοσειράς. 

Εξετάζονται στη συνέχεια τρείς διαφορετικοί τύποι υδροµετεωρολογικών 

χρονοσειρών : 

• βροχόπτωση 

• θερµοκρασία (παλαιοκλιµατικά δεδοµένα) 

• ένταση πνοής ανέµου 
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5.2 Βροχόπτωση 

Θα εφαρµόσουµε τις µεθόδους που παρουσιάστηκαν στα προηγούµενα κεφάλαια 

σε δεδοµένα από δύο διαφορετικούς σταθµούς. Η πρώτη χρονοσειρά που πρόκειται 

να εξετάσουµε προέρχεται από το έναν µετεωρολογικό σταθµό στην Αυστραλία, 

συγκεκριµένα στην περιοχή Maatsuyker Island Lighthouse, µε συντεταγµένες:-

43.65Β, 146.27Α. Ο σταθµός βρίσκεται σε υψόµετρο 147m. Αναλυτικότερα, η 

γεωγραφική θέση του σταθµού φαίνεται στη πιο κάτω εικόνα. 

 

Εικόνα 5.1 Γεωγραφική θέση µετεωρολογικού σταθµού Maatsuyker Island 

Lighthouse
27

  

Η χρονοσειρά
28

 αποτελείται από µηνιαίες µετρήσεις βροχόπτωσης και περιέχει 

δεδοµένα 113 χρόνων, από το 1892 έως και το 2005. Έτσι θα µπορέσουµε να 

εφαρµόσουµε τις µεθόδους συµπλήρωσης που παρουσιάστηκαν στη µηνιαία και στην 

αντίστοιχη ετήσια χρονοσειρά.  

Επειδή δεν υπάρχουν ηµερήσιες µετρήσεις στο συγκεκριµένο σταθµό, θα 

εξετάσουµε ένα ακόµη µετεωρολογικό σταθµό ο οποίος αποτελείται από ηµερήσιες 

                                                 
27

 Πηγή: www.bom.gov.au/jsp/ncc/cdio/cvg/av?p_stn_num=094041&p_prim_element_index=0&p 

_comp_element_index=0&period_of_avg=&normals_years=&redraw=null&p_display_type=enlarged

_map 
28

  Τα δεδοµένα προέρχονται από τον ιστότοπο: 

http://climexp.knmi.nl/getprcpall.cgi?someone@somewhere+94962+MAATSUYKER_ISLAND_LIG

HTHOUSE+ 
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ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

µετρήσεις ώστε να εφαρµόσουµε τις προτεινόµενες µεθοδολογίες συµπλήρωσης και 

σε ηµερήσια δεδοµένα. 

Συγκεκριµένα µελετήθηκε η χρονοσειρά ηµερήσιας βροχόπτωσης ενός σταθµού 

στην Ολλανδία, στη περιοχή De Bilt µε συντεταγµένες 52.10Β, 5.18Α. Ο σταθµός 

βρίσκεται σε υψόµετρο 2m. Η ακριβής θέση του σταθµού φαίνεται στην ακόλουθη 

εικόνα. 

 

Εικόνα 5.2 Γεωγραφική θέση µετεωρολογικού σταθµού De Bilt 

(Πηγή:http://www.knmi.nl/klimatologie/metadata/debilt.html) 

Η χρονοσειρά
29

 που µελετήσαµε αποτελείται από ηµερήσιες τιµές βροχόπτωσης 

104 χρόνων. Συγκεκριµένα περιέχει µετρήσεις από το  1906 έως και το Σεπτέµβριο 

του 2010. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται διαδοχικά η ετήσια, η µηνιαία και η ηµερήσια 

χρονοσειρά στις οποίες έγινε συµπλήρωση, καθώς επίσης και η ρίζα του µέσου 

τετραγωνικού σφάλµατος που προκύπτει από την εφαρµογή κάθε µιας από τις 

προηγούµενες µεθοδολογίες.  

                                                 
29

 Τα δεδοµένα προέρχονται από τον ιστότοπο: 

http://climexp.knmi.nl/getdutchrh.cgi?someone@somewhere+260+De_Bilt+ 

Ολλανδία 
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5.2.1 Ετήσια βροχόπτωση 

Η χρονοσειρά τις ετήσιας βροχόπτωσης προέρχεται από το σταθµό στη περιοχή 

Maatsuyker Island Lighthouse της Αυστραλίας και παρουσιάζεται στο ακόλουθο 

γράφηµα. 

Χρονοσειρά 5.1 Χιλιοστά ετήσιας βροχόπτωσης του σταθµού Maatsuyker Island 

Lighthouse από το 1892 έως το 2005. 

Προκειµένου να εκτιµήσουµε αν η συγκεκριµένη χρονοσειρά προσοµοιώνεται από 

ανελίξεις Markov ή ανελίξεις που παρουσιάζουν δυναµική Hurst-Kolmogorov, 

σχεδιάζουµε το διάγραµµα της αυτοσυσχέτισης σε συνάρτηση µε την υστέρηση. 
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 Σχήµα 5.1 Αυτοσυσχέτιση - υστέρηση για την πραγµατική χρονοσειρά καθώς επίσης 

και οι θεωρητικές τιµές που προκύπτουν από την εφαρµογή µοντέλου FGN µε 

0.85H =  και µοντέλου AR(1) ρ1 = 0.62 

Όπως φαίνεται και στο προηγούµενο διάγραµµα το µοντέλο FGN µε ένα 

συντελεστή H ίσο µε 0.85 φαίνεται να προσεγγίζει καλύτερα την πραγµατική 

χρονοσειρά σε σχέση µε το αντίστοιχο AR(1), οπου η αυτοσυσχέτιση φθίνει ταχύτατα 

µε την υστέρηση. 

Αφού εκτιµήσαµε λοιπόν το συντελεστή Hurst της χρονοσειράς, µπορούµε να 

ανατρέξουµε στο κεφάλαιο 4 που παρουσιάζονται οι προτεινόµενες µεθοδολογίες και 

να εκτιµήσουµε τις διάφορες παραµέτρους που χρειάζονται για τη συµπλήρωση, 

αναλόγως τη µέθοδο που θα χρησιµοποιήσουµε. 

Συγκεκριµένα, για τη περίπτωση της χρήσης του τοπικού µέσου όρου, από το 

υποκεφάλαιο 4.3.2 προκύπτει πως ο βέλτιστος αριθµός γειτονικών βηµάτων n είναι 

ίσος µε 1. ∆ηλαδή χρειαζόµαστε µια τιµή πριν και µια µετά την ελλείπουσα 

παρατήρηση. Η µέθοδος του σταθµισµένου αθροίσµατος δύο γειτονικών µηνιαίων 

και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών (βλέπε υποκεφάλαιο 4.3.3), δεν µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί στη περίπτωση της ετήσιας χρονοσειράς, καθώς έχει εφαρµογή µόνο 

στη συµπλήρωση µηνιαίων τιµών. Όσον αφορά το σταθµισµένο άθροισµα του 

τοπικού και του ολικού µέσου όρου, από το υποκεφάλαιο 4.3.3, υπολογίζουµε την 

τιµή της παραµέτρου λ που αντιστοιχεί στο συντελεστή H της χρονοσειράς µας. Για 

Η = 0.85 προκύπτει λ = 0.26.  

Τέλος, για τη µέθοδο των σταθµισµένων βαρών, για συντελεστή Η = 0.85, µε 

βάση τη µέθοδο BLUE υπολογίζουµε τα αντίστοιχα σταθµισµένα βάρη. 

Συγκεκριµένα, για τις 113 τιµές της ετήσιας χρονοσειράς υπολογίσαµε 112 βάρη, τα 

οποία µεταβάλλονταν καθώς άλλαζε η θέση της ελλείπουσας τιµής. Επαναλάβαµε 
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αυτή τη διαδικασία, 113 φορές

τιµής. 

Τα αποτελέσµατα της

µεθοδολογίες φαίνονται στο

µεθοδολογιών χρησιµοποιήθηκε

∆ιάγραµµα 5.1 Ρίζα του µέσου

συµπλήρωση µε τις προτεινόµενες

Όπως φαίνεται και στο πιο

τη συµπλήρωση των ελλιπών

υπόλοιπες µέθοδοι δίνουν

προκύπτουν από τη χρήση

σταθµισµένο άθροισµα του

πολύ κοντά σε αυτά που προκύπτουν

παράλληλα απαιτείται ελάχιστος

Κατά την εφαρµογή της

του τοπικού µέσου όρου, το

µέσο όρο, το τοπικός µέσος

παρατήρηση και την παράµετρο

σταθµισµένων βαρών απαιτείται

αυτό καθιστά τη µέθοδο του

όρου ιδανική για τη συµπλήρωση

Ολικός µέσος

Τοπικός µέσος όρος

Σταθµισµένο άθροισµα

και τοπικού µέσου όρου

Σταθµισµένα

ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ
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, 113 φορές, όσες δηλαδή και οι πιθανές θέσεις τις

της συµπλήρωσης µε κάθε µια από τις προηγούµενες

φαίνονται στο πιο κάτω γράφηµα. Σαν µέτρο σύγκρισης

οιήθηκε η ρίζα του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος

του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος που προκύπτει

προτεινόµενες µεθόδους 

και στο πιο πάνω διάγραµµα, η χρήση του ολικού µέσου

ελλιπών τιµών δίνει το µεγαλύτερο τετραγωνικό σφάλµα

δίνουν παρόµοια αποτελέσµατα µε βέλτιστα βέβαια

χρήση των σταθµισµένων βαρών. Ωστόσο η συµπλ

άθροισµα του τοπικού και του ολικού µέσου όρου δίνει αποτελέσµατα

που προκύπτουν από τη χρήση των σταθµισµένων

απαιτείται ελάχιστος υπολογιστικός φόρτος.  

εφαρµογή της µεθόδου του σταθµισµένου αθροίσµατος του

όρου, το µόνο που χρειάζεται να υπολογίσουµε είναι

µέσος αποτελούµενος από µια τιµή πριν και µια µετά

παράµετρο λ. Αντίθετα, για την εφαρµογή της

απαιτείται να υπολογίσουµε 112 βάρη 113 φορές

µέθοδο του σταθµισµένου αθροίσµατος τοπικού και

συµπλήρωση της συγκεκριµένης χρονοσειράς. 

0 50 100 150 200

Ολικός µέσος όρος

µέσος όρος µε n=1

άθροισµα ολικού 

µέσου όρου N-n

Σταθµισµένα βάρη

∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

θέσεις τις ελλείπουσας 

τις προηγούµενες 

µέτρο σύγκρισης των 

σφάλµατος. 

προκύπτει µετά από τη 

ολικού µέσου όρου για 

τετραγωνικό σφάλµα, ενώ οι 

βέλτιστα βέβαια αυτά που 

συµπλήρωση µε το 

δίνει αποτελέσµατα 

σταθµισµένων βαρών, ενώ 

αθροίσµατος του ολικού και 

υπολογίσουµε είναι τον ολικό 

και µια µετά την κενή 

της µεθόδου των 

φορές. Το γεγονός 

τοπικού και ολικού µέσου 

200 250 300

RMSE
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5.2.2 Μηνιαία βροχόπτωση 

Η χρονοσειρά τις µηνιαίας βροχόπτωσης προέρχεται από το σταθµό στην περιοχή 

Maatsuyker Island Lighthouse της Αυστραλίας και παρουσιάζεται στο ακόλουθο 

γράφηµα. 

Χρονοσειρά 5.2 Χιλιοστά µηνιαίας βροχόπτωσης του σταθµού Maatsuyker Island 

Lighthouse από το 1892 έως το 2005. 

Όπως και στη περίπτωση της ετήσιας χρονοσειράς, θα εκτιµήσουµε αν η 

χρονοσειρά προσοµοιώνεται καλύτερα από τις ανελίξεις Markov ή από τις ανελίξεις 

τύπου Hurst-Kolmogorov. Στο παρακάτω διάγραµµα φαίνεται η αυτοσυσχέτιση της 

χρονοσειράς σε σχέση µε την υστέρηση, καθώς επίσης και η θεωρητική τιµή της 

αυτοσυσχέτισης µε την υστέρηση για ανελίξεις FGN µε H = 0.85, και ανελίξεις 

AR(1) µε ρ1 = 0.25. 
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Σχήµα 5.2 Αυτοσυσχέτιση - υστέρηση για την πραγµατική χρονοσειρά καθώς επίσης 

και οι θεωρητικές τιµές που προκύπτουν από την εφαρµογή µοντέλου FGN µε 

0.80H =  και µοντέλου AR(1) ρ1 = 0.25 

Παρατηρούµε πως το µοντέλο FGN µε συντελεστή H = 0.8 προσεγγίζει 

ικανοποιητικά την αυτοσυσχέτιση της πραγµατικής χρονοσειράς, σε αντίθεση µε το 

αντίστοιχο µοντέλο Markov. 

Έτσι, µε δεδοµένο το συντελεστή Hurst της χρονοσειράς, µπορούµε να 

υπολογίσουµε τις τιµές των παραµέτρων που χρειαζόµαστε για την εφαρµογή των 

προτεινόµενων µεθοδολογιών.  

Συγκεκριµένα, για την περίπτωση της χρήσης του τοπικού µέσου όρου, από το 

υποκεφάλαιο 4.3.2 προκύπτει πως ο βέλτιστος αριθµός γειτονικών βηµάτων n είναι 

ίσος µε 1. Για τη µέθοδο του σταθµισµένου αθροίσµατος δύο γειτονικών µηνιαίων 

και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών (βλέπε υποκεφάλαιο 4.3.3) προκύπτει πως η τιµή 

της παραµέτρου θ είναι 0.81. Όσον αφορά το σταθµισµένο άθροισµα του τοπικού και 

του ολικού µέσου όρου, από το υποκεφάλαιο 4.3.3, υπολογίζουµε την τιµή της 

παραµέτρου λ που αντιστοιχεί στο συντελεστή H της χρονοσειράς µας. Για Η = 0.80 

προκύπτει λ = 0.33.  

Τέλος, για τη µέθοδο των σταθµισµένων βαρών, για συντελεστή Η = 0.80, µε 

βάση τη µέθοδο BLUE πρέπει να υπολογίζουµε 1355 σταθµισµένα βάρη (113 

χρόνια*12µήνες-1µήνας
30

). Επιπλέον, αυτά τα 1355 βάρη πρέπει να τα υπολογίσουµε 

1356 φορές, όσες δηλαδή και οι πιθανές θέσεις της ελλείπουσας τιµής. Επειδή όµως 

όλοι αυτοί οι υπολογισµοί των σταθµισµένων βαρών δεν συµβαδίζουν µε το στόχο 

                                                 
30

 Αφαιρούµε ένα µήνα γιατί υποθέτουµε κάθε φορά πως αφαιρούµε µια τιµή (δηλαδή µια µηνιαία 

µέτρηση) και τη συµπληρώνουµε µε τις προτεινόµενες µεθοδολογίες. 
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της παρούσας εργασίας, τη γρήγορή δηλαδή συµπλήρωση των υδροµετεωρολογικών 

χρονοσειρών, στη συνέχεια θα υπολογίσουµε µόνο 200 σταθµισµένα βάρη, για 100 

προηγούµενες και τις 100 επόµενες στην ελλείπουσα τιµή παρατηρήσεις. Επίσης θα 

θεωρήσουµε πως τα βάρη αυτά είναι σταθερά και δεν επηρεάζονται από τη θέση της 

ελλείπουσας τιµής. 

Όσον αφορά τη µεθόδο του σταθµισµένου αθροίσµατος δύο γειτονικών µηνιαίων 

και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών, πρέπει πρώτα να τυποποιήσουµε τη χρονοσειρά 

των παρατηρήσεων, ώστε να απαλείψουµε την περιοδικότητα που παρουσιάζεται στις 

µηνιαίες παρατηρήσεις. Η τυποποιηµένη χρονοσειρά παρουσιάζεται στο ακόλουθο 

διάγραµµα. 

Χρονοσειρά 5.3 Τυποποιηµένες τιµές της µηνιαίας βροχόπτωσης (σε χιλιοστά) του 

σταθµού Maatsuyker Island Lighthouse από το 1892 έως το 2005. 

Τα αποτελέσµατα της συµπλήρωσης µε κάθε µια από τις προηγούµενες 

µεθοδολογίες και η αντίστοιχη τιµή της ρίζας του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος 

που προκύπτει, φαίνονται στο ακόλουθο διάγραµµα. 

Στο ακόλουθο συγκριτικό γράφηµα, η µέθοδος των σταθµισµένων βαρών δεν δίνει 

το ελάχιστο σφάλµα εκτίµησης, γιατί δεν την εφαρµόσαµε επακριβώς για λόγους 

ευκολίας. Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, υπολογίσαµε µόνο 200 βάρη, τα οποία 

τα θεωρήσαµε και ανεξάρτητα της θέσης της ελλείπουσας τιµής. 
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∆ιάγραµµα 5.2 Ρίζα του µέσου

συµπλήρωση µε τις προτεινόµενες

Και στη περίπτωση της

εκτίµηση προκύπτει από τη

µεγαλύτερη τιµή του µέσου

εκτίµηση δίνεται από τη χρήση

ολικού µέσου όρου. Η εκτίµηση

µεθοδολογίας, για την συγκεκριµένη

σταθµισµένων βαρών, γιατί

περίπτωση της µηνιαίας χρονοσειράς

του σταθµισµένου αθροίσµατος

καλύτερα αποτελέσµατα. 

5.2.3 Ηµερήσια βροχόπτωση

Η χρονοσειρά τις ηµερήσιας

περιοχή De Bilt της Ολλανδίας

Ολικός µέσος

Τοπικός µέσος όρος

Συνδυασµός t+1 

Σταθµισµένα

Σταθµισµένο άθροισµα

και τοπικού µέσου όρου

ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ
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του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος που προκύπτει

τεινόµενες µεθόδους 

περίπτωση της µηνιαίας χρονοσειράς, παρατηρούµε πως

από τη χρήση του ολικού µέσου όρου, καθώς τότε

του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος. Αντίθετα

τη χρήση του σταθµισµένου αθροίσµατος του τοπικού

Η εκτίµηση που προκύπτει από την εφαρµογή

την συγκεκριµένη χρονοσειρά, είναι καλύτερη από

γιατί όπως είπαµε υπολογίσαµε µόνο 200 βάρη

µηνιαίας χρονοσειράς, η εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής

αθροίσµατος του τοπικού και του ολικού µέσου όρου

 

βροχόπτωση 

ηµερήσιας βροχόπτωσης προέρχεται από τον

Ολλανδίας και παρουσιάζεται στο ακόλουθο γράφηµα
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µέσος όρος µε n=1

t+1 µε t+12

Σταθµισµένα βάρη

άθροισµα ολικού 

µέσου όρου N-n

RMSE

∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

προκύπτει µετά από τη 

πως η χειρότερη 

καθώς τότε έχουµε τη 

Αντίθετα, η καλύτερη 

του τοπικού και του 

εφαρµογή αυτής της 

καλύτερη από αυτή των 

βάρη. Άρα, και στη 

ελλείπουσας τιµής µε χρήση 

µέσου όρου δίνει τα 

από τον σταθµό στη 

γράφηµα. 

46 48

RMSE



 

 

101 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΣΕ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ΚΑΙ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

 

Χρονοσειρά 5.4 Χιλιοστά ηµερήσιας βροχόπτωσης
31

 του σταθµού De Bilt από το 

1906 έως το 2010. 

Από το πιο κάτω αυτοσυσχετόγραµµα συµπεραίνουµε πως η αυτοσυσχέτιση της 

ηµερήσιας χρονοσειράς µειώνεται µε την υστέρηση, και η µείωση αυτή 

προσοµοιώνεται καλύτερα από τα µοντέλα µακράς µνήµης (δηλαδή µείωση τύπου 

δύναµης, και όχι εκθετικής µορφής, όπως στη περίπτωση των ανελίξεων Markov). 

Συµπεραίνουµε λοιπόν πως η ηµερήσια χρονοσειρά που εξετάζουµε µπορεί να 

προσοµοιωθεί από µια ανέλιξη FGN µε συντελεστή Hurst H = 0.65. 

Σχήµα 5.3 Αυτοσυσχέτιση - υστέρηση για την πραγµατική χρονοσειρά καθώς επίσης 

και οι θεωρητικές τιµές που προκύπτουν από την εφαρµογή µοντέλου FGN µε

0.65H =  και µοντέλου AR(1) ρ1 = 0.23. 

                                                 
31

 Πηγή: http://climexp.knmi.nl/getdutchrh.cgi?someone@somewhere+260+De_Bilt+ 
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Γνωρίζοντας λοιπόν το

παραµέτρους για την εφαρµογή

της χρήσης του τοπικού µέσου

βέλτιστος αριθµός γειτονικών

άθροισµα του τοπικού και

υπολογίζουµε την τιµή της

χρονοσειράς µας. Για Η = 0.65 

Τέλος, για την µέθοδο

υπολογίζουµε 1000 µόνο 

τιµή, τα οποία τα θεωρούµε

Και στην περίπτωση της

ετήσιας που εξετάσαµε προηγουµένως

δύο γειτονικών µηνιαίων και

4.3.3) δεν µπορεί να εφαρµοστεί

χρονοσειρών. 

Τα αποτελέσµατα της

µεθοδολογίες και η αντίστοιχη

που προκύπτει, φαίνονται στο

 

∆ιάγραµµα 5.3 Ρίζα του µέσου

συµπλήρωση µε τις προτεινόµενες

Στο πιο πάνω γράφηµα παρατηρούµε

µέσο τετραγωνικό σφάλµα

Ολικός µέσος όρος

Τοπικός µέσος όρος

n=8

Σταθµισµένο άθροισµα

ολικού και τοπικού µέσου

όρου N-n

Σταθµισµένα βάρη
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λοιπόν το συντελεστή Hurst για την χρονοσειρά, υπολογίζουµε

εφαρµογή των µεθοδολογιών. Συγκεκριµένα, για τη

τοπικού µέσου όρου, από το υποκεφάλαιο 4.3.2 προκύπτει

τονικών βηµάτων n είναι ίσος µε 8 ενώ για το

τοπικού και του ολικού µέσου όρου, από το υποκεφάλαιο

τιµή της παραµέτρου λ που αντιστοιχεί στο συντελεστή

= 0.65 προκύπτει λ = 0.63.  

µέθοδο των σταθµισµένων βαρών, για συντελεστή

µόνο σταθµισµένα βάρη, 500 πριν και 500 µετά την

θεωρούµε και ανεξάρτητα από τη θέση της ελλείπουσας

περίπτωση της ηµερήσιας χρονοσειράς, όπως και στην 

εξετάσαµε προηγουµένως, η µέθοδος του σταθµισµένου

µηνιαίων και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών (βλέπε

εφαρµοστεί, καθώς αφορά µόνο τη συµπλήρωση

της συµπλήρωσης µε κάθε µια από τις προηγούµενες

αντίστοιχη τιµή της ρίζας του µέσου τετραγωνικού

φαίνονται στο ακόλουθο διάγραµµα. 

του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος που προκύπτει

προτεινόµενες µεθόδους. 

γράφηµα παρατηρούµε πως δεν υπάρχουν µεγάλες διακυµάνσεις

σφάλµα της εκτίµησης που προκύπτει από τη συµπλήρωση
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για την περίπτωση 

προκύπτει πως ο 

για το σταθµισµένο 
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συντελεστή H της 

συντελεστή Η = 0.65 

µετά την ελλείπουσα 

ελλείπουσας τιµής.  

 περίπτωση της 

σταθµισµένου αθροίσµατος 

βλέπε υποκεφάλαιο 

συµπλήρωση µηνιαίων 

τις προηγούµενες 

τετραγωνικού σφάλµατος 

προκύπτει µετά από τη 

µεγάλες διακυµάνσεις στο 

συµπλήρωση µε τον 
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ολικό µέσο όρο και στο αντίστοιχο που προκύπτει από τον τοπικό µέσο όρο µε 

βέλτιστο n = 8. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι η ηµερήσια χρονοσειρά που 

εξετάσαµε δεν είχε υψηλό συντελεστή Hurst. 

Αντίθετα το σφάλµα της µεθόδου του σταθµισµένου αθροίσµατος του τοπικού και 

του ολικού µέσου όρου προσεγγίζει ικανοποιητικά το αντίστοιχο των σταθµισµένων 

βαρών. 

5.3 Θερµοκρασία 

Το δείγµα που πρόκειται να µελετήσουµε είναι τα παλαιοκλιµατικά δεδοµένα της 

χρονοσειράς Jones
32

 (P.D. Jones, K.R. Briffa, T.P. Barnett and S.F.B. Tett, 1998). Η 

συγκεκριµένη χρονοσειρά περιέχει τις θερµοκρασιακές ανωµαλίες (σε 
ο
C) που 

παρουσιάζονται στο βόρειο ηµισφαίριο για 992 χρόνια, µε αναφορά στη µέση τιµή 

των χρόνων 1961-1990. Η χρονοσειρά αυτή έχει ανακατασκευαστεί (P.D. Jones, K.R. 

Briffa, T.P. Barnett and S.F.B. Tett, 1998) χρησιµοποιώντας θερµοκρασιακά 

ευαίσθητα παλαιοκλιµατικά υποκατάστατα (proxy) δεδοµένα από 10 σηµεία 

παγκοσµίως.  

Τα υποκατάστατα (proxy) δεδοµένα περιέχουν δακτυλίους δένδρων, πυρήνες 

πάγου, κοράλλια και ιστορικά δεδοµένα. Μόνο τέσσερις από τις υποκατάστατες 

χρονοσειρές περιέχουν τιµές πριν το 1400 µ.Χ. και για το λόγο αυτό δεδοµένα 

προγενέστερα των 600 χρόνων έχουν µεγαλύτερη αβεβαιότητα. Στο επόµενο 

διάγραµµα παρουσιάζεται η εν λόγω χρονοσειρά. 

Χρονοσειρά 5.5 Παλαιοκλιµατικά δεδοµένα  θερµοκρασιακών ανωµαλιών 992 ετών 

της χρονοσειράς Jones. (Πηγή: Koutsoyiannis, 2006). 

                                                 
32

  Η χρονοσειρά είναι διαθέσιµη στον ιστότοπο: 

ftp.ngdc.noaa.gov/paleo/contributions_by_author/jones1998/ 
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Η χρονοσειρά αυτή παρουσιάζει έντονη δοµή αυτοσυσχέτισης και ο συντελεστής 

Hurst εκτιµάται ίσος µε 0.88 (Koutsoyiannis, 2006). Αναλυτικότερα η συγκεκριµένη 

εκτίµηση φαίνεται στο ακόλουθο διάγραµµα. 

 

∆ιάγραµµα 5.4 ∆ιάγραµµα συναθροισµένης τυπικής απόκλισης. (Πηγή: 

Koutsoyiannis, 2006.) 

Για συντελεστή H = 0.88, υπολογίζουµε τις παραµέτρους που χρειαζόµαστε για 

την εφαρµογή των µεθοδολογιών.. Συγκεκριµένα, για την περίπτωση της χρήσης του 

τοπικού µέσου όρου, ο βέλτιστος αριθµός γειτονικών βηµάτων n είναι ίσος µε 1. Για 

το σταθµισµένο άθροισµα του τοπικού και του ολικού µέσου όρου, για Η = 0.88 

προκύπτει λ = 0.22. Για την εφαρµογή της µεθόδου των σταθµισµένων βαρών, 

υπολογίσαµε µόνο 200 βάρη, 100 πριν και 100 µετά την ελλείπουσα τιµή.  

Τα αποτελέσµατα της συµπλήρωσης µε κάθε µια από τις προηγούµενες 

µεθοδολογίες και η αντίστοιχη τιµή της ρίζας του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος 

που προκύπτει, φαίνονται στο ακόλουθο διάγραµµα. 
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Παρατηρούµε πως πάλι

αποτελέσµατα. Η βέλτιστη

προέρχεται από τη χρήση

άθροισµα του ολικού και

ικανοποιητικά. 

5.4 Ένταση πνοής ανέµου

Μελετάται η χρονοσειρά

ανέµου (µονάδα µέτρησης

σταθµός βρίσκεται σε υψόµετρο

5.78Α. Η ακριβής γεωγραφική

Ολικός µέσος

Τοπικός µέσος όρος

Σταθµισµένο άθροισµα

και τοπικού µέσου όρου

Σταθµισµένα
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ΑΠΟΤ

του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος που προκύπτει

προτεινόµενες µεθόδους. 

πως πάλι ο ολικός µέσος όρος δεν δίνει ικανοποιητικά

βέλτιστη συµπλήρωση, όπως φαίνεται στο πιο πάνω

χρήση των σταθµισµένων βαρών, ωστόσο, το

ολικού και του τοπικού µέσου όρου δίνει αποτελέσµατα

πνοής ανέµου 

οσειρά ηµερήσιων παρατηρήσεων της µέσης έντασης

µέτρησης: m/s) στη περιοχή του Maastricht της Ολλανδίας

σε υψόµετρο 114m και οι συντεταγµένες του είναι

γεωγραφική θέση του σταθµού φαίνεται στην επόµενη
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Ολικός µέσος όρος

µέσος όρος µε n=1

άθροισµα ολικού 
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Σταθµισµένα βάρη
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Εικόνα 5.3 Γεωγραφική θέση µετεωρολογικού σταθµού στη περιοχή Maastricht 

(Πηγή: http://www.knmi.nl/klimatologie/metadata/maastricht.html) 

Η χρονοσειρά στην οποία εφαρµόσαµε τις διάφορες µεθοδολογίες συµπλήρωσης 

αποτελείται από ηµερήσιες παρατηρήσεις  104 ετών. Στο επόµενο διάγραµµα 

φαίνεται η τιµή της έντασης της πνοής του ανέµου, για διάφορες ηµέρες. 

Χρονοσειρά 5.6 Ένταση πνοής ανέµου
33

 (m/s), του σταθµού στο Maastricht, από το 

1906 έως και το 2010.  

Από το πιο κάτω αυτοσυσχετόγραµµα είναι προφανές πως η χρονοσειρά που 

µελετάµε παρουσιάζει έντονη αυτοσυσχέτιση.  

                                                 
33

 Πηγή: http://climexp.knmi.nl/getdutchfg.cgi?someone@somewhere+380+Maastricht+ 

Ολλανδία 
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Σχήµα 5.4 Αυτοσυσχέτιση - υστέρηση για την πραγµατική χρονοσειρά καθώς επίσης 

και οι θεωρητικές τιµές που προκύπτουν από την εφαρµογή µοντέλου FGN µε 

0.88H =  και µοντέλου AR(1) ρ1 = 0.70. 

Ακόµη και για µεγάλες τιµές της υστέρησης, η αυτοσυσχέτισης του δείγµατος 

είναι αρκετά υψηλή. Έτσι η χρονοσειρά που εξετάζουµε µπορεί να προσοµοιωθεί από 

µια ανέλιξη FGN µε συντελεστή Hurst H = 0.88. 

Υπολογίζουµε τις παραµέτρους για την εφαρµογή των µεθοδολογιών µε βάση το 

συντελεστή Hurst που εκτιµήσαµε. Συγκεκριµένα, για την περίπτωση χρήσης του 

τοπικού µέσου όρου, ο βέλτιστος αριθµός γειτονικών βηµάτων n είναι ίσος µε 1. Για 

το σταθµισµένο άθροισµα του τοπικού και του ολικού µέσου όρου, για Η = 0.88 

προκύπτει λ = 0.22. Για την εφαρµογή της µεθόδου BLUE υπολογίζουµε µόνο 1000 

σταθµισµένα βάρη (500 πριν και 500 µετά την ελλείπουσα τιµή) και τα θεωρήσαµε 

ανεξάρτητα από τη θέση της ελλείπουσας τιµής.  

Τα αποτελέσµατα της συµπλήρωσης µε κάθε µια από τις προηγούµενες 

µεθοδολογίες και η αντίστοιχη τιµή της ρίζας του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος 

που προκύπτει, φαίνονται στο ακόλουθο διάγραµµα. 
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του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος που προκύπτε

προτεινόµενες µεθόδους. 

τιµής του συντελεστή Hurst, παρατηρούµε πως το

προκύπτει από τη συµπλήρωση µε τον ολικό µέσο όρο

που δίνουν οι υπόλοιπες µέθοδοι. Επίσης, παρατηρούµε

τριών άλλων µεθοδολογιών (τοπικός µέσος όρος

βηµάτων, σταθµισµένο άθροισµα του τοπικού και

σταθµισµένα βάρη -µέθοδος BLUE-) συγκλίνουν. Έχουν

τετραγωνικό σφάλµα. Άρα, η χρήση του τοπικού
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6 ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ-ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΩΝ 

Κατά τη διερεύνηση του προβλήµατος της συµπλήρωσης ελλιπών 

υδροµετεωρολογικών µετρήσεων εξετάζεται λεπτοµερώς η συµπλήρωση 

µεµονωµένων κενών στις χρονοσειρές. Αναλυτικότερα, παρουσιάζονται οι 

υπάρχουσες µεθοδολογίες συµπλήρωσης ελλιπών υδροµετεωρολογικών τιµών και 

προτείνονται εναλλακτικές µέθοδοι βασισµένες στη δοµή αυτοσυσχέτισης της 

χρονοσειράς. 

Κινητήριος δύναµη και βασική αφορµή για τη διερεύνηση των µεθόδων 

συµπλήρωσης ελλιπών υδροµετεωρολογικών δεδοµένων που παρουσιαστήκαν στα 

προηγούµενα κεφάλαια, ήταν η διαπίστωση ενός παραδόξου όσον αφορά τη 

συµπλήρωση ελλιπών υδροµετεωρολογικών τιµών. Συγκεκριµένα, διαπιστώνεται ότι 

ενώ όταν καλούµαστε να συµπληρώσουµε κάποιες µετρήσεις από µια χρονοσειρά, 

χρησιµοποιούµε τιµές από γειτονικούς µόνο σταθµούς και όχι από όλους τους 

διαθέσιµους, στην περίπτωση που καλούµαστε να συµπληρώσουµε τη χρονοσειρά µε 

χρήση µόνο των υπαρχουσών τιµών της, τότε πολύ συχνά, διαισθητικά αλλά 

ατεκµηρίωτα, προτιµάται η χρήση του ολικού µέσου όρου. 

Ανάλογα µε τη δοµή της αυτοσυσχέτισης της χρονοσειράς που µελετάται, 

εξετάζονται διάφορες παραλλαγές µεθοδολογιών συµπλήρωσης µε στόχο την µείωση 

του σφάλµατος της εκτίµησης. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν είναι ιδιαίτερα 

ικανοποιητικά καθώς αποδεικνύεται θεωρητικά αλλά και αριθµητικά πως η επιλογή 

ενός τοπικού µέσου όρου µε χρήση µόνο των γειτονικών µετρήσεων δίνει καλύτερα 

αποτελέσµατα σε σχέση µε αυτά του ολικού µέσου όρου. 

Έχοντας πραγµατοποιήσει την πιο πάνω ανάλυση, για δύο τύπους στοχαστικών 

ανελίξεων, που αποτελούν και τους πιο βασικούς στη µελέτη και προσοµοίωση των 

υδροµετεωρολογικών φαινοµένων, διερευνήσαµε πότε και κάτω από ποιες 

προϋποθέσεις κρίνεται σκόπιµη η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου στη θέση του 

ολικού. Μελετήθηκαν και παρουσιάστηκαν επίσης διεξοδικά και κάποιες 

παραλλαγές, ή καλύτερα κάποιοι συνδυασµοί του τοπικού µέσου όρου ώστε να 

βελτιωθεί η εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής. 

Πιο συγκεκριµένα, οι µέθοδοι που παρουσιάστηκαν συνοψίζονται ως εξής: 

• Ολικός µέσος όρος. 

∆ηλαδή η ελλείπουσα τιµή εκτιµάται ως ο ολικός µέσος όρος των 

υπαρχουσών παρατηρήσεων µε ίσα µεταξύ τους βάρη. 

• Τοπικός µέσος όρος µε n τιµές πριν και n µετά την ελλείπουσα τιµή. 
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∆ιερευνήθηκε ο βέλτιστος αριθµός n των γειτονικών τιµών πριν και µετά 

το κενό που πρέπει να χρησιµοποιηθούν, ώστε να προκύπτει το ελάχιστο 

σφάλµα εκτίµησης. 

• Χρήση δύο γειτονικών µηνιαίων και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών. 

Περιορίσαµε τον τοπικό µέσο όρο σε ένα βήµα πριν και ένα µετά την 

ελλείπουσα τιµή και προκειµένου να βελτιώσουµε την εκτίµηση 

προσθέσαµε άλλον έναν όρο που περιελάµβανε δύο γειτονικές τιµές αλλά 

στην ετήσια κλίµακα, δηλαδή την τιµή του µήνα που θέλουµε να 

συµπληρώσουµε, ένα χρόνο πριν και ένα µετά. 

• Συνδυασµός ολικού και τοπικού µέσου όρου. 

Προκειµένου πάλι να βελτιώσουµε την εκτίµηση της ελλείπουσας τιµής 

προσπαθήσαµε συνδυάζοντας µε µια παράµετρο το τοπικό µέσο όρο (µε 

µία τιµή πριν και µια µετά την ελλείπουσα µέτρηση) µε τον ολικό, να 

ελαχιστοποιήσουµε το MSE. 

• Σταθµισµένα βάρη. 

Εφαρµόζοντας µια παραλλαγή της µεθόδου kriging υπολογίσαµε τις τιµές 

των σταθµισµένων βαρών για τις οποίες ελαχιστοποιείται το µέσο 

τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης. 

Σαν µέτρο αξιολόγησης όλων το µεθόδων χρησιµοποιήσαµε το µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα (MSE). ∆ηλαδή, η µέθοδος που µας δίνει το ελάχιστο MSE είναι και η 

βέλτιστη αριθµητικά. Ωστόσο, στην αξιολόγηση των µεθόδων λάβαµε υπόψη και τον 

υπολογιστικό φόρτο γιατί εξαρχής τονίσαµε πως δεν αναζητούµε µία εξεζητηµένη και 

πολύπλοκη µέθοδο συµπλήρωσης ελλιπών τιµών αλλά µια απλή και εύκολα 

εφαρµόσιµη µεθοδολογία η οποία θα επιτρέπει τη γρήγορη συµπλήρωση 

µεµονωµένων κενών στη χρονοσειρά, ενώ παράλληλα θα δίνει και το µικρότερο 

σφάλµα εκτίµησης. Έτσι η τελευταία µεθοδολογία που αναφέραµε, που βασίζεται στη 

χρήση σταθµισµένων βαρών, ουσιαστικά παρουσιάζεται για λόγους πληρότητας αλλά 

και σαν µέτρο σύγκρισης µε τις άλλες µεθόδους. Αυτό γιατί ο υπολογισµός των 

σταθµισµένων βαρών είναι ιδιαίτερα επίπονος αν και τα αποτελέσµατα που δίνει 

είναι τα βέλτιστα συγκριτικά µε τις υπόλοιπες µεθόδους. Ωστόσο η χρήση των 

σταθµισµένων βαρών είναι αναγκαία στην περίπτωση πολλών συνεχών ελλιπών 

παρατηρήσεων. 

Στη παρούσα εργασία λοιπόν εξετάζεται και αποδεικνύεται πως το πολύπλοκο και 

συχνό πρόβληµα της συµπλήρωσης ελλιπών υδροµετεωρολογικών µετρήσεων που 

παρουσιάζονται στις χρονοσειρές, µπορεί να αντιµετωπιστεί πολύ ικανοποιητικά και 

µε ελάχιστο υπολογιστικό φόρτο στη περίπτωση µεµονωµένων κενών µε τη µελέτη 

της δοµής αυτοσυσχέτισης της υπό εξέταση χρονοσειράς. Στην περίπτωση λοιπόν 

ισχυρής δοµής αυτοσυσχέτισης, ο τοπικός µέσος, και οι διάφορες παραλλαγές του, 

που αναλύθηκαν στην παρούσα εργασία,  οδηγούν σε καλύτερη εκτίµηση της 

ελλείπουσας τιµής. 

Πιο συγκεκριµένα, σε περιπτώσεις χρονοσειρών µε ισχυρή δοµή αυτοσυσχέτισης 

η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου που αποτελείται από δύο µόνο τιµές, ήτοι µόνο την 
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προηγούµενη και την επόµενη στην ελλείπουσα τιµή, έχει µικρότερο σφάλµα 

εκτίµησης σε σχέση µε άλλες πολυπλοκότερες µεθόδους. Επίσης αποδεικνύεται πως 

το σταθµισµένο άθροισµα δύο µεγεθών, ήτοι ενός τοπικού µέσου ορού και του 

αντίστοιχου ολικού έχει πολύ ικανοποιητικά αποτελέσµατα που σχεδόν ταυτίζονται 

µε αυτά της µεθόδου kriging ενώ ταυτόχρονα απαιτείται η χρήση µιας µόνο 

παραµέτρου και αισθητά λιγότερους υπολογισµούς, συνεπώς πολύ λιγότερο χρόνο. 

Ένα πολύ σηµαντικό επίσης πλεονέκτηµα των µεθοδολογιών που προτείνονται 

είναι το γεγονός ότι δεν απαιτείται κανονικοποίηση και τυποποίηση των 

παρατηρήσεων. Εξαίρεση αποτελεί η µέθοδος που συνδυάζει δυο γειτονικές µηνιαίες 

µε δυο γειτονικές ετήσιες τιµές (υποκεφάλαιο 4.3.3) όπου απαιτείται η τυποποίηση 

της χρονοσειράς, ώστε να λάβουµε υπόψη την περιοδικότητα.  

Επιπρόσθετα, σε αντίθεση µε τη µέθοδο της παλινδρόµησης που πρέπει να 

λαµβάνεται υπόψη η θετική ασυµµετρία που παρουσιάζεται στις υδροµετεωρολογικές 

χρονοσειρές (π.χ. η βροχόπτωση και η θερµοκρασία δεν παίρνουν αρνητικές τιµές και 

δηµιουργούνται έτσι θετικά ασύµµετρες κατανοµές) η προτεινόµενη µεθοδολογία δεν 

επηρεάζεται καθόλου από αυτή την ιδιαιτερότητα των φυσικών διεργασιών. Η 

ύπαρξη επίσης µηδενικών τιµών για συνεχείς περιόδους (π.χ. κατά τους θερινούς 

µήνες µεγάλα διαστήµατα µε µηδενική βροχόπτωση), σε αντίθεση µε τη µέθοδο της 

γραµµικής παλινδρόµησης, δεν επηρεάζει ούτε περιορίζει την εφαρµογή της 

προτεινόµενης µεθοδολογίας. 

Οι πιο πάνω παρατηρήσεις καθιστούν τη προτεινόµενη µεθοδολογία ιδανική για τη 

γρήγορη και άµεση συµπλήρωση µεµονωµένων κενών στις υδροµετεωρολογικές 

χρονοσειρές Τα προηγούµενα συµπεράσµατα, επιβεβαιώνονται και για τους δύο 

τύπους στοχαστικών ανελίξεων που εξετάσθηκαν. Συγκεκριµένα, στη περίπτωση 

ανελίξεων Markov, µε ασθενή δηλαδή µνήµη, αλλά και στη περίπτωση ανελίξεων 

που παρουσιάζουν δυναµική Hurst-Kolmogorov, δηλαδή ανελίξεων µε µακρά µνήµη, 

τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την χρήση ενός τοπικού µέσου όρου µε 

διάφορες παραλλαγές, είναι πολύ καλύτερα από εκείνα που δίνει ο ολικός µέσος 

όρος. Πιο αναλυτικά, τα συµπεράσµατα που προκύπτουν για τους δύο τύπους 

στοχαστικών ανελίξεων παρουσιάζονται στη συνέχεια.  

6.1 Χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις Markov 

Το πιο κάτω διάγραµµα παρουσιάζει συνολικά τις µεθόδους που αναλύσαµε για 

την συµπλήρωση µεµονωµένων κενών στις υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές που 

προσοµοιώνονται από ανελίξεις τύπου Markov, και δείχνει πως µεταβάλλεται το 

µέσο τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης (MSE) για διάφορες τιµές της 

αυτοσυσχέτισης της χρονοσειράς. Κάθε καµπύλη αντιστοιχεί σε µια από τις 

προηγούµενες µεθοδολογίες. Είναι προφανές πως η µέθοδος που αναπαριστάται µε τη 
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καµπύλη µε το µικρότερο MSE δίνει και την καλύτερη εκτίµηση της ελλείπουσας 

τιµής. 

Μελετώντας λοιπόν το πιο κάτω διάγραµµα, µπορούµε γρήγορα να συµπεράνουµε 

πως η χρήση του ολικού µέσου όρου (global average) δεν είναι ιδιαίτερα 

ικανοποιητική ειδικά για υψηλές τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης. 

Συγκεκριµένα, παρατηρούµε πως η καµπύλη που αντιστοιχεί στη µέθοδο του ολικού 

µέσου όρου βρίσκεται πάνω από όλες τις υπόλοιπες, δηλαδή δίνει το µεγαλύτερο 

MSE. 

Αντίθετα η χρήση του τοπικού µέσου όρου που προκύπτει από το βέλτιστο αριθµό 

γειτονικών βηµάτων (optimal steps n), δίνει πολύ καλά αποτελέσµατα που πρακτικώς 

ταυτίζονται και µε τις υπόλοιπες τρείς µεθοδολογίες για υψηλές τιµές του συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης.  

Πιο συγκεκριµένα, µπορούµε να συνοψίσουµε τα αποτελέσµατα που προκύπτουν 

από την εφαρµογή της µεθόδου του τοπικού µέσου όρου, ανάλογα µε τη τιµή του 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης (ρ1), ως εξής: 

• για 1 0.24
cr

ρ ρ< ≈ , προτείνεται η χρήση του ολικού µέσου όρου 

• για 1 0.24
cr

ρ ρ≥ ≈ , η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου χρησιµοποιώντας µια 

τιµή πριν και µία µετά ενδείκνυται.  

Η χρήση δύο γειτονικών µηνιαίων και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών (t+1, t+12) 

βελτιώνει ελαφρώς την εκτίµηση συγκριτικά µε την µέθοδο που βασίζεται στο τοπικό 

µέσο όρο για τιµές του ρ1 πάνω από 0.2, ενώ για µικρότερες τιµές έχει χειρότερα 

αποτελέσµατα. 

Πιο συγκεκριµένα, η χρήση του ολικού µέσου όρου (global average) καθώς επίσης 

και η µέθοδος του τοπικού µέσου όρου (optimal steps n), φαίνεται να έχει καλύτερα 

αποτελέσµατα για µικρές τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης (για ρ1 ≤ 0.2), ενώ 

για τιµές στο διάστηµα 0.2 ≤ ρ1 ≤ 0.5 υπερτερεί η µέθοδος που βασίζεται στη χρήση 

τεσσάρων γειτονικών τιµών (t+1, t+12). Για τιµές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1 

µεγαλύτερες του 0.5, η µέθοδος µε το βέλτιστο αριθµό γειτονικών βηµάτων (optimal 

steps n) και η µέθοδος που βασίζεται στη χρήση τεσσάρων γειτονικών τιµών 

(t+1,t+12), έχουν παρόµοια αποτελέσµατα. Αναλυτικότερα, τα πιο πάνω 

συµπεράσµατα επιβεβαιώνονται από το ακόλουθο διάγραµµα. 
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 Σχήµα 6.1 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 

(ρ1) µε εφαρµογή των µεθόδων που παρουσιαστήκαν. 

Παρατηρούµε επίσης πως τα βέλτιστα αποτελέσµατα προκύπτουν από την 

εφαρµογή της µεθόδου των σταθµισµένων βαρών (weights wi). Όπως όµως έχουµε 

ήδη τονίσει, η µέθοδος των σταθµισµένων βαρών (παραλλαγή της µεθόδου kriging) 

µπορεί να έχει τα καλύτερα αποτελέσµατα, να δίνει δηλαδή το µικρότερο MSE, αλλά 

απαιτεί µεγάλο υπολογιστικό φόρτο, γεγονός που την καθιστά δύσχρηστη για την 

γρήγορη συµπλήρωση µεµονωµένων ελλιπών τιµών. 

Όµως και ο συνδυασµός του τοπικού µε τον ολικό µέσο όρο (N-n) δίνει εξίσου 

καλά αποτελέσµατα που πρακτικώς ταυτίζονται µε τα αντίστοιχα που προκύπτουν για 

σταθµισµένα βάρη. Η εκτίµηση δηλαδή που προκύπτει από το σταθµισµένο άθροισµα 

του ολικού µέσου όρου και ενός τοπικού που αποτελείται µόνο από δύο τιµές, µια 

πριν και µια µετά, µε τη χρήση µόνο µιας παραµέτρου δίνει πολύ ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα. Αναλυτικότερα η διαπίστωση αυτή φαίνεται στο παρακάτω 

διάγραµµα. 
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 Σχήµα 6.2 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 

(ρ1). 

Η τόσο καλή συµπεριφορά της µεθόδου N-n, δηλαδή του συνδυασµού του ολικού 

και του τοπικού µέσου όρου, καθιστά τη µέθοδο αυτή βέλτιστη καθώς δίνει τα ίδια 

αποτελέσµατα µε αυτά της µεθόδου των σταθµισµένων βαρών ενώ παράλληλα 

απαιτεί λιγότερες πράξεις και συνεπώς είναι πιο εύκολα εφαρµόσιµη. ∆ηλαδή, 

ανεξάρτητα από την τιµή της αυτοσυσχέτισης της χρονοσειράς, η µέθοδος που 

βασίζεται στο συνδυασµό του ολικού µέσου όρου και του τοπικού µε χρήση µιας 

γειτονικής τιµής πριν και µιας µετά µε την κατάλληλη παράµετρο λ, δίνει ταυτόσηµα 

σχεδόν αποτελέσµατα µε αυτά που προκύπτουν από τη χρήση της πολύπλοκης 

µεθόδου των σταθµισµένων βαρών.  

6.2 Χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst - Kolmogorov 

Όσον αφορά τις χρονοσειρές που προσοµοιώνονται µε ανελίξεις µε δυναµική 

Hurst–Kolmogorov, δηλαδή χρονοσειρές µε έντονη δοµή αυτοσυσχέτισης, τα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν για κάθε µια από τις µεθόδους που παρουσιάσαµε 

συνοψίζονται στο πιο κάτω διάγραµµα.  

Και εδώ, όπως και στην περίπτωση των ανελίξεων Markov, διαπιστώνουµε πως η 

χρήση του ολικού µέσου όρου (global average) δεν είναι δικαιολογηµένη. Ειδικά όσο 

αυξάνεται ο συντελεστής Hurst τόσο πιο δυσµενείς είναι τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν από τη χρήση του ολικού µέσου όρου. Αντίθετα, ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα δίνει η χρήση ενός τοπικού µέσου όρου µε επιλογή κατάλληλου 
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αριθµού γειτονικών βηµάτων (optimal steps n), όπως αυτή παρουσιάστηκε στο 

υποκεφάλαιο 4.3.2.  

 Σχήµα 6.3 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής Η (κύριος οριζόντιος άξονας) και  

συντελεστής ρ1 (δευτερεύον οριζόντιος άξονας) µε εφαρµογή των µεθόδων που 

παρουσιαστήκαν. 

Πιο συγκεκριµένα, για τη µέθοδο του τοπικού µέσου όρου (optimal steps n), 

ανάλογα µε τη τιµή του συντελεστή Hurst (Η), µπορούµε να βγάλουµε τα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: 

• Για Η = 0.50-0.60 

προτιµάται η χρήση του ολικού µέσου όρου 

• Για Η = 0.70 

απαιτούνται 4 τιµές πριν και 4 µετά την ελλείπουσα τιµή 

• Για H = 0.72 

απαιτούνται 3 τιµές πριν και 3 µετά την ελλείπουσα τιµή 

• Για H = 0.74 

απαιτούνται 2 τιµές πριν και 2 µετά την ελλείπουσα τιµή 

• Για H ≥ 0.80 

χρειαζόµαστε µόνο µία τιµή πριν και µία µετά 

Η χρήση δύο γειτονικών µηνιαίων και δύο γειτονικών ετήσιων τιµών (t+1, t+12), 

δεν έχει ικανοποιητικά αποτελέσµατα για χρονοσειρές µε ασθενή δοµή 

αυτοσυσχέτισης (για τιµές του συντελεστή H µικρότερες του 0.65) ενώ για 

υψηλότερες τιµές του συντελεστή Η, η µέθοδος αυτή δίνει ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα που συγκλίνουν µε αυτά της µεθόδου του τοπικού µέσου όρου. 
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Και εδώ, όπως και στη περίπτωση των ανελίξεων Markov, τα καλύτερα 

αποτελέσµατα, δηλαδή τη µικρότερη τιµή του MSE, προκύπτουν από τη χρήση των 

σταθµισµένων βαρών. Το εντυπωσιακό όµως είναι πως τα αποτελέσµατα αυτά 

προσεγγίζονται πολύ ικανοποιητικά, πρακτικώς ταυτίζονται, µε τα αντίστοιχα που 

προκύπτουν από το συνδυασµό του ολικού µέσου όρου και ενός τοπικού µε µια τιµή 

πριν και µια µετά  (N-n), χρησιµοποιώντας την κατάλληλη παράµετρο λ.  

Στο πιο κάτω διάγραµµα φαίνονται οι τιµές του MSE που προκύπτουν για 

διάφορους συντελεστές Hurst µε εφαρµογή της µεθόδου των σταθµισµένων βαρών 

και της µεθόδου του σταθµισµένου αθροίσµατος του τοπικού και του ολικού µέσου 

όρου µε µια παράµετρο λ. 

 Σχήµα 6.4 Ελάχιστη τιµή του MSE – συντελεστής Η. 

Παρατηρούµε πως το MSE που προκύπτει για τις διάφορες τιµές του συντελεστή 

Hurst µε  εφαρµογή της µεθόδου N-n, σχεδόν συµπίπτει µε τις αντίστοιχες τιµές που 

δίνει η µέθοδος των σταθµισµένων βαρών. Παράλληλα όµως η µέθοδος Ν-n έχει 

λιγότερο υπολογιστικό φόρτο σε σχέση µε τον υπολογισµό των σταθµισµένων 

βαρών.  

Οι πιο πάνω διαπιστώσεις καθιστούν τη µέθοδο του συνδυασµού του ολικού και 

ενός τοπικού µέσου όρου που αποτελείται από δύο τιµές, ήτοι την αµέσως 

προηγούµενη και την αµέσως επόµενη στην ελλείπουσα τιµή, µε την κατάλληλη 

παράµετρο λ, τη βέλτιστη για την συµπλήρωση µεµονωµένων κενών που 

παρουσιάζονται στις υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

Υπολογισµός του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος εκτίµησης t̂
x  όπου: 
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Είδαµε ότι το µέσο τετραγωνικό σφάλµα υπολογίζεται, εξ’ ορισµού από τη σχέση 
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µε αναµενόµενες τιµές η παραπάνω σχέση γίνεται 
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Άρα,  
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Και συνεπώς, µετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις και απλοποιήσεις έχουµε την 

τελική σχέση: 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

Υπολογισµός του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος εκτίµησης t̂
x  όπου: 
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Η παραπάνω σχέση µε αναµενόµενες τιµές µας δίνει το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

της εκτίµησης, που είναι 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ C 

Υπολογισµός του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος εκτίµησης t̂
x  όπου 
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Προκειµένου να απλοποιήσουµε την πιο πάνω σχέση, µελετάµε την περίπτωση 

όπου ο αριθµός των γειτονικών βηµάτων που χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό 

του τοπικού µέσου όρου είναι 2, δηλαδή n=1, µια µέτρηση πριν και µια µετά την 

ελλείπουσα τιµή. Με την πιο πάνω απλοποίηση η σχέση γίνεται: 
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Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το τετραγωνικό σφάλµα e
2
 δίνεται από τη σχέση: 
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Και έχουµε, 2 22e A B Cλ λ= − + .  

Έτσι, το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 2E e   υπολογίζεται από τη σχέση: 
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Αρκεί λοιπόν να υπολογίζουµε τα Ε[Α], Ε[Β] και Ε[C]. 

Όµως, έχουµε αποδείξει (βλέπε ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α) πώς:
 

( ) ( )

[ ]

2
1

2 2
1

1 1

2

1 2

1
2 1 2 2 1

2 2

άρα

1
(3 4 )

2

n

i i n n
i n i

t i i

i i

x x

E x n n n i
n n

E A

σ
ρ ρ

σ ρ ρ

−

=− =

= =

  
+        − = + − + + −           

  
  

= − +

∑ ∑
∑ ∑

 

Για την ποσότητα Β έχουµε: 
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Εξετάζουµε τώρα κάθε ποσότητα χωριστά, και έχουµε: 
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Αντίστοιχα, 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ D 

Συµπλήρωση µεµονωµένων ελλειπουσών τιµών µε σταθµισµένα βάρη wi σε 

υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές που προσοµοιώνονται από ανελίξεις τύπου 

Markov. 

Ανάλογα µε το συντελεστή αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 (ρ1) 

κατασκευάστηκαν τα πιο κάτω διαγράµµατα που παρουσιάζουν τα σταθµισµένα βάρη 

των τιµών της χρονοσειράς, ανάλογα µε την θέση της ελλείπουσας τιµής. 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.1 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.1.  



 

 

127 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

∆ιάγραµµα 0.2 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.3. 

∆ιάγραµµα 0.3 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.6. 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

∆ιάγραµµα 0.4 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.7. 

∆ιάγραµµα 0.5 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.9. 
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• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.6 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.1. 

∆ιάγραµµα 0.7 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.3. 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

∆ιάγραµµα 0.8 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.6. 

∆ιάγραµµα 0.9 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.7. 
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∆ιάγραµµα 0.10 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.9. 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.11 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.1. 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

∆ιάγραµµα 0.12 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.3. 

∆ιάγραµµα 0.13 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.6. 
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∆ιάγραµµα 0.14 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.7. 

∆ιάγραµµα 0.15 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.9. 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.16 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.1. 

∆ιάγραµµα 0.17 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.3. 
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∆ιάγραµµα 0.18 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.6. 

∆ιάγραµµα 0.19 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.7. 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

∆ιάγραµµα 0.20 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ1=0.9. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ E 

Συµπλήρωση µεµονωµένων ελλειπουσών τιµών µε σταθµισµένα βάρη wi σε 

υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές που παρουσιάζουν το φαινόµενο Hurst. 

Ανάλογα µε το συντελεστή Hurst (H) κατασκευάστηκαν τα πιο κάτω διαγράµµατα 

που παρουσιάζουν τα σταθµισµένα βάρη των τιµών της χρονοσειράς, ανάλογα µε την 

θέση της ελλείπουσας τιµής. 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.21 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.7. 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

∆ιάγραµµα 0.22 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.8. 

∆ιάγραµµα 0.23 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.9. 
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• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.24 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.7. 

∆ιάγραµµα 0.25 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.8. 
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ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

∆ιάγραµµα 0.26 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.9. 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.27 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.7. 
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∆ιάγραµµα 0.28 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.8. 

∆ιάγραµµα 0.29 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.9. 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών έχουµε: 

∆ιάγραµµα 0.30 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.7. 

∆ιάγραµµα 0.31 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.8. 
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∆ιάγραµµα 0.32 Σταθµισµένα βάρη wi για τις διάφορες τιµές του δείγµατος, ανάλογα 

µε την θέση της ελλείπουσας τιµής, για συντελεστή Hurst H=0.9. 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ F 

Συµπλήρωση 3 συνεχόµενων ελλειπουσών τιµών µε σταθµισµένα βάρη wi σε 

υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές τύπου Markov. 

Ανάλογα µε το συντελεστή αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 (ρ1) 

κατασκευάστηκαν τα πιο κάτω διαγράµµατα που παρουσιάζουν τα σταθµισµένα βάρη 

των τιµών της χρονοσειράς, ανάλογα µε την θέση της ελλείπουσας τιµής. 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και ρ1=0.1 έχουµε: 
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• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και ρ1=0.3 έχουµε: 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και ρ1=0.6 έχουµε: 
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• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και ρ1=0.7 έχουµε: 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και ρ1=0.9 έχουµε: 
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• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και ρ1=0.1 έχουµε: 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και ρ1=0.3 έχουµε: 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και ρ1=0.6 έχουµε: 
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• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και ρ1=0.7 έχουµε: 
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• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και ρ1=0.9 έχουµε: 
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ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και ρ1=0.1 έχουµε: 

 



 

 

157 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 



 

 

158 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 



 

 

159 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και ρ1=0.3 έχουµε: 



 

 

160 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

161 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

162 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και ρ1=0.6 έχουµε: 

 

 



 

 

163 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

164 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και ρ1=0.7 έχουµε: 

 

 



 

 

165 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 



 

 

166 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 



 

 

167 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και ρ1=0.9 έχουµε: 

 

 



 

 

168 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

169 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 



 

 

170 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και ρ1=0.1 έχουµε: 



 

 

171 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

172 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 



 

 

173 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και ρ1=0.3 έχουµε: 

 



 

 

174 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

175 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 



 

 

176 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και ρ1=0.6 έχουµε: 



 

 

177 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

178 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 



 

 

179 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και ρ1=0.7 έχουµε: 



 

 

180 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

181 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 



 

 

182 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και ρ1=0.9 έχουµε: 



 

 

183 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

184 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

185 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

  



 

 

186 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ G 

Συµπλήρωση τριών συνεχόµενων ελλειπουσών τιµών µε σταθµισµένα βάρη wi σε 

υδροµετεωρολογικές χρονοσειρές που παρουσιάζουν δυναµική Hurst-Kolmogorov. 

Ανάλογα µε το συντελεστή Hurst (H), κατασκευάστηκαν τα πιο κάτω 

διαγράµµατα που παρουσιάζουν τα σταθµισµένα βάρη των τιµών της χρονοσειράς, 

ανάλογα µε την θέση της ελλείπουσας τιµής. 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών, αν λείπουν οι 10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, οι 

αµερόληπτες (συνεχείς γραµµές) και οι µεροληπτικές (διακεκοµµένες 

γραµµές) τιµές των βαρών wi για  H=0.55 είναι: 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών, αν λείπουν οι 10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, οι 

αµερόληπτες (συνεχείς γραµµές) και οι µεροληπτικές (διακεκοµµένες 

γραµµές) τιµές των βαρών wi για  H=0.65 είναι: 

 

 



 

 

187 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών, αν λείπουν οι 10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, οι 

αµερόληπτες (συνεχείς γραµµές) και οι µεροληπτικές (διακεκοµµένες 

γραµµές) τιµές των βαρών wi για  H=0.75 είναι: 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών, αν λείπουν οι 10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, οι 

αµερόληπτες (συνεχείς γραµµές) και οι µεροληπτικές (διακεκοµµένες 

γραµµές) τιµές των βαρών wi για  H=0.85 είναι: 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών, αν λείπουν οι 10
η
, 11

η
 και 12

η
 τιµή, οι 

αµερόληπτες (συνεχείς γραµµές) και οι µεροληπτικές (διακεκοµµένες 

γραµµές) τιµές των βαρών wi για  H=0.95 είναι: 



 

 

188 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και Η=0.7 έχουµε: 

 

 

 



 

 

189 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και Η=0.8 έχουµε: 

 

 

 



 

 

190 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 20 τιµών και Η=0.9 έχουµε: 

 

 

 



 

 

191 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και Η=0.7 έχουµε: 

 



 

 

192 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

193 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και Η=0.8 έχουµε: 

 

 



 

 

194 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 40 τιµών και Η=0.9 έχουµε: 

 

 



 

 

195 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

 



 

 

196 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και Η=0.7 έχουµε: 

 

 



 

 

197 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

198 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 



 

 

199 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και Η=0.8 έχουµε: 

 



 

 

200 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

201 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

202 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 80 τιµών και Η=0.9 έχουµε: 

 

 



 

 

203 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

204 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

205 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και Η=0.7 έχουµε: 

 



 

 

206 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

207 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

208 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 



 

 

209 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και Η=0.8 έχουµε: 



 

 

210 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

211 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

212 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

213 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

• Για δείγµα µεγέθους 100 τιµών και Η=0.9 έχουµε: 

 



 

 

214 
ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗ ΕΛΛΙΠΩΝ Υ∆ΡΟΜΕΤΕΩΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ 

ΧΡΗΣΗ ΓΕΙΤΟΝΙΚΩΝ ΧΡΟΝΙΚΑ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΩΝ 



 

 

215 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 



 

 

216 
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