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ΙΣΤΟΡΙΚΟ 

Η διατριβή αυτή εκπονήθηκε σχον Τομέα Υδατικών Πόρων, Υδραυλικών κ α ι 

θαλάσσιων Έργων του Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών ΕΜΠ. Η εκπόνηση της έγινε με 

τη δ ι α δ ι κ α σ ί α που προβλέπεται από το ν.1268/1982 (άρθρο 36), για τις δ ιατριβές 

που αποσκοπούν στην απόκτηση διδακτορικού διπλώματος. 

Ουσιαστικά, η εκπόνηση της διατριβής ξεκίνησε τον Μάρτιο του 1983. Με την 

από 13-12-1983 απόφαση της Γ.Σ. του Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών ορίστηκε η 

προβλεπόμενη από τον παραπάνω νόμο τριμελής Συμβουλευτική Επιτροπή με επιβλέ

ποντα καθηγητή τον κ. θ . Ξανθόπουλο κ α ι μέλη τον επίκουρο καθηγητή κ. Μ. 

Μποναζούνχα και τον λέκτορα κ. Α. Ανδρεαδακη. 

Καχα τη διάρκεια της εκπόνησης της εργασίας συνχαχχηκαν 1 εισαγωγική και 

3 κύριες τμηματικές εκθέσεις , ενώ τον Ιούλιο του 1986 παρουσιασχηκαν σε πρώτη 

μορφή χα συμπερασμαχα χης έρευνας. Σχη συνέχεια έγιναν αρκεχές διορθώσεις και 

βελχιώσεις χων μονχέλων και η χελική εφαρμογή χους. Από χον Σεπχέμβριο 1987 

μέχρι κ α ι χον Φεβρουάριο 1988 έγ ινε η συγγραφή χης διαχριβής, που παρουσια-

σχηκε χμημαχικα σε 5 χεύχη. Σχην παρούσα χελική μορφή έγιναν κάποιες (επου

σιώδεις) διορθώσεις και η προσθήκη χου χέχαρχου κεφαλαίου. 

Η έγκριση διδακτορικής διατριβής δεν υποδηλώνει την αποδοχή των γνωμών του 

συγγραφέα. 

(Άρθρο 202 ν.5343/32) 



ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 

Ευχαριστώ τον καθηγητή Θέμη Ξανθόπουλο γ ια την επιστημονική καθοδήγηση 

κ α ι ηθική υποστήριξη του. Επίσης τον επίκουρο καθηγητή Μάρκο Μποναζούντα γ ι α 

τη βοήθεια, του α ρ χ ι κ ά στην επιλογή του θ έ μ α τ ο ς κ α ι για την μ ε τ έ π ε ι τ α συνεργα

σ ί α του, κ α ι τον λέκτορα Ανδρέα Ανδρεαδακη γ ια τ ις εποικοδομητικές παρατηρή

σεις του στη δ ι ά ρ κ ε ι α της εκπόνησης της δ ιατριβής κ α ι στο τελ ικό κείμενο. 

Ακόμα ευχαριστώ 

> τον επίκουρο καθηγητή Γιώργο Τ σ α κ ί ρ η γ ι α τ ι ς χρήσιμες παρατηρήσεις του στο 

τ ε λ ι κ ό κ ε ί μ ε ν ο κ α ι την αναπληρώτρια κ α θ η γ ή τ ρ ι α Μαρία Μιμίκου γ ι α τ ι ς επίσης 

χρήσιμες παρατηρήσεις της στις αρχικές εκθέσεις, 

> τ ις συναδέλφίσσες Λυδία Βαμβακερίδου κ α ι Διονυσία Παναγούλια κ α ι το συνά

δελφο Ηλία Βασιλόπουλο που επιβαρύνθηκαν αναλαμβάνοντας δικές μου διδακτικές 

υποχρεώσεις το τ ε λ ε υ τ α ί ο εξάμηνο που ολοκλήρωνα την εργασία, 

> τους πλωτάρχες Εχαύρο Μπούκη κ α ι Υπαχιο Δρόσο, προϊσταμένους μου στη θητεία 

μου στο Ναυτικό, που χάρις στην κατανόηση τους μπόρεσα να συνεχίσω τη διατριβή 

σ τ α δύο χρόνια της θ η τ ε ί α ς μου, κ α ι 

> τον Γ ι ά ν ν η Ραγκούση κ α ι χους συνεργάτες του που επιμελήθηκαν με ι δ ι α ί τ ε ρ η 

φροντ ίδα την εκτύπωση της διατριβής. 

Τέλος ευχαριστώ την γυναίκα μου Ά ν ν α Πατρικίου γ ια την πνευματική συμ

παράσταση της, ά λ λ α κ α ι γ ι α τη βοήθεια της σε γραψικα θ έ μ α τ α , καθώς κ α ι τον 

Κ ε χ ζ α λ γ ι α το σκίτσο του εξωφύλλου. 

Αθήνα, ΕΜΠ, Μάιος 1988 

Δημήτρης Ν, Κουτσογιάννης 
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Ο. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

0.1. ΤΟΠΟΘΕΤΗΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Σχεδόν όλες οι υδρολογικές μεταβλητές εμφανίζουν έ ν α έντονα τυχαίο χ α ρ α 

κ τ ή ρ α , κ α ι γ ι ' αυτό π Υδρολογία β α σ ί ζ ε τ α ι στη θεωρία των πιθανοτήτων. Ό τ α ν 

στην ε ξ έ τ α σ η ε ν ό ς υδρολογικού φ α ι ν ο μ έ ν ο υ ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι η χρονική ε ξ έ λ ι ξ η του, 

τ ό τ ε ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς που συνδέονται μ' αυτό περιγράφονται μ α θ η μ α τ ι κ ά από τ υ χ α ί 

ες συναρτήσεις του χρόνου. Μια τυχαία συνάρτηση ε ί ν α ι μ ια απειροπληθής ο ικο

γ έ ν ε ι α τυχαίων μεταβλητών, κ α ι έ χ ε ι καθιερωθεί να α π ο κ α λ ε ί τ α ι στοχαστική α ν έ 

λ ι ξ η ( s t o c h a s t i c p r o c e s s ) . 1 Ο χρόνος, που ε ί ν α ι το όρισμα της τ υ χ α ί α ς συνάρ

τησης, α π ο τ ε λ ε ί το δεικτοσΰνολο της στοχαστικής ανέλιξης. Σε ορισμένα φαινό

μ ε ν α που ε ξ ε λ ί σ σ ο ν τ α ι στο χώρο κ α ι το χρόνο, το δεικτοσΰνολο των αντίστοιχων 

ανελ ίξεων ε ί ν α ι πολυδιάστατο, κ α ι περιλαμβάνει, εκτός από τη χρονική διάσταση, 

κ α ι τ ι ς α π α ρ α ί τ η τ ε ς χωρικές δ ιαστάσεις. 

Η συναγωγή συμπερασμάτων γ ι α μ ι α σ τ ο χ α σ τ ι κ ή α ν έ λ ι ξ η , η οποία αντιπρο

σωπεύει κάποιο μέγεθος που χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε ι ε ν α υδρολογικό φαινόμενο, β α σ ί ζ ε τ α ι 

συνήθως σε έ ν α σύνολο παρατηρήσεων του, δηλαδή μ ι α σ ε ι ρ ά από μετρήσεις του 

μεγέθους, που έχουν πραγματοποιηθεί σε καθορισμένες χρονικές στιγμές. Η σε ιρά 

αυτή των μετρήσεων λέγεται χρονοσειρά ή δειγματοσυνάρτηση. 

Η μ ε λ έ τ η ενός υδρολογικού φαινομένου, ή ενός συστήματος που επηρεάζεται 

από έ ν α τ έ τ ο ι ο φαινόμενο, προϋποθέτει τη μελέτη της μαθηματικής δομής των στο

χαστικών ανελ ίξεων που σ υ ν δ έ ο ν τ α ι μ' αυτό. Ό τ α ν ε ί ν α ι πλήρως γνωστή η μαθη

μ α τ ι κ ή δομή των ανελ ίξεων, τ ό τ ε θεωρητικά ε ί ν α ι δυνατό να συνάγουμε συμπερά

σ μ α τ α γ ια όποια ιδ ιότητα ή παράμετρο του φαινομένου ή του συστήματος μας ε ν δ ι 

α φ έ ρ ε ι . Στην πράξη αυτό δεν ε ί ν α ι τόσο εύκολο, γ ι α τ ί συνήθως ο ι μ α θ η μ α τ ι κ έ ς 

εξ ισώσεις που περιγράφουν το φαινόμενο ή το σύστημα, ε ί ν α ι α ρ κ ε τ ά πολύπλοκες 

γ ι α ν α λυθούν με α ν α λ υ τ ι κ ό τρόπο. Μια απλή μέθοδος επίλυσης τέτοιων προ

βλημάτων που χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ο ν τ α ι από πολύπλοκες εξισώσεις ε ί ν α ι η προσομοίωση 

(s imulat ion), που δεν ε ί ν α ι τ ί π ο τ ε άλλο από μ ι α τ ε χ ν ι κ ή παραγωγής συνθετικών 

π ε ι ρ α μ ά τ ω ν : Αφού ε ί ν α ι πλήρως γνωστή η δομή των ανελ ίξεων, ε ί ν α ι δυνατό να 

1. Για την απόδοση ίου όρου 'stochastic process* στα ελληνικά, έχουν χρησιμοποιηθεί ισοδύναμα οι όροι 
•στοχαστική ανέλιξη* και 'στοχαστική διαδικασία*. Εδ6 χρησιμοποιείται ο προτος όρος nou έχει υιοθε
τηθεί απ* τον καθηγητή θ. ΚάκοιιΧΧο [i978] στο βιβλί» του 'Στοχαστικές Ανελίξεις*· (Ano το βιβλίο αυτό 
έχουν αντληθεί και χρησιμοποιούνται σε αυτή τη διατριβή και άλλοι επιστημονικοί όροι σχετικοί με τις 
στοχαστικές ανελίξεις.) Η λέξη ανέλιξη προέρχεται απ* το ρήμα ανελίσσβ (= ξετυλίγβ, εξελίσσομαι). 
Τέλος ο *ρος 'στοχαστικός' (stochastic), με την έννοια του τυχαίου, είναι ελληνικής προέλευσης (αν και 
έχει εισαχθεί απ* τον ελβετό μαθηματικό Giacoro Bernoulli πριν 300 χρόνια) α»ού προέρχεται από το ελ
ληνικό ρήμα 'στοχάζομαι* με την έννοια του "εικάζβ" (η αρχική έννοια του 'στοχάζομαι* είναι 'σημαδεύβ 
το στόχο* κατόπιν έγινε 'εικάζβ", 'νομίζβ' και τέλος 'συλλογίζομαι'). 
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παραχθούν σ υ ν θ ε τ ι κ έ ς δε ιγματοσυναρτήσεις χους (ή σ υ ν θ ε τ ι κ έ ς χρονοσειρές), με 

την κ α τ ά λ λ η λ η μ α θ η μ α τ ι κ ή τεχν ική, κ α ι στη συνέχε ια μπορεί να ε ξ ε τ α σ τ ε ί πώς 

μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι η παράμετρος του συστήματος ή του φαινομένου που μας ενδιαφέρει. 

Ας αναφερθούμε σε έ ν α συγκεκριμένο παράδειγμα, από το χώρο της τεχνικής 

υδρολογίας. Ας υποθέσουμε ό τ ι μας απασχολεί η εκτίμηση του νεκρού όγκου ενός 

τ α μ ι ε υ τ ή ρ α που θα κ α τ α σ κ ε υ α σ τ ε ί σε μ ι α θέση ενός υδατορεύματος. Η εκτίμηση 

αυτή θα βασιστεί στην αναμενόμενη τ ιμή του όγκου των φερτών που θα έχουν παγι

δ ε υ τ ε ί σ τ ο ν τ α μ ι ε υ τ ή ρ α μ ε τ ά από κ ά π ο ι α κ α θ ο ρ ι σ μ έ ν η χρονική περίοδο. Η 

α ν α μ ε ν ό μ ε ν η τ ιμή αυτή ε ί ν α ι η παράμετρος που μας απασχολεί. Το υδρολογικό 

φαινόμενο που ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι εδώ ε ί ν α ι η στερεοπαροχή. Η εξέλιξη της στερεοπαροχής 

έ χ ε ι σ τ ο χ α σ τ ι κ ό χ α ρ α κ τ ή ρ α , α λ λ ά εδώ θα υποθέσουμε ό τ ι δεν ε ί μ α σ τ ε σε θέση να 

προσδιορίσουμε τη δομή της α ν τ ί σ τ ο ι χ η ς στοχαστ ικής ανέλιξης (πχ. λόγω έλλειψης 

μετρήσεων), κ α ι γ ι ' αυτό ε ί μ α σ τ ε υποχρεωμένοι ν α καταφύγουμε στη μ ε λ έ τ η των 

γενεσιουργών αιτίων της, δηλαδή της βροχόπτωσης κ α ι της απορροής. Τ α φαινόμενα 

α υ τ ά μ α θ η μ α τ ι κ ά αντιπροσωπεύονται από αντ ίστοιχες στοχαστικές α ν ε λ ί ξ ε ι ς , που 

μ ά λ ι σ τ α εξαρτώνται έντονα μεταξύ τους. Ας υποθέσουμε ότ ι μ ε τ ά από μελέτη των 

δύο παράλληλων χρονοσειρών έχουμε προσδιορίσει πλήρως τη μαθηματική δομή τους. 

Το ερώτημα ε ί ν α ι με ποιο τρόπο μπορούμε να παράγουμε την τιμή της παραμέτρου 

που μας απασχολεί, δηλαδή τον όγκο φερτών. Ε ί ν α ι γνωστό ό τ ι η χρονική περι

γραφή του φαινομένου της στερεοπαροχής, σαν συνέπεια της βροχής κ α ι απορροής, 

δεν μπορεί να γ ί ν ε ι σε ετήσια κ λ ί μ α κ α , επειδή το μεγαλύτερο ποσοστό των φερτών 

μ ε τ α φ έ ρ ε τ α ι κ α τ ά τη δ ιάρκε ια των καταιγίδων κ α ι πλημμύρων. Συνέπεια αυτού ε ί 

ν α ι η μεγάλη πολυπλοκότητα των εξισώσεων που συνδέουν τη στερεοπαροχή με τ α 

δύο γενεσιουργά φαινόμενα. Ακόμα πρέπει να προστεθεί κ α ι η πολυπλοκότητα των 

εξισώσεων που περιγράφουν την παγίδευση των φερτών στον τ α μ ι ε υ τ ή ρ α , στ ις 

οποίες υπε ισέρχεται κ α ι η δ ιακύμανση της στάθμης του, που πάλι έχε ι στοχαστικό 

χαρακτήρα. Με όλη αυτή την πολυπλοκότητα, γ ί ν ε τ α ι αδύνατο να παράγουμε με α ν α 

λ υ τ ι κ ό τρόπο, λύνοντας δηλαδή τ ι ς εξ ισώσεις ά μ ε σ α , την τ ιμή του νεκρού όγκου. 

Έ τ σ ι την (μοναδική ίσως) ορθολογιστική απάντηση στο πρόβλημα δ ί ν ε ι η προσο

μοίωση.2 Ξέροντας τη δομή των στοχαστικών ανελ ίξεων βροχής-απορροής, κ α ι τ ις 

μ ε τ α ξ ύ τους σ χ έ σ ε ι ς , ε ί ν α ι δ υ ν α τ ό ν α παράγουμε σ υ ν θ ε τ ι κ έ ς (υπολογιστ ικές) 

χρονοσειρές βροχής-απορροής γ ια οσοδήποτε μεγάλη περίοδο θέλουμε. Στη συνέχεια 

με βάση κ α ι τ ι ς εξισώσεις που συνδέουν τη στερεοπαροχή με τ ις γενεσιουργές της 

δ ι ε ρ γ α σ ί ε ς , μπορούμε να παράγουμε μ ι α α ν τ ί σ τ ο ι χ η χρονοσειρά στερεοπαροχής. 

Επίσης σ χ ε τ ι κ ά εύκολα μπορούμε ν α παράγουμε την χρονοσειρά διακύμανσης της 

στάθμης στον ταμ ιευτήρα, προσομοιώνοντας τη λειτουργία του ταμιευτήρα. Με τ ις 

2. Βεβαίβς υπάρχουν και οι εμπειρικές προσεγγιστικές μέθοδοι, που χρησιμοποιούνται πολύ συχνά. 
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τ ε λ ε υ τ α ί ε ς δύο χρονοσειρές κ α ι χρησιμοποιώντας κ α ι τ ι ς εξισώσεις που περιγρά

φουν την παγίδευση φερτών, μπορούμε ν α έχουμε μ ι α συνθετική ε ι κ ό ν α της ε ξ έ λ ι 

ξης της παγίδευσης των φερτών στο χρόνο, κ α ι τελικά, να βρούμε την αναμενόμενη 

τ ιμή του όγκου φερτών στο χρονικό μήκος που μας ενδιαφέρει . Αν γ ια παράδειγμα 

αυτό το χρονικό μήκος ε ί ν α ι 50 χρόνια, κ α ι θέλουμε ν α εκτ ιμήσουμε την α ν α μ ε 

νόμενη τ ι μ ή του όγκου αποθήκευσης ως μέση τ ι μ ή 10 πιθανών τιμών, θα πρ6πει να 

ξεκινήσουμε παράγοντας 10 συνθετικά, σ ε ν ά ρ ι α βροχής-απορροής δ ιάρκε ιας 50 ετών 

το κ α θ έ ν α , δηλαδή θα χρειαστούν χρονόσειρες συνολικού μήκους 500 ετών. Από το 

παράδειγμα φ α ί ν ε τ α ι ό τ ι ο ι υπολογισμοί που α π α ι τ ε ί η μέθοδος της προσομοίωσης 

ε ί ν α ι μ α κ ρ ο σ κ ε λ ε σ τ α τ ο ι , αλλά. σ υ ν ί σ τ α ν τ α ι σε πολλαπλές επαναλήψεις του ίδιου 

αλγορίθμου. 

Μετά. τ α παραπάνω η προσομοίωση μπορεί να χαρακτηριστεί ως y i a αριθμητική 

μέθοδος επίλυσης πολύπλοκων εξισώσεων που συνδέουν στοχαστικές ανελίξε ις, θ α 

πρέπε ι ν α δ ι ε υ κ ρ ι ν ι σ τ ε ί ό τ ι ο ι σ υ ν θ ε τ ι κ έ ς χρονοσειρές που π α ρ ά γ ο ν τ α ι δεν 

προσθέτουν κ α μ ί α ο υ σ ι α σ τ ι κ ή πληροφορία γ ι α τη δομή κ α ι τ ι ς παραμέτρους των 

ανελ ίξεων που διέπουν το φαινόμενο, δηλαδή δεν αυξάνουν την ουσιαστική πληρο

φ ο ρ ί α γ ι α το φ α ι ν ό μ ε ν ο , η οποία προέρχεται μόνο από τ ι ς μ ε τ ρ ή σ ε ι ς , τ ι ς ι σ τ ο 

ρ ι κ έ ς δηλαδή χ ρ ο ν ο σ ε ι ρ έ ς . Μας ε π ι τ ρ έ π ε ι όμως να μελετήσουμε συστηματικά, 

π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς που δεν μπορούν ά μ ε σ α ν α εξαχθούν από τ ι ς μετρήσεις, ή κ α ι ν α 

μελετήσουμε συστήματα που δεν έχουν υπάρξει στην πραγματικότητα ( κ α ι δεν ήταν 

δυνατό να παρατηρηθούν). 

Η ε ρ γ α σ ί α α υ τ ή έ χ ε ι σκοπό την ανάπτυξη μ ι α ς τεχνικής προσομοίωσης ενός 

συγκεκριμένου υδρολογικού φαινομένου, της βροχόπτωσης, που οι ανελ ίξε ις που το 

περιγράφουν έχουν α ρ κ ε τ έ ς ιδ ια ιτερότητες. Η βροχόπτωση δεν ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι εδώ σε 

συνδυασμό με ά λ λ α υδρολογικά, φαινόμενα, ούτε κ α ι αναπτύσονται εφαρμογές της 

τ ε χ ν ι κ ή ς αυτής, που να εξυπηρετούν κάποιο συγκεκριμένο σκοπό. Από αυτή την 

άποψη η ε ρ γ α σ ί α ε ί ν α ι θεωρητική. Η βασική ανέλιξη που περιγράφει το φαινόμενο 

της βροχής ε ί ν α ι η α ν έ λ ι ξ η του ύψους βροχής, χρησιμοποιε ίται όμως κ α ι η α ν έ 

λιξη έ ν τ α σ η ς βροχής, που ε ί ν α ι η παράγωγος της πρώτης ως προς το χρόνο. Αυτές 

ο ι α ν ε λ ί ξ ε ι ς έχουν επ ιφανειακό χαρακτήρα, αφού η βροχή ε ί ν α ι έ ν α φαινόμενο που 

σ υ μ β α ί ν ε ι σε επιφανειακή βάση. Με όρους της θεωρίας των στοχαστικών ανελίξεων, 

α υ τ ό σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι ο ι εν λόγω α ν ε λ ί ξ ε ι ς έχουν ως δ ε ι κ τ ο σ ύ ν ο λ ο όχ ι μόνο τον 

χρόνο, αλλά. έ ν α τ ρ ι δ ι α σ τ α τ ο σύνολο, με δύο δ ιαστάσεις χώρου κ α ι μ ια χρόνου. Αν 

όμως εντοπίσουμε το ενδιαφέρον μας σε έ ν α σημείο του χώρου, τότε απλοποιούμε 

το πρόβλημα, κ α ι οδηγούμαστε σε μ ια ανέλιξη με μονοδιάστατο δεικτοσύνολο, τον 

χρόνο. Σ' αυτή την περίπτωση, που ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι κ α ι στην εργασία αυτή, μιλάμε γ ια 

σ η μ ε ι α κ ή βροχόπτωση (χωρίς ο όρος να υποδηλώνει ό τ ι το φαινόμενο της βροχής 

ε ί ν α ι σημειακό). 
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Μια ιδ ια ίτερη περίπτωση των τεχνικών προσομοίωσης αποτελούν τ α μ ο ν τ έ λ α 3 

ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ . 4 Σε α ν τ ί θ ε σ η με τ ι ς κ λ α σ ι κ έ ς σ ε ι ρ ι α κ έ ς τ ε χ ν ι κ έ ς , που παράγουν 

τ ι μ έ ς μ ι α ς συνθετικής δειγματοσυνάρτησης τη μ ια μ ε τ ά την άλλη, τ α μοντέλα επι

μερισμού πυκνώνουν τ α γνωστά σημεία μιας δειγματοσυναρτησης, παράγοντας έ ν α 

σύνολο από ενδ ιάμεσα σημεία. Το πιο ολοκληρωμένο κ α ι συστηματικό μοντέλο επι

μερισμού που έ χ ε ι κ α τ α ρ τ ι σ τ ε ί ε ί ν α ι το μοντέλο των Valencia και Schaake [1972] 

στο οποίο έχουν γ ί ν ε ι α ρ κ ε τ έ ς τροποποιήσεις κ α ι βελτ ιώσεις από άλλους ε ρ ε υ 

ν η τ έ ς . Αυτό το μ ο ν τ έ λ ο έ χ ε ι χρησιμοποιηθεί σε προβλήματα προσομοίωσης της 

απορροής γ ι α την πύκνωση χρονοσειρών από την ετήσια κ λ ί μ α κ α φθάνοντας μέχρι 

την ημερήσια. Έ χ ε ι επίσης χρησιμοποιηθεί κ α ι σε προβλήματα προσομοίωσης της 

βροχής, αλλά. η πύκνωση εδώ φ τ ά ν ε ι μέχρι τη μην ιαία κ λ ί μ α κ α . Ο λόγος ε ί ν α ι ό τ ι 

το εν λόγω μ ο ν τ έ λ ο μπορεί ν α αντιπροσωπεύει α ν ε λ ί ξ ε ι ς με περίπου κ α ν ο ν ι κ έ ς 

συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς , ενώ η βροχόπτωση σε μ ικρή χρονική κ λ ί μ α κ α ε μ φ α ν ί ζ ε ι 

έντονα ασύμμετρες κατανομές. 

Αυτό το κενό προσπαθεί να καλύψει αυτή η εργασία, διατυπώνοντας κ α ι α ν α 

πτύσσοντας έ ν α διαφορετικό κ α ι σε δομή κ α ι σε λειτουργία μοντέλο επιμερισμού 

σημειακής βροχόπτωσης, που να μπορεί να προχωρήσει την πύκνωση των χρονοσειρών 

τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν μ έ χ ρ ι την ω ρ ι α ί α κ λ ί μ α κ α . Αν κ α ι έ χ ε ι αναπτυχθεί με στόχο την 

περιγραφή της βροχόπτωσης, έ χ ε ι μ ι α πιο γ ε ν ι κ ή θεωρητική δομή, έ τ σ ι ώστε να 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί γ ι α οποιαδήποτε άλλη ανέλιξη, με συνάρτηση κατανομής 

που να προσεγγίζει την κατανομή γάμα. Υπό ορισμένους όρους το μοντέλο θα μπο

ρούσε να χρησιμοποιηθεί κ α ι γ ι α α ν ε λ ί ξ ε ι ς Gauss, α υ τ ό όμως δεν έ χ ε ι ε π ι β ε 

βαιωθεί στην πράξη. Το μοντέλο αυτό, γ ια διάκριση από άλλα μοντέλα της βιβλιο

γ ρ α φ ί α ς , χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε τ α ι με τον όρο δ υ ν α μ ι κ ό 5 , επειδή ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι του δεν 

έχουν π ρ ο κ α θ ο ρ ι σ μ έ ν ε ς τ ι μ έ ς , ά λ λ α μ ε τ α β ά λ λ ο ν τ α ι συνεχώς σε κ ά θ ε βήμα, σε 

συνάρτηση με τ ις "εξόδους" (δηλαδή τ α αποτελέσματα) των προηγούμενων βημάτων. 

Πρακτ ικά, η λε ιτουργία του μοντέλου μπορεί ν α συνοψιστεί σ τ α ακόλουθα: 

Ξεκινά, με ορισμένες γνωστές τ ι μ έ ς α φ ε τ η ρ ί α ς , που στην εφαρμογή ε ί ν α ι χα μηνι

α ί α ύψη βροχής, ( θ α μπορούσε όμως, χωρίς κ α ν έ ν α περιορισμό να ε ί ν α ι κ α ι τ α 

ε τ ή σ ι α ύψη.) Κ α τ α λ ή γ ε ι σ τ η ν παραγωγή σ υ ν θ ε τ ι κ ώ ν χ ρ ο ν ο σ ε ι ρ ώ ν ω ρ ι α ί α ς 

βροχόπτωσης, σ ε τρόπο ώστε (α) το μ η ν ι α ί ο άθρ οι σμα τους να ε ί ν α ι ίσο με την 

3. Η λέξη 'μοντέλο' έχει πια ενσβματ·9εί στην ελληνική γλβσσα, αποκτοντας το νεοελληνικό τυπικό τ»ν 
ουσιαστικών. 0 θ. Καρζής στο βιβλίο του Μ α άβατα ελληνικά' την κατατάσσει στις ξενικές λέξεις της 
νεότερης γλβσσικής εισβολής, οι οποίες έχουν οριστικά. ενσβματ·6ε» στο νεοελληνικό λεξιλόγιο. 
Παλιότερα είχαν χρησιμοποιηθεί στη θέση της οι λέξεις 'πρότυπο', 'υπόδειγμα' και Όμοίβμα', χβρίς όμβς 
να επικρατήσει καμία. 

4. 0 όρος 'μοντέλο επιμερισμού' αποτελεί απόδοση του αγγλικού όρου 'disaggregation nodel' 

5. 0 όρος εδό δεν έχει την έννοια της δύναμης άλλα της συνεχούς μεταβολής. 
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αντίστοιχη τιμή αφετηρίας (έτσι α ιτ ιολογείται η χρήση του όρου "επιμερισμός"), 

κ α ι (β) η στοχαστική δομή των παραγόμενων χρονοσειρών να ε ίνα ι ίδια με την 

α ν τ ί σ τ ο ι χ η δομή της πραγματικής βροχόπτωσης, όπως έ χ ε ι προκύψει από την 

ανάλυση των ιστορικών δεδομένων. Είναι προφανές ότι με πολλαπλή εφαρμογή του 

μοντέλου, για ένα συγκεκριμένο μήνα με γνωστό (από παρατήρηση ή σαν αποτέλεσμα 

άλλου ή κ α ι του ίδιου μοντέλου προσομοίωσης) μηνιαίο ύψος βροχής, είναι δυνατό 

να πάρουμε οσαδήποτε ισοπίθανα σενάρια ωριαίας βροχής επιθυμούμε. Η πύκνωση 

από τη μ η ν ι α ί α κ λ ί μ α κ α στην ωρια ία, γ ί ν ε τ α ι σε δύο φ ά σ ε ι ς , στ ις οποίες 

χρησιμοποιε ίται ακριβώς το ίδιο μοντέλο. Στην πρώτη φάση επιμερίζεται η 

μ η ν ι α ί α βροχόπτωση σε μεμονωμένα επεισόδια βροχής, που η χρονική τους 

τοποθέτηση ελέγχεται πάλι από το ίδιο μοντέλο επιμερισμού. Στη δεύτερη φάση 

επιμερίζεται το ύψος κάθε μεμονωμένου επεισοδίου σε ωριαία ύψη βροχής. Ας 

σημειωθεί ότι αν η χρονική κλίμακα πέρατος ήταν η ημερήσια, αντί της ωριαίας, 

ο επιμερισμός θα μπορούσε να γ ίνε ι σε μια μόνο φάση. Ακόμα αν η χρονική 

κ λ ί μ α κ α αφετηρίας ήταν η ετήσια, θα χρειαζόταν μια ακόμα φάση, για τον 

επιμερισμό του ετήσιου σε μηνιαία ύψη βροχής. 
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0.2. ΔΙΑΡΘΡΩΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Η εργασία αποτελείται από τρία κύρια μέρη, που αναπτύσσονται στα αντί

στοιχα τρία κεφάλαια. 

Στο πρώτο μέρος, που αποτελεί τον πυρήνα της εργασίας, αναπτύσσεται το 

γενικό δυναμικό μοντέλο επιμερισμού. Στην αρχή τοποθετείται το πρόβλημα του 

επιμερισμού στη γενικότητα του, κα ι εισάγονται οι βασικές αρχές κ α ι η λογική 

δομή του δυναμικού μοντέλου. Στη συνέχεια αναπτύσσεται η μαθηματική δομή του 

δυναμικού μοντέλου, δίνοντας ιδ ια ίτερη έμφαση στην εφαρμογή του πάνω σε 

διακριτές ανελίξεις Μάρκοφ. Επίσης εξετάζονται θεωρητικά, ορισμένες οριακές 

ιδιότητες του κ α ι η ασυμπτωτική του συμπεριφορά. Τέλος αναπτύσσονται οι υπολο

γιστικοί αλγόριθμοι κα ι γ ίνεται ένας υπολογιστικός έλεγχος του μοντέλου. 

Το δεύτερο μέρος περιλαμβάνει την ανάλυση της δομής της βροχόπτωσης, από 

τη μηνιαία μέχρι κ α ι την ωριαία κλίμακα, κα ι τη σύνθεση ενός μοντέλου συνο

λικής περιγραφής της. Αυτό το δεύτερο μοντέλο της εργασίας βασίστηκε σε βροχο-

γραφικα δεδομένα της λεκάνης του Αλιάκμονα, και είναι απόλυτα συμβιβαστό με το 

δυναμικό μοντέλο επιμερισμού. Για διάκριση από άλλα μοντέλα της βιβλιογραφίας, 

χαρακτηρίζεται με τον όρο "μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής με εσωτερική, 

δομή". Ο όρος αιτ ιολογείται από το γεγονός ότι χρησιμοποιεί, σαν βασική κλίμα

κα περιγραφής της βροχής, την κλίμακα του επεισοδίου βροχής, ενώ παράλληλα στο 

κάθε επεισόδιο αντ ιστοιχε ί μ ια εσωτερική στοχαστική δομή, που περιέχει την 

πληροφορία για τη μετάβαση σε μικρότερη χρονική κλίμακα (ωριαία). Ο χαρακτη

ρισμός "ανεξάρτητων" μπαίνει για να υποδηλώσει το γεγονός ότι το επεισόδιο 

ορίζεται σε τρόπο ώστε να είναι τελείως ανεξάρτητο από όλα τα προηγούμενα και 

επόμενα του. Αυτό κάνει αρκετά, εύκολη την μετάβαση σε αραιότερες χρονικές 

κλίμακες (μηνιαία) ή σε πυκνότερες (ωριαία). Τα θέματα που αναπτύσσονται στο 

κεφάλαιο αυτό ε ί ν α ι σε συντομία: (α) ο ορισμός κ α ι το κριτήριο εντοπισμού του 

επεισοδίου βροχής, (β) η μ ε λ έ τ η της βασικής ανέλ ιξης πραγματοποίησης 

(εμφάνισης) της βροχής, η οποία αφορά, τον χρονικό εντοπισμό των επεισοδίων, 

(γ) η μελέτη της συνάρτησης κατανομής του ύψους επεισοδίου βροχής, κ α ι της 

στοχαστικής εξάρτησης με τη δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής, (δ) π ανάλυση της εσωτερικής 

στοχαστικής δομής του επεισοδίου, (ε) η παραγωγή της συνάρτησης κατανομής του 

μηνιαίου ύψους κ α ι της μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, κ α ι (στ) η μ ε λ έ τ η των 

παραμέτρων του μοντέλου κ α ι η ανάπτυξη αλγορίθμου για τον υπολογισμό τους. 

Το μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής ε ί ν α ι εποχιακό, με την έννοια 

ότ ι οι παράμετροι του παίρνουν σταθερές τιμές κατά. τη διάρκεια μιας εποχής, 

αλλά μεταβάλλονται από εποχή σε εποχή. Σαν "εποχή" θεωρήθηκε στην εργασία αυτή 

ένας ημερολογιακός μήνας, πιθανότατα όμως μπορεί να γίνει μείωση του αριθμού 
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των εποχών, με ομαδοποίηση των κ λ ι μ α τ ι κ ά ομογενών μηνών. Έγινε προσπάθεια 

πάντως να ελαχιστοποιηθεί ο αριθμός των παραμέτρων σε κ ά θ ε μήνα. Έτσι τελικά, 

γ ι α την πλήρη περιγραφή της βροχής από την ωριαία μέχρι τη μ η ν ι α ί α κ λ ί μ α κ α , 

γ ι α κ Λ θ ε εποχή (μήνα) α π α ι τ ο ύ ν τ α ι το πολύ 12 α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι , που 

σχεδόν στο σύνολο τους έχουν φυσικό ή σ τ α τ ι σ τ ι κ ό νόημα (πχ. μέσες τ ιμές δ ι α ρ 

κειών κ α ι υψών βροχής). Με σ χ ε τ ι κ ή μείωση της ακρίβε ιας του μοντέλου οι παρά

μ ε τ ρ ο ι μπορούν να μειωθούν σε 4 (το λιγότερο). Οι αριθμοί α υ τ ο ί ε ί ν α ι α ρ κ ε τ ά 

μικροί, συγκρινόμενοι με τον αριθμό των παραμέτρων σε άλλα μοντέλα της β ιβλ ι

ογραφίας. 

Το χρίχο μέρος της εργασίας αποτελεί τη σύνθεση των δύο προηγούμενων κ α ι 

περιλαμβάνει το πλήρες μοντέλο επιμερισμού της σημειακής βροχόπτωσης. Σ' αυτό 

σ υ γ κ ε κ ρ ι μ ε ν ο π ο ι ε ί τ α ι η τ ε χ ν ι κ ή κ α ι οι φάσεις του επιμερισμού της βροχής, κ α ι 

κ α τ α ρ τ ί ζ ο ν τ α ι οι σ χ ε τ ι κ ο ί αλγόριθμοι κ α ι το πρόγραμμα ηλεκτρονικού υπολογιστή, 

γ ι α την εφαρμογή του μ ο ν τ έ λ ο υ . Α κ ό μ α εδώ επ ιλύονται ορ ισμένα θ έ μ α τ α που 

αφορούν γεννήτριες τυχαίων αριθμών γ ια μη τυποποιημένες συναρτήσεις κατανομής 

που ε μ φ α ν ί ζ ο ν τ α ι στην φάση του επιμερισμού της βροχής. Έ ν α μεγάλο τμήμα του 

τρίτου κεφαλαίου αφιερώνεται στην παρουσίαση κ α ι τον έλεγχο των αποτελεσμάτων 

του μοντέλου. 

Έ ν α τ έ τ α ρ τ ο ( κ α ι τ ε λ ε υ τ α ί ο ) κ ε φ ά λ α ι ο της ε ρ γ α σ ί α ς α φ ι ε ρ ώ ν ε τ α ι σ τ η 

συναγωγή συμπερασμάτων, την κωδικοποίηση των σημείων που χρειάζονται περαιτέρω 

έρευνα, καθώς κ α ι την εξέταση των πιθανών εφαρμογών που θα μπορούσαν να έχουν 

τ α μοντέλα της εργασίας. 

Μια αρκετό, ε κ τ ε τ α μ έ ν η επισκόπηση των μοντέλων επιμερισμού της βιβλιογρα

φίας υπάρχει στην αρχή του πρώτου κεφαλαίου. Αντίστοιχα, την αρχή του δεύτερου 

κεφαλαίου της εργασίας γ ί ν ε τ α ι μ ια επισκόπηση των εργασιών που αναφέρονται στη 

δομή της βροχόπτωσης κ α ι των πιο σύγχρονων μοντέλων βροχής της βιβλιογραφίας. 

Η ε ρ γ α σ ί α συνοδεύεται από τέσσερα παραρτήματα που αποτελούν ξεχωριστό 

τόμο. Το παράρτημα Α' περιέχει τ α δύο κύρια προγράμματα της εργασίας, ήτοι το 

πρόγραμμα DisagModel, που ε ί ν α ι η κωδικοποιημένη μορφή του μοντέλου επ ιμε

ρισμού, κ α ι το πρόγραμμα AnalData, κ α τ ά λ λ η λ ο γ ι α τη σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ανάλυση κ α ι 

ε π ε ξ ε ρ γ α σ ί α των δεδομένων (ιστορικών κ α ι συνθετικών) που χρησιμοποιήθηκε γ ια 

τη διατύπωση, τον υπολογισμό των παραμέτρων, κ α ι τον έλεγχο του μοντέλου α ν 

εξάρτητων επεισοδίων βροχής, καθώς κ α ι γ ι α τον έλεγχο των αποτελεσμάτων του 

μ ο ν τ έ λ ο υ επιμερισμού σημειακής βροχόπτωσης. Ζτο ίδ ιο παράρτημα δ ί ν ε τ α ι το 

(δευτερεύον) πρόγραμμα EverrtSepar που χρησιμοποιήθηκε γ ι α τον εντοπισμό των 

επεισοδίων βροχής σ τ α ιστορικά, δ ε ί γ μ α τ α κ α ι την ανάπτυξη του σχετικού κ ρ ι τ η 

ρίου, κ α ι τέλος δ ί ν ο ν τ α ι ξεχωριστά, μερικά, β α σ ι κ ά υποπρογραμματα (διαδικασίες 

κ α ι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς ) που ε ί ν α ι κωδικοποιημένες λύσεις ορισμένων προβλημάτων 
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αριθμητικής ανάλυσης, πιθανοτήτων, στατ ιστ ικής κ α ι παραγωγής τυχαίων αριθμών, 

που αντιμετωπίστηκαν στην εργασία αυτή. 

Ό λ α τ α προγράμματα υπολογιστή που χρησιμοποιήθηκαν στην εργασία ε ί ν α ι 

γραμμένα σε γλώσσα Pascal κ α ι αναπτύχθηκαν (από το μηδέν) κ α ι έτρεξαν σε μ ι 

κροϋπολογιστή Sinclair QL (512 kB). Αυτό ε γ γ υ ά τ α ι την δυνατότητα των μοντέλων 

να τρέξουν σε οποιοδήποτε μ ικροϋπολογιστή, χωρίς ε ι δ ι κ έ ς α π α ι τ ή σ ε ι ς μνήμης, 

ταχύτητας κλπ. 

Ετο παράρτημα Β' δ ί ν ο ν τ α ι , γ ι α λόγους πληρότητας, οι ιστορικές χρονοσει-

ρες βροχής που χρησιμοποιήθηκαν γ ι α την ανάπτυξη του μοντέλου α ν ε ξ ά ρ τ η τ ω ν 

επεισοδίων βροχής, καθώς κ α ι ο ι σ υ ν θ ε τ ι κ έ ς χρονοσειρες που παρήγαγε το δυνα

μ ι κ ό μοντέλο επιμερισμού, ο ι οποίες χρησιμοποιήθηκαν γ ι α τον έλεγχο του. Στο 

παράρτημα. Γ' παρουσιάζονται τ α αποτελέσματα της επεξεργασίας των δεδομένων του 

παραρτήματος Β', ιστορικών κ α ι συνθετικών, με βάση τ α οποία κ α τ α ρ τ ί σ τ η κ α ν οι 

π ίνακες κ α ι τ α δ ιαγράμματα της εργασίας. Τέλος το παράρτημα Δ' περιέχει μ ια 

μικρή επιλογή θεμάτων από τη θεωρία πιθανοτήτων, χρήσιμων στην πορεία της ε ρ 

γ α σ ί α ς , ώστε να μπορεί κ α ν ε ί ς να προσφύγει ε κ ε ί , χωρίς να χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι να α ν α 

τ ρ έ ξ ε ι στη β ιβλ ιογραφία. 
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0.3. ΠΡΩΤΟΤΥΠΑ ΣΗΜΕΙΑ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Σε πολλά, από χα θέματα, που ερευνήθηκαν στην εργασία αυτή, έχουν γίνει 

πρωτότυπες αναλύσεις, οι κυριότερες από τις οποίες κωδικοποιούνται παρακάτω. 

1. Το γενικό πρόβλημα επιμερισμού τοποθετείται σε véa θεω

ρητική 0αση και εισάγονται και ορισμένοι όροι που χαρα

κτηρίζουν και ταξινομούν τα μοντέλα επιμερισμού. 

2. Το δυναμικό μοντέλο επιμερισμού είναι πρωτότυπο, σχεδόν 

στο σύνολο του. Σημειώνεται πάντως ότι τα τελευταία δύο 

χρόνια έχουν παρουσιαστεί στη διεθνή βιβλιογραφία δύο 

ειδικά μοντέλα βροχής (παρουσιάζονται αναλυτικά στη βιβ

λιογραφική ανασκόπηση των μοντέλων βροχής), που παρου

σιάζουν κάποιες ομοιότητες στην τεχνική επιμερισμού με 

το μοντέλο της εργασίας αυτής
6
, χωρίς όμως να έχουν ούτε 

τη λογική δομή, ούτε τα δυναμικά χαρακτηριστικά, ούτε τη 

γενικότητα του τελευταίου. 

3. Το κριτήριο διαχωρισμού των επεισοδίων βροχής σε ένα 

ιστορικό δείγμα είναι πρωτότυπο, όχι όμως και ο ορισμός 

του επεισοδίου βροχής. 

4. Η ανάλυση της στοχαστικής εξάρτησης μεταξύ του ύψους και 

της διάρκειας βροχής έχει κάποιο βαθμό πρωτοτυπίας. 

5. Στην ανάλυση και μοντελοποίηση της εσωτερικής στοχαστι

κής δομής του επεισοδίου βροχής υπάρχουν ορισμένα πρωτό

τυπα σημεία. Σαν παράδειγμα αναφέρεται η διαπίστωση ότι 

ο συντελεστής αυτοσυσχέτίσης πρώτης τάξης του ωριαίου 

ύψους βροχής είναι αύξουσα συνάρτηση της διάρκειας του 

επεισοδίου βροχής. 

6. Το μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής με εσωτερική 

δομή δεν είναι πρωτότυπο σαν ιδέα, δεν είναι όμως και 

αντιγραφή ή προσαρμογή κανενός άλλου μοντέλου. θα μπο

ρούσε να θεωρηθεί σαν μια σύνθεση των αποτελεσμάτων της 

στατιστικής ανάλυσης των ιστορικών χρονοσειρών βροχής 

της εργασίας αυτής, η οποία περιλαμβάνει και γνωστά από 

τη βιβλιογραφία στοιχεία και θεωρητικά εργαλεία. Πάντως 

6. Το δυναμικό μοντέλο επιμερισμού παρουσιάστηκε στον πρέτη του έκδοση στην έκθεση προόδου της 
διατριβής αρ. *, τον Φεβρουάριο του 1984. 



δεν χρησιμοποιήθηκε κανένα έτοιμο στοιχείο, χωρίς προη

γουμένως να ελεγχθεί η προσαρμογή του με τα ιστορικά δε

δομένα. 

7. Τέλος έγιναν μερικές πρωτότυπες θεωρητικές αναλύσεις που 

αναφέρονται σε δεσμευμένες συναρτήσεις κατανομής ορισμέ

νων μεταβλητών, και τις αντίστοιχες γεννήτριες τυχαίων 

αριθμών υπό συνθήκη, για να αντιμετωπιστούν διάφορα επί 

μέρους θέματα της εφαρμογής του μοντέλου επιμερισμού ση

μειακής βροχόπτωσης. 



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 1 

ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ 

1 . 1 . ΔΙΑΤΥΠΩΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

1 · 1 · 1 · Ε ισαγωγικές έ ν ν ο ι ε ς - Ορισμοί 

θ α διατυπωθεί πρώτα χο μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ ο πρόβλημα επιμερισμού, κ α ι σχη 

σ υ ν έ χ ε ι α το πολυδιάστατο πρόβλημα, αφού γίνουν ο ι α π α ρ α ί τ η τ ε ς γενικεύσεις. 

Προκειμένου να κ ρ α τ η θ ε ί κάποια γ ε ν ι κ ό τ η τ α κ α ι αυστηρότητα σ τ ι ς διατυπώσεις, 

δεν θα γ ί ν ε ι προς το παρόν αναφορά, στο συγκεκριμένο πρόβλημα που ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι 

στην εργασία αυτή, δηλαδή στον επιμερισμό της σημειακής βροχόπτωσης. 

Ας θεωρήσουμε δύο σ τ ο χ α σ τ ι κ έ ς α ν ε λ ί ξ ε ι ς Ι(τ) κ α ι Η(τ), σε συνεχή χρόνο 

τ , που σ υ ν δ έ ο ν τ α ι με τη σχέση : 

τ 
Η ( τ ) = Χ Ι ( τ ) σ,τ ( 1 . 1 . 1 ) 

0 

Τ έ τ ο ι α ζεύγη στοχαστικών ανελ ίξεων, σαν το Ι(τ) - Η(τ), συναντούμε πολύ 

συχνό, στην Υδρολογία, όπως γ ι α παράδειγμα τ α ζεύγη: " έ ν τ α σ η βροχής" - "ύψος 

βροχής" κ α ι "παροχή" - "όγκος απορροής". Σε όλες σχεδόν τ ις στοχαστικές α ν ε λ ί 

ξ ε ι ς που αντιπροσωπεύουν υδρολογικές μ ε τ α β λ η τ έ ς , η α ν έ λ ι ξ η Ι(τ) ε ί ν α ι μη αρνη

τ ι κ ή , δηλαδή : 

Ι ( τ ) > 0 ( 1 . 1 . 2 ) 

Συνεπώς η Η(τ) ε ί ν α ι α ν έ λ ι ξ η μονότονα αύξουσα ως προς το χρόνο t . 

θεωρούμε τώρα μ ια τυχούσα διαίρεση του χρόνου: 

ι
1»

 t
2·

 t
3» ···»

 t
n» *η + 1· ···> όπου t

n
 < t

n + 1
 και t

0
 = 0 

Τη διαίρεση αυτή θα την ονομάσουμε αθροιστική χρονική κλίμακα ή μακροκλίμακα. 

Επίσης γ ι α κ ά θ ε χρον ικό δ ι ά σ τ η μ α [ t n , t n + ^ ] ορίζουμε ανά. μ ί α υποδιαίρεση του 

χρόνου με πεπερασμένο αριθμό διαστημάτων k(n), που θα την ονομάσουμε τμηματική 

χρονική κλίμακα ή μικροκλίμακα, ως εξής: 

χ η , 0 = t n - 1 > t n , l · t n , 2 » · · · » x n , k ( n ) = t n ue t n > 1 < t n > 1 + 1 

Τέλος ορίζουμε τ ι ς εξής δύο ακολουθίες στοχαστικών μεταβλητών (ή συναρτήσεων): 

α. τις αθροιστικές μεταβλητές ή μεταβλητές μακροκλίμακας: 

Z n = Τ I ( t ) d t = H ( t n ) - H ( t n . , ) ( 1 . 1 . 3 ) 

t n - 1 
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s* 

b -

• •<qcr 

Αθροιστική χρονική κλίμακα 
Χρόνος t 

er 
ι-> 
er 
er 
ki 
α 
•es 

t> 
ο 
Ο 
3. 

5 

•w 

C 

χρόνος 

Σχήμα 1.1: Επεξηγηματικό σκαρίφημα γ ι α τον ορισμό των χρονικών κλ ιμάκων κ α ι 

των τμηματικών κ α ι αθροιστικών μεταβλητών. 

β. τις τμηματικές μεταβλητές π μεταβλητές μικροκλίμακας: 

* η . 1 
x n , k = S H t ) d t = H ( t n > 1 ) - H ( t n s 1 _ 1 ) , 1 = l . . k ( n ) 

* η , 1 - 1 

Εύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς θα ισχύει: 

x n , l + χ η , 2 + · · · + x n , K ( n ) - l + x n , k ( n ) = z n 

ενώ α ν ι σ χ ύ ε ι η (1.1.2) θ α ε ί ν α ι : 

( 1 . 1 . 4 ) 

( 1 . 1 . 5 ) 
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Z n > Ο κ α ι Χ η > 1 > Ο, 1 = 1 . . k ( n ) ( 1 . 1 . 6 ) 

Έ ν α παράδειγμα δειγματοσυναρτήσεων των ανελίξεων Ι(τ) κ α ι H(t) κ α ι των 

αντ ίστοιχων τιμών των τμηματικών κ α ι αθροιστικών μεταβλητών Χ κ α ι Ζ φ α ί ν ε τ α ι 

δ ι α γ ρ α μ μ α τ ι κ ά , στο σχήμα 1.1. 

Οι μ ε τ α β λ η τ έ ς Χ κ α ι Ζ μπορούν ν α ορισθούν επίσης κ α ι γ ι α την περίπτωση 

που η Ι(τ) ε ί ν α ι α ν έ λ ι ξ η σε δ ι α κ ρ ι τ ό χρόνο. Τ ό τ ε β έ β α ι α θα πρέπει να α ν τ ι κ α τ α 

σ τ α θ ο ύ ν τ α ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α σ τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (1.1.1), (1.1.3) κ α ι (1.1.4), με τ α α ν τ ί 

στοιχα αθροίσματα. 

Η ε ξ ί σ ω σ η (1.1.5) (σε σ υ ν δ υ α σ μ ό κ α ι μ ε τ ι ς α ν ι σ ώ σ ε ι ς (1.1.6)), ε ί ν α ι η 

β α σ ι κ ή σχέση του προβλήματος επιμερισμού. Γ ι α λόγους απλοποίησης, θα την ξ α ν α 

γράψουμε με παράλειψη του δ ε ί κ τ η π, κ α ι η απλοποιημένη αυτή σχέση θα χρησι

μ ο π ο ι ε ί τ α ι ό τ α ν δεν π α ί ζ ε ι κάποιο ρόλο το δ ι ά σ τ η μ α της αθροιστ ικής χρονικής 

κ λ ί μ α κ α ς , στο οποίο αναφερόμαστε: 

κ 
Χ 1 + Χ 2 + . . . + X k _ 1 + Χ Κ = Ζ ή Σ Χ 1 = Ζ ( 1 . 1 . 7 ) 

1=1 

Αντίστοιχα οι ανισώσεις (1.1.6) γράφονται 

Ζ > 0 , Xi > 0 (1.1.8) 

1.1.2. Περιγραφή ÎOU μονοδιάστατου προβλήματος επιμερισμού 

Η μέθοδος του επιμερισμού α ν ή κ ε ι στην ευρύτερη κ α τ η γ ο ρ ί α των μεθόδων 

προσομοίωσης (simulation). Το γεν ικό πρόβλημα της προσομοίωσης ε ί ν α ι η παρα

γωγή δειγματοσυναρτήσεων ή συνθετικών χρονοσειρών των στοχαστικών ανελίξεων 

που σ υ ν δ έ ο ν τ α ι με κάποιο σύστημα, προκειμένου να μελετηθεί με βάση αυτές, πει

ρ α μ α τ ι κ ά , η συμπεριφορά του συστήματος. Η μέθοδος χρησιμοποιείται σε περιπτώ

σεις που οι μεταβλητές του συστήματος έχουν στοχαστικό χαρακτήρα κ α ι οι εξισώ

σεις που το διέπουν δεν ε π ι δ έ χ ο ν τ α ι α ν α λ υ τ ι κ ή επίλυση. 

Οι τ ε χ ν ι κ έ ς που δ ι α θ έ τ ο υ μ ε γ ι α την συνθετ ική παραγωγή δ ε ι γ μ α τ ο σ υ ν α ρ 

τήσεων μ ι α ς στοχαστ ικής ανέλιξης, ε ν τ ά σ σ ο ν τ α ι σε δύο γεν ικές κατηγορίες μεθό

δων. Σύμφωνα με την κ λ α σ ι κ ή (ή σ ε ι ρ ι α κ ή ) μέθοδο, αποκτούμε, μ ία μ ε τ ά την άλλη, 

τ ι μ έ ς h(t^) της δ ε ι γ μ α τ ο σ υ ν α ρ τ η σ η ς h( t ) , γ ι α διαδοχικούς χρόνους τ^, που συνή

θως ισαπέχουν κατά. έ ν α δ ι ά σ τ η μ α At. Α ν τ ί θ ε τ α με τη δεύτερη μέθοδο, του επιμε

ρισμού, ξ ε κ ι ν ά μ ε από ορισμένα γνωστό, σημεία της δειγματοσυναρτησης, που α ν τ ι 

στοιχούν στην α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή χρονική κ λ ί μ α κ α , κ α ι στη σ υ ν έ χ ε ι α πυκνώνουμε τ α 

σ η μ ε ί α α υ τ ά , υπολογίζοντας τ ι μ έ ς των τμηματικών μεταβλητών Χ, σε συμφωνία με 

τ ι ς γνωστές τ ι μ έ ς των αθροιστικών μεταβλητών Ζ (βλέπε κ α ι σχήμα 1.1). Προφανώς 

μπορούμε να συνδυάσουμε τ ι ς δύο μεθόδους, υπολογίζοντας πρώτα με μ ία σειριακή 
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τεχνική αραιά, σημεία της δειγματοσυνάρτησης και σχη συνέχεια να τα πυκνώσουμε, 

με μια τεχνική επιμερισμού. 

Η μέθοδος του επιμερισμού, λοιπόν, συνίσταται σε μία τεχνική παραγωγής 

χρονοσειρών των τμηματικών μεταβλητών Χ, όταν είναι γνωστή μία σειρά, τιμών των 

αθροιστικών μεταβλητών Ζ, σε τρόπο ώστε να ικανοποιείται η πολυδιάστατη, τάξης 

m, συνάρτηση κατανομής, για οποιαδήποτε τιμή του m: 

F = FX,Z (x 1,1» · · · · x 1 , k ( 1 ) *m,1 *m,k(m) '> 

21 zm) (1.1.9) 

Από τον ορισμό των Χ και Ζ προκύπτει ότι, εφόσον ικανοποιείται η πολυδιάστατη 

συνάρτηση κατανομής (1.1.9), θα ικανοποιούνται κ α ι οι σχέσεις (1.1.5), που 

αφορούν τη διατήρηση των δεδομένων τιμών των αθροιστικών μεταβλητών Ζ. 

Ετην πιο πάνω συνάρτηση κατανομής, κανονικά., η τιμή του m θα πρέπει να 

θεωρηθεί ίση με το συνολικό αριθμό των διαστημάτων της αθροιστικής χρονικής 

κλίμακας, που αφορά το εξεταζόμενο, κάθε φορά, πρόβλημα επιμερισμού (δηλαδή 

ίση με το πλήθος των γνωστών τιμών του Ζ). Τότε, βέβαια, η παραγωγή των τιμών 

των τυχαίων μεταβλητών Χ ταυτόχρονα σε όλη τη χρονική κλίμακα, με διατήρηση 

της συνάρτησης κατανομής (1.1.9), είναι πρακτικά ανέφικτη. Για το λόγο αυτό 

εισάγεται η σταδιακή αντιμετώπιση του προβλήματος και η σταδιακή διατήρηση της 

συνάρτησης κατανομής. Η πορεία παραγωγής τιμών γίνεται σε διαδοχικά στάδια, 

όπου σε κάθε στάδιο παράγονται τιμές των τμηματικών μεταβλητών ενός διαστή

ματος της αθροιστικής χρονικής κλίμακας. Ο όρος που τίθεται τώρα, αντί της 

πλήρους διατήρησης της κατανομής (1.1.9), ε ίναι η διατήρηση της από κοινού 

συνάρτησης κατανομής των μεταβλητών Χ και Ζ του παρόντος σταδίου (η), και 

ορισμένου αριθμού (h) προηγούμενων σταδίων. Δηλαδή, για το η στάδιο και για 

h < n, παράγονται οι τ ιμές xn>^, xn,2» ···» xn,K(n) ^ ε διατήρηση της πολυ

διάστατης συνάρτησης κατανομής: 

F n , h = F X,z( > < n-h, 1 » · · · > *n-h,k(n-h) χ η , ι x n , K ( n ) î 

z n _ h > . . . , z n ) ( 1 . 1 . 1 0 ) 

Τον αριθμό h, που δείχνει πόσα προς χα πίσω χρονικά διαστήματα της αθροιστικής 

χρονικής κλίμακας επηρεάζουν τις μεταβλητές του υπό μελέτη διαστήματος, θα τον 

ονομάσουμε αθροιστική μνήμη· 

Ειδικότερα, αν θεωρήσουμε μηδενική αθροιστική μνήμη (h = Ο), τότε στην 

ουσία δεν παίρνουμε υπόψη καμιά συσχέτιση με μεταβλητές των προηγούμενων 

διαστημάτων της αθροιστικής χρονικής κλίμακας, οπότε το κάθε στάδιο είναι αν

εξάρτητο από τα προηγούμενα. Για αυτή την περίπτωση, παραλείποντας το δείκτη 

η, όπως κ α ι στις σχέσεις (1.1.7) κ α ι (1.1.8), η (1.1.10) παίρνει την απλού-
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σχερη μορφή: 

F 0 = F X , Z < χ1» * 2 · · · · » x k ι ζ ) ( 1 . 1 . 1 1 ) 

Στην π ρ α γ μ α τ ι κ ό τ η τ α ο ι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς (1.1.10) κ α ι (1.1.11) éxouv 

πολύπλοκη μ α θ η μ α τ ι κ ή έκφραση, κ α ι , ε κ τ ό ς από ε ι δ ι κ έ ς οριακές περιπτώσεις, ε ί 

ν α ι α δ ύ ν α τ ο ακόμη κ α ι ν α διατυπωθούν μαθηματικά.. Έ τ σ ι , α ν τ ί να θέσουμε σαν 

όρο στο πρόβλημα του επιμερισμού την ικανοποίηση των πλήρων εκφράσεων των συν

αρτήσεων κ α τ α ν ο μ ή ς , αρκούμαστε στον όρο της διατήρησης περιορισμένου αριθμού 

σ τ α τ ι σ τ ι κ ώ ν ροπών (περιθωρίων κ α ι από κοινού) των αθροιστικών κ α ι τμηματικών 

μ ε τ α β λ η τ ώ ν που ε μ φ α ν ί ζ ο ν τ α ι σ τ ι ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς (1.1.10) ή (1.1.11). 

Στην περίπτωση α υ τ ή πρέπει να θεωρηθεί σαν ξεχωριστός όρος η διατήρηση της 

β α σ ι κ ή ς σ χ έ σ η ς ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ (1.1.5) (ή (1.1.7)) εφόσον τώρα η ι κ α ν ο π ο ί η σ η της 

δεν α π ο ρ ρ έ ε ι από τή δ ι α τ ή ρ η σ η των ροπών. Σε ο ρ ι σ μ έ ν ε ς περιπτώσεις ε ί ν α ι 

α ν α γ κ α ί α κ α ι η εισαγωγή πρόσθετων ειδικών όρων, όπως στην περίπτωση που ο ι 

περιθώριες συναρτήσεις των τμηματικών μεταβλητών παρουσιάζουν ασυνέχεια, οπότε 

θα τ ε θ ε ί ο όρος της διατήρησης αυτής της ασυνέχειας. Όσο άφορα την τάξη των 

ροπών που λ α μ β ά ν ο ν τ α ι υπόψη, ε ί ν α ι σαφές ό τ ι όσο μεγαλύτερη ε ί ν α ι αυτή, τόσο 

μεγαλύτερη ε ί ν α ι κ α ι η α κ ρ ί β ε ι α του μοντέλου. Στην πραγματικότητα όμως ε ί ν α ι 

πρακτικά, ανέφικτη η γενική χρησιμοποίηση ροπών τάξης μεγαλύτερης από 2. Είναι 

δυνατό πάντως ν α χρησιμοποιηθούν κ α ι οι τρίτης τάξης περιθώριες ροπές. 

1.1.3. Μορφοπο ίηση και χαρακτηρισμός του μοντέλου επιμερισμού 

Σύμφωνα με όσα περιγραφηκαν παραπάνω, μ ι α τεχνική επιμερισμού ε ί ν α ι μ ι α 

μεθοδολογία παραγωγής τιμών των τμηματικών μεταβλητών, όταν ε ί ν α ι γνωστές οι 

τ ι μ έ ς των αθροιστ ικών μεταβλητών, σε τρόπο ώστε, στο (π) σ τ ά δ ι ο επιμερισμού, 

να διατηρούνται τ α ακόλουθα: 

1. Η βασική σχέση επιμερισμού (1.1.5) ή (1.1.7), και, αν η 
ανέλιξη αφετηρίας Ι(τ) είναι μη αρνητική, οι ανισώσεις 
(1.1.6) ή (1.1.8), αντίστοιχα. 

2. Οι μέσες τιμές, οι διασπορές, ή και μεγαλύτερης τάξης 
περιθώριες ροπές των τμηματικών μεταβλητών του σταδίου. 

3. Οι συνδιασπορές ή και μεγαλύτερης τάξης από κοινού ρο
πές των τμηματικών μεταβλητών του σταδίου μεταξύ τους, 
με την αθροιστική μεταβλητή του σταδίου, καθώς και με 
τις τμηματικές και αθροιστικές μεταβλητές h προηγούμενων 
σταδ ίων. 

4. Τυχόν ειδικά, χαρακτηριστικά, των περιθωρίων συναρτήσεων 
κατανομής, όπως ασυνέχειες των συναρτήσεων, (π.χ. πιθα
νότητες μηδενικής τιμής των Xj, &ν αυτές είναι πεπε
ρασμένες) . 
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Ο όρος μοντέλο επιμερισμού χρησιμοποιείται γ ια να περιγράψει τη 

συστηματική ανάλυση και σύνθεση της τεχνικής επιμερισμού, και περιλαμβάνει: 

α. Τη θεωρητική θεμελίωση της τεχνικής, που συμπεριλαμβάνει 
και τις μαθηματικές εξισώσεις υπολογισμού των παραμέτρων 
του μοντέλου. 

β. Τον αλγόριθμο υπολογισμού των παραμέτρων και τον αλγό
ριθμο παραγωγής των τιμών των τμηματικών μεταβλητών, με 
βάση τυπικές γεννήτριες τυχαίων αριθμών. 

γ. Την κωδικωποίηση των παραπάνω αλγορίθμων σε πρόγραμμα 
ηλεκτρονικού υπολογιστή. 

Τα κύρια σημεία που χαρακτηρίζουν ενα μοντέλο επιμερισμού είναι σε κωδι

κοποιημένη μορφή τα ακόλουθα: 

I. Η δυνατότητα του να λειτουργεί με σταθερή ή μεταβλητή 
αθροιστική και τμηματική χρονική κλίμακα κατά στάδιο 
επιμερισμού. Συνέπεια αυτής είναι η δυνατότητα του να 
επιδέχεται σταθερό ή μεταβλητό πλήθος τμηματικών μετα
βλητών σε κάθε στάδιο επιμερισμού. 

II. Η αθροιστική μνήμη του. 

111.Η μέγιστη τάξη x©v περιθωρίων και αηό κοινού ροπών των 

μεταβλητών που παίρνει υπόψη και διατηρεί. 

iv. Η δυνατότητα του να επεξεργάζεται μεταβλητές με ασυν
εχείς περιθώριες συναρτήσεις κατανομής, διατηρώντας τις 
ασυνέχειες αυτές. 

ν. Η ασυμπτωτική ή οριακή συμπεριφορά του, που εκφράζεται 
με τη μορφή των συναρτήσεων κατανομής που μπορεί να δια
τηρηθούν από το μοντέλο σε πλήρη μορφή, κάτω από ειδικές 
οριακές συνθήκες. 

1.1.4. Το πολυδιάστατο πρόβλημα επιμερισμού 

Χωρίς σημαντικές προσθήκες σε όσα αναφέρθηκαν παραπάνω για το μονοδιά

στατο πρόβλημα, μπορεί να διατυπωθεί κ α ι το πολυδιάστατο πρόβλημα επιμε

ρισμού, θα θεωρήσουμε τώρα q παράλληλες ομοειδείς στοχαστικές ανελίξεις αφετη

ρίας, που θα τις συμβολίσουμε με το διάνυσμα Ι(τ), με διάσταση q. Ano τη σχέση 

(1.1.1), εφαρμοζόμενη για όλες τ ις συνιστώσες της Ι(τ), προκύπτουν q συνιστώ

σες στοχαστικές ανελίξεις, που αποτελούν το διάνυσμα Η(τ). Υποτίθεται ότι ο 

χρόνος τ ε ί ν α ι εν ιαίος για όλες τις συνιστώσες των Ι(τ) κ α ι Η(τ). Αν τώρα θεω

ρήσουμε μία διαίρεση του χρόνου χαμηλού επίπεδου κ α ι μια αντίστοιχη υψηλού 

επίπεδου, κοινή για όλες της συνιστώσες των πολυδιάστατων στοχαστικών ανελί

ξεων Ι(τ) κ α ι Η(τ), τ ό τ ε από τ ι ς σχέσεις (1.1.3) κ α ι (1.1.4), εφαρμοζόμενες 
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γ ια όλες τ ι ς συνιστώσες, προκύπτουν οι δ ιανυσματικές αθροιστικές και τμημα

τικός μ ε τ α β λ η τ έ ς Ζ η (τ) κ α ι Χη κ(*)> π ο υ θ ο - ικανοποιούν την αντίστοιχη με την 

(1.1.5) δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ ή σχέση : 

X.n,1 + * η , 2 + · · · + ^ n , k ( n ) - 1 + ^ n , k ( n ) = I n ( 1 . 1 . 1 3 ) 

και εφόσον ισχύει και η (1.1.2) θα είναι : 

Ζ
η
 > 0 και Χ

η > 1
 > 0, 1 = 1..Κ(η) (1.1.13) 

όπου με 0 συμβολίζεται το μηδενικό διάνυσμα, και η σχέση ανισότητας εννοείται 

ότι εφαρμόζεται σε όλες τις συνιστώσες, μία προς μία. 

Μετά τα παραπάνω, είναι σαφές, ότι το πολυδιάστατο πρόβλημα επιμερισμού 

άφορα την παραγωγή όλων των συνιστωσών τμηματικών μεταβλητών, δηλαδή στο n 

στάδιο άφορα την παραγωγή q χ k(n) αριθμητικών τιμών, θεωρητικά, και εδώ θα 

π ρ έ π ε ι ν α δ ι α τ η ρ ο ύ ν τ α ι οι π ο λ υ δ ι ά σ τ α τ ε ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς (1.1.10) ή 

(1.1.11) γραμμένες με δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ ά ορίσματα χ κ α ι ζ. Δηλαδή εδώ θεωρούμε, ως 

ορίσματα των συναρτήσεων κατανομής, το σύνολο των q συνιστωσών των μεταβλητών 

Χ κ α ι Ζ. 

Στην πράξη το πρόβλημα μορφοποιείται όπως και το αντίστοιχο μονοδιάστατο 

( υ π ο π α ρ ά γ ρ α φ ο ς 1.1.3), με τη δ ι ά φ ο ρ α ότι η β α σ ι κ ή σχέση επιμερισμού ε ίναι η 

(1.1.12) α ν τ ί της (1.1.5) κ α ι η β α σ ι κ ή α ν ί σ ω σ η ε ί ν α ι η (1.1.13), α ν τ ί τ η ς 

(1.1.6) ( ε δ ά φ ι ο 1.). Δ ι ε υ κ ρ ι ν ί ζ ε τ α ι γ ι α το ε δ ά φ ι ο (3.) ότ ι ως σ υ ν δ ι α σ π ο ρ έ ς 

μεταξύ των τμηματικών μεταβλητών εδώ θα εννοούνται οι συνδιασπορές κάθε συνι

στώσας τμηματικής μεταβλητής με όλες τις συνιστώσες όλων των άλλων τμηματικών 

μεταβλητών (οριζόντια και κατακόρυφη έννοια). Το ίδιο ισχύει και για τις συν-

διασπορές των τμηματικών μεταβλητών με τις αθροιστικές, καθώς και για τις συν-

διασπορές μεταβλητών διαφορετικών σταδίων. 

1.1.5. Πλεονεκτήματα των μοντέλων επιμερισμού 

Τα μ ο ν τ έ λ α επιμερισμού, α ν συγκριθούν με τ α μοντέλα σειριακής προσ

ομοίωσης, παρουσιάζουν μερικά σαφή πλεονεκτήματα, που προκύπτουν από την ιδι

ότητα τους να πυκνώνουν τη δειγματοσυνάρτηση αφετηρίας, διατηρώντας όσα σημεία 

της ε ί ν α ι γνωστά από πρίν. 

Το πρώτο πλεονέκτημα τους ε ίναι ότι μπορούν να προχωρούν σταδιακά στην 

όλο και ακριβέστερη αναπαράσταση μιας στοχαστικής ανέλιξης, πυκνώνοντας μια 

δειγματοσυνάρτηση αφετηρίας, με δυνατότητα πολλαπλής διαδοχικής εφαρμογής του 

ίδιου βασικού μοντέλου σε όλο και πυκνότερες χρονικές (τμηματικές) κλίμακες. 

Στην πράξη, β έ β α ι α , υπάρχει κάποιο όριο στην πύκνωση που μπορεί να φτάσουμε, 

το οποίο καθορίζεται από την συμφωνία της πραγματικής στοχαστικής δομής της 
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ανέλιξης με την ασυμπτωτική συμπεριφορά του μοντέλου. 

Έ ν α δεύτερο πλεονέκτημα τους ε ί ν α ι η ε υ ε λ ι ξ ί α τους να συνδυάζονται με 

οποιοδήποτε μ ο ν τ έ λ ο σ ε ι ρ ι α κ ή ς προσομοίωσης, κ α τ ά λ λ η λ ο να παράγει τ ι ς τ ι μ έ ς 

αφετηρίας των αθροιστικών μεταβλητών. Αυτή η δυνατότητα αποκτά, ιδιαίτερη σημα

σία όταν η μακροδομή, δηλαδή η στοχαστική δομή των αθροιστικών μεταβλητών ε ί 

ν α ι δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ή από τη μικροδομή, τη σ τ ο χ α σ τ ι κ ή δομή, δηλαδή των τμηματικών 

μεταβλητών. Σε μ ι α τ έ τ ο ι α περίπτωση η απευθείας χρησιμοποίηση ενός σειριακού 

μ ο ν τ έ λ ο υ σε βάση τ μ η μ α τ ι κ ή ς χρονικής κ λ ί μ α κ α ς , θα έ δ ι ν ε μ ι α συνθετική χρο-

νοσειρα με σωστή μικροδομή, ά λ λ α με μακροδομή ασύμφωνη με την πραγματική. 

Α ν τ ί θ ε τ α η χρήση ενός σειριακού μοντέλου για τη μακροκλίμακα, σε συνδυασμό με 

èva μοντέλο επιμερισμού γ ι α τη μ ι κ ρ ο κ λ ί μ α κ α , θα δώσει συνθετικές χρονοσειρές 

που διατηρούν κ α ι τη μακροδομή κ α ι τη μικροδομή. 

Το δεύτερο πλεονέκτημα έ χ ε ι μεγάλη σημασία στην Υδρολογία, όπου συχνά, 

ε μ φ α ν ί ζ ο ν τ α ι αναντ ιστοιχ ίες μακροδομής - μικροδομής. Πολλές φορές εμφανίζονται 

α ν ε λ ί ξ ε ι ς με πολύ απλή μακροδομή (π.χ. μόνιμες χρονοσειρές με κατανομή Gauss ή 

ε κ θ ε τ ι κ ή ) αλλά. με σύνθετη μικροδομή (π.χ. χωρίς μ ο ν ι μ ό τ η τ α , με περιοδικότητες, 

κ α ι πολύπλοκες εσωτερικές συσχετ ίσεις). Συχνά, σ υ μ β α ί ν ε ι κ α ι το αντ ίστροφο, 

δηλαδή πολύπλοκες ιδ ιότητες της μακροδομής να μη αν ι χ νε ύοντ α ι κ α ι στη μικρο

δομή. Τ έ τ ο ι ο παράδειγμα ε ί ν α ι το φαινόμενο Hurst, που χαρακτηρίζει τους ε τ ή 

σιους όγκους απορροής, κ α ι που η αντ ιμετώπιση του α π α ι τ ε ί ε ιδικά, μοντέλα σ ε ι 

ριακής προσομοίωσης. Στην ί δ ι α κατηγορία σ υ γ κ α τ α λ έ γ ε τ α ι κ α ι το αποκαλούμενο 

φαινόμενο του Ιωσήφ {Kottegoda [1980]). 

Το τ ρ ί τ ο πλεονέκτημα των μοντέλων επιμερισμού ε ί ν α ι η δυνατότητα τους να 

συνδυάζονται με πραγματικά, δεδομένα, με αποτέλεσμα να μπορούν να πυκνώνουν 

ι σ τ ο ρ ι κ έ ς χρονοσειρές με συνθετικά, δεδομένα. Αυτή η ι δ ι ό τ η τ α τους τ α κά,νει 

χρήσιμα ό τ α ν οι υπάρχουσες μετρήσεις ε ί ν α ι αραιές, ενώ η ανάλυση του υπό μ ε λ έ 

τη συστήματος απαιτε ί πυκνότερα δεδομένα. 

Έ ν α τ ε λ ε υ τ α ί ο π λ ε ο ν έ κ τ η μ α τους αφορά, τη δ υ ν α τ ό τ η τ α τους να δίνουν 

πολλαπλές λεπτομερείς (πυκνωμένες) εκδοχές της ίδιας βασικής πραγματοποίησης 

μ ι α ς σ τ ο χ α σ τ ι κ ή ς α ν έ λ ι ξ η ς . Αν θεωρήσουμε έ ν α συγκεκριμένο "επεισόδιο" της 

στοχαστ ικής ανέλ ιξης με κ α θ ο ρ ι σ μ έ ν α αθροιστικά, χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά , έ ν α μοντέλο 

επιμερισμού μπορεί να μας δώσει μ ι α σειρά, από λεπτομερή σ ε ν ά ρ ι α του επεισο

δίου, ώστε να μ ε λ ε τ η θ ε ί με μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η α ξ ι ο π ι σ τ ί α η απόκριση του υπό μ ε λ έ τ η 

συστήματος στο συγκεκριμένο επεισόδιο. 

Τα βασικά, με ιονεκτήματα των μοντέλων επιμερισμού, που τ α κ ά ν ε ι να έχουν 

περιορισμένη χρήση, ε ί ν α ι η πολυπλοκότητα στη μαθηματική δομή κ α ι υπολογιστική 

δ ι α δ ι κ α σ ί α τους, κ α ι παράλληλα το περιορισμένο εύρος στοχαστικών ανελίξεων, 

που μπορούν να αναπαραστήσουν με ακρίβεια. 
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1.2. ΤΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ (VALECIA - SCHAAKE] 

1.2.1. Γεν ική περιγραφή και αρχική διατύπωση του 

Το σπουδαιότερο μοντέλο που έ χ ε ι αναπτυχθεί κ α ι χρησιμοποιηθεί σε προ

β λ ή μ α τ α υδρολογικής προσομοίωσης, ε ί ν α ι το γραμμικό μοντέλο των Valencia κ α ι 

Schaake (VS), ε ί τ ε στην α ρ χ ι κ ή του διατύπωση (Valencia και SchaaKe [1972], 

[1973]), ε ί τ ε σε μ ε τ α γ ε ν έ σ τ ε ρ ε ς τροποποιημένες εκδόσεις του. Στην ουσία ε ί ν α ι 

τ ο μόνο μ ο ν τ έ λ ο τ η ς β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α ς μ ε θ ε ω ρ η τ ι κ ή θ ε μ ε λ ί ω σ η κ α ι ε υ ρ ύ τ η τ α 

εφαρμογών, κ α ι γ ι α το λόγο αυτό ο όρος "μοντέλο επιμερισμού" (disaggregation 

model) έ χ ε ι ε π ι κ ρ α τ ή σ ε ι να χρησιμοποιε ίται α π ο κ λ ε ι σ τ ι κ ά γ ι α το μοντέλο αυτό. 

Εδώ όμως, γ ια διάκριση από το προτεινόμενο μοντέλο, προσθέσαμε το χαρακτηρισμό 

"γραμμικό", που δ ι κ α ι ο λ ο γ ε ί τ α ι από το γραμμικό τύπο σχέσεων, που χρησιμοποιεί 

γ ι α την παραγωγή των τμηματικών μεταβλητών. Στην παράγραφο αυτή (1.2.) γ ί ν ε τ α ι 

μ ί α συνοπτική επισκόπηση των διάφορων εκδόσεων του μοντέλου, ενώ στην παρά

γραφο 1.3. δ ί ν ο ν τ α ι συνοπτικά σ τ ο ι χ ε ί α γ ι α ά λ λ α μ ο ν τ έ λ α επιμερισμού που συν

α ν τ ώ ν τ α ι στη βιβλιογραφία. 

Στην παρουσίαση του μοντέλου που ακολουθεί, έχουν γ ί ν ε ι ορισμένες επου

σιώδεις τροποποιήσεις στον α υ θ ε ν τ ι κ ό συμβολισμό του, ώ σ τ ε - ν α τηρηθεί συμβολ

ισμός ε ν ι α ί ο ς με αυτόν της παραγράφου 1.1. Έ τ σ ι ο ι α θ ρ ο ι σ τ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς του 

n δ ιαστήματος της μακροκλίμακας, υπό μορφή διανύσματος, ε ί ν α ι : 

Ζ η = [ Z 1 n , Ζ 2 η . · · · . Ζ α η ] Τ ( 1 . 2 . 1 ) 

Το σύμβολο Τ σ η μ α ί ν ε ι το ανάστροφο μητρώο. Ο πρώτος δείκτης στις μεταβλητές 

του δεύτερου μέλους φανερώνει την "θέση α ν α φ ο ρ ά ς " της μεταβλητής (στο χώρο) 

κ α ι π α ί ρ ν ε ι q τ ι μ έ ς . Αντ ίστο ιχα το σύνολο των τμηματικών μεταβλητών του n δ ι α 

στήματος αποτελεί το διάνυσμα: 

ί ί η = Γ χ ΐ η ΐ x l n k ί χ 2 η 1 » · · · » χ 2 η κ > •·· » x q n l » · · · » x qnk3 

(1 . 2 . 2 ) 

Το μ ο ν τ έ λ ο έ χ ε ι δ ιατυπωθεί με την υπόθεση ό τ ι Ε[Χ] = Ε[Υ] = 0 κ α ι συνεπώς σε 

όλες τ ι ς συνιστώσες των παραπάνω διανυσμάτων έχουν αφαιρεθεί προηγούμενα οι 

μέσες τ ι μ έ ς των αρχικών μεταβλητών. 

Η β α σ ι κ ή σχέση επιμερισμού στο μοντέλο VS ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι με μ ι α εξίσωση πιο 

γ ε ν ι κ ή από τ η ν (1.1.5), ή τ ο ι : 

Z n = Ç Χ η ( 1 . 2 . 3 ) 

όπου C - μητρώο δ ιαστάσεων kq χ q. Στην πράξη β έ β α ι α όροι του μητρώου Ç ε ί ν α ι 

ί σ ο ι με 0 ή 1 κ α ι η μορφή του ε ί ν α ι τ έ τ ο ι α ώστε ν α προκύπτουν q ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς 
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α θ ρ ο ι σ μ ά τ ω ν τύπου (1.1.5) 

Η παραγωγή των τιμών των τμηματικών μεταβλητών γίνεται με βάση τις παρα

κάτω γραμμικές σχέσεις, που συνιστούν το μοντέλο VS: 

Χη = A Ζ η + Wn ( 1 . 2 . 4 ) 

Wn = Β V n ( 1 . 2 . 5 ) 

όπου 

Α = μητρώο παραμέτρων διαστάσεων Kq χ κ, 

Β = μητρώο παραμέτρων διαστάσεων Kq χ Kq, 

W
n
= διάνυσμα τυχαίων μεταβλητών στοχαστικά ανεξάρτητων από 

τις Ζ άλλα στοχαστικά εξαρτημένων μεταξύ τους, με 

διάσταση Kq, 

V
n
= διάνυσμα τυποποιημένων τυχαίων μεταβλητών στοχαστικά 

ανεξάρτητων και από τις Ζ, και μεταξύ τους, με διάσταση 

Kq. 

Στην περίπτωση του μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ ο υ μοντέλου (q=1) οι π α ρ α π ά ν ω σχέσεις 

απλοποιούνται ως έξης (με παράλειψη και του δείκτη θέσης των μεταβλητών): 

Xnj = aj Z
n
 + W

n J
 (1.2.6) 

Κ 

Xnj =
 a
j Ζη

 + Σ b
jr v

n r
 (1.2.7) 

r=i 

Τα μητρώα παραμέτρων του μοντέλου υπολογίζονται από τις σχέσεις: 

Α = S
X Z
 S

2 Z
-

1
 (1.2.8) 

Β i T = S X X - S x z S Z Z - 1 Szx ( 1 . 2 . 9 ) 

όπου 

S
z z
 = E[Z

n
Z

n

T
] = μητρώο διασπορών / συνδιασπορών των Ζ, 

§ΧΧ
 = E

tXn
x
n

T
3
 =
 Μ-ηχρώο διασπορών / συνδιασπορών των Χ, 

S
x z
 = S

Z X

T
 = E[X

n
Z

n

T
] = μητρώο συνδιασπορών μεταξύ των 

μεταβλητών Ζ και Χ, και 

Ε[.]= συμβολισμός της αναμενόμενης τιμής. 

Η τ ε λ ε υ τ α ί α εξίσωση ε π ι δ έ χ ε τ α ι πολλαπλές λύσεις ως προς το μητρώο Β. Στο 

μοντέλο VS έχε ι α ν α π τ υ χ θ ε ί μ ι α τ ε χ ν ι κ ή γ ια την εύρεση μ ι α ς λύσης της (1.2.9) 

που συνίσταται σε ένα τριγωνικό μητρώο Β. 

Οι ι δ ι ό τ η τ ε ς διατήρησης του μοντέλου ε ίναι : 

Δ ιατήρηση τ η ς μέσης τ ι μ ή ς των Χ, α ν ε ξ ά ρ τ η τ α από τ ι ς 
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τιμές των παραμέτρων Α και Β, υπό τον όρο ότι E[W] = 
E[V] = ο. 

Διατήρηση των συνδιασπορών μεταξύ των Χ και Ζ, εφόσον οι 
παράμετροι Α υπολογίζονται από την (1.2.8). 

Διατήρηση των διασπορών και συνδιασπορών μεταξύ των Χ, 
εφόσον οι παράμετροι Β υπολογίζονται από την (1.2.9). 

Διατήρηση της Βασικής εξίσωσης επιμερισμού (1.2.3). 

Σε περίπτωση που οι μεταβλητές Χ και Ζ ακολουθούν πολυ
διάστατη κανονική κατανομή, το μοντέλο διατηρεί πλήρως 
την κατανομή, οπότε πρέπει και αρκεί οι μεταβλητές V να 
είναι κανονικές. 

1.2.2. Γενική συμπεριφορά, και χρήσεις χου γραμμικού μοντέλου 

Όπως προκύπτει από την παραπάνω σύντομη παρουσίαση, κ α ι σύμφωνα με την 

κωδικοποίηση χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ώ ν της υποπαραγράφου 1.1.3, το μοντέλο VS μπορεί να 

χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ε ί σαν έ ν α πολυδιάστατο μοντέλο, σταθερής αθροιστικής κ α ι τμημα

τ ικής χρονικής κλ ίμακας, d p a κ α ι σταθερού πλήθους τμηματικών μεταβλητών. Δεν 

δ ι α θ έ τ ε ι α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή μνήμη, πράγμα που ε ί ν α ι κ α ι το μεγαλύτερο με ιονέκτημα του, 

ενώ δ ι α τ η ρ ε ί τ ι ς ροπές πρώτης κ α ι δεύτερης τάξης των μεταβλητών. 

Προκειμένου ν α μελετήσουμε την ασυμπτωτική του συμπεριφορά, ας θεωρή

σουμε την j συνιστώσα του δ ιανύσματος τυχαίων αποκλίσεων Wn, όπως προκύπτει 

από τ η σ χ έ σ η (1.2.5) : 

κ 
* n j = Σ b J r V n r ( 1 . 2 . 1 0 ) 

r = i 

Δεδομένου ό τ ι ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς V n r ( ά ρ α κ α ι οι ( b j r * v n r ) ) ε ί ν α ι στοχαστικά, α ν 

ε ξ ά ρ τ η τ ε ς μ ε τ α ξ ύ τους, από το κεντρικό οριακό θεώρημα προκύπτει ό τ ι γ ια μεγάλο 

α ρ ι θ μ ό μ ε τ α β λ η τ ώ ν κ, η κ α τ α ν ο μ ή της W n j τ ε ί ν ε ι στην κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή , κ α ι 

αυτό α ν ε ξ ά ρ τ η τ α από την κατανομή των ν Π Γ . Κατά μείζονα λόγο κ α ι η κατανομή των 

τμηματικών μεταβλητών X n j τ ε ί ν ε ι στην κανονική κατανομή. Συνεπώς η ασυμπτωτική 

ή ο ρ ι α κ ή συμπεριφορά του μοντέλου VS ε ί ν α ι Gauss. Έ ν α άλλο συμπέρασμα που 

προκύπτει ά μ ε σ α από την προηγούμενη ανάλυση ε ί ν α ι ό τ ι το μοντέλο δεν ε ί ν α ι 

κατάλληλο για μεταβλητές που παρουσιάζουν ασυνεχείς κατανομές, αφού οι βασικές 

σ χ έ σ ε ι ς (1.2.4) κ α ι (1.2.5) δεν ε ί ν α ι δ υ ν α τ ό ν α παράγουν σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν ε ς τ ι μ έ ς 

των μεταβλητών, με πεπερασμένη συχνότητα. 

Σε ό τ ι α φ ο ρ ά την υπολογιστ ική δ ι α δ ι κ α σ ί α εφαρμογής του μ ο ν τ έ λ ο υ θ α 

πρέπει να παρατηρήσουμε ό τ ι οι παράμετροι του, δηλαδή τ α στοιχε ία των μητρώων 

Α κ α ι Β, δεν υπολογίζονται α ν α λ υ τ ι κ ά , α λ λ ά μόνο α ρ ι θ μ η τ ι κ ά . Τα σχετ ικά υπο

λ ο γ ι σ τ ι κ ά προβλήματα που ανακύπτουν α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι κυρίως στην αποθήκευση κ α ι 
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αντιστροφή των μεγάλου μεγέθους μητρώων συνδιασπορών των μεταβλητών. Γ ια μεί

ωση του μεγέθους των μητρώων, γ ί ν ε τ α ι συνήθως πολλαπλή σ τ α δ ι α κ ή εφαρμογή του 

μοντέλου γ ι α όλο κ α ι πυκνότερες τ μ η μ α τ ι κ έ ς χρονικές κ λ ί μ α κ ε ς . Έ τ σ ι προκει

μένου να παραχθούν μ η ν ι α ί ε ς τ ι μ έ ς ενός μεγέθους, ξεκινώντας από ετήσιες τ ιμές, 

ε ί ν α ι π ρ ο τ ι μ ό τ ε ρ ο ν α παραχθούν πρώτα εποχιακές τ ι μ έ ς , κ α ι στη σ υ ν έ χ ε ι α ν α 

επιμεριστούν σε μ η ν ι α ί ε ς . 

Σε μ ε τ α γ ε ν έ σ τ ε ρ ε ς εκδόσε ι ς του μοντέλου, που ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ι στη συνέχεια, 

έ γ ι ν α ν σ η μ α ν τ ι κ έ ς τροποποιήσεις του με στόχο την εισαγωγή αθροιστικής μνήμης. 

Επίσης άλλες τροποποιήσεις του α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι στη δ υ ν α τ ό τ η τ α να ε π ε ξ ε ρ γ ά ζ ε τ α ι 

μεταβλητές με κ α τ α ν ο μ έ ς διαφορετικές από την κανονική. 

Το γραμμικό μοντέλο, στην αρχ ική ή τ ι ς τροποποιημένες εκδόσεις του, έ χ ε ι 

χρησιμοποιηθεί σε πολλές υδρολογικές εφαρμογές. Αυτές αφορούν κυρίως τον επι

μερισμό των απορροών σε δ ι ά φ ο ρ ε ς θ έ σ ε ι ς μ ι α ς λ ε κ ά ν η ς , από ε τ ή σ ι α βάση, σε 

εποχιακή, μ η ν ι α ί α , κ α ι ημερήσια. Επίσης έ χ ε ι χρησιμοποιηθεί κ α ι γ ι α επιμερισμό 

υψών βροχής διαφόρων σταθμών μιας λεκάνης, από ετήσια βάση σε εποχιακή ή μηνι

α ί α , α λ λ ά όχι σε μ ικρότερη χρονική κ λ ί μ α κ α , επειδή β έ β α ι α οι βροχοπτώσεις σε 

μικρότερες χρονικές κλ ίμακες παρουσιάζουν τ ε ρ ά σ τ ι ε ς αποκλίσεις από την κ α ν ο ν ι 

κή κατανομή. 

1 . 2 . 3 . Παραλλαγές τοιι μοντέλου με α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή μνήμη 

Οι Valencia και Schaake [1972], ε ί ν α ι κ α ι οι πρώτοι που έδωσαν μ ι α β ε λ 

τιωμένη παραλλαγή του μοντέλου τους, που του δ ί ν ε ι μ ι α μορφή αθροιστικής μνή

μης γ ι α έ ν α σ τ ά δ ι ο προς τ α πίσω. Στην παραλλαγή αυτή η σχέση (1.2.4) α ν τ ι 

κ α θ ί σ τ α τ α ι από την: 

Χη = Α Ζ * η + Wn ( 1 . 2 . 1 1 ) 
όπου 

Ζ*η = [ Ζ η Τ J Z n - 1 T 3 T = 

[Ζΐη»
 ζ
2η

 ζ
ςη > Ζ

1,η-1 » ···>
 z
q,n-il

T
 (1.2.12) 

Οι σχέσεις υπολογισμού των μητρώων των παραμέτρων παραμένουν οι ίδ ιες, 

μόνο που τώρα το μητρώο Α έ χ ε ι k q χ 2k στο ιχε ία. Στην πραγματικότητα το πρό

βλημα της α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή ς μνήμης δεν λ ύ ν ε τ α ι με α υ τ ό τον τρόπο, γ ι α τ ί κ α ι πάλι 

α γ ν ο ε ί τ α ι η συσχέτιση μεταξύ των τμηματικών μεταβλητών των διαδοχικών σταδίων 

(π-1) κ α ι (η). Αυτό που π α ί ρ ν ε τ α ι υπόψη ε ί ν α ι ο ι σ υ σ χ έ τ ι σ η των τ μ η μ α τ ι κ ώ ν 

μεταβλητών του (η) σταδίου με τ ι ς α θ ρ ο ι σ τ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς του (η^1) σταδίου. 

Σε πληρέστερη μορφή το πρόβλημα αντιμετωπίστηκε από τους Mejia και Rous-

selle [1976], ο ι ο π ο ί ο ι α ν τ ι κ α τ έ σ τ η σ α ν τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (1.2.4) κ α ι (1.2.5) με την 

ακόλουθη: 
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u n = A Z n + D X n _ , + Β V n ( 1 . 2 . 1 3 ) 

όπου xo D ε ί ν α ι έ ν α νέο μηχρώο παραμεχρων, με διασχάσεις kq χ kq. 

Ο υπολογισμός χων μηχρώων παραμεχρων γ ίνεχαι χώρα με βάση χις σχέσεις: 

Α = ( S x z - S X Y S Y Y - 1 S Y Z ) ( S Z Z - S Z Y ε γ γ " 1 S Y Z ) - 1 ( 1 . 2 . 1 4 ) 

Ρ = ( § χ Υ - A S Z Y ) S Y Y

_ 1 ( 1 . 2 . 1 5 ) 

Β B T : S x x - A S Z Z A T - A S Z Y B T - D S Y Z A T - D S Y Y D T ( 1 . 2 . 1 6 ) 

όπου xo σύμβολο S « L παρισχάνει xo μηχρώο συνδιασπορών μεχαζύ χων διανυσμαχων 

K n κ α ι L n , ή χ ο ι S«|_ = E[K n j _ n ] , κ α ι γ ι α απλοποίηση χων συμβολισμών έ χ ε ι 

ε ι σ α χ θ ε ί χο σύμβολο Υ σχη θέση χου Χη_ι» ενώ χο σύμβολο Χ χρησιμοποιεΐχαι γ ι α 

xo Χ η . 

Ε ί ν α ι σ α φ έ ς από χ ις πιο πάνω σ χ έ σ ε ι ς , ό χ ι σε αυχή χην έ κ δ ο σ η χου 

μονχέλου παίρνονχαι υπόψη ο ι πλήρεις συσχεχίσεις μεχαξύ χων χμημαχικών μ ε χ α -

βληχών δύο διαδοχικών σχαδίων. 

Μια δ ι α ψ ο ρ ε χ ι κ ή ανχιμεχώπιση χου προβλήμαχος - όχι όμως χόσο πλήρης -

προχείνεχαι σχην ε ρ γ α σ ί α χων Hoshi KCLL Burges [1979], όπου η εισαγωγή μνήμης 

σχο α ρ χ ι κ ό μονχελο Valencia - Schaake, δεν γ ί ν ε χ α ι μέσω χης προσθήκης νέων 

όρων, ά λ λ α μέσω χης θεώρησης σχοχασχικής εξάρχησης μεχαξύ χων διανυσμαχων 

χυχαίων αποκλίσεων Wn κ α ι Wn_i, 

Το όλο θέμα ανχιμεχώπισαν δ ι ε ξ ο δ ι κ ά σε μ ι α πρόσφαχη δημοσίευση χους οι 

Stedinger και Vogel [1984], όπου έ δ ε ι ξ α ν ό χ ι χο μ ο ν χ έ λ ο χύπου Valencia -

Schaake, σ ε οποιαδήποχε παραλλαγή χου, ε ί ν α ι πολύ δύσκολο ή κ α ι αδύναχο να 

δ ι α χ η ρ ή σ ε ι επακριβώς χις συσχεχίσεις από σχαδιο σε σχάδιο, λόγω θεμελιωδών 

περιορισμών, που επιβαλλονχαι από χη δομή χου μονχέλου. Επίσης σχην εν λόγω 

ε ρ γ α σ ί α χους παρουσίασαν μ ι α ν έ α παραλλαγή χου μονχέλου, σχό οποίο (όπως κ α ι 

σχην παραλλαγή Hoshi - Burges) η εισαγωγή μνήμης σχο αρχικό μονχέλο Valencia -

Schaake, γ ί ν ε χ α ι μέσω χης θεώρησης σχοχασχικά εξαρχημένων χρονικό, διαδοχικών 

διανυσμαχων χυχαίων αποκλίσεων Wn κ α ι Wn-<\, σύμφωνα με χη σχέση: 

^ η = t *η-1 + ν η ( 1 . 2 . 1 7 ) 

όπου Wn χο δ ιάνυσμα χυχαίων υπολοίπων χης σχέσης (1.2.4) κ α ι L έ ν α νέο μηχρώο 

παραμεχρων διασχασεων kq χ kq. που υπολογίζεχαι από χη σχέση: 

J= = §WW §WW~ ( 1 . 2 . 1 8 ) 

όπου Syyt = EiWnWn.^] κ α ι S w w = E[W n W n

T ] Το μηχρώο Α χης σχέσης (1.2.4) υπο

λ ο γ ί ζ ε χ α ι κ α ι πάλι από χην (1.2.8). Εννοείχαι όχι σχαχισχικές ροπές που υπεισ-

έρχονχαι σε εκχιμήχριες παραμεχρων, όπως χα σχοιχεία χων μηχρώων διασπορών χης 

σ χ έ σ η ς (1.2.18), κλπ., ε κ χ ι μ ώ ν χ α ι μ ε β ά σ η ι σ χ ο ρ ι κ ά δ ε δ ο μ έ ν α χων υπόψη 
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χρονοσειρών. 

Στην εν λόγω ε ρ γ α σ ί α δ ί ν ο ν τ α ι και. άλλες ε κ τ ι μ ή τ ρ ι ε ς του L, κ α τ ά λ λ η λ ε ς 

γ ια διάφορες ε ι δ ι κ έ ς α π α ι τ ή σ ε ι ς διατήρησης. Όπως χαρακτηριστικό, α ν α φ έ ρ ε τ α ι , 

το μοντέλο αυτό, όπως κ α ι τ α προηγούμενα, δεν δ ι α τ η ρ ε ί , αλλά. μόνο προσεγγίζει 

συνδιασπορές μ ε τ α ξ ύ μεταβλητών που α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι σε δ ιαφορετ ικό, (διαδοχικά.) 

σ τ ά δ ι α . 

1.2.4. Παραλλαγές του μοντέλου y ια μη κανονικές κατανομές 

Επειδή οι φυσικές χρονοσειρές, σε μ ικρές χρονικές κ λ ί μ α κ ε ς , σπάν ια α κ ο 

λουθούν κ α ν ο ν ι κ έ ς κ α τ α ν ο μ έ ς , προκύπτει έ ν α πρόβλημα αξιοπιστίας του γραμμικού 

μ ο ν τ έ λ ο υ , που όπως π ρ ο α ν α φ έ ρ θ η κ ε έ χ ε ι α σ υ μ π τ ω τ ι κ ά κ α ν ο ν ι κ ή συμπεριφορά. 

Προκειμένου να αποκτήσει τη δυνατότητα για αναπαράσταση μεταβλητών με άλλες, 

ε κ τ ό ς της κ α ν ο ν ι κ ή ς , κ α τ α ν ο μ έ ς , έχουν προταθεί δύο κ α τ η γ ο ρ ί ε ς μεθόδων, που 

αναλύονται παρακάτω. 

Σύμφωνα με την πρώτη κατηγορία μεθόδων, το πρόβλημα αντ ιμετωπίζεται με 

τη χρησιμοποίηση ασύμμετρων κατανομών γ ια την παραγωγή των μεταβλητών V, σε 

τρόπο ώστε ν α δ ι α τ η ρ ο ύ ν τ α ι ο ι περιθώριες ροπές τρ ίτης τ&ξης των τμηματ ικών 

μεταβλητών. 

Οι πρώτοι που έ θ ε σ α ν το πρόβλημα σε "αυτή τη βάση ε ί ν α ι οι Valencia και 

Schaake [1972], Π ρ ό τ ε ι ν α ν μ ά λ ι σ τ α δύο μεθόδους γ ι α την ε κ τ ί μ η σ η της α σ υ μ 

μ ε τ ρ ί α ς που πρέπει να έχουν οι μ ε τ α β λ η τ έ ς V. Η πρώτη μέθοδος ε ί ν α ι αρκετά, απλή 

στην εφαρμογή, αλλά., όπως παρατηρούν ο ι ί δ ι ο ι , δεν δ ιατηρεί την ασυμμετρία των 

τμηματικών μεταβλητών, παρά. μόνο ορισμένες τριτοβάθμιες εκφράσεις ροπών μεταξύ 

των τμηματικών κ α ι αθροιστικών μεταβλητών. Η δεύτερη μέθοδος ε ί ν α ι ι δ ι α ί τ ε ρ α 

πολύπλοκη κ α ι ο ι συγγραφείς περιορίστηκαν στην θεωρητική διατύπωση της, χωρίς 

να προχωρήσουν σε εφαρμογή. Η παρουσίαση των μεθόδων αυτών ξεφεύγει από τ α 

όρια αυτής της σύντομης επισκόπησης του γραμμικού μοντέλου. 

Οι Tao και Delleur [1976] εντόπισαν το πρόβλημα στη διατήρηση της ασυμμετρίας 

των τυχαίων αποκλίσεων W, κ α ι ε ισήγαγαν έ ν α μη γραμμικό μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό της 

μορφής: 

V = (W - η) ^ 

όπου οι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι η κ α ι ξ υπολογίστηκαν από ε κ φ ρ ά σ ε ι ς τρίτων ροπών των W, 

όπως προκύπτουν από τ ι ς ι σ τ ο ρ ι κ έ ς χρονοσειρές Χ κ α ι Ζ. Στη θέση της σχέσης 

(1.2.5) χρησιμοποίησαν την 

Ψ = Β V + E { W ' } 

σε συνδυασμό με τον αντ ίστροφο του παραπάνω μετασχηματισμού, προκειμένου να 
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υπολογιστούν χα W από χα W. Από χις εφαρμογές που έ γ ι ν α ν από χους ίδιους, με 

χην παραπάνω δ ι α δ ι κ α σ ί α , προέκυψε όχι οι ασυμμεχρίες των συνθεχικών χρονο-

σειρών υπολείπονχαν κ α χ α 40Χ περίπου από χις ανχίσχοιχες ισχορικές χιμές. Αλλά. 

σύμφωνα με χα παραπάνω αυχή η ασυμφωνία θα πρέπει να θεωρηθεί λογική, αφού η 

δ ια ΐηρηση χης α σ υ μ μ ε τ ρ ί α ς των W δεν σημαίνει κ α τ ' ανάγκη όχι θα διαχηρηθεί κ α ι 

η ασυμμεχρία χων Χ. 

Μια συσχημαχική κ α ι ε φ α ρ μ ό σ ι μ η μέθοδο, αυχής χης καχηγορίας, έδωσε ο 

Todini [1980]. Αρχικά, παραχηρεί όχι η δυσκολία σχην εκχίμηση χης ασυμμεχρίας 

χων χμημαχικών μεχαβληχών V, ο φ ε ί λ ε χ α ι σχο γεγονός όχ ι χο μηχρώο Β, με χον 

χρόπο υπολογισμού που προχαθηκε από χους Valencia κ α ι ScaaKe, δεν ε ί ν α ι α ν χ ι -

σχρέψιμο. Δεδομένου όχι χο εν λόγω μηχρώο δεν ε ί ν α ι μονοσήμαντο, προχείνει 

άλλους αλγόριθμους υπολογισμού που δίνουν ανχισχρέψιμα μηχρώα. Οι χ ε λ ι κ έ ς 

εξ ισώσεις υπολογισμού χου διανύσμαχος ασυμμεχρίας χων μεταβλητών V, ε ί ν α ι : 

a
v
 = G~

1
 (m

3 X
 - m

3 D
) (1.2.19) 

όπου 

ay = E{V
n
(

3
)] = διάνυσμα ασυμμεχρίας χων αποκλίσεων V, 

G = Β<3), 

Π33Χ =
 Ε
ί * η ^

3
^
 =
 διάνυσμα περιθωρίων ροπών χρίχης τάξης χων 

χμημαχικών μεταβλητών Χ, και 

QÌ3D = Ε
£(Α Ζ

η
) (

3
) ] σχην περίπχωση που χρησιμοπο ιε ίχαι χο 

μονχέλο Valencia - Schaake (σχέσεις (1.2.4), (1.2.5), ή 

5U3D
 = Ε

ί (ΑΖ
η
 + DX|~i-l)^3 σχην περίπτωση που χρησ ιμοπο ιε ίχαι 

το τροποποιημένο μοντέλο Mejia - Roussel le (σχέση (1. 

2.16)) 

Σ τ α παραπάνω το σύμβολο [,]( 3 ) , σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι όλα τ α σ τ ο ι χ ε ί α του μητρώου [.] 

έχουν υψωθεί στον κύβο, στοιχε ίο προς στοιχε ίο. 

Από την εφαρμογή που π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε τ α ι στη δημοσίευση του Todini, που άφορα 

τον ε π ι μ ε ρ ι σ μ ό χων εχησίων παροχών χου Νείλου σε μ η ν ι α ί ε ς , γ ι α το σταθμό του 

Aswan (μονοδιασχαχο μονχέλο), προκύπχουν χα ακόλουθα ε ν δ ε ι κ χ ι κ α σχοιχεία: Οι 

συνχελεσχές ασυμμεχρίας χων ισχορικών μηνιαίων παροχών κυμαίνονχαι από 0 μέχρι 

2.1, ενώ ο ι συνχελεσχές ασυμμεχρίας χων μεχαβληχών V, που α π α ι χ ο ύ ν τ α ι γ ι α τη 

δ ι α τ ή ρ η σ η χης α σ υ μ μ ε χ ρ ί α ς των παροχών, όπως υπολογίστηκαν από τη σχέση 

(1.2.19), φθάνουν σε πολύ μ ε γ ά λ ε ς τ ι μ έ ς , μ έ χ ρ ι κ α ι την τ ι μ ή 31. Τέλος οι τ ι μ έ ς 

των συντελεστών ασυμμετρίας των συνθετικών χρονοσειρών, που έδωσε το μοντέλο, 

συμφωνούν με χις ανχίσχοιχες ίσχορικές, όχαν οι χ ε λ ε υ τ α ί ε ς ε ί ν α ι μ ικρές (κάχω 

από 1), αλλά. δ ι α φ έ ρ ο υ ν σημανχικά. (περίπου 50Χ), όχαν οι χελευχαίες ξεπερνούν 

χην χ ι μ ή 1. Όπως π α ρ α χ η ρ ε ί ο T o d i n i , ο ι α π ο κ λ ί σ ε ι ς α υ χ έ ς ο φ ε ί λ ο ν χ α ι σχο 
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γεγονός όχι ε ί ν α ι αδύνατο να παραχθεί δείγμα με ασυμμετρία μεγαλύτερη από (η -

2) / ( η - 1 ) 1 / 2 , όπου η το μ έ γ ε θ ο ς του δ ε ί γ μ α τ ο ς , ενώ ο ι α σ υ μ μ ε τ ρ ί ε ς που θα 

πρέπει να έχουν οι μ ε τ α β λ η τ έ ς V, συχνά ξεπερνούν το όριο αυτό. 

Πέρα από την παραπάνω αδυναμία, θα πρέπει ακόμα να σημειώσουμε ότι με τη 

δ ι α τ ή ρ η σ η κ α ι τ η ς τ ρ ί τ η ς ροπής δ ε ν ε ί ν α ι σ ίγουρο ό τ ι ε π ι τ υ γ χ ά ν ε τ α ι κ α ι η 

διατήρηση των βασικών ιδιοτήτων της πραγματικής κατανομής, κ α ι ακόμα, γ ια μ ι 

κρό, ιστορικό, δ ε ί γ μ α τ α , ε ί ν α ι α ν α ξ ι ό π ι σ τ η η εκτ ίμηση της τρίτης ροπής. 

Τα παραπάνω προβλήματα αποφεύγονται με τη δεύτερη κατηγορία μεθόδων, που 

β α σ ί ζ ε τ α ι σε έ ν α μη γραμμικό μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό των τμηματικών κ α ι αθροιστικών 

μεταβλητών, σε τρόπο ώστε οι προκύπτουσες μετασχηματισμένες μεταβλητές Χ κ α ι 

Ζ, να ακολουθούν την κ α ν ο ν ι κ ή κατανομή. Ι τ η ν περίπτωση αυτή, πριν εφαρμοσθεί 

το γ ρ α μ μ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ , μ ε λ ε τ ώ ν τ α ι ο ι περιθώριες κ α τ α ν ο μ έ ς των 

α θ ρ ο ι σ τ ι κ ώ ν κ α ι τ μ η μ α τ ι κ ώ ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν , κ α ι ε π ι λ έ γ ε τ α ι ο κ α τ ά λ λ η λ ο ς μ ε τ α 

σχηματισμός τους, με στόχο την κανονικοποίηση των κατανομών. Οι παράμετροι του 

μοντέλου ε κ τ ι μ ο ύ ν τ α ι τ ό τ ε από τ ι ς μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ έ ν ε ς χρονοσειρές, κ α ι τ α δ ι α 

νύσματα αποκλίσεων W ή V παράγονται με βάση την κανονική κατανομή. 

Οι πρώτοι που ε ισήγαγαν αυτή την αντ ιμετώπιση ε ί ν α ι κ α ι πάλι οι Valencia 

και. Schaake [1972], χρησιμοποιώντας έ ν α μετασχηματισμό τετραγωνικής ρίζας στις 

ε π ο χ ι α κ έ ς κ α ι μ η ν ι α ί ε ς βροχοπτώσεις. Οι Hoshi και Burges [1979] εφάρμοσαν 

ε κ θ ε τ ι κ ο ύ ς μετασχηματισμούς σ τ ι ς ε τ ή σ ι ε ς κ α ι κ α ι μηνιαίες παροχές, της μορφής: 

Ο/ = a + exp(Q) 

κ α ι βρήκαν ό τ ι οι μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ έ ν ε ς παροχές ακολουθούν κανονικές κατανομές, 

πράγμα που ισοδυναμεί με θεώρηση λογαριθμοκανονικής κατανομής 3 παραμέτρων για 

τ ι ς μ ε τ α β λ η τ έ ς . Στη συνέχε ια εφάρμοσαν το γραμμικό μοντέλο επιμερισμού γ ια τ ις 

μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ έ ν ε ς τ ι μ έ ς , κ ά ν ο ν τ α ς κ α ι την ε κ τ ί μ η σ η των παραμέτρων, κ α ι την 

παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών στη βάση των μετασχηματισμένων τιμών. 

θ α πρέπει να σημειώσουμε γ ια την τ ε λ ε υ τ α ί α κατηγορία μεθόδων, ο τ ι παρόλο 

που μπορεί να δ ί ν ε ι λύση σ τ ο πρόβλημα της π ρ ο σ έ γ γ ι σ η ς των π ρ α γ μ α τ ι κ ώ ν 

περιθωρίων κατανομών των φυσικών χρονοσειρών, εντούτοις στην ουσία αναιρούν το 

μοντέλο επιμερισμού, αφού οι σχέσεις διατήρησης, καθώς κ α ι η βασική σχέση επι

μερισμού (1.1.5), δεν α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι πλέον στ ις π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς των μεταβλητών, 

α λ λ ά σε μη γραμμικούς μετασχηματ ισμούς τους. Ανακύπτουν συνεπώς δύο προ

β λ ή μ α τ α . Πρώτο ό τ ι ο ι μ έ σ ε ς τ ι μ έ ς , ο ι δ ιασπορές κ α ι συνδιασπορές των συν

θ ε τ ι κ ώ ν σειρών των τ μ η μ α τ ι κ ώ ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν δεν ε ί ν α ι ίσες με τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς 

ροπές των ιστορικών χρονοσειρών. Δεύτερο κ α ι κυριότερο, ό τ ι το άθρ οι σμα των 

τιμών των τμηματικών μεταβλητών, που παράγονται από το μοντέλο σε ένα διάστημα 

της α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή ς χρονικής κ λ ί μ α κ α ς , δεν ε ί ν α ι πλέον ίσο με την τ ι μ ή της α ν τ ί 

στοιχης αθροιστ ικής μεταβλητής. Γ ι α την εξάλειψη αυτού του τελευταίου σοβαρού 



27 

μ ε ι ο ν ε κ τ ή μ α τ ο ς οι τ ι μ έ ς των τμηματ ικών μεταβλητών, που παράγονται από το μο

ν τ έ λ ο , θα πρέπει στη σ υ ν έ χ ε ι α να διορθωθούν κ α τ ά λ λ η λ α . Μια τ έ τ ο ι α διορθωτική 

δ ι α δ ι κ α σ ί α έ χ ε ι προταθεί από τους Stedinger και Vogel [1984]. 

Σ υ μ ε ρ α σ μ α τ ι κ α σημειώνουμε ό τ ι ο ι λύσεις που δόθηκαν κ α ι γ ι α τ ι ς δύο 

α δ υ ν α μ ί ε ς του γραμμικού μοντέλου, δηλαδή την έλλειψη αθροιστ ικής μνήμης κ α ι 

την α δ υ ν α μ ί α αντιπροσώπευσης μη κανονικών μεταβλητών, δεν έχουν την θεωρητική 

πληρότητα κ α ι συνέπεια της αρχικής διατύπωσης του μοντέλου, αλλά θα πρέπει να 

χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ο ύ ν π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ έ ς μ έ θ ο δ ο ι που δίνουν π ρ α κ τ ι κ ό , ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ έ ς 

λύσεις σ τ α σχετικό, προβλήματα. 
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1.3. ΑΛΛΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ 

1.3.1. Το μοντέλο εβδομαδιαίων απορροών του S1 ngh 

Πρόκειται για μια εμπειρική τεχνική που αναπτύχθηκε από τον Singh [1979] 

κ α ι χρησιμοποιήθηκε από τον Ιδιο για τον επιμερισμό μηνιαίων απορροών σε 

εβδομαδιαίες, σε μονοδιάστατη βάση. Αντί των χρονοσειρών των εβδομαδιαίων 

παροχών χρησιμοποιήθηκαν οι λόγοι R των εβδομαδιαίων παροχών προς τις μηνι

α ίες, που το μηνιαίο άθροισμα τους ε ί ν α ι ίσο με 1. Για τις μεταβλητές R έγινε 

η παραδοχή ότι περιγράφονται από ένα γραμμικό μοντέλο αυτοσυσχΕτισης AR(1). Η 

τεχνική παραγωγής των συνθετικών τιμών των R περιλαμβάνει δύο στάδια: Στο πρώ

το στάδιο παράγονται αρχικές τιμές από το μοντέλο AR(1), και στο δεύτερο παρά

γονται οι τελ ικές τιμές με αναλογική αναγωγή των αρχικών, ώστε το μηνιαίο 

άθροισμα τους να ε ί ν α ι ίσο με 1. Μέχρι εδώ η δ ιαδικασία παραγωγής ε ί ν α ι 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ η από την τ ιμή της μ η ν ι α ί α ς απορροής. Στη συνέχεια οι λόγοι R 

πολλαπλασιάζονται με τη μηνιαία απορροή, για να δώσουν τις εβδομαδιαίες απορ

ροές. 

1.3.2. Το μοντέλο κατά ι y ί,δων Grace - Eagl eson 

Το μοντέλο αυτό δεν ε ί ν α ι πολύ διαδεδομένο σαν μοντέλο επιμερισμού, η 

αναφορά, όμως σε αυτό γ ίνεται γ ιατ ί ε ισάγει μια διαφορετική λογική επιμερισμού, 

αλλά. κ α ι γιατί αναφέρεται σε επιμερισμό βροχοπτώσεων, που ε ίνα ι κ α ι το θέμα 

αυτής της εργασίας. Προτάθηκε από τους Grace και Eagìeson [1966], κα ι αναφέ

ρεται στον χρονικό επιμερισμό ενός επεισοδίου βροχής σε μικρή χρονική κλίμακα. 

Η επιμεριστική τεχνική που εισάγει ε ίνα ι η ακόλουθη: Το προς επιμερισμό μέγε

θος, που γενικά ε ί ν α ι μια μεταβλητή με πραγματικές τιμές, προσεγγίζεται με μια 

μεταβλητή με ακέραιες τιμές, έστω την μ. Αν n είναι το πλήθος των τμηματικών 

μεταβλητών, τότε το πρόβλημα του επιμερισμού ισοδυναμεί με το πρόβλημα της τυ

χαίας τοποθέτησης μ σφαιριδίων σε n κουτιά.. Η συσχέτιση μεταξύ των τμηματικών 

μεταβλητών μπορεί να αναπαρασταθεί κ α ι πάλι με κάποια δι.αδικασία τοποθέτησης 

σφαιριδίων, άλλου τύπου. Πιο συγκεκριμένα η προτεινόμενη τεχνική επιμερισμού 

ε ί ν α ι η ακόλουθη: 

1. Καθορίζεται η διάρκεια βροχής, D και το ύψος επεισοδίου 
βροχής, Η. Στη συνέχεια τα δύο μεγέθη μετατρέπονται σε 
ακέραιες μονάδες, αφού καθοριστεί η θεμελιώδης μονάδα 
για το κάθε μέγεθος, ανάλογα με την επιθυμητή ακρίβεια 
(π.χ. για το ύψος βροχής μπορεί να θεωρηθεί ως θεμε
λιώδης μονάδα το 0.1 mm). 

2. 'Εστω n και μ τα ακέραια μεγέθη που αντιπροσωπεύουν τα D 
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και. Η αντίστοιχα. Για αναπαράσταση του προβλήματος επι
μερισμού θεωρούνται n κουτιά, και μ μαύρα μπαλάκια, και 
παράλληλα χρησιμοποιούνται και πράσινα μπαλάκια για την 
περιγραφή της σειριακής συσχέτισης. 

3. Επιλέγεται ένα κουτί, έστω το j, με διαδικασία πειρά
ματος τύχης και με βάση κάποια αρχική κατανομή πιθανο
τήτων επιλογής κουτιών, και τοποθετείται σε αυτό ενα 
μαύρο μπαλάκι. 

4. Στο j κουτί τοποθετούνται ακόμα Ν
0
 πράσινα μπαλάκια, ενώ 

στα (j-1) και (j+1) κουτιά τοποθετούνται Nj πράσινα μπα
λάκια, στα (j-2) και (J+2) κουτιά Ν2 πράσινα μπαλάκια, 
κ. ο. κ. 

5. Τροποποιούνται οι πιθανότητες επιλογής κάθε κουτιού, για 
το επόμενο μπαλάκι. Έτσι η σχετική πιθανότητα να τοπο
θετηθεί το επόμενο μαύρο μπαλάκι στο κ κουτί που περι
έχει v

k
 πράσινα μπαλάκια, συγκρινόμενη με την πιθανότητα 

να τοποθετηθεί στο 1 κουτί, που περιέχει ν
1
 πράσινα μπα

λάκια, είναι: 

(ν
κ
/Ν

0
 + 1) 

Ρ
Κ1
 = 

(V!/N
0
 + 1) 

Το άθροισμα των απόλυτων πιθανοτήτων είναι ίσο με ενα. 

6. Συνεχίζεται η ίδια διαδικασία μέχρι να τοποθετηθούν όλα 
τα μ μαύρα μπαλάκια στα n κουτιά. Το πρώτο και τελευταίο 
κουτί θα πρέπει να πάρουν τουλάχιστον από 1 μπαλάκι, δε
δομένου ότι αυτά καθορίζουν τη διάρκεια της βροχής. 

Εννοείται ότι η πιο πάνω διαδικασία πειραμάτων τύχης εκτελείται σε ηλεκ

τρονικό υπολογιστή. Σύμφωνα με τους συγγραφείς το μοντέλο τους δίνει ικανοποι

ητικά αποτελέσματα, θ α μπορούσαμε όμως να παρατηρήσουμε ότι δεν βασίζεται σε 

τεκμηριωμένη θεωρία διατήρησης ροπών ή άλλων παραμέτρων, και ότι απαιτεί αρκε

τ ά μεγάλη υπολογιστική διαδικασία. 

1.3.3. Το μοντέλο ημερήσιων βροχοπτώσεων Schaake κλπ. 

Ό π ω ς α ν α φ έ ρ θ η κ ε προηγούμενα, το γραμμικό μοντέλο Valencia - Schaake, 

δεν μπορεί ν α προχωρήσει στον επιμερισμό της βροχής σε χ ρ ο ν ι κ έ ς κ λ ί μ α κ ε ς 

μικρότερες από τη μηνιαία. Έ τ σ ι οι Schaake, Ganslaw, Fothergilì και Harbaugh 

[1972], α ν έ π τ υ ξ α ν μ ι α δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ή τεχνική, κατάλληλη για τον επιμερισμό των 

μηνιαίων βροχοπτώσεων σε ημερήσιες, σε πολυδιάστατη βάση. Η τεχνική αυτή δ ια

τηρεί τις πιθανότητα μηδενικής βροχόπτωσης, κ α ι β α σ ί ζ ε τ α ι στην υπόθεση λογα-

ριθμοκανονικών κατανομών για τις επιμέρους μεταβλητές. 

Η τεχνική υποθέτει έ ν α σταθμό βάσης στον οποίο γ ίνεται σε πρώτη φάση ο 

επιμερισμός, και στη συνέχεια το υπολογιστικό σχήμα προχωρεί δ ιαδοχικά στους 
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υπόλοιπους σταθμούς, παίρνοντας υπόψη σε κάθε νεο σταθμό τη συσχέτιση των υψών 

βροχής του με τα αντίστοιχα ηδη γνωστά ύψη βροχής του πλησιέστερου σταθμού. Το 

σχήμα αυτό χαρακτηρίζεται με τον όρο "δένδρο ελαχίστων αποστάσεων" (minimum 

spanning tree). 

Για το σταθμό βάσης γίνονται οι εξής βασικές υποθέσεις: 

α. Οι πραγματοποιήσεις βροχής διέπονται από μια αλυσίδα 
Μαρκοφ (Marcov chain) δύο καταστάσεων (βροχερή ή στε
γνή ήμερα) και τάξης 1 (δηλαδή η πραγματοποίηση βροχής 
σήμερα εξαρτάται από τη χθεσινή κατάσταση). 

β. Τα ύψη βροχής διέπονται από τη λογαριθμοκανονική κατα
νομή. Ειδικό, στην περίπτωση δύο διαδοχικών βροχερών 
ημερών υπάρχει γραμμική συσχέτιση μεταξύ των λογαρίθμων 
των δύο υψών βροχής. 

Για τους άλλους σταθμούς οι υποθέσεις ε ίνα ι παρόμοιες, με τη διάφορα ότι 

στην αλυσίδα Μαρκοφ των πραγματοποιήσεων βροχής, παίρνεται υπόψη κ α ι η 

κατάσταση του σταθμού αναφοράς (του πλησιέστερου προηγούμενου σταθμού) την 

ίδια ήμερα, κ α ι ακόμα παίρνεται υπόψη και η συσχέτιση του ύψους βροχής του υπό 

μελέτη σταθμού με το αντίστοιχο ύψος του σταθμού αναφοράς για την ίδια ήμερα. 

Η δ ιαδ ικασία παραγωγής της τιμής του ύψους βροχής Χ̂  ενός σταθμού για 

την 1 ήμερα, όταν ε ί ν α ι γνωστό το ύψος βροχής της προηγούμενης ημέρας Xj_j, 

καθώς κ α ι το ύψος βροχής Υ^ του σταθμού αναφοράς την ίδια ήμερα 1, ε ίνα ι η 

ακόλουθη: 

1. Ανάλογα με την κατάσταση, στην οποία ανήκουν τ α Υ^ κ α ι 
Χΐ_1» κ α ι με βάση τ ι ς π ιθανότητες μετάβασης της αλυσίδας 
Μαρκοφ, κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι η π ιθανότητα να ε ί ν α ι στεγνή η ήμερα 
1 στον υπό μ ε λ έ τ η σταθμό, δηλ. η ρ = Ρ(Χ^ = 0 ) . 

2. Παράγεται ένας τ υ χ α ί ο ς αριθμός υ από την ομοιόμορφη 
κατανομή ( 0 , 1 ) . 

3. Αν U < ρ τ ό τ ε η ημέρα 1 ε ί ν α ι στεγνή κ α ι Χ^ = 0. Αλλιώς 
παράγεται ένας τ υ χ α ί ο ς αριθμός από την τυπ ική κανον ική 
κατανομή, κ α ι από αυτόν υ π ο λ ο γ ί ζ ε τ α ι η τ ι μ ή του 1 n ( X j ) , 
με βάση τη γραμμική εξίσωση που περιγράφει τη συσχέτιση 
μεταξύ των λογαρίθμων των μεταβλητών Χ^, Χι-1> κ α ι Υ^ . 
Τέλος με απολογαρίθμηση υ π ο λ ο γ ί ζ ε τ α ι η τ ι μ ή του X f . 

Ειδικά για τα ύψη βροχής του σταθμού βάσης δεν έχει έννοια η μεταβλητή 

Υ,, οπότε τα παραπάνω τροποποιούνται ανάλογα. Μέχρι εδώ η τεχνική ε ίναι καθαρά, 

σειριακή, χωρίς να έχει καμιά σχέση με επιμερισμό. Συνεπώς το άθροισμα ΣΟ των 

ημερήσιων υψών βροχής κάθε σταθμού, που παράγονται, δεν είναι ίσο με το δεδο

μένο μηνιαίο ύψος βροχής Η. Έτσι τ α ύψη αυτά διωρθώνονται, στη συνέχεια, αφού 

πολλαπλασιαστούν με το συντελεστή αναγωγής : δ = Η / ΣΟ. 
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Επομένως, κ α ι σε αυτή την περίπτωση έχουμε μ ια καθαρά, εμπειρική τεχνική, 

χωρίς θεωρητική κάλυψη των ζητημάτων διατήρησης. 

1 . 3 . 4 . Το μοντέλο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ κ α τ α ι ν ί δ ω ν των Wool hi s e r κ α ι 
Osborn 

Το μοντέλο αυτό των Woolhiser και Osborn [1985], περιγράφεται αναλυτικά, 

στη β ιβλιογραφική ανασκόπηση του κ ε φ α λ α ί ο υ 2, μαζί με άλλα σύγχρονα μοντέλα 

βροχής (υποπαράγραφος 2.4.2.)· Το μ ο ν τ έ λ ο ε π ι μ ε ρ ί ζ ε ι το ύψος βροχής μ ι α ς 

κ α τ α ι γ ί δ α ς σε 10 επιμέρους τ μ ή μ α τ α ίσης δ ι ά ρ κ ε ι α ς (δηλαδή η τμηματική χρονική 

κ λ ί μ α κ α ε ί ν α ι σταθερή γ ια κ ά θ ε κ α τ α ι γ ί δ α , αλλά. μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι από κ α τ α ι γ ί δ α σε 

κ α τ α ι γ ί δ α ανάλογα με τη δ ι ά ρ κ ε ι α της, ενώ το πλήθος των τμηματικών μεταβλητών 

ε ί ν α ι π ά ν τ α σ τ α θ ε ρ ό (=10)). Σ η μ ε ι ώ ν ε τ α ι ό τ ι ως προς την τ ε χ ν ι κ ή επιμερισμού 

μ ο ι ά ζ ε ι μ ε το δ υ ν α μ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ , α λ λ ά ως προς τη θεμελίωση του 

ε ί ν α ι παρόμοιο με το μ ο ν τ έ λ ο Singh (υποπαράγραφος 1.3.1.), μ ε την έ ν ν ο ι α ό τ ι 

ο ι β α σ ι κ έ ς τ ο υ υ π ο θ έ σ ε ι ς κ α ι ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς δ ε ν αφορούν την α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή ή τ ι ς 

τ μ η μ α τ ι κ έ ς μεταβλητές, αλλά. κάποιους μετασχηματισμούς τους που παίρνουν τ ιμές 

μ ε τ α ξ ύ ο κ α ι 1. 

1 . 3 . 5 . Το μοντέλο βροχής των M a r i en κ α ι Vendes i e l e 

Και αυτό το μοντέλο {Marien και Vandewiele [1986]) π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι α ν α λ υ 

τικά, στη β ιβλιογραφική ανασκόπηση του κεφαλαίου 2, (υποπαράγραφος 2.4.2.). Δεν 

ε ί ν α ι στο σύνολο του έ ν α μοντέλο επιμερισμού, α λ λ ά κυρίως έ ν α μοντέλο σ ε ι ρ ι 

ακής προσομοίωσης που σ υ ν δ υ ά ζ ε τ α ι με ένα μοντέλο επιμερισμού, προκειμένου να 

παράγει την εσωτερική κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής σε κ ά θ ε επεισόδιο. Η τεχνική 

επιμερισμού που χρησιμοποιεί ε ί ν α ι μ α θ η μ α τ ι κ ά θεμελιωμένη, κ α ι μπορεί να θεω

ρηθεί σαν μ ι α ε ι δ ι κ ή ο ρ ι α κ ή περίπτωση του δυναμικού μοντέλου επιμερισμού, όπου 

οι τ μ η μ α τ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς κ α ι ακολουθούν κατανομή γάμα. Η 

περίπτωση αυτή έ χ ε ι μελετηθεί ι δ ι α ί τ ε ρ α κ α ι στην παρούσα εργασία. 
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1.4. ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ ΤΟΥ ΔΥΝΑΜΙΚΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ 

1.4.1. Η ανάγκη ν ta την ανάπτυξη ενός νέου Μοντέλου επί μερισμού 

Το γραμμικό μοντέλο Valencia-Schaake κ α ι οι τροποποιημένες εκδόσεις του, 

δεν ε ίνα ι κατάλληλο για εφαρμογή σε βροχοπτώσεις, ιδ ιαίτερα σε μικρή χρονική 

κλίμακα. Το βασικό εμπόδιο προκύπτει από την ασυμφωνία των έντονα ασύμμετρων 

κατανομών του ύψους βροχής κ α ι της κανονικής (Gauss) οριακής συμπεριφοράς του 

μοντέλου, που εξηγήθηκε ήδη στην υποπαράγραφο 1.2.2. Πέρα από αυτό όμως, στη 

μικρή χρονική κλίμακα υπάρχει μια εξίσου βασική δυσκολία, που οφείλεται στον 

διαλείποντα χαρακτήρα της βροχόπτωσης. Έτσι αν η αθροιστική χρονική κλίμακα 

ε ί ν α ι η κλ ίμακα του επεισοδίου βροχής, κ α ι η τμηματική ε ί ν α ι η ωριαία, τότε 

ε ί ν α ι σαφές ότ ι το πλήθος των τμηματικών μεταβλητών σε κάθε στάδιο επι

μερισμού ε ίνα ι μεταβλητό. Το ίδιο συμβαίνει κ α ι με τον επιμερισμό από τη μηνι

α ία κλίμακα στην κλίμακα του επεισοδίου βροχής. Εξ άλλου, η παρουσία μηδενικών 

τιμών του ύψους βροχής σε ορισμένα δ ι α σ τ ή μ α τ α της τμηματικής χρονικής 

κλίμακας, όταν αυτή ε ίνα ι η ημερήσια ή η ωριαία, καθιστά αδύνατη την εφαρμογή 

του γραμμικού μοντέλου, που όπως εξηγήθηκε στην υποπαράγραφο 1.2.2., δεν είναι 

δυνατό να παράγει μηδενικές τιμές των τμηματικών μεταβλητών με πεπερασμένη 

πιθανότητα. 

Από τα άλλα μοντέλα επιμερισμού, που περιγράφηκαν στην παράγραφο 1.3., 

κανένα δεν έχει τη γενική κ α ι συστηματική μορφή του γραμμικού μοντέλου. Για 

την κάλυψη αυτού του κενού, αναπτύχθηκε στην εργασία αυτή το δυναμικό μοντέλο 

επιμερισμού, που να μπορεί να καλύπτει τις πιο πάνω ιδιομορφίες που παρουσι

άζε ι ο επιμερισμός της βροχόπτωσης, δηλαδή: 

1. Να λ ε ι τ ο υ ρ γ ε ί με μεταβλητό αριθμό τμηματικών μεταβλητών 

σε κάθε στάδιο (ή ισοδύναμα με μεταβλητή α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή κ α ι 

τ μ η μ α τ ι κ ή χρονική κ λ ί μ α κ α ) . Αυτό πρακτικά σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι 

ο ι παράμετροι του θα μπορούν να υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι από απλές 

α ν α λ υ τ ι κ έ ς σ χ έ σ ε ι ς , χωρίς να α π α ι τ ε ί τ α ι σε κάθε σ τ ά δ ι ο 

να γ ί ν ο ν τ α ι πολύπλοκες α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς ε π ι λ ύ σ ε ι ς (πχ. ε π ί 

λυση συστημάτων εξισώσεων, γραμμικών κ α ι μη, όπως στην 

περίπτωση του γραμμικού μοντέλου ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ ) . 

2. Να ε π ε ξ ε ρ γ ά ζ ε τ α ι μεταβλητές με ασυνεχε ίς συναρτήσεις 

κατανομής, όπως το ημερήσιο ή το ω ρ ι α ί ο ύψος βροχής. 

3. Να ε π ε ξ ε ρ γ ά ζ ε τ α ι μεταβλητές με έ ν τ ο ν α ασύμμετρες συναρ-
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τήσεις κατανομής. Λόγω χης γενικευμένης χρήσης της κατα

νομής γάμα για τα ύψη βροχής, είναι επιθυμητό το μοντέλο 

να παρουσιάζει οριακή συμπεριφορά τύπου γάμα. 

1.4.2. Γενική συλλονιστική TOU δυναμικού μοντέλου επιμερισμού 

Το δυναμικό μοντέλο επιμερισμού αναπτύχθηκε κ α ι εφαρμόστηκε στην εργασία 

αυτή σε σ η μ ε ι α κ ή βάση. Το μοντέλο ε ί ν α ι γενικά, πολύ ε υ έ λ ι κ τ ο , κ α ι μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί κ α ι γ ι α τ ο π ο λ υ δ ι ά σ τ α τ ο πρόβλημα επιμερισμού, μ ε τ ά από μ ι α 

κ α τ ά λ λ η λ η γενίκευση του. Στην παράγραφο αυτή, αλλά κ α ι στις αμέσως επόμενες, 

γ ί ν ε τ α ι α π ο κ λ ε ι σ τ ι κ ή α ν α φ ο ρ ά στο σημειακό μοντέλο. Μερικές παρατηρήσεις γ ια 

τ ι ς δ υ ν α τ ό τ η τ ε ς κ α ι τ ι ς τ ε χ ν ι κ έ ς γενίκευσης του μοντέλου σε πολυδιάστατη βάση, 

α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι στην παράγραφο 1.8. 

Έστω το μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ ο πρόβλημα επιμερισμού με Κ τμηματ ικές μεταβλητές 

Χ^ Xg,...,Xk κ α ι α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή μ ε τ α β λ η τ ή Ζ. Γ ι α απλοποίηση προς το παρόν ας 

αγνοήσουμε την αθροιστ ική μνήμη μεταξύ των μεταβλητών, δηλαδή ας δεχτούμε ότ ι 

οι τ μ η μ α τ ι κ έ ς κ α ι η α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή μεταβλητή του παρόντος σταδίου δεν έχουν κ α μ ι ά 

εξάρτηση με μεταβλητές προηγούμενων σταδίων. Η βασική σχέση επιμερισμού ε ί ν α ι : 

Xi + Xg + . . . + Χ κ _ 1 + Χ κ = Ζ ( 1 . 1 . 7 ) 

Η από κοινού συνάρτηση κατανομής των τμηματικών κ α ι της αθροιστικής μεταβλητής 

ε ί ν α ι η: 

F 0 = F X , Z ( X 1 » *2> · · · »Xk '» z > ( 1 . 1 . 1 1 ) 

Ας δούμε τώρα α ν α λ υ τ ι κ ά τ ι ς α ρ χ έ ς που συνιστούν το λογικό σχήμα του 

δυναμικού μοντέλου επιμερισμού: 

1 . Επιμερισμός βήμα προς βήμα 

Στο δυναμικό μοντέλο ο επιμερισμός γίνεται με μια τεχνι

κή "βήμα προς βήμα". Στο πρώτο βήμα παράγεται η τιμή της 

Χ^, στο δεύτερο η τιμή της Xg, κ.ο.κ. Ως προς αυτό το 

σημείο το δυναμικό μοντέλο είναι τελείως διαφορετικό από 

το γραμμικό μοντέλο, όπου ο επιμερισμός είναι "καθο

λικός", αφού οι τιμές των μεταβλητών παράγονται ταυτό

χρονα από τις σχέσεις (1.2.6) και 1.2.7). 

2. Μοντέλο διχασμού 

Η τεχνική του επιμερισμού στηρίζεται στην βασική τεχνική 

του διχασμού. Σε κάθε βήμα επιμερισμού πραγματοποιείται 

ένας θεμελιώδης επιμερισμός σε δύο τμηματικές μεταβλη-



τές (διχασμός). Έτσι στην αρχή tou i βήματος είναι 

γνωστές οι τιμές των μεταβλητών χ
1
 = x

1 t
 Xg = χ

2 

X-j_t= Χι-1» και η βασική εξίσωση επιμερισμού μπορεί να 

γράφε ί: 

X
t
 + Yi = Si (1.4. 1) 

όπου 

Yi = Χ
1 + 1

 +...+ Χ
κ
 (1.4.2) 

Si = Ζ - Xi - Χ
2
 -...- XÌ_Ì (1.4.3) 

Η μεταβλητή Si, στην αρχή του βήματος 1, έχει γνωστή τι

μή, Si, και, μετά την παραπάνω διατύπωση, το πρόβλημα 

του βήματος 1 συνίσταται στο διχασμό αυτής της τιμής σε 

δύο τιμές Xi και yi. 

Ισοδυναμία των βημάτων επιμερισμού 

Όλα τα βήματα επιμερισμού είναι μαθηματικά, ισοδύναμα, 

αφού κάθε βήμα συνίσταται σε μια επανάληψη της ίδιας θε

μελιώδους διαδικασίας διχασμού. 

Συνεχής αναπροσαρμογή των παραμέτρων χου μοντέλου 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί στην υποπαράγραφο 1.1.2., το 

μοντέλο επιμερισμού στηρίζεται στη διατήρηση περιορι

σμένου αριθμού στατιστικών ροπών (περιθωρίων και αμοι

βαίων) των αθροιστικών και τμηματικών μεταβλητών, παρά. 

στη διατήρηση της πλήρους συνάρτησης κατανομής (1.1.11). 

Οι ροπές αυτές αποτελούν και τις παραμέτρους του μοντέ

λου. Ιτη γενική περίπτωση στοχαστικό, εξαρτημένων τμημα

τικών μεταβλητών, η "πληροφορία" Xi = Xi που παράγεται 

στο βήμα επιμερισμού i, επηρεάζει την συνάρτηση κατανο

μής των υπόλοιπων τμηματικών μεταβλητών, και συνεπώς και 

τις παραμέτρους του μοντέλου. Κατά συνέπεια μετά το τέ

λος κάθε βήματος επιμερισμού αναθεωρούνται οι ροπές των 

υπόλοιπων, επόμενων στη σειρά, τμηματικών μεταβλητών. 

Έτσι για το βήμα 1 χρησιμοποιούνται από το μοντέλο σαν 

παράμετροι δεσμευμένες ροπές της μορφής: 

E[Xj
m
|X

1
=x

1
,. . . , X

t
 _i=xi - Ο 

ενώ για το βήμα i+1 ροπές της μορφής: 

E[Xj
m
|X

1
=x

1
, . . . , Xi-^Xi-i, Xi=xi] 

Παρόμοια συμβαίνουν και με τις αμοιβαίες στατιστικές 

ροπές. 
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5
· Εισαγωγή της αναλογικής μεταβλητής 

Η επεξεργασία μη αρνητικών στοχαστικών μεταβλητών με κα

τανομή γάμα διευκολύνεται με την εισαγωγή της αναλογι

κής μεταβλητής. Για το βήμα επιμερισμού i η αναλογική 

μεταβλητή Ρ̂  ορίζεται από τη σχέση: 

Xi = Pi Si (1.4.4) 

Με την εισαγωγή της αναλογικής μεταβλητής, η παραγωγή 

της Χ^ , στο βήμα 1, μπορεί να γίνει από τη σχέση χ^ρ^ε^ 

όπου η Pi παράγεται με βάση τη συνάρτηση κατανομής: 

F(P
1
|S

1
=s

1
, XÌ=XÌ Χ

1
_

1
=χ

1
_

1
) 

που κατά βάση περιγράφεται από ροπές της μορφής: 

E C P 1

m I S 1 = s 1 , X 1 = X i X i _ 1 = x 1 _ 1 ] 

Μια σημαντική παρατήρηση είναι ότι για μη αρνητικές τμη

ματικές και αθροιστικές μεταβλητές ισχύει: 

0 < Χ, < Si (1.4.5) 

και κατά συνέπεια 

0 < Ρ
1
 < 1 (1.4.6) 

Ο περιορισμός του πεδίου ορισμού της αναλογικής μεταβλη

τής στο (ενιαίο για όλα τα βήματα) διάστημα [0,1], διευ

κολύνει την ενιαία αντιμετώπιση όλων των βημάτων επιμε

ρισμού. 

Η εισαγωγή αθροιστ ικής μνήμης στο δυναμικό μοντέλο επιμερισμού δεν επη

ρ ε ά ζ ε ι ουσιαστ ικά το παραπάνω λογικό σχήμα, θ α πρέπει απλώς να προστεθούν στις 

πιο πάνω ε κ φ ρ ά σ ε ι ς δεσμευμένων ροπών, ως δεσμεύσεις, οι μεταβλητές των προη

γούμενων σταδίων επιμερισμού. 

1 . 4 . 3 . Απαπήσε ι ς διατήρησης 

Παίρνοντας υπόψη τ ι ς ι δ ι α ί τ ε ρ ε ς α π α ι τ ή σ ε ι ς του προβλήματος επιμερισμού 

της βροχόπτωσης, κ α ι το γεγονός ό τ ι η πλήρης διατήρηση της συνάρτησης κ α τ α ν ο 

μής (1.1.11) ε ί ν α ι σ τ η γ ε ν ι κ ή περίπτωση α ν έ φ ι κ τ η , διατυπώνουμε τους α κ ό λ ο υ 

θους όρους δ ιατήρησης στους οποίους στηρίχτηκε το δυναμικό μοντέλο ε π ι μ ε ρ ι 

σμού: 

1 . Δ ι α τ ή ρ η σ η τ η ς β α σ ι κ ή ς σχέσης ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ δηλαδή τ η ς 

( 1 . 1 . 7 ) ή τ η ς ( 1 . 1 . 5 ) . 
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2
· Διατήρηση των μέσων τιμών των τμηματικών μεταβλητών. 

Αυτό σημαίνει ότι οι μεταβλητές Χ^ του μοντέλου απαι

τείται να έχουν μέσες τιμές ίσες με τις εκ των προτέρων 

γνωστές τιμές μ
1
, δηλαδή: 

ΕΕΧ^ = Hi (1.4.7) 

Άμεση συνέπεια της διατήρησης των μέσων τιμών είναι η 

σχέση: 

E[Xi] + Ε[Χ
2
] + ... + E[X

k
] = Ε[Ζ] (1.4.8) 

3. Διατήρηση των διασπορών των τμηματικών μεταβλητών, 

δηλαδή οι μεταβλητές X-j του μοντέλου απαιτείται να έχουν 

διασπορές ίσες με τις εκ των προτέρων καθορισμένες τιμές 

σ i
 2
, ή τ ο ι : 

VarCXi 3 = 0 ^ (1.4.9) 

4. Διατήρηση των συνδιασπορών μεταξύ των τμηματικών μετα

βλητών, δηλαδή οι μεταβλητές Χ^ του μοντέλου απαιτείται 

να έχουν συνδιασπορές ίσες με τις εκ των προτέρων καθο

ρισμένες τιμές a^j, ήτοι: 

Cov[Xi ,Xj] = o u , 1#J (1.4. 10) 

Άμεση συνέπεια του όρου αυτού και του προηγούμενου εί

ναι και η διατήρηση των συνδιασπορών μεταξύ τμηματικών 

και αθροιστικών μεταβλητών, δηλαδή: 

CovtXi,Ζ] = σ
1 ζ
, (1.4.11) 

όπου 
1-1 Κ 

σ
ι ζ
 = σ ^ + Σ σ ^ + Σ o^j (1.4.12) 

j=1 j=1+1 

Επίσης συνέπεια των ίδιων όρων είναι-και η σχέση: 

κ κ-1 Κ 

Σ V a r r x , ] + E t Σ Cov[X t ,Xj-) ' = V a r [ Z ] ( 1 . 4 . 1 3 ) 
1=1 1=1 j = i + 1 

Για ένα μοντέλο με μεταβλητό αριθμό τμηματικών μεταβλη

τών, και με μεταβαλλόμενα χαρακτηριστικά, από στάδιο σε 

στάδιο, είναι πρακτικά αδύνατο να θεωρούνται εξ αρχής 

ότι οι (κ
2
+κ)/2 παράμετροι που περιγράφουν διασπορές και 

συνδιασπορές είναι ανεξάρτητες. Μια εύλογη παραδοχή για 
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τη δομή χης συσχέχισης μεταξύ χων τμηματικών μεταβλητών 

μπορεί να μειώσει δραστικά τον αριθμό των παραμέτρων. 

Στην εργασία αυτή έγινε η παραδοχή (που άλλωστε ελέγ

χθηκε με βάση στοιχεία βροχοπτώσεων), ότι η ακολουθία 

στοχαστικών μεταβλητών {Χ̂  , Xg> ··· Ì έχει Μαρκοβιανη 
δομή, και συνεπώς για κάθε 

1 < J < 1 

ισχύει 

C o v C X i . X j ] C O V C X J . X T ] = C o v C X j . X , ] V a r [ X j ] ( 1 . 4 . 1 4 ) 

To θέμα αυτό όμως θα αναλυθεί σε επόμενες παραγράφους. 

5. Διατήρηση των πιθανοτήτων μηδενικής τιμής των τμηματικών 

μεταβλητών, εφόσον οι συναρτήσεις κατανομής τους παρου

σιάζουν ασυνέχεια στο σημείο χ̂  = 0. Αυτό σημαίνει ότι 

οι μεταβλητές Χ, του μοντέλου απαιτείται να έχουν πιθα

νότητες μηδενικής τιμής ίσες με προκαθορισμένες τιμές, 

ήτοι : 

Ρ(Χ
1=
0) = ρ

1
 (1.4.15) 

Εννοείται όχι ο όρος αυτός δεν έχει πάντα νόημα, αφού η 

παρουσία ασυνεχειών στις συναρτήσεις κατανομής δεν απο

τελεί κανόνα. 

Σε ορισμένες περιπτώσεις που ο ι τ μ η μ α τ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς ε ί ν α ι στοχαστ ικά 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς , ο όρος 4 μεταπίπτει ουσιαστ ικά στη διατήρηση μηδενικής συσχέτισης 

μ ε τ α ξ ύ των μεταβλητών αυτών. Η διατήρηση ροπών μεγαλύτερης τάξης, χωρίς να τ ί 

θ ε τ α ι εδώ σαν προϋπόθεση, δ ιερευνάται σε επόμενες παραγράφους. Πιο συγκεκρι

μ έ ν α το θ έ μ α που ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι ε ί ν α ι η διατήρηση των περιθωρίων ροπών τρίτης τ ά 

ξης. Τέλος δ ιερευνούνται ξεχωριστά ο ι προϋποθέσεις γ ι α την πλήρη διατήρηση της 

από κ ο ι ν ο ύ συνάρτησης κ α τ α ν ο μ ή ς (1.1.11). 

1.4.4. Γενική μεθοδολογ ία παραγωγής εξαρτημένων στοχααχικών 
μεταβλητών 

Όπως αναφέρθηκε προηγούμενα, το μοντέλο ακολουθεί την τεχνική χης "βήμα 

προς βήμα" παραγωγής (generation) των τιμών χων σχοχασχικών μεχαβληχών, κ α χ α 

χη δ ι α δ ι κ α σ ί α χης προσομοίωσης. Η παραγωγή αυχή γ ίνεχαι με βάση χυχαίους α ρ ι θ 

μούς από καχάλληλες καχανομές. 

Σχις κ λ α σ ι κ έ ς μεθόδους προσομοίωσης η παραγωγή χυχαίων'αριθμών γ ίνεχαι 
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καθολικά., κ α ι όχι βήμα προς βήμα. Η ύπαρξη στοχαστικής εξάρτησης μεταξύ των 

μεταβλητών του προβλήματος προσομοίωσης αντ ιμετωπίζεται συνήθως με την ε ι σ α 

γωγή ενός συνόλου κατάλληλων βοηθητικών τυχαίων μεταβλητών, στοχαστικά ανεξάρ

τητων μ ε τ α ξ ύ τους, που σ υ ν δ έ ο ν τ α ι με τ ι ς "πραγματ ικές" μ ε τ α β λ η τ έ ς με σχέσεις 

αναδρομικής συνήθως μορφής. Έ τ σ ι η παραγωγή των τιμών των "πραγματικών" στο

χαστικών μεταβλητών δεν γ ί ν ε τ α ι ά μ ε σ α , άλλα πρώτα παράγεται το σύνολο των α ν ε 

ξάρτητων βοηθητικών μεταβλητών, κ α ι στη συνέχε ια υπολογίζονται ο ι τ ι μ έ ς των 

"πραγματικών" μεταβλητών, από τ ις αντ ίστοιχες σχέσεις. 

Γ ι α ν α γ ί ν ε ι πιο σαφής η παραπάνω δ ι α δ ι κ α σ ί α ας χρησιμοποιήσουμε σαν 

παράδειγμα την μόνιμη α ν έ λ ι ξ η αυτοσυσχέτισης α ' τάξης σε διακριτό χρόνο. Έστω 

ό τ ι (Χ}, 1=1,2...) ε ί ν α ι μ ι α τ έ τ ο ι α α ν έ λ ι ξ η , με μέση τ ι μ ή μ, τυπική α π ό κ λ ι σ η σ 

κ α ι συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ, κ α ι ζ η τ ε ί τ α ι η παραγωγή μιας συνθετικής δειγ-

ματοσυναρτησης μεγέθους Ν=1000. Σύμφωνα με την παραπάνω κλασική μέθοδο, η 

παραγωγή των Ν τιμών Χ} θα στηριχτεί στη σχέση: 

* 1 = ΡΧ1-1 + *\ 

όπου οι βοηθητικές μ ε τ α β λ η τ έ ς ν^ ε ί ν α ι στοχαστικά, ανεξάρτητες μ ε τ α ξ ύ τους κ α ι 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς από τ α Χ^. ,- ,Χ^. . θ α παραχθούν λοιπόν πρώτα ο ι Ν τ ι μ έ ς των Vj 

κ α ι στη συνέχε ια θα υπολογιστούν οι τ ιμές των Xj από την παραπάνω σχέση. 

Στα μ ο ν τ έ λ α αυτής της ε ρ γ α σ ί α ς υπάρχει μ ι α διαφοροποίηση στον τρόπο με 

τον οποίο π α ρ ά γ ο ν τ α ι ο ι τ ι μ έ ς των "πραγματικών" μεταβλητών. Η διαφοροποίηση 

αυτή σ υ ν ί σ τ α τ α ι (α) στην βήμα προς βήμα παραγωγή των τιμών των τυχαίων μ ε τ α 

βλητών κ α ι (β) στην άμεση παραγωγή τιμών των "πραγματικών" μεταβλητών (στοχα

στ ικά, ε ξ α ρ τ η μ έ ν ω ν μ ε τ α ξ ύ τους ή όχι), χωρίς τη μεσολάβηση βοηθητικών μ ε τ α 

βλητών. Γ ι α να ληφθεί υπόψη η εξάρτηση με τ ις μεταβλητές προηγούμενων βημάτων, 

δεν χρησιμοποιούνται οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομής των εν λόγω μ ε τ α β λ η 

τών, αλλά. οι α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς δεσμευμένες συναρτήσεις, παίρνοντας ως δεσμεύσεις τ ις 

τ ι μ έ ς των μεταβλητών προηγούμενων βημάτων. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται η 

διατήρηση κ α ι των περιθωρίων κατανομών των μεταβλητών, αλλά. κ α ι της στοχαστ ι

κής εξάρτησης μεταξύ τους. 

Έ τ σ ι , αν χρησιμοποιήσουμε το παραπάνω παράδειγμα, με την προτεινόμενη 

μέθοδο η παραγωγή των Χ} θα γ ί ν ε ι ά μ ε σ α , χωρίς τη μεσολά-βηση των V1t κ α ι στο 1 

βήμα, στο οποίο θ α ε ί ν α ι ήδη γνωστή η τ ι μ ή Xf_j, θ α χρησιμοποιηθεί η δ ε σ μ ε υ 

μένη συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς F C x ^ X ^ ^ x ^ ^ , με μ έ σ η τ ι μ ή {μ+ρ(χ^_ι-μ)5 κ α ι δ ι α 

σπορά { σ 2 ( 1 - ρ 2 ) } . 

Με τη προτεινόμενη μέθοδο δεν ε ί ν α ι πάντα δυνατό να αποφύγουμε τελείως 

τη χρήση βοηθητικών τυχαίων μεταβλητών, αλλά. περιορίζουμε τη χρήση τους μόνο 

στο θεωρητικό επίπεδο, δηλαδή στην κ α τ ά ρ τ ι σ η των εκφράσεων των δεσμευμένων 

ροπών. 
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Οι δύο μέθοδοι ε ί ν α ι θεωρητικά ισοδύναμες. Το σαφές πλεονέκτημα της προ

τεινόμενης μεθόδου ανακύπτει όταν το πεδίο ορισμού των στοχαστικών μεταβλητών 

που προσομοιώνονται δεν ε ί ν α ι το (-οο,+οο), όπως σ υ μ β α ί ν ε ι στις κ α τ α ν ο μ έ ς ε κ θ ε 

τ ι κ ή , γ ά μ α , β ή τ α , κλπ. Σε τ έ τ ο ι ε ς περιπτώσεις η χρήση βοηθητικών μεταβλητών 

μ ε ι ο ν ε κ τ ε ί , γ ι α τ ί το πεδίο ορισμού τους μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι συναρτήσει των τιμών των 

μεταβλητών προηγούμενων βημάτων. Έ τ σ ι στο πιο πάνω παράδειγμα, γ ια Χ^ 1 0, το 

π ε δ ί ο ο ρ ι σ μ ο ύ τ η ς V} ε ί ν α ι τ ο [ - p x j _ i , +<»). Το γ ε γ ο ν ό ς α υ τ ό α ν α ι ρ ε ί τ η 

δ υ ν α τ ό τ η τ α ταυτόχρονης παραγωγής όλων των V}, κ α ι συγχρόνως επιβάλλει τη χρήση 

μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ώ ν τους, με τους οποίους θ α μπορέσει ν α γ ί ν ε ι απλοποίηση του 

πεδίου ορισμού. Με την προτεινόμενη μέθοδο τ α προβλήματα α υ τ ά αποφεύγονται. 

Έ ν α άλλο πλεονέκτημα της προτεινόμενης μεθόδου, ε ι δ ι κ ά γ ια το πρόβλημα 

ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ , στο οποίο ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς ακολουθούν τη β α σ ι κ ή δέσμευση (1.1.5), ή 

γ ια οποιοδήποτε άλλο πρόβλημα όπου οι μεταβλητές ακολουθούν μ ια βασική δέσμευ

ση, ε ί ν α ι τ ο γεγονός ό τ ι ε π ι τ ρ έ π ε ι ν α χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι σε κ ά θ ε βήμα η β α σ ι κ ή 

δέσμευση ως έ χ ε ι , χωρίς ν α παίρνει κ ά θ ε φορά διαφορετικές εκφράσεις με τη χρή

ση βοηθητικών μεταβλητών. 
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1.5. ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΔΙΧΑΣΜΟΥ 

1.5.1. Ορισμό i και συμβολισμό i 

θεωρούμε τ ι ς σ τ ο χ α σ τ ι κ έ ς μεταβλητές Χ, Υ κ α ι Ζ, στοχαστικά εξαρτημένες, 

γ ι α τ ι ς οποίες ι σ χ ύ ε ι η β α σ ι κ ή σχέση: 

Χ + Υ = Ζ ( 1 . 5 . 1 ) 

Σε α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α με την ορολογία της παραγράφου 1.1., ο ι Χ κ α ι Υ θα ονομά

ζ ο ν τ α ι τ μ η μ α τ ι κ έ ς μεταβλητές κ α ι η Ζ αθροιστική μεταβλητή. Γ ια τ ι ς πρώτης κ α ι 

δεύτερης τάξης ροπές τους ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 

μ χ + μ γ = μ Ζ ( 1 . 5 . 2 ) 

σ χ

2 + σ χ γ = σ χ ζ ( 1 . 5 . 3 ) 

σ χ γ + σ γ

2 = σ γ ζ ( 1 . 5 . 4 ) 

σ Χ Ζ + σ Υ Ζ = σ Ζ 2 ( 1 . 5 . 5 ) 

Ά μ ε σ η σ υ ν έ π ε ι α των ( 1 . 5 . 3 ) κ α ι ( 1 . 5 . 4 ) ε ί ν α ι η 

σ χ

2 + σ γ

2 + 2σχγ = σ ζ

2 ( 1 . 5 . 6 ) 

Στις παραπάνω σχέσεις τ α μ συμβολίζουν μέσες τ ιμές κ α ι τ α σ διασπορές κ α ι συν-

διασπορές. 

Στην ε ι δ ι κ ή περίπτωση που οι Χ κ α ι Υ ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς , θα ε ί ν α ι σχγ=0, 

οπότε ο ι (1.5.3) έως (1.5.5) παίρνουν τη μορφή 

σ
Χ

2
 = σ

Χ Ζ
 (1.5.7) 

σ
γ

2
 = σ

γ ζ
 (1.5.8) 

σ
χ

2
 + σ

γ

2
 = σ

ζ

2
 (1.5.9) 

Γ ι α ν α υπάρχει σύνδεση με τ α προηγούμενα, θα θεωρήσουμε ό τ ι ο ι μ ε τ α 

βλητές Χ, Υ κ α ι Ζ αποτελούν εν γ έ ν ε ι μερικά, αθροίσματα τμηματικών μεταβλητών 

ενός προβλήματος επιμερισμού με περισσότερα από δύο βήματα (βλ. κ α ι σχέσεις 

(1.4.1) έως (1.4.3)), κ α ι ο ι πιο πάνω ροπές ε ί ν α ι ο ι δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς ροπές του πα

ρόντος βήματος επιμερισμού, σ τ ι ς οποίες π ε ρ ι έ χ ε τ α ι ως δέσμευση όλη η πληροφο

ρία των προηγούμενων βημάτων ή κ α ι σταδίων. 

Το πρόβλημα του επιμερισμού στην περίπτωση αυτή των δύο τμηματικών μ ε τ α 

βλητών ή, πιο σύντομα, το πρόβλημα διχασμού τ ί θ ε τ α ι με τον ακόλουθο τρόπο: Αν 

είναι γνωστή η τιμή της μεταβλητής Ζ, να βρεθεί τρόπος παραγωγής των τιμών των 

άλλων μεταβλητών Χ και Υ, που να διατηρεί την συνάρτηση κατανομής Γχγ^(χ,/,ζ). 

Στην ουσία α ρ κ ε ί να βρεθεί η δεσμευμένη συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς FX|Z(x|Z=z), κ α ι 



41 

ν α π α ρ α χ θ ε ί από αυτή π χιμή χης Χ, οπόχε η τ ι μ ή χης Υ προκύπτει ως π δ ιάφορα 

y = ζ-χ. Ι χ η γενικόχηχα χου χο πρόβλημα αυχό δεν επιλύεχαι α ν α λ υ χ ι κ α κ α ι γ ι ' 

αυχό θα καχαφύγουμε σχην προσέγγιση χου καθορισμού χης συναρχησης αυχής, μέσω 

χων ροπών χων μεχαβληχών, που πανχως κ α ι αυχή η προσέγγιση ε ί ν α ι èva α ρ κ ε χ α 

πολύπλοκο μαθημαχικό πρόβλημα. 

Όπως αναφέρθηκε ήδη σχην υποπαράγραφο 1.4.2, η έκφραση δεσμευμένων ρο

πών γ ι α δεδομένη χιμή χης αθροισχικής μεχαβληχής διευκολύνεχαι με χην εισαγω

γή χης αναλογικής μεταβλητής, Ρ, που ορίζεχαι από χη σχέση: 

Χ = Ρ·Ζ (1 · 5 . 1 0 ) 

Με χην εισαγωγή χης αναλογικής μεχαβληχής, η παραγωγή χης χιμής χης Χ, 

μπορεί ν α γ ί ν ε ι από χη σχέση χ=ρ·ζ όπου η ρ π α ρ α γ ε χ α ι με βάση χη συνάρχηση 

καχανομής Fpj2(p|Z=z). Καχα συνέπεια χο πρόβλημα χου καθορισμού χης δεσμευ

μένης συναρχησης καχανομής ΐχ\χ μεχαχίθεχαι σχο ισοδύναμο πρόβλημα χου καθορι

σμού χης δεσμευμένης συναρχησης καχανομής Fp|Z, xo οποίο μπορεί να μελεχηθεί 

απλούσχερα. 

Γ ι α μη αρνηχικες χμημαχικες κ α ι αθροισχικες μεχαβληχές θα ισχύει: 

0 < Χ < Ζ ( 1 . 5 . 1 1 ) 

και καχα. συνέπεια 

0 < Ρ < 1 (1.5.12) 

Σχην περίπχωση αυχή η μεχαβληχή Ρ πρακχικά ε κ ψ ρ α ζ ε ι χην αναλογία χης χμημα-

χικής μεχαβληχής Χ σχην αθροισχική μεχαβληχή Ζ. 

1.5.2. Υπολονισμός χων ροπών χης αναλονικής μεχαβληχής 

Το πρώχο βήμα γ ι α χη μελεχη χου προβλήμαχος διχασμού ε ί ν α ι να υπολογί

σουμε χις περιθώριες ροπές πρώτης κ α ι δεύχερης χαξης χης αναλογικής μεχαβλη

χής, συναρχήσει χων ροπών χων χμημαχικών κ α ι χης αθροισχικής μεχαβληχής, καθώς 

κ α ι χη συνδιασπορά χης με χην αθροισχική μεχαβληχή. 

Έ σ τ ω μρ κ α ι σρ η μ έ σ η χ ιμή κ α ι η χυπική α π ό κ λ ι σ η χης Ρ κ α ι σ ρ Ζ η 

συνδιασπορά μεχαζϋ Ρ κ α ι Ζ. Από τη σχέση (1.5.10) προκύπχει ά μ ε σ α η ακόλουθη: 

Χ-μχ = ( Ρ - μ ρ ) ( Ζ - μ Ζ ) + μ Ρ ( Ζ - μ ζ ) + μ ζ ( Ρ - μ Ρ ) + μ ζ μ Ρ - μ χ ( 1 . 5 . 1 3 ) 

Παίρνονχας α ν α μ ε ν ό μ ε ν ε ς χιμες σχα δύο μέλη της παραπάνω, κ α ι δεδομένου όχι 

Ε [ Χ - μ χ ] = Ε [ Ζ - μ ζ ] = Ε [ Ρ - μ Ρ ] = 0, θα έχουμε: 

0 = σ ρ Ζ + μ ζ μ ρ - μχ ( 1 . 5 . 1 4 ) 

Εξ άλλου πολλαπλασιαζονχας χα δύο μέλη χης (1.5.13) με ( Ζ - μ Ζ ) κ α ι παίρνονχας 
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πάλι αναμενόμενες τ ιμές έχουμε: 

Ε [ ( Χ - μ χ ) ( Ζ - μ ζ ) ] = Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) ( Ζ - μ ζ ) 2 ] + μ Ρ Ε [ ( Ζ - μ ζ ) 2 ] 

+ μ ζ Ε [ ( Ρ - μ ρ ) ( Ζ - μ ζ ) ] + ( μ ζ μ Ρ - μ χ ) ( Ζ - μ ζ ) ( 1 . 5 . 1 5 ) 

Τέλος υψώνοντας στο τετράγωνο τ α δύο μέλη χης (1.5.13), κ α ι παίρνοντας α ν α μ ε 

νόμενες τ ι μ έ ς έχουμε: 

Ε [ ( Χ - μ χ ) 2 ] = Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) 2 ( Ζ - μ ζ ) 2 ] + μ ρ 2 Ε [ ( Ζ - μ ζ ) 2 ] + μ ζ

2 Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) 2 ] 

+ ( μ Ρ μ ζ - μ χ ) 2 + 2 μ Ρ Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) ( Ζ - μ ζ ) 2 ] 

+ 2 μ ζ Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) 2 ( Ζ - μ ζ ) ] + 2 ( μ Ρ μ ζ - μ χ ) Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) ( Ζ - μ ζ ) ] + 

+ 2 μ Ρ μ ζ Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) ( Ζ - μ ζ ) ] + 2 μ Ρ ( μ Ρ μ ζ - μ χ ) Ε [ Ζ - μ ζ ] 

+ 2 μ ζ ( μ Ρ μ ζ - μ Χ ) Ε [ Ρ - μ Ρ ] ( 1 . 5 . 1 6 ) 

Σ τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (1.5.15) κ α ι (1.5.16) ε μ φ α ν ί ζ ο ν τ α ι ε κ φ ρ ά σ ε ι ς α μ ο ι β α ί ω ν ρ ο 

πών των μεταβλητών Ρ κ α ι Ζ τάξης μεγαλύτερης από 2. Οι εκφράσεις αυτές μπο

ρούν να υπολογιστούν εύκολα συναρτήσει περιθωρίων ροπών μικρότερης τάξης στην 

περίπτωση που οι Ρ κ α ι Ζ ε ί ν α ι στοχαστικό, α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς , ά λ λ α στη γ ε ν ι κ ή περί

πτωση δεν μπορεί ν α γ ί ν ε ι τ έ τ ο ι ο ς υπολογισμός. Στην πράξη η εξάρτηση αυτή 

ε ί ν α ι μ ικρή η μηδενική, σε α ν τ ί θ ε σ η με την σ τ ο χ α σ τ ι κ ή εξάρτηση μ ε τ α ξ ύ Χ κ α ι Ζ 

που ε ί ν α ι έντονη. Γ ι α να προχωρήσουμε θα θεωρήσουμε μ ια γραμμική εξάρτηση με

τ α ξ ύ των Ρ κ α ι Ζ, δηλαδή της μορφής: 

Ρ = αΖ + Φ ( 1 . 5 . 1 7 ) 

όπου Φ ε ί ν α ι τυχαία μεταβλητή στοχαστικό, ανεξάρτητη της Ζ. Η θεωρία πιθανοτή

των δ ί ν ε ι τ ι ς ακόλουθες σχέσεις: 

α = σ Ρ Ζ / σ ζ

2 ( 1 . 5 . 1 8 ) 

μφ = μρ - ( σ Ρ Ζ / σ ζ

2 ) μ ζ ( 1 . 5 . 1 9 ) 

σ
φ

2
 = σ

Ρ

2
 - σ

Ρ Ζ

2
 / σ

ζ

2
 (1.5.20) 

ενώ είναι προφανής η σχέση: 

Ρ-μ
Ρ
 = α(Ζ-μ

ζ
) + (Φ-μ

Φ
) (1.5.21) 

Τώρα μπορούμε ν α υπολογίσουμε τ ις υπό μελέτη εκφράσεις ροπών των μ ε τ α 

βλητών Ρ κ α ι Ζ. θ α έχουμε1: 

Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) ( Ζ - μ ζ ) 2 ] = ( U 3 Z / ° Z 2 ) σ Ρ Ζ = δ Ζ σ Ζ σ Ρ Ζ 

Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) 2 ( Ζ - μ ζ ) ] = ( μ 3 Ζ / σ ζ

4 ) σ Ρ Ζ

2 = ε ζ σ Ρ Ζ

2 / σ ζ 

f. Η απόδειξη tev σχέσεβν auitt υπάρχει sto τέλος της unonapavpifou 
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Ε [ ( Ρ - μ Ρ ) 2 ( Ζ - μ ζ ) 2 ] = ( μ 4 Ζ / σ ζ

4 - 1 ) σ Ρ Ζ

2 + σ Ρ

2 σ ζ

2 

= ( ο ζ + 2 ) σ Ρ Ζ

2 + σρ2<?ζ2 

Ι τ α π α ρ α π ά ν ω με μ^Ζ K C U "-4Ζ συμβολίζονται η τρίτη και η τέταρτη κεντρική ροπή 

της Ζ, α ν τ ί σ τ ο ι χ α , και με s z και c z οι συντελεστές ασυμμετρίας και κύρτωσης 

της μ ε τ α β λ η τ ή ς Ζ. Οι τελευταίοι ορίζονται από τις σχέσεις s z = μ 3 Ζ / σ Ζ 3 κ α Λ 

c z = U 4 Z / ° Z 4 - 3 · 

Μετά τ α π α ρ α π ά ν ω η σχέση (1.5.15) γ ίνεται : 

σΧΖ = δΖ°"ΖσΡΖ + μ ρ σ Ζ 2 + ^Ζ σ ΡΖ ( 1 . 5 . 2 2 ) 

κ α ι ε π ι λ ύ ο ν τ α ς τ ι ς ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς (1.5.14) κ α ι (1.5.22) ως προς μρ κ α ι σ ρ ζ π α ί ρ 

νουμε, μ ε τ ά από πράξεις: 

nz°xz - HX°"Z
2 

σ
Ρ Ζ
 = (1.5.23) 

μ
ζ

2
 + μ

ζ
σ

Ζ
3

Ζ
 - σ

ζ

2 

^Χ^Ζ
 +
 ^x

a
z

s
z -

 σ
ΧΖ 

μ
Ρ
 = (1.5.24) 

μ
ζ

2
 + μ

ζ
σ

Ζ
3

Ζ
 - σ

ζ

2 

Η τελευταία παίρνει και την ισοδύναμη έκφραση: 

μ
Ρ
 = θ - η (1.5.25) 

όπου 

θ = μχ/μ
ζ
 (1.5.25) 

και 

σρ
Ζ

 σ
χζ

 -
 Φσ

ζ

2 

η = = (1.5.27) 

μ
ζ
 μ

ζ

2
 + μ

ζ
σ

Ζ
δ

ζ
 - σ

ζ

2 

Εξ άλλου η σχέση (1.5.16) μετά από α ν τ ι κ α τ ά σ τ α σ η των τριτοβάθμιων κ α ι 

τεταρτοβαθμιων ροπών παίρνει τη μορφή: 

σ
Χ

2
 = θρ

2
σ

ζ

2
 + O p

Z

2
c

z
 + 2σρ

Ζ

2
 + μρ

2
σ

ζ

2
 + μ

ζ

2
σρ

2
 + (μ

Ρ
μ

ζ
-μχ)

2 

+ 2μ
Ρ
5

Ζ
σ

ζ
σ

Ρ Ζ
 + 2μ

Ζ
5

Ζ
σ

Ρ Ζ

2
/σ

ζ
 + (4μ

Ρ
μ

ζ
 - 2μ

χ
)σ

Ρ Ζ
 (1.5.28) 

Η π α ρ α π ά ν ω επιλύεται ως προς σ Ρ

2 και μετά από πράξεις δίνει: 
σ Χ 2 + θ 2 σ ζ 2 ~ 2 θ σ Χ Ζ 

σ
Ρ

2
 = 

σ
ζ

2
 + μ

ζ

2 

μ
ζ

2
ο

ζ
 + 2μ

ζ
σ

ζ
(μ

ζ

2
/σ

ζ

2
-1)ε

ζ
 - μ

ζ

2
 + σ

ζ

2 

_ η 2 , ( 1 . 5 . 2 9 ) 
σ ζ

2 + μ ζ

2 

Οι σ χ έ σ ε ι ς (1.5.24) κ α ι (1.5.29) δίνουν τ ις δύο πρώτες περιθώριες ροπές 

της α ν α λ ο γ ι κ ή ς μ ε τ α β λ η τ ή ς Ρ, ενώ η (1.5.23) δίνει την συνδιασπορα της με την 

αθροιστική μεταβλητή Ζ. Οι ροπΕς αυχες δίνονται ως συναρτήσεις των δύο πρώτων 
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ροπών της τ μ η μ α τ ι κ ή ς μεταβλητής Χ, των τριών ή τεσσάρων πρώτων ροπών της α 

θροιστικής μεταβλητής Ζ, κ α ι της συνδιασπορας των Χ κ α ι Ζ. Οι δύο πρώτες σχέ

σεις ε ί ν α ι α π α ρ α ί τ η τ ε ς γ ι α τον (προσεγγιστικό) καθορισμό της περιθώριας συνάρ

τησης κ α τ α ν ο μ ή ς της αναλογικής μεταβλητής, ενώ η τρίτη θα χρησιμοποιηθεί στην 

επόμενη υποπαράγραφο για την εκτίμηση της δεσμευμένης συνάρτησης κατανομής της 

αναλογικής μεταβλητής, γ ια δεδομένη τιμή της αθροιστικής μεταβλητής. 

ΑναΧυτικ6ς υπολογισμός τ»ν αμοιβαί&ν ροπών 3ης και 4ης τάξης μεταξύ Ρ και Ζ 

Ηε αντικατάσταση του (Ρ-μρ) από την (1.5.21) και χρησιμοποιώντας και τις σχέσεις (1.5.18) και (1.5.20) 

θα έχουμε: 

Ε[(Ρ-μ
Ρ
)(Ζ-μ

ζ
)

2
] = ΕΙα(Ζ-μ

ζ
)

3
] * Ε[(Φ-μ

φ
) (Ζ-μ

ζ
)

2
) = αμ

3 Ζ
 • 0 : (μ

3 Ζ
/σ

ζ

2
)σ

Ρ Ζ 

: 8
Ζ
σ

ζ
σ

Ρ Ζ 

Ε[(Ρ-μ
Ρ
)

2
(Ζ-μ

ζ
)] = Ε[α

2
(Ζ-μ

ζ
)

3
1 • Ε[2α(Φ-μ

φ
)(Ζ-μ

ζ
)

2
] 4 Ε[(Φ-μ

φ
)

2
(Ζ-μ

ζ
)1 = α

2
μ

3 Ζ
 + 0 + 0 

:
 (μ3Ζ/

σ
Ζ

4
>

σ
ΡΖ

2 : δ
Ζ

σ
ΡΖ

Ε
/

σ
Ζ 

Ε[(Ρ-μ
Ρ
)

2
(Ζ-μ

ζ
)

2
1 = Ε|α

2
(Ζ-ρ

ζ
)

4
1 • Ε[2α(Φ-μ

φ
)(Ζ-μ

ζ
)

3
] + ΕΙ(Φ-μ

φ
)

2
(Ζ-μ

ζ
)

2 -. α 2
μ

4 Ζ
 • 0 * σ

φ

2
σ

ζ

2 

:
 (μ4ζ/

σ
ζ*)°ρζ

2 + σ
ρ

2
0ζ

2
 "

 σ
ΡΖ

2 :
 (Νζ/

0
ζ

4
 " ')

σ
ΡΖ

2
 *

 0
Ρ

? σ
Ζ

2 :
 (

c
z *

 2
Ϊ

σ
ΡΖ

2
 *

 σ
ρ

2 < ,
ζ

2 

Απόδειξη της σχέσης (1.5.29) 

Αντικαθιστώντας την μ
χ
 απ6 τη σχέση (1.5.14) στην (1.5.28), η τελευταία γράφεται ισοδύναμα: 

σ
χ

2
 : σ

Ρ

2
σ

ζ

2
 t Op

Z

2
c

z
 + 2σρ

Ζ

2
 • μρ

2
σ

ζ

2
 + μ

ζ

2
σρ

2
 + σ

Ρ Ζ

2 

• 2μ
Ρ
8

Ζ
σ

ζ
σ

Ρ Ζ
 + 2μ

Ζ
δ

Ζ
σ

Ρ Ζ

2
/σ

ζ
 • (2μ

Ρ
μ

ζ
 - 2σ

Ρ Ζ
)σ

Ρ Ζ 

και κάνοντας πράξεις: 

σ
χ

2
 : σ

Ρ

2
(σ

ζ

2
+μ

ζ

2
) + op

Z

2
(c

z
+2tl-2+2p

z
s

z
/o

z
) + σρ

Ζ
(2μρ8

Ζ
σ

ζ
+2μ

Ρ
μ

ζ
) • μ

Ρ

2
σ

ζ

2 

Αντικαθιστώντας το μ
Ρ
 από τη σχέση (1,5.25) και το σ

Ρ Ζ
 από τη σχέση (1.5.27) παίρνουμε διαδοχικά: 

σ
χ

2
 : σ

Ρ

2
(σ

ζ

2
*μ

ζ

2
) + η

2
μ

ζ

2
(ο

ζ
+1+2μ

Ζ
5

Ζ
/σ

ζ
) + 2ημ

ζ
(8-Π)(8

Ζ
σ

ζ
+μ

ζ
) + (θ

2
+η

2
-2ηθ)σ

ζ

2 

ο
χ

2
 : σ

Ρ

2
(σ

ζ

2
+μ

ζ

2
) + η

2
(μ

ζ

2
<:

ζ
+μ

ζ

2
+2μ

ζ

3
8

Ζ
/σ

ζ
-2μ

Ζ
8

Ζ
σ

ζ
-2μ

ζ

2
+σ

ζ

2
) + 2ηθ(μ

Ζ
8

Ζ
σ

ζ
+μ

ζ

2
-σ

ζ

2
) + θ

2
σ

ζ

2 

Κ έκφραση μέσα στην παρένθεση του προτελευταίου Ορου Ρ' μέλους είναι ίση,με (σ
χ ζ
-θσ

ζ

2
)/η (από τη σχέση 

(1.5.27)), οπότε: 

σ
χ

2
 : σρ

2
(σ

ζ

2
+μ

ζ

2
) • 2θ(σ

χ ζ
-θσ

ζ

2
) + θ

2
σ

ζ

2
 + η

2
[μ

ζ

2
ο

ζ
+2μ

ζ
σ

ζ
(μ

ζ

2
/σ

ζ

2
-1)8

Ζ
-μ

ζ

2
+σ

ζ

2
) 

σ
χ

2
 : σρ

2
(σ

ζ

2
+μ

ζ

2
) • 2θσ

χ ζ
 - θ

2
σ

ζ

2
 t η

2
[μ

ζ

2
σ

ζ
+2μ

ζ
σ

ζ
(μ

ζ

2
/σ

ζ

2
-1)5

Ζ
-μ

ζ

2
+σ

ζ

2
) 

Η τελευταία αν επιλυθεί »ς προς σρ
2
 δίνει την (1.5.29). 
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1.5.3. Υπολογισμός ίων δεσμευμένων ροπών της αναλονικής 
μεταβλητής 

Όπως εξηγήθηκε σχην παράγραφο 1.5.1. ο τελικός μας στόχος είναι ο προσ

διορισμός της δεσμευμένης συνάρτησης κατανομής FP |Z(p|Z=z), που κ α τ ά προσέγ

γιση μπορεί να γίνει μέσω των ροπών πρώτης και δεύτερης τάξης, δηλαδή της μ Ρ | Ζ 

= Ε[Ρ|Ζ=ζ] κ α ι της σ Ρ ) Ζ

2 = Var[P|Z=z] = Ε [ ( Ρ - μ Ρ | Ζ ) 2 | Ζ = ζ ] . 

θ α δεχτούμε και εδώ μια γραμμική στοχαστική εξάρτηση μεταξύ της α ν α λ ο 

γικής μεταβλητής Ρ και της αθροιστικής μεταβλητής Ζ, όπως περιγράφεται από τη 

σχέση (1.5.17). Η θεωρία πιθανοτήτων δίνει τις ακόλουθες σχέσεις: 

up ι ζ 

°"Ρ|Ζ£ 

σ Ρ Ζ 

μρ + ( ζ μ Ζ ) 
σ ζ < 

σ Ρ Ζ < 

σ ζ < 

( 1 . 5 . 3 0 ) 

( 1 . 5 . 3 1 ) 

Σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς σ τ ι ς π α ρ α π ά ν ω τ ι ς (1.5.23), (1.5.24), (1.5.27) κ α ι (1.5.29) 

προκύπτουν οι ακόλουθες τελικές σχέσεις: 

UPIZ θ - η ( 1 + 
μ ζ £ 

) + η 

σ Ρ | Ζ 

- η ' 

2 -

σ ζ < 

σ χ 2 + θ 2 σ ζ

2 

μ ζ

£ 

σ ζ £ 

2 θ σ χ ζ 

σ * £ 

»Ζ* 

μ 2 c + 2 μ σ ( μ 2 / σ 2 - 1 ) s 
Ζ ζ ζ ζ ζ ζ ; 

ζ 

μ ζ 

μ 2 + σ 2 μ < 
__Ζ Ζ _ + _Ζ_ 

σ 2 + μ 2 

Ζ J 

( 1 . 5 . 3 2 ) 

( 1 . 5 . 3 3 ) 

Απόδειξη της (1.5.32Ι 
Συνδυάζοντας τ ι ς ( f . 5 . 3 0 ) , (1.5.25) και (1.5.27) προκύπτει : 

μ Ρ | Ζ - θ - n + ΠΜζ (ζ-»ζ) / α Ζ 2 : 9 - Π • ΠΡζ2 U/Pz " ' ) / σ Ζ 2 

και τελικά παίρνει τη μοριή της (1.5.32) 

Απόδειξη της (1.5.33) 
0 δεύτερος όρος τοιι δεύτερου μέλους της (1.5,31) με τη βοήθεια της ( t . 5 . 2 7 ) γ ί ν ε τ α ι : 

ΟΡΖ2 μ ζ

2 

: π 

«Ζ* «Ζ 

2 ... 
2 

Αντικαβιατοντας την τελευταία ατην (1.5.31) και συνδυάζοντας και την (1.5.29) προκύπτει η (1.5.33) 
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1.5.4. Ειδικές εκφράσεις των ροπών χης αναλογικής μεταβλητής 

θ α ε ξ ε τ α σ τ ο ύ ν ι δ ι α ί τ ε ρ α οι ε ι δ ι κ έ ς απλοποιημένες εκφράσεις που παίρνουν 

οι ροπές της αναλογικής μεταβλητής Ρ, όπως υπολογίστηκαν στις υποπαραγράφους 

1.5.2 κ α ι 1.5,3 γ ι α μ ε ρ ι κ έ ς τ υ π ι κ έ ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς της α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή ς 

μεταβλητής Ζ, κ α ι πιο συγκεκριμένα γ ια την κανονική κατανομή κ α ι την κατανομή 

γάμα. 

Οι ε κ φ ρ ά σ ε ι ς που μπορούν να απλοποιηθούν ό τ α ν κ α θ ο ρ ι σ τ ε ί η συνάρτηση 

κ α τ α ν ο μ ή ς της Ζ (άρα κ α ι οι συντελεστές ασυμμετρίας κ α ι κύρτωσης) αφορούν τ ις 

δ ι α σ π ο ρ έ ς σ Ρ

2 (σχέση (1.5.29)) κ α ι σρ|2 2 (σχέση (1.5.33)), καθώς κ α ι τον όρο 

η (σχέση (1.5.27)). Οι ε κ φ ρ ά σ ε ι ς των μέσων τ ιμών μ Ρ (σχέση (1.5.25)) κ α ι μ Ρ ( Ζ 

(σχέση (1.5. 32)) δεν χ ρ ε ι ά ζ ο ν τ α ι περαιτέρω απλοποίηση. 

Στην περίπτωση της κ α ν ο ν ι κ ή ς κ α τ α ν ο μ ή ς θα ε ί ν α ι s z = c z = ο, οπότε οι 

σ χ έ σ ε ι ς (1.5.27), (1.5.29) κ α ι (1.5.33) π α ί ρ ν ο υ ν α ν τ ί σ τ ο ι χ α τ ι ς α κ ό λ ο υ θ ε ς 

απλοποιημένες ε κ φ ρ ά σ ε ι ς (η απόδειξη τους ε ί ν α ι προφανής): 

σχζ -
 θ σ

Ζ
2 

η = 
μ_,2 _ σ

ζ

2 

σ
Ρ 

2 -
σχ

2
 + θ

2
σ

ζ
' 2θσ ΧΖ 
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σ
ζ

2
 + μ

ζ
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σ
 2
 + θ

2
σ

 2
 - 2θσ 

-Σ Ζ ΧΖ_ 
σ

 2
 + μ

 2 

- Π
2 
σ

ζ

£ 
μ

Ζ
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- η 

*Ζ 

2 

^Ζ< 

σ
 2
 -

σ
 2
 + μ

 2 

(1.5.34) 

(1.5.35) 

(1.5.36) 

Στην περίπτωση της κατανομής γ ά μ α θα ε ί ν α ι s z = 2σ ζ /μ2» C Z = 6 σ ζ 2 / ^ Ζ 2 » 

(βλέπε π α ρ ά ρ τ η μ α Δ), οπότε παίρνουμε τ ι ς εξής, α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς με τ ι ς παραπάνω, 

απλοποιημένες εκφράσεις (η απόδειξη τους υπάρχει στο τέλος της υποπαραγράφου): 

σ Χ Ζ - θ σ Ζ 2 

μ Ζ

£ 

σ Ρ 
2 -

οχ 

+ G?. 

2 + θ 2 σ ζ

2 - 2 θ σ χ ζ 

σ Ρ | Ζ ε . 

°"ζ2 + ^ ζ 2 

σ χ 2 + θ 2 σ ζ

2 

3 η 2 

2 θ σ χ ζ 

°~Ζ2 + μ Ζ 2 

t^zc 

(3 + ) 
Ο-Ζ2 

( 1 . 5 . 3 7 ) 

(1 . 5 . 3 8 ) 

( 1 . 5 . 3 9 ) 

Εδώ θα πρέπει όμως να παρατηρήσουμε ό τ ι η γραμμική σχέση (1.5.17), στην 

οποία σ τ η ρ ί χ τ η κ ε η παραγωγή των πιο πάνω σχέσεων, δημιουργεί ο ρ ι σ μ έ ν α προ

βλήματα. Στην περίπτωση που η μεταβλητή Ζ ακολουθεί κατανομή γάμα ε ί ν α ι προφα-
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νές όχι παίρνει τ ιμές μη αρνητικές, κ α ι , αν δεχτούμε το ίδιο κ α ι για τις τμη

μ α τ ι κ έ ς μεταβλητές, η αναλογική μεταβλητή παίρνει τιμές στο διάστημα [0,1]. 

Συνεπώς, από τη σχέση (1.5.17) προκύπτει ό τ ι , γ ια δεδομένη τ ιμή της Ζ=ζ, η 

τιμή της Φ παίρνει τιμές στο διάστημα [-αζ, 1-αζ], το οποίο ε ξ α ρ τ ά τ α ι από την 

τιμή ζ. Βέβαια η μεταβλητή Φ δεν χρησιμοποιείται καθόλου στο μοντέλο, α<ρού 

παράγεται άμεσα η τιμή της αναλογικής μεταβλητής Ρ, με χρησιμοποίηση των δε

σμευμένων ροπών της, που υπολογίστηκαν πιο πάνω. Το πεδίο ορισμού της τελευ

ταίας ε ί ν α ι ανεξάρτητο της τιμής ζ. θα πρέπει όμως να ελεγχθούν οι δεσμευμένες 

ροπές αυτές, οι οποίες υπολογίστηκαν με τη βοήθεια της Φ, ώστε να βρίσκονται 

μέσα σε ορισμένα όρια που τ ί θ ε ν τ α ι από τον περιορισμό της Ρ στο διάστημα 

[ 0 , 1 ] . 

Κατ'αρχήν θα πρέπει να εξετάσουμε τις περιθώριες ροπές της αναλογικής 

μεταβλητής. Είναι προφανές ότι για τη μέση τιμή θα πρέπει να ισχύει: 

Ο < μ
Ρ
 < 1 (1 .5.40) 

και αντίστοιχα για τη διασπορά.: 

0 < σ
Ρ

2
 < 0.25 (1.5.41) 

Επιπλέον μεταξύ μέσης τιμής και διασποράς ισχύει η ανισότητα: 

σ
Ρ

2
 < μ

Ρ
(1-μ

Ρ
) (1.5.42) 

Η τ ε λ ε υ τ α ί α προκύπτει εύκολα, αν σκεφτεί κανε ίς ότ ι η διασπορά παίρνει τη 

μέγιστη τιμή της όταν η Ρ παίρνει μόνο τις τ ιμές 0 κ α ι 1 (με πιθανότητες ίσες 

με (1-μρ) κ α ι μρ αντίστοιχα). 

θεωρητικά ε ίνα ι δυνατό για κάποια πεντάδα τιμών (μχ, Οχ2, μζ> σ ζ

2 , ο"χΖ)ι 

να προκύψουν τ ιμές των μρ κ α ι σρ2 που να μη ικανοποιούν κάποια από τις (1.5. 

40), (1.5.41) ή (1.5.42). Στην πράξη αυτό δεν συνέβη ποτέ στις εφαρμογές. Πάν

τως οι σχέσεις αυτές μπορούν να αποτελέσουν το κριτήριο εφαρμοσιμότητας του 

μοντέλου διχασμού, στην περίπτωση της κατανομής γάμα, με την έννοια ότι αν 

συμβεί να μη ισχύει κάποια απ' αυτές σε μια συγκεκριμένη εφαρμογή, τότε το μο

ντέλο δεν ε ί ν α ι κατάλληλο γι ' αυτή την εφαρμογή. 

Αντίστοιχες ανισώσεις θα πρέπει να ισχύουν και τις δεσμευμένες ροπές της 

Ρ, δηλαδή: 

0 < μ
Ρ
|

Ζ
 < 1 (1 .5.43) 

0 < σ
Ρ
|

Ζ

2
 < 0.25 (1.5.44) 

σ
Ρ
|

Ζ

2
 < μριζΠ-^ΡΙζ) (1.5.45) 

Στην περίπτωση που κάποια από τις τρεις τελευταίες δεν ισχύει, ενώ όμως 

ισχύουν κ α ι οι τρεις προηγούμενες, έχει επιβεβαιωθεί στην πράξη1 ότι το μοντέ-
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λο μπορεί κ α ι πάλι ν α ε φ α ρ μ ο σ τ ε ί , μ ε τ ά από κ α τ ά λ λ η λ η τροποποίηση των Up\z 

ή / κ α ι σρ|22· Οι τροποποιήσεις που προτείνονται παρακάτω έχουν δοκιμαστεί κ α ι 

έδωσαν καλά αποτελέσματα. 

Ας ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε πρώτα την μρ|Ζ, η οποία ε ξ α ρ τ ά τ α ι από την τ ι μ ή του ζ, σε 

α ν τ ί θ ε σ η με την σ Ρ | Ζ

2 , που όπως φ α ί ν ε τ α ι από τη σχέση (1.5.39) ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ 

τ η τ η του ζ. Η επίλυση της (1.5.45) ως προς μ Ρ | Ζ δ ί ν ε ι την α κ ό λ ο υ θ η : 

1 ! < μ Ρ ( ζ < 1 2 ( 1 . 5 . 4 6 ) 
όπου 

1ì = 0 .5 - [ 0 . 2 5 - σ ρ | Ζ

2 ] 0 · 5 

1 2 = 0 . 5 + [ 0 . ε 5 - σ ρ | Ζ 2 ) ° · 5

 = ι _ ι , 

Ε ί ν α ι σ α φ έ ς ό τ ι 0 < 1̂  <1 2 < 1 κ α ι συνεπώς η (1.5.46) ε ί ν α ι ισχυρότερη από την 

(1.5.43). Γ ι α λόγους μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς α σ φ ά λ ε ι α ς , σ τ ι ς εφαρμογές περιορίστηκε το 

δ ι ά σ τ η μ α [ l j , 12] θεωρώντας ό τ ι : 

ΐ ! = a ( 0 . 5 - [ 0 . 2 5 - σ ρ | Ζ

2 ] 0 · 5 ) , a > 1 ( 1 . 5 . 4 7 ) 

1 2 = 1 - ^ (1 . 5 . 4 8 ) 

Ετις ε φ α ρ μ ο γ έ ς χρησιμοποιήθηκε η τ ι μ ή a = 1.5. 

Εφόσον έ χ ε ι ε ξ α σ φ α λ ι σ τ ε ί η ισχύς της (1.5.41) ε ί ν α ι προφανές ό τ ι ισχύει 

κ α ι το β' σ κ έ λ ο ς της (1.5.44). Η συνέπεια όμως με την πρόσθετη α σ φ ά λ ε ι α των 

ορίων της δεσμευμένης μέσης τ ιμής ε π ι β ά λ λ ε ι την ισχυρότερη α ν ι σ ό τ η τ α (βλ. από

δειξη στο τέλος της υποπαραγράφου): 

σ
Ρ
|

Ζ

2
 < m

2
 (1.5.49) 

όπου 
mg = 0.25b (1.5.50) 

και 
b = (2a-1)/a

2
, 0 < b < 1 (1.5.51) 

Εξ ά λ λ ο υ πρέπει ν α ι σ χ ύ ε ι κ α ι τ ο πρώτο σ κ έ λ ο ς της (1.5.41), ή τ ο ι : σ ρ | Ζ

2 > 0. 

Γ ι α λόγους πρόσθετης α σ φ ά λ ε ι α ς θέτουμε τον ισχυρότερο περιορισμό: 

σ Ρ | Ζ

2 > m^ ( 1 . 5 . 5 2 ) 
όπου 

mj - O p 2 ( 1 - b ) ' ( 1 . 5 . 5 3 ) 

Οι τ ε λ ι κ έ ς α ν ι σ ο τ ι κ έ ς σ χ έ σ ε ι ς (1.5.46), (1.5.49) κ α ι (1.5.52) χ ρ η σ ι μ ο 

ποιούνται γ ι α τροποποίηση των τιμών των δεσμευμένων ροπών της Ρ, σε τρόπο ώστε 

αν κ α τ ά την εφαρμογή προκύψει κ ά π ο ι α τ ιμή που υπερβαίνε ι το α ν τ ί σ τ ο ι χ ο όριο, 

τ ό τ ε τ ίθετα». ί σ η με το όριο αυτό. θ α πρέπει ν α σημειωθεί ό τ ι στην π ρ α γ μ α τ ι 

κότητα οι τροποποιήσεις αυτές σπάνια α π α ι τ ε ί τ α ι να εφαρμοστούν, αλλά λόγοι κ α 

θ ο λ ι κ ό τ η τ α ς τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ κ α ι πλήρους αποφυγής λαθών κ α τ ά την ε φ α ρ μ ο γ ή 

επιβάλλουν την πιο πάνω διερεύνηση. 

Η παραπάνω διατύπωση των περιορισμών μπορεί να χρησιμοποιηθεί όχι μόνο 
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σχην περίπτωση της κατανομής γάμα, άλλα και σε κάθε άλλη κατανομή μη αρνητικών 

τυχαίων μεταβλητών. 

Απόδειξη tev axé<re»v (t.5.37) έβς (1.5.39) 
Εχπν περίπτβση ΤΙΚ κατανομής ν&μα (3

Ζ
 = 2σ

ζ
/μ2, c

z
 = δσ

ζ

2
/ μ

ζ

2
) , 9α είναι 

μ
ζ

2
 • N2

e
Z

s
2 " °Ζ

2 :
 fZ

2
 * ̂ Ζ ' Ζ

2
/ ^ " °Ζ

2 : Η1 * 2 ο
Ζ

2
 "

 α
Ζ

2 : ΗΖ * °Ζ2 

οπότε απ6 την (1.5.27) προκύπτει η (1.5.37) 

Εξ άλλου ο συντελεστής του η
2
 στη σχέση (1.5.29) »α είναι: 

6σ
ζ

2
 + <«

ζ

ΐ
(μ

ζ

2
/σ

ζ

2
-Ι) - μ

ζ

2
 • σ

ζ

2
 6σ

ζ

?
 * ̂ Ζ

2
 " *°Ζ

2
 " ̂ Ζ* *

 α
Ζ

? 3 β
Ζ

?
 * ̂ Ζ

2 

α
ζ
? • μ

ζ
? <r

z
? • μ

ζ
? ο

ζ

2
 • μ

ζ

2 

οπότε προκύπτει άμεσα η ((.5.38). Η απόδειξη της (1.5.39) είναι προφανής. 

Απόδειξη της (1.5.46) 
Αν νια ευκολία παραλείπουμε τους δείκτες, η (t.5.45) γράφεται 

μ2 - μ • β? < ο 

Η διακρίνουσα του πιο πάν» τριβνομου #ς προς μ είναι Α = 1 - 4σ
2
 > 0 και συνεπώς έχει πραγματικές 

ρίζες, που είναι οι 

«.5 ί 10.25 - α
2
] 

Για να είναι το τριανυμο αρνητικό πρέπει η μ να βρίσκεται μεταξύ τ»ν ριζών του. 

Απόδειξη τον (1.5.49) έ»ς (1.5.5t) 

Η ανισότητα 1) < 1? δεν ισχύει αυτόματα αν τα Ι) και 1
2
 υπολογίζονται από τις σχέσεις (1.5.47) και 

(1.5.48) Συνεπές 9α πρέπει να επιβάλουμε: 

a(0.5 - l0.25-a
P
|2

?
l

0
·

5
) < 1 - a(0.5 - (0.25-σ

Ρ
|

Ζ

2
1

0
·

5
) <=> 

a(0.5 - [0.25-σ
Ρ
|2

2
]

0
·

5
) < 0.5 <=> (Ο.25-σ

Ρ
j

2

?
l°*

5
 > 0.5 - 0.5/a <=> 

0.25-ip|22 > [0.5(1 - 1/a)l 2 <=> σρ ( Ζ

2 < 0.25|1-(1 - l/a) 2 ] <=> 

Cp|
Z

2
 < 0.25b, 

όπου b : 1-(1 - l/a)
?
 <=> b : (2a-t)/a

2 

Παραγογή τον (1.5.52) και (1.5.53) 
Η Op 12 - ο μπορεί να γραφεί 

σρ
2
 - σρ|

Ζ

?
 ί σρ

2 

Για ενίσχυση της ανισότητας, προκειμένου να αποιευχτούν μεγάλες μειώσεις της περιΟβριας διασποράς 
πολλαπλασιάζουμε το ρ' μέλος με ένα αριθμό μικρότερο του 1, έστ» τον b, οπότε προκύπτει: 

σ
Ρ ) Ζ

2
 < (l-b)op

2 
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1.5.5. Διερεύνηση yια αναλονική μεταβλητή στοχαστικά ανεξάρτητη 
της αθροιστικής 

Στην περίπτωση που OL μεταβλητές Ρ και Ζ είναι στοχαστικά, ανεξάρτητες, η 

δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής Fp|Z(PlZ=z) ταυτίζεται με την περιθώρια συνάρ

τηση κατανομής Fp(p). Το ίδιο β έ β α ι α ισχύει και με τις δεσμευμένες ροπές της 

Ρ, ενώ η συνδιασπορά σ ρ Ζ ©α είναι μηδενική, και κ α τ ά συνέπεια ισχύουν τα ακό

λουθα: 

( 1 . 5 . 5 4 ) 

( 1 . 5 . 5 5 ) 

( 1 . 5 . 5 6 ) 

η = 

σ
ΧΖ 

σ
ζ

2 

μ
Ρ
 = 

0 

μχ 

"-ζ 

μχ 
: = θ 

uz 

σ
χ
2 - θ 

μ-7
2
 + 

2σ
ζ
2 

σ-7
2 

( 1 . 5 . 5 7 ) 

Η (1.5.55) ε ίναι ικανή και α ν α γ κ α ί α συνθήκη για να ε ίναι ασυσχέτ ιστες οι 

μ ε τ α β λ η τ έ ς Ρ κ α ι Ζ, δηλ. Cov[P,Z] = 0, οπότε ισχύουν κ α ι οι τρε ις υπόλοιπες 

α π ό τις παραπάνω σχέσεις. Εννοείται ότι η (1.5.54) δεν καλύπτει την πλήρη στο

χαστική ανεξαρτησία, η οποία μπορεί να τεθεί μόνο με όρους συναρτήσεων κ α τ α 

νομής δηλαδή F x z ( x , z ) = F x (x)-F z (z) . 

Μια π ε ρ ί π τ ω σ η στην οποία ισχύει η (1.5.55) ε ί ν α ι ό τ α ν οι X κ α ι Υ ε ί ν α ι 

αθροίσματα διαφορετικών ισόνομων στοχαστικά ανεξάρτητων μεταβλητών (απόδειξη 

στο τέλος της υποπαραγράφου). 

Μέχρι τώρα δεν έχουμε εξετάσει τη διατήρηση ροπών τάξης μεγαλύτερης από 

2. Το θέμα ε ίναι α ρ κ ε τ ά πολύπλοκο στη γενικότητα του, αλλά μπορεί να γίνει μια 

διερεύνηση ε ι δ ι κ ά για την περίπτωση που εξετάζουμε, δηλαδή για μεταβλητές Ρ 

και Ζ ανεξάρτητες . Όπως αποδεικνύεται στο τέλος της υποπαραγράφου, η τρίτη 

ροπή που πρέπει ν α έχει η Ρ για ν α διατηρείται η τρίτη ροπή της X δ ίνεται από 

τη σχέση: 

.,..._ μ3Χ - μ 3 ζ ( ^ Ρ 3 + 3 ^ Ρ σ Ρ 2 ) " 6 μ ρ μ Ζ

σ Ρ 2 σ Ζ 2 

- 't* ' ' ÌÈÌ j>3P = ( 1 . 5 . 5 8 ) 
- , · -^ζ^. ν-ζζ + uz + 3 ^ Ζ σ Ζ 

3
ία,τήρηση της τρίτης ροπής της Χ όμως δεν συνεπάγεται την ταυτόχρονη 

η αυτέ της τρίτης ροπής της Υ, ούτε των τριτοβάθμιων εκφράσεων αμοι-

jßv μεταξύ των Χ και Υ. Δυστυχώς η πλήρης διατήρηση των τρίτων ροπών 

έ ΐ^^ΐ^αδύνατη στη γενική περίπτωση του προβλήματος, και μπορεί να γίνει μόνο 
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κάτω α π ό συγκεκριμένους όρους. Για ενδεικτικούς λόγους εξετάστηκε η απλή 

περίπτωση που και οι τμηματικές μεταβλητές Χ και Υ είναι στοχαστικά, ανεξάρτη

τες μ ε τ α ξ ύ τους, γ ια την οποία βρέθηκε ότι η πλήρης διατήρηση των τρίτων ρο

πών μπορεί να πραγματοποιηθεί μόνο όταν ο συντελεστής ασυμμετρίας της Ζ είναι 

διπλάσιος του αντίστοιχου συντελεστή διασποράς, ήτοι: 

S Z = εσζ/μ-ζ ( 1 . 5 . 59) 

Η παραπάνω συνθήκη εκπληρώνεται στην περίπτωση της κατανομής γάμα, που 

ε ίναι και η κατανομή που μας ενδιαφέρει στην εργασία αυτή. Όπως θα διαπιστώ

σουμε στην επόμενη υποπαράγραφο, στην περίπτωση της κατανομής γάμα είναι δυνα

τό κάτω από οριακές συνθήκες να εξασφαλιστεί η διατήρηση όχι μόνο των τρίτων 

ροπών, αλλά και της πλήρους συνάρτησης κατανομής. 

Ισχύς της (1.5.55) όταν οι Χ και Υ είναι αθροίσματα io6vouav ανεξάρτητων μεταβλητών 
Αν οι Χ και Υ είναι αθροίσματα κ και λ, αντίστοιχα, διαιρετικών ισόνομ»ν και ανεξαρτητβν μεταβλητών 
Vj με μέση τιμή μγ και διασπορά σγ

2
, τότε: 

μ
χ
 : κμ

ν 

μ
ζ
 - (Μλ)μ

ν 

σ
χ

2
 : κσγ

2 

σ
ζ

2 - (κ+λ)σ
ν

2 

Οι Χ και Υ είναι και αυτές ανεξάρτητες, 8ς αθροίσματα διαφορετικών ανεξάρτηΐϋν μεταβλητών, άρα σύμφβνα 
με την (1.5.8) 

σ
χ ζ
 : σ

χ

2 

και συνεπώς η (1.5.55) παινεί τη μορφή 

κσ
χ

2
 κμ

χ 

(κ+Μσ χ

2 (κ+Μμ χ 

που προφανώς ισχύει. 

Παραγογή της σχέσης (1.5.58) 

Η (1.5.13) λόγα της (1.5.56) παίρνει τη μορφή: 

Χ-μχ = (Ρ-μ
Ρ
)(Ζ-μ

ζ
) t μ

Ρ
(Ζ-μ

ζ
) t μ

ζ
(Ρ-μ

Ρ
) 

Υψώνοντας στον κύβο και παίρνοντας αναμενόμενες τιμές έχουμε: 

Ü3X : Wll • ϋρ3Ϊ3Ζ + ^ ί ? * 3μ
Ρ
Ε[(Ρ-μ

Ρ
)

2
(Ζ-μ

ζ
}

3
1 • 3μ

ρ

2
ΕΙ(Ρ-μ

Ρ
) (Ζ-μ

ζ
)

3
1 + 3μ

ζ
Ε[(Ρ-μ

Ρ
)

3
(Ζ-μ

ζ
)

2
] 

t 3μ
ζ

2
Ε[(Ρ-μ

Ρ
)

3
(Ζ-μ

ζ
)] • 3μ

Ρ

2
μ

ζ
Ε[(Ζ-μ

ζ
)

2
(Ρ-μ

Ρ
)1 + 3μ

Ρ
μ

ζ

2
Ε((Ζ-μ

ζ
)(Ρ-μ

Ρ
)

2
1 

+ 6μ
Ρ
μ

ζ
Ε((Ρ-μ

ρ
)

2
(Ζ-μ

ζ
)

2
1 , (α) 
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Η ανεξαρτησία tev Ζ και Ρ συνεπάγεται ότι για κάθε (i,j) θα ισχύει: 

E[iP-iip)
1
 (2-μ

ζ
ίJ] -- ΕΚΡ-μρΐ'ΐΕΚΖ-μζΐί] : μ

ί Ρ
μ^

ζ 

όπου μ
ί Ρ
 και μ ^ οι περιθίψιες κεντρικές ροπές τβν Ρ και Ζ, τάξεβν i και j αντίστοιχα. Άρα η (α) 

γίνεται διαδοχικά: 

Μ3Χ
 : fîPfJZ * f p ^ Z * fz3H3P • % « ρ ^ 3 Ζ • ° * *ΡζΡ3Ρ

α
Ζ

?
 * 0 • 0 • 0 + 6μρμ

ζ
σ

Ρ

2
σ

ζ

? 

Μ3Χ '- l"3Ptl,32*l,23*3»,Z<r22î * ΜίΖ^Ρ^^ρβρ 2
) • 6μ

Ρ
μ

ζ
σ

ρ

2
σ

ζ

2
 (β) 

Η (β), αν επιλυθεί βς προς Ρ3Ρ
 5 i v e i χ

Ί
γ
 (t.5.58) 

Απόδειξη της (1.5.59) 

Η τρίτη ροπή της Υ δίνεται από την ακόλουθη, αντίστοιχη της (β) σχέση: 

Ρ3Υ
 :
 »3Q<l'3Z

+
l
|
Z
3
*
3
l
,
Z
e
Z*) * « J Z ^ Q ^ ^ Q V * *

 6 u
Q

u
Z

e
Q*

c
Z

2
 (») 

όπου Q : 1-Ρ, με μέση τιμή μ$ -- 1-μρ, διασπορά σ
8

2
 -- σρ

2
, και τρίτη ροπή μ

3
ο = -μ3Ρ· Η (Ρ) μπορεί 

επόμενος να γραφεί: 

Ι>3Υ
 : -VwiVn^rtWi2) * μ3ζΟ-3μρ*3ρ

2
-μ

Ρ

3
«3σ

ρ

2
-3μ

Ρ
σ

ρ

2
) • 6μ

ζ
σ

Ρ

2
σ

ζ

2
 - 6μ

Ρ
μ

ζ
σ

ρ

?
σ

ζ

2
 (δ) 

Η (t.δ.)) μπορεί να γραφεί 

(Χ-Ρχ) • (Υ-Ργ) = (Ζ-μ
Ζ
) 

Υφβνοντας την παραπάν» στον κύβο και παίρνοντας αναμενόμενες τιμές βα έχουμε 

»3Ζ •* H3X « ΡϊΥ • 3ΕΙ{Χ-μχί
?
(Υ-μγ)1 • 3Ε((Χ-μ

χ
)(Υ-μ

γ
)

2
| 

Στην περίπχβση που οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες, οι τριτοβάθμιες εκφράσεις αμοιβαί§ν ponév στην 
παραπάν» σχέση είναι μηδενικές, οπότε: 

μ
3
Ζ
 :
 «3Χ • H3Y W 

Συνδυάζοντας τις (β), (δ) και (ε) και κάνοντας πράξεις θα έχουμε 

Hl ' Μ32ί
|
-3μρ+3μ

Ρ

2
+3σρ

2
) • δμ

ζ
σ

Ρ

2
σ

ζ

2 

Ρ3Ζ<»'ρ-Ι
|
ρ
2
'-βρ

2>
1
 :
 2μζ«ρ

2
°Ζ* (ti 

Αλλά στην περίπχβση που οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες θα ισχύει η (1,5.7), οπότε συνδυάζοντας τις 
(1.5.Τ), (t.5.55) και (1.5.5$), παίρνουμε την ακόλουθη μορφή της (f.5.57) 

μ
Ρ
σ

Ζ

2
 - μ

Ρ

2
«

ζ

ζ 

0?ì -, 

μ
ζ

2
 * σ

ζ

2 

που ισοδύναμα γράφεται 

σ
ζ

2
(μ

ρ
-μ,Ασρ

?
) = μ

ζ
*σ

Ρ

2
 (η) 

Τέλος διαιρέντας κατά μέλη τις (ζ) και (η) παίρνουμε: 

"3Ζ *«Ζ
? 

σ
ζ

?
 μ

ζ 
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Ano την τελευταία προκύπτει άμεσα η ( t . 5 . 5 9 ) . 

1 . 5 . 6 . Οριακή συμπεριφορά του μοντέλου ν ι α μ ε τ α β λ η τ έ ς με 
κατανομή νάμα 

Έστω όχι ο ι τ μ η μ α τ ι κ έ ς μεταβλητές Χ κ α ι Υ ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς κ α ι ακολου

θούν κ α τ α ν ο μ ή γάμα με κοινή παράμετρο κ λ ί μ α κ α ς , οπότε οι συναρτήσεις πυκνότη

τ α ς π ιθανότητας θα ε ί ν α ι : 

f x ( x ) = U ( x ) λ ^ χ ^ - ΐ β - λ * / Γ ( μ ) ( 1 . 5 . 6 0 ) 

f y ( y ) = U ( y ) λ ^ ν - Ί β - λ ν / Γ ( ν ) ( 1 . 5 . 6 1 ) 

Ετις παραπάνω, λ ε ί ν α ι η κοινή παράμετρος κ λ ί μ α κ α ς , μ κ α ι ν οι παράμετροι σχή

μ α τ ο ς , Γ() η συνάρτηση γ ά μ α κ α ι U() η συνάρτηση μ ο ν α δ ι α ί ο υ βήματος (U(x)=1 γ ι α 

χ>0 κ α ι U(x)=0 γ ι α χ<0). 

Από τη θεωρία των πιθανοτήτων ε ί ν α ι γνωστό ό τ ι η αθροιστική μεταβλητή Ζ 

θα α κ ο λ ο υ θ ε ί επίσης κ α τ α ν ο μ ή γ ά μ α (λόγω της σχέσης (1.5.1)): 

f z ( z ) = U ( z ) λ κ ζ κ - 1 β _ λ ζ / Γ ( κ ) ( 1 . 5 . 6 2 ) 
όπου 

κ = μ + ν (1 . 5 . 6 3 ) 

Με τ ι ς πιο πάνω προϋποθέσεις η α ν α λ ο γ ι κ ή μεταβλητή Ρ = Χ/Ζ θα ακολουθεί 

κ α τ α ν ο μ ή βήτα με παραμέτρους μ κ α ι ν , ήτοι: 

Γ ( μ + ν ) 
f p ( p ) = U ( p ) U ( 1 - p ) p U - 1 ( i - p ) V - 1 ( 1 . 5 . 6 4 ) 

Γ ( μ ) Γ ( ν ) 

Η παραπάνω πρόταση ε ί ν α ι γεν ικά γνωστή στη βιβλιογραφία (βλ. πχ. Marien 

και Vandewieìe [1986]). Σε αυτή την πρόταση σ τ η ρ ί ζ ε τ α ι , μ ά λ ι σ τ α , η παραγωγή 

τυχαίων αριθμών από την κ α τ α ν ο μ ή βήτα (βλ. Haan, [1977]). 

Προκειμένου να διερευνήσουμε τη συμπεριφορά του μοντέλου διχασμού, ως 

προς τη διατήρηση των κατανομών, ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε κ α ι αποδεικνύουμε στο τέλος της 

υποπαραγράφου την ακόλουθη βασική πρόταση, αντίστροφη της παραπάνω: 

Αν η μεταβλητή Ζ ακολουθεί κατανομή γάμα, με συνάρτηση πυκνότητας πιθα

νότητας την (1.5.62), και η μεταβλητή Ρ είναι ανεξάρτητη της Ζ και ακο

λουθεί κατανομή βήτα, με συνάρτηση πυκνότητας την (1.5.64), τότε οι 

μεταβλητές Χ και Υ, που ορίζονται από τις σχέσεις (1.5.10) και (1.5.1), 

είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και ακολουθούν κατανομές γάμα με συναρτή

σεις πυκνότητας πιθανότητας τις (1.5.60) και (1.5.61) αντίστοιχα. 

Από την πρόταση αυτή προκύπτει σαφώς ό τ ι το μοντέλο διχασμού δ ι α τ η ρ ε ί 
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τις πλήρεις συναρτήσεις κατανομής των Χ και Υ, στην περίπτωση που αυτές είναι 

ανεξάρτητες και με κοινή παράμετρο σχήματος, υπό την προϋπόθεση ότι η Ρ π α ρ ά 

γεται με βάση την (1.5.64). Σε επόμενη παράγραφο επεκτε ίνεται το συμπέρασμα 

αυτό και γ ια το μοντέλο επιμερισμού με Κ τμηματικές μεταβλητές. 

Στη γενικότερη περίπτωση που οι Χ και Υ ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς με κ α τ α ν ο μ ή 

γάμα, αλλά με διαφορετικές παραμέτρους κλίμακας, ή ακόμα και στην περίπτωση 

που ε ίναι εξαρτημένες, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η κατανομή της Ζ είναι κατά 

προσέγγιση γάμα {Murota και Eto [1973]). Συνακόλουθα, μπορούμε να θεωρήσουμε 

ότι και η κατανομή της Ρ ε ίναι κ α τ ά προσέγγιση βήτα. Έτσι σε όλες τις περι

πτώσεις που επεξεργαζόμαστε μεταβλητές με κατανομή γάμα, είναι λογικό να παρά

γουμε την Ρ από την κατανομή βήτα. Οι παράμετροι της μπορούν να υπολογίζονται 

π ά ν τ α με τη μέθοδο των ροπών, με βάση τη δεσμευμένη μέση τιμή κ α ι δ ιασπορά 

της, που δ ί ν ο ν τ α ι α π ό τ ις σχέσεις της υποπαραγράφου (1.5.4). 

Απόδειξη της βασικής πρότασης 
Οι κατανομές τβν Ρ και Ζ ορίζονται από τις (t.5.63) και (1.5.64), εν* loye της στοχαστικής ανεξαρτη
σίας ία ισχύει: 

fpz(P.z) = f p i P W z U ) «U 

Οι μεταβλητές Χ και Υ ορίζονται από το μετασχηματισμό: 

Χ-. ΡΖ , Υ:(Ι-Ρ)Ζ (β) 

evé ο αντίστροφος μετασχηματισμός είναι: 

Ρ : X/(XtY) , Ζ : Χ*Υ (») 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας τ»ν (Χ, Υ) δίνεται από τη σχέση της βεβρίας πιβανοτήτβν: 

fpz(p(x.Y).z(x.y)) 

U(P(x,Y),z(x,y))l 

όπου J(p(x,y),z(x,y)) είναι η Ιακίβιανή του μετασχηματισμού (β), ίση με 

ίχγ(Χ,Υ) = (6) 

J : 

ίχ(Ρ,ζ) ΐχ(ρ,ζ) 

dp dz Ζ Ρ 

*Υ(Ρ,ζ) ay(P,z) -ζ ( W ) 

«Ρ «ζ 

Ιυνεπίς θα έχουμε: 

f p ( x / ( K * Y ) ) i z ( x + y J 

: Z-ZPUP : Ζ : Xty 

f X Y ( x , y ) (t) 
Ixtyl 
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Λνιικα9ιστ6ντας στην (ε) τις 1j(i) και fp(p) ano τις (t.5.82) και (t.5.64), και παίρνοντας υποφο. και 
ταν (Ι.δ.63), θα έχουμε: 

1 Γ(μ*ν) r χ , Η r y ι»"
1
 »P*'(xtyjli*»-«e-Mx*y) 

f....(x,yi = U(x/(x*y))U(y/(x*y))U(x*y) 
|x*y| Πμ)Γ(ν) l x+y * L

 xty
 i
 Γ(μ*ν) XY 

A U 4 επειδή to σύστημα: 

χ/(χ*γ) > ο , y/(x»y) > ο , x*y > ο 

είναι ισοδύναμο με το σύστημα: 

χ > ο , y > 0 

9α ισχύει: 

U(x/(x4y))U(y/{x»y))U(xnl : U{x)U(y) 

Άρα κάνοντας πράξεις παίρνουμε: 

χ μ-ι χ ν-ί λ μ+ν β -Χ(χη) λμχμ-1β-λχ xvyv-1e-iy 

ίχγ(χ.Υ) · tt(x)«(y) : U(x) U(y) 
Γ(μ)Π») Γ(μ) Γ{ν) 

Κατά συνέπεια ισχύει: 

ίχγ(Χ,Υ) = ίχ(χ)· ίγ(Υ) 

που σημαίνει 6τι οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητες, εν* τείακα οι ΐχ(χ) και fy (y) δίνονται από τις (1.5.60) 
και (1.5.61) αντίστοιχα. 

1 . 5 . 7 . Α ρ ι θ μ η χ ι κ ή δ ι ε ρ ε ύ ν η σ η κ α ι έ λ ε γ χ ο ς του μοντέλου διχασμού 

Προκειμένου να διαπιστωθεί η αξιοπιστία του μοντέλου για μεταβλητές με 

κ α τ α ν ο μ ή γ ά μ α , αλλά. γ ια περιπτώσεις που δ ε ν ισχύει η πλήρης διατήρηση των 

συναρτήσεων κατανομής, όπως αναλύθηκαν στην προηγούμενη υποπαράγραφο, έγινε 

μια σειρά, αριθμητικών εφαρμογών, των οποίων τα αποτελέσματα παρουσιάζονται 

στον π ί ν α κ α 1.1. Για το σκοπό αυτό συντάχθηκε σχετικό πρόγραμμα υπολογιστή, 

στο οποίο: (1) ε ι σ ά γ ε τ α ι η αρχική π ε ν τ ά δ α ανεξάρτητων ροπών ( μ χ , μ Ζ , σ χ 2 , σ γ 2 , 

σ£ 2 )» (2) υπολογίζονται οι δ ι ά φ ο ρ ε ς παράμετροι , οι περιθώριες ροπές της α ν α 

λογικής μεταβλητής Ρ και η δεσμευμένη διασπορά της (από τις αντίστοιχες σχέ

σ ε ι ς των π α ρ α γ ρ ά φ ω ν 1.5.2 και 1.5.3), (3) παράγονται Ν τιμές της μεταβλητής Ζ, 

ως τ υ χ α ί ο ι α ρ ι θ μ ο ί α π ό την κ α τ α ν ο μ ή γ ά μ α , (4) γ ια κ ά θ ε τιμή της Ζ υπολο

γ ί ζ ε τ α ι η δεσμευμένη μέση τιμή της Ρ και στη συνέχεια π α ρ ά γ ε τ α ι η αντίστοιχη 

τ υ χ α ί α τιμή της α π ό την κ α τ α ν ο μ ή βήτα, (5) για την εν λόγω τιμή της Ζ υπολο

γ ί ζ ο ν τ α ι οι τ ιμές των Χ και Y (x=pz, y=z-x), κ α ι (6) απο τ α συνθετικά, δ ε ί γ μ α τ α 

των (Χ, Υ, Ζ, Ρ), μεγέθους Ν, υπολογίζονται τ α στατιστικά, χαρακτηριστικά των 

μεταβλητών και οι σχετικές παράμετροι. 
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Συνολικά έ γ ι ν α ν 41 εφαρμογές με μέγεθος συνθετικού δ ε ί γ μ α τ ο ς Ν = 1000. 

Οι αρχικές πεντάδες ροπών, που αποτελούν την είσοδο στο πρόγραμμα, επιλέχθηκαν 

σε τρόπο ώστε ν α καλύπτουν έ ν α ευρύ φ ά σ μ α τ ιμών, κ α ι ν α α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σε 

εύλογους συνδυασμούς παραμέτρων. Οι τ ιμές της παραμέτρου θ=μ χ /μζ καλύπτουν το 

δ ι ά σ τ η μ α [0.02, 0.50], οι τ ι μ έ ς της π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ζ = σ χ 2 / σ ζ

2 το δ ι ά σ τ η μ α [0.01, 

0.40] κ α ι ο ι τ ι μ έ ς του σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή σ υ σ χ έ τ ι σ η ς ρ χ γ το δ ι ά σ τ η μ α [-0.4, 0.7]. 

Αντ ίστοιχα, οι τ ι μ έ ς που προέκυψαν γ ι α την σ ρ ^ β ρ ί σ κ ο ν τ α ι στο διάστημα [-0.78, 

0.55], γ ι α την η = σ ρ 2 / μ ζ σ τ ο [ - 0 . 0 4 , 0.09], γ ι α την μ Ρ σ τ ο [0.007, 0.64], κ α ι 

γ ια τη σ Ρ

2 στο [0.001, 0.17]. Τα αποτελέσματα της κάθε εφαρμογής καταλαμβάνουν 

τ ρ ε ι ς σ ε ι ρ έ ς στον π ί ν α κ α 1.1, όπου η πρώτη σ ε ι ρ ά α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί στ ις θεωρητικές 

τ ι μ έ ς των παραμέτρων, όπως προκύπτουν από τις σχέσεις των υποπαραγράφων 1.5.1. 

έως 1.5.3., κ α ι ο ι δύο επόμενες σε ιρές σ τ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α που έδωσαν δύο δ ι α 

φ ο ρ ε τ ι κ ά τ ρ ε ξ ί μ α τ α του προγράμματος, με ίδιες πεντάδες εισόδου. 

Η ε ξ έ τ α σ η των στοιχείων του π ίνακα 1.1 μπορεί να δώσει τ α μ ε ρ ι κ ά χρήσιμα 

συμπεράσματα, σχετ ικά με την αξιοπιστία του μοντέλου, όπως: 

1. Εν γ έ ν ε ι υ π ά ρ χ ε ι συμφωνία των θ ε ω ρ η τ ι κ ώ ν τ ι μ ώ ν των παρα

μέτρων με τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς , που ε ξ ά γ ο ν τ α ι από 

τ α σ υ ν θ ε τ ι κ ά δ ε ί γ μ α τ α . Ό π ο υ δεν υ π ά ρ χ ε ι τ έ τ ο ι α , η κ ρ ί 

σ ι μ η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς , σ τ η ν ο π ο ί α ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι η μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η 

α π ό κ λ ι σ η , ε ί ν α ι ο σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς σ υ σ χ έ τ ι σ η ς Ρχγ, κ α ι α κ ο 

λουθούν ο ι ροπές σ χ 2 , σχ£ κ α ι σ ρ Ζ . 

2. Γ ι α τ ι μ έ ς τ ο υ σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή σ υ σ χ έ τ ι σ η ς ρ χ γ = - 0 . 4 0 τ α απο

τ ε λ έ σ μ α τ α τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ ε μ φ α ν ί ζ ο υ ν σ α φ ε ί ς α π ο κ λ ί σ ε ι ς , ως 

προς τ ι ς κ ρ ί σ ι μ ε ς π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς . Μ ι κ ρ έ ς α π ο κ λ ί σ ε ι ς ε μ φ α ν ί 

ζ ο ν τ α ι σε μ ε ρ ι κ έ ς π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς κ α ι γ ι α ρχγ = - 0 . 2 . 

3. Γ ι α θ ε τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς τ ο υ σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή σ υ σ χ έ τ ι σ η ς Ρχγ» τ α απο

τ ε λ έ σ μ α τ α τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ συμφωνούν με τ ι ς θ ε ω ρ η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς 

σε ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ ό β α θ μ ό , κ α ι α υ τ ό α ν ε ξ ά ρ τ η τ α από τ ι ς τ ι 

μές των υπόλοιπων παραμέτρων. Οι α π ο κ λ ί σ ε ι ς που ε μ φ α ν ί 

ζ ο ν τ α ι σ τ α χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά των παραγόμενων μ ε τ α β λ η τ ώ ν έ 

χουν τ η ν ί δ ι α τ ά ξ η μ ε γ έ θ ο υ ς με τ α ς α π ο κ λ ί σ ε ι ς σ τ α χ α ρ α 

κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά τ η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς α φ ε τ η ρ ί α ς Ζ, δηλαδή τ α μ 2 κ α ι 

σ Ζ 2 . 

Συμπερασματικά μπορούμε να πούμε ό τ ι το μοντέλο ε ί ν α ι εν γ έ ν ε ι αξιόπι

σ τ ο , υπό την προϋπόθεση ό τ ι ο σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς σ υ σ χ έ τ ι σ η ς ρχγ β ρ ί σ κ ε τ α ι στο 

δ ι ά σ τ η μ α [-0.20, 0.70]. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1 . 1 ( σ ε λ . 1 από 4 ) 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΔΙΧΑΣΜΟΥ 

ΗΕΣΕΣ ΤΙΗΕΣ ι ΔΙΑΣΠΟΡΕΣ ι ΣΥΗΔΙΑΣΠΟΡΕΣ « ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΗΟΗΤΕΛΟΥ ι ΡΟΠΕΣ Ρ 

Η Η1 σΡΖ 
Α/Α μ χ μ γ μ ζ <τχ

2 « γ 2 ο ζ

2 <τ χ γ σ χ ζ α Υ Ζ ρΧγ 9 = — {-— ο η π = — Up « ρ ? 

HZ « Ζ 2 HZ 

1 0 . 4 0 1 9 . 6 0 2 0 . 0 0 1.50 180.93 150.00 - 6 . 2 1 - 4 . 7 1 154.71 - 0 . 4 0 0.020 0 . 0 1 0 - 0 . 2 8 1 - 0 . 0 1 4 0.034 0 . 0 0 3 
0 . 4 9 20.04 20.53 0 . 7 1 148.10 145.01 - 1 . 9 0 - 1 . 1 9 146.20 - 0 . 1 9 0.024 0.005 - 0 . 2 2 2 - 0 - 0 1 1 0 . 0 3 5 0 . 0 0 2 
0 . 4 9 18.71 19.20 0 . 7 7 138.05 135.35 - 1 . 7 3 - 0 . 9 6 136.32 - 0 . 1 7 0.025 0 . 0 0 6 - 0 . 2 2 0 - 0 . 0 1 1 0 . 0 3 7 0.002 

2 0.40 19.60 20.00 1.50 154.59 150.00 -3.05 - 1 . 5 5 151.55 - 0 . 2 0 0.020 0.010 -0.165 -0.008 0.028 0.003 

0.37 19.35 19.72 0.60 155.92 154.00 -1.26 - 0 . 6 6 154.66 - 0 . 1 3 0.019 0.004 -0.145 - 0 . 0 0 7 0.026 0.002 

0.40 19.12 19.52 0.71 140.09 137.82 - 1 . 4 9 - 0 . 7 8 138.60 - 0 . 1 5 0.020 0.005 -0.157 - 0 . 0 0 8 0.029 0.002 

3 0.40 19.60 20.00 1.50 148.50 150.00 0.00 1.50 148.50 0.00 0.020 0.010 -0.055 -0.003 0.023 0.003 

0.40 19.79 20.19 1.08 138.88 139.92 -0.02 1.06 138.87 0.00 0.020 0.008 -0.049 -0.002 0.022 0.002 

0.42 19.94 20.36 1.88 143.03 144.14 -0.38 1.50 142.64 -0.02 0.020 0.013 -0.047 -0.002 0.023 0.003 

4 0.40 19.60 20.00 1.50 142.65 150.00 2.93 4.43 145.57 0.20 0.020 0.010 0.052 0.003 0.017 0.002 

0.38 19.22 19.60 1.18 135.68 143.46 3.30 4.48 138.98 0.26 0.019 0.008 0.056 0.003 0.016 0.002 

0.43 19.83 20.27 1.86 136.98 145.48 3.32 5.18 140.30 0.21 0.021 0.013 0.060 0.003 0.018 0.003 

5 0 . 4 0 1 9 . 6 0 2 0 . 0 0 1.50 137.03 150.00 5.74 7.24 1 4 2 . 7 7 0 . 4 0 0.020 0 . 0 1 0 0.154 0 . 0 0 8 0.012 0.002 
0.39 1 9 . 5 9 19.98 1.27 151-09 163.83 5.74 7 . 0 1 156.83 0 . 4 1 0 . 0 ) 9 0 . 0 0 8 0 . 1 2 5 0.006 0.013 0 . 0 0 2 
0.44 1 9 . 7 0 20.14 1.50 1 5 1 . 8 1 165.45 6.07 7 . 5 7 157.88 0 . 4 0 0.022 0.009 0 . 1 1 9 0.006 0.016 0.003 

6 0 . 4 0 1 9 . 6 0 2 0 . 0 0 1.50 131.64 150.00 8.43 9 . 9 3 140.07 0 . 6 0 0.020 0 . 0 1 0 0.252 0.013 0.007 0 . 0 0 2 
0 . 5 0 1 9 . 9 2 2 0 . 4 2 1.81 1 5 0 . 4 7 172.95 10,33 12.15 1 6 0 . 8 0 0 . 6 3 0.025 0 . 0 1 0 0 . 2 3 7 0.012 0 . 0 1 3 0 . 0 0 2 
0.56 1 9 . 7 2 2 0 . 2 8 1.64 145.66 166.93 9.82 11.46 155.48 0.64 0.027 0 . 0 1 0 0.244 0.012 0.015 0 . 0 0 2 

7 1.00 1 9 . 0 0 2 0 . 0 0 4 . 5 0 167.46 150.00 - 1 0 . 9 8 - 6 . 4 8 156.46 - 0 . 4 0 0.050 0 . 0 3 0 - 0 . 5 0 8 - 0 . 0 2 5 0 . 0 7 5 0.008 
1.17 1 8 . 9 1 2 0 . 0 9 4 . 7 2 150.16 146.66 - 4 . 1 0 0 . 6 1 146.05 - 0 . 1 5 0.058 0.032 - 0 . 3 8 7 - 0 . 0 1 9 0.078 0.008 
1.14 1 8 . 1 7 19.31 2 . 4 0 139.28 134.05 - 3 . 8 1 - 1 . 4 2 135.47 - 0 . 2 1 0.059 0.018 - 0 . 3 8 3 - 0 . 0 2 0 0.079 0 . 0 0 7 

8 1.00 1 9 . 0 0 2 0 . 0 0 4 . 5 0 156,10 150.00 - 5 . 3 0 - 0 . 8 0 150.60 - 0 . 2 0 0.050 0 . 0 3 0 - 0 . 3 0 2 - 0 . 0 1 5 0.065 0.008 
1.13 1 9 . 0 8 2 0 . 2 1 5.96 162.65 1 6 0 . 0 7 - 4 . 2 7 1.69 158.37 - 0 . 1 4 0.056 0 . 0 3 7 - 0 . 2 7 8 - 0 . 0 1 4 0 . 0 7 0 0 . 0 1 0 
1.02 19.22 20.24 2.84 150.11 146.11 - 3 . 4 2 - 0 . 5 8 146.69 - 0 . 1 7 0.050 0.019 - 0 . 3 5 0 - 0 . 0 1 7 0.068 0 . 0 0 7 

9 1.00 1 9 . 0 0 2 0 . 0 0 4 . 5 0 145.50 150.00 0.00 4 . 5 0 145.50 0 . 0 0 0,050 0 . 0 3 0 - 0 . 1 0 9 - 0 . 0 0 5 0.055 0 . 0 0 8 
0.94 ! 8 . 9 6 1 9 . 9 1 3.24 1 3 9 . 0 9 141.76 - 0 . 2 9 2 . 9 5 138.81 - 0 . 0 1 0 . 0 4 7 0 . 0 2 3 - 0 . 1 2 0 - 0 . 0 0 6 0 . 0 5 3 0 . 0 0 7 
1.03 18.75 19.78 4 . 1 2 141.41 144.85 - 0 . 3 4 3.78 141.07 - 0 . 0 1 0.052 0.028 - 0 . 1 0 9 - 0 . 0 0 6 0.058 0.008 

10 1.00 1 9 . 0 0 2 0 . 0 0 4 . 5 0 135.62 150.00 4.94 9.44 140.56 
1.14 1 9 . 4 8 2 0 . 6 1 6 . 0 8 ( 4 1 . 0 7 162.54 7.69 13.78 148.76 
1.08 19.66 20.75 6 . 4 7 158.73 180.39 7.59 14.06 166.32 

11 1.00 1 9 . 0 0 2 0 . 0 0 4 . 5 0 126.42 150.00 9.54 14.04 135.96 
1.06 18.99 20.05 4 . 6 3 134.34 159.40 10.21 14.84 144.56 
0 . 9 7 18.75 19.72 3.56 122.25 141.58 7.89 11.45 130.14 

12 1.00 1 9 . 0 0 2 0 . 0 0 4.50 117.86 150.00 13.82 1 8 . 3 2 131.68 
1.12 19.42 20.54 4.81 107.79 141.04 14.22 19.03 122.01 
1.07 1 9 . 5 0 2 0 . 5 8 4.28 124.56 1 5 7 . 9 7 14.57 18.85 139.13 

0.20 0.050 

0.26 0.055 

0.24 0.052 

0.40 0.050 

0.41 0.053 

0.38 0.049 

0.60 0.050 

0.62 0.054 

0.63 0.052 

0.030 

0.037 

0.036 

0.030 

0.029 

0.025 

0.030 

0.034 

0.027 

0.071 

0.145 

0.166 

0.238 

0.232 

0.210 

0.393 

0.411 

0.402 

0.004 

0.007 

0.008 

0.012 

0.012 

Ο.ΟΠ 

0.020 

0.020 

' 0.020 

0.046 0.007 

0.048 0.007 

0.044 0.007 

0.038 0.006 

0.041 0.007 

0.039 0.005 

0.030 0.004 

0.034 0.004 

0.033 0.004 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1.1 ( σ ε λ . 2 από 4 ) 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΔΙΧΑΣΜΟΥ 

ΗΕΣΕΙ ΤΙΗΕΣ « ΜΛΜΟΡΕΣ ι ΣΥΝΑΙΑΣΠΟΡΕΣ « ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ H0NTEA0Y ι ΡΟΠΕΣ Ρ 

fX σ Χ σΡΖ 
Α/Α μ χ |ΐγ μ ζ σ χ

2 σΥ? σ ζ

2 α χ γ <JXZ ö Y Z ρ χ γ 0 - . — ζ : — < j p z η : — Vf «ρ 2 

μ
Ζ
 α

ζ
? μ

ζ 

(3 Σ.00 18.00 20.00 10.50 173.66 150.00 -17.08 -6.58 156.58 -0.40 0.100 0.070 -0.785 -0.039 0.139 0.020 

1.96 18.92 20.89 5.20 180.99 168.09 -9.05 -3.85 171.94 -0.29 0.095 0.031 -0.839 -0.040 0.135 0.017 

2.07 17.23 19.30 6.48 164.09 157.06 -6,75 -0.28 157.33 -0.21 0.107 0.041 -0.733 -0.038 0.145 0.017 

14 2.00 18.00 20.00 10.50 155.67 150.00 -8.09 2.41 147.59 -0.20 0.100 0.070 -0.458 -0.023 0.123 0.019 

2.02 18.22 20.24 9.51 147.39 147.93 -4.48 5.02 142.91 -0.12 0.100 0.064 -0.436 -0.022 0.121 0.017 

1.99 18.46 20.45 8.03 155.02 152.23 -5.41 2.62 149.61 -0.15 0.097 0.053 -0.472 -0.023 0.120 0.017 

15 2.00 16.00 20.00 10.50 139.50 150.00 0.00 10.50 139.50 

1.92 18.29 20.21 9.78 133.64 143.01 -0.21 9.57 133.43 

2.09 17.70 19.79 10.93 139.56 151.73 0.62 11.55 140.16 

16 2.00 18.00 20.00 10.50 125.01 150.00 7.25 17.75 132.25 

1.92 18.26 20.19 11.30 134.68 158.54 6.28 17.58 140.96 

2.07 18.00 20.07 10.85 120.56 149.09 8.84 19.69 129.40 

17 2.00 18.00 20.00 10.50 112.06 150.00 13.72 24.22 125.78 

1.90 18.32 20.22 10.04 124.28 163.94 14.81 24.84 139.09 

1.97 18.17 20.13 9.87 126.82 166.66 14.99 24.85 141.80 

18 2.00 18.00 20.00 10.50 100.52 150.00 19.49 2 9 . 9 9 120.01 
2.09 16.41 20.50 11.24 102.92 155.63 20.74 3 1 . 9 7 123.65 
1.99 18.43 2 0 . 4 2 9.30 109.89 160.63 2 0 . 7 2 3 0 . 0 2 130.61 

0.00 0.100 

0.01 0.095 

0.02 0.106 

0.20 0.100 

0.16 0.095 

0.24 0.103 

0.40 0.100 

0.42 0.094 

0.42 0.098 

0.60 0.100 

0.61 0.102 

0.65 0.096 

0.070 

0.068 

0.072 

0.070 

0.071 

0.073 

0.070 

0.061 

0.059 

0.070 

0.072 

0.058 

-0.164 

-0.148 

-0.143 

0.100 

0.098 

0.164 

0.335 

0.292 

0.324 

0.545 

0.574 

0.498 

-0.008 0.108 0.018 

-0.007 0.102 0.017 

-0.007 0.113 0.018 

0.005 0.095 0.015 

0.005 0.090 0.015 

0.008 0.095 0.015 

0.017 0.083 0.012 

0.014 0.079 0.011 

0.016 0.082 0.011 

0.027 0.073 0.009 

0.028 0.074 0.009 

0.024 0.073 0.008 

19 0.50 

0.60 

0.56 

20 0.50 

0.58 

0.44 

21 0.50 

0.49 

0.58 

22 0.50 

0.50 

0.57 

23 0.50 

0.45 

0.49 

24 0.50 

0.49 

0.50 

4.50 

4.23 

4.32 

4.50 

4.56 

4.41 

4.50 

4.44 

4.54 

4.50 

4.29 

4.38 

4.50 

4.48 

4.62 

4.50 

4.42 

4.36 

5.00 

4.64 

4.88 

5.00 

5.14 

4.85 

5.00 

4.93 

5.12 

5.00 

4.69 

4.95 

5.00 

4.93 

5.11 

5.00 

4.91 

4.86 

1.50 

1.32 

0.92 

1.50 

2.11 

0.88 

1.50 

1.29 

1.45 

1.50 

1.29 

1.84 

1.50 

1.19 

1.23 

1.50 

1,50 

1.12 

17.61 

13.61 

15.02 

15.42 

14.95 

14.10 

13.50 

13.10 

13.99 

11.82 

11.42 

11.86 

10.35 

9.56 

10.60 

9.07 

8.80 

8.46 

15.00 

13.31 

14.52 

15.00 

15.07 

13.73 

15.00 

14.56 

15.35 

15.00 

14.42 

15.51 

15.00 

13.24 

15.27 

15.00 

14.78 

13.27 

-2.06 

- 0 . 8 2 

- 0 . 7 1 

-0.96 

- 1 . 0 0 

-0.63 

0.00 

0.09 

-0.05 

0.84 

0.85 

0.91 

1.56 

1.24 

1.72 

2.21 

2.24 

1.84 

- 0 . 5 6 

0.51 

0.21 

0.54 

1.12 

0.26 

1.50 

1.38 

1.40 

2.34 

2.14 

2.75 

3.06 

2.43 

2.95 

3.71 

3.74 

2.96 

15.56 

12.80 

14.31 

14.46 

13.95 

13.48 

13.50 

13.18 

13.94 

12.66 

12.27 

12.76 

11.92 

10.80 

12.32 

11.29 

11.05 

10.30 

- 0 . 4 0 

- 0 . 1 9 

- 0 . 1 9 

- 0 . 2 0 

-0.18 

- 0 . 1 8 

0.00 

0.02 

- 0 . 0 1 

0.20 

0.22 

0.19 

0.40 

0.37 

0.48 

0.60 

0.62 

0.60 

0.100 

0.124 

0.116 

0.100 

0.112 

0.091 

0.100 

0.100 

0.113 

0.100 

0.102 

0.115 

0.100 

0.091 

0.096 

0.100 

0.100 

0.102 

0.100 

0.099 

0.063 

0.100 

0.140 

0.064 

0.100 

0.089 

0*094 

0.100 

θ'. 090 

0.118 

0.100 

0.090 

0.081 

0.100 

0.101 

0.084 

-0.257 

-0.200 

-0.213 

-0.120 

-0.093 

-0.139 

0.000 

0.022 

0.024 

0.105 

0.090 

0.131 

0.197 

0.145 

0.173 

0.277 

0.226 

0.197 

- 0 . 0 5 1 

-0.041 

-0.044 

-0.024 

-0.018 

-0.029 

0.000 

0.004 

0.005 

0.021 

0.018 

0.026 

0.039 

0.029 

0.034 

0.055 

0.046 

0.041 

0.151 0.036 

0.166 0.036 

0.159 0.032 

0.124 0.037 

0.130 0.039 

0.119 0.033 

0.100 0.034 

0.096 0.029 

0.108 0.035 

0.079 0.028 

0.084 0.030 

0.089 0.033 

0.061 0.021 

0.062 0.020 

0.063 0.017 

0.045 0.013 

0.054 0.010 

0.061 0.015 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1.1 ( σ ε λ . 3 από 4) 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΔΙΧΑΣΜΟΥ 

ΗΕΣΕΣ ΤΙΜΕΣ ι ΑΙΑΣΠΟΡΕΣ ι ΣΥΝΑΙΑΣΠΟΡΕΣ ι ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΗΟΗΤΕΛΟΪ ι ΡΟΠΕΣ Ρ 

Η «Χ2 σΡΖ 
Α/Α μχ μγ μ ζ βχ ? βγ Qj «χγ θχ Ζ

 βΥΖ ΡχΥ $~·~~ ί : — βΡΖ Π : — |!ρ ' ρ 
μ ζ σ ζ

2 μ ζ 

25 

28 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

38 

1.50 

1.53 

1.60 

1.50 

1.43 

1.58 

1.50 

1.44 

1.46 

1.50 

1.62 

1.49 

1.50 

1.56 

1.54 

2.50 

2.56 

2.67 

2.50 

2.54 

2.42 

2.50 

2.46 

2.63 

2.50 

2.30 

2.44 

2.50 

2.53 

2.49 

2.50 

2.36 

2.50 

2.50 

2.52 

2.54 

3.50 

3.34 

3.29 

3.50 

3.53 

3.57 

3.50 

3.50 

3.38 

3.50 

3.50 

3.46 

3.50 

3.52 

3.67 

2.50 

2.27 

2.53 

2.50 

2.34 

2.40 

2.50 

2.50 

2.46 

2.50 

2.60 

2.62 

2.50 

2.48 

2.56 

2.50 

2.41 

2.55 

2.50 

2.46 

2.63 

5.00 

4.87 

4.90 

5.00 

4.96 

5.15 

5.00 

4.94 

4.85 

5.00 

5.12 

4.96 

5.00 

5.08 

5.21 

5.00 

4.83 

5.20 

5.00 

4.89 

4.83 

5.00 

4.96 

5.09 

5.00 

4.91 

5.06 

5.00 

5.00 

5.05 

5.00 

4.77 

5.05 

5.00 

4.97 

5.17 

6.00 

5.17 

5.96 

6.00 

5.06 

6.38 

6.00 

5.53 

5.31 

6.00 

6.94 

5.52 

6.00 

6.90 

6.33 

6.00 

5.08 

5.38 

6.00 

5.67 

5.41 

6.00 

5.62 

6.76 

6.00 

4.85 

5.44 

6.00 

6.46 

5.97 

6.00 

5.00 

5.78 

6.00 

6.49 

5.61 

17.10 

13.53 

12.98 

12.46 

11.13 

13.81 

9.00 

8.52 

8.63 

6.50 

6.17 

5.93 

4.74 

4.61 

4.92 

17.10 

11.93 

15.94 

12.46 

9.53 

11.80 

9.00 

β.44 

8.73 

6.50 

7.56 

6.59 

4.74 

4.35 

5.08 

3.50 

3,17 

3.73 

3.03 

2.99 

3.20 

15.00 

13.37 

13.24 

15.00 

13.02 

16.40 

15.00 

14.22 

14.00 

15.00 

16.02 

14.21 

15.00 

(6.51 

16.87 

15.00 

13.45 

17.51 

15.00 

13.04 

14.35 

15,00 

14.06 

15.47 

15.00 

14.39 

13.84 

15.00 

14.18 

15.82 

(5,00 

(3.15 

15,26 

15.00 

15.64 

15.00 

-4.05 

-2.66 

-2.85 

-1.73 

-1.58 

-1.89 

0.00 

0.08 

0.03 

1.25 

1.46 

1.38 

2.(3 

2,50 

2.8t 

-4.05 

-1.78 

- 1 . 9 t 

-1.73 

-1.08 

- t . 4 3 

0.00 

0.00 

- 0 . 0 t 

1.25 

0.99 

0.91 

2.13 

1.69 

2.39 

2.75 

2.49 

2.87 

2.99 

3.08 

3.(0 

1.95 

2.51 

3 . ( 1 

4.27 

3.48 

4.49 

6.00 

5.61 

5.34 

7.25 

8.40 

6.90 

8.13 

9.40 

9.(4 

(.95 

3.30 

3.47 

4.27 

4.59 

3.98 

6.00 

5.62 

6.75 

7.25 

5.64 

6.35 

8.13 

8 . ( 5 

8.36 

8.75 

7.49 

8.65 

8.99 

9.57 

8.70 

13.05 

10.86 

10.13 

10.73 

9.55 

11.92 

9.00 

8.61 

8.66 

7.75 

7.62 

7.31 

6.87 

7.11 

7.73 

13.05 

10.15 

14.03 

10.73 

8.45 

10.37 

9.00 

8.44 

8.73 

7.75 

8.55 

7.49 

6.87 

6.04 

7.46 

6,25 

5.66 

6.60 

6.02 

6.07 

6,30 

- 0 . 4 0 

-0.32 

-0.32 

-0.20 

-0.21 

-0.20 

0.00 

0.01 

0.00 

0.20 

0.22 

0.24 

0.40 

0.44 

0.50 

-0.40 

-0.23 

-0.21 

-0.20 

- 0 . ( 5 

- 0 . ( 8 

0.00 

0.00 

0.00 

0.20 

0.16 

0.15 

0.40 

0.32 

0.43 

0.60 

0.62 

0.62 

0.70 

0.70 

0.73 

0.300 

0.314 

0.400 

0.387 

0.327 0.450 

0.300 

0.288 

0.307 

0.300 

0.291 

0.302 

0.300 

0.317 

0.302 

0.300 

0.307 

0.295 

0.500 

0.531 

0.514 

0.500 

0.520 

0.502 

0.500 

0.496 

0.516 

0.500 

0.469 

0.483 

0,500 

0.505 

0.493 

0.500 

0.494 

0.495 

0.500 

0.506 

0.492 

0.400 

0.389 

0.389 

0.400 

0.389 

0.379 

0.400 

0.433 

0.389 

0.400 

0.418 

0.375 

0.400 

0.377 

0.307 

0.400 

0.435 

0.377 

0.400 

0.399 

0.437 

0.400 

0.337 

0.393 

0.400 

0.455 

0.377 

0.400 

0.381 

0.379 

0.400 

0.415 

0.374 

-0.319 

-0.258 

-0.230 

-0.029 

-0.123 

-0.063 

0.188 

0.208 

0.205 

0.344 

0.368 

0.317 

0.454 

0.490 

0.481 

-0.694 

-0.541 

-0.706 

-0,404 

-0.311 

-0.396 

-0.188 

-0.190 

-0.138 

-0.031 

-0,081 

-0.064 

0.079 

0.125 

0.073 

0.156 

0.133 

0.134 

0.186 

0.194 

0.180 

-0.064 

-0.053 

-0.047 

-0.006 

-0.025 

-0.012 

0.038 

0.042 

0.042 

0.069 

0.072 

0.064 

0.091 

0.096 

0.092 

- 0 . ( 3 9 

-0.112 

-0.136 

-0.081 

-0.064 

-0.082 

-0.038 

-0.038 

-0.027 

-0.006 

-0.017 

- 0 . 0 ( 3 

0.016 

0.025 

0.014 

0.031 

0.028 

0.027 

0.037 

0.039 

0.035 

0.364 0 . ( 4 2 

0.367 0.138 

0.374 0 . ( 4 ( 

0.306 0.120 

0.313 0.120 

0.319 0.121 

0.263 0.090 

0.249 0.086 

0.260 0.088 

0.231 0.061 

0.245 0.063 

0.238 0.058 

0.209 0.037 

0.211 0.033 

0.203 0.032 

0.639 0 . ( 3 7 

0.643 0.121 

0.649 0.118 

0.581 0.117 

0.584 0.110 

0.584 0,111 

0.538 0.090 

0.535 0.086 

0.543 0.086 

0.506 0.062 

0.486 0.062 

0.495 0.063 

0.484 0.040 

0.480 0.040 

0.479 0.036 

0.469 0.022 

0.467 0.021 

0.468 0.021 

0.463 0.0(5 

0.467 0.0(3 

0.457 0.0(3 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 1.1 ( σ ε λ . 4 από 4 ) 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΔΙΧΑΣΜΟΥ 

ΗΕΣΕΣ ΤΙΗΕΣ ι ΑΙΑΣΠΟΡΕΙ ι ΣΥΗΑΙΑΣΠΟΡΕΣ ι Ι1ΑΡΛΗΕΤΡ0Ι HOHTEAOY ι ΡΟΠΕΣ Ρ 

ρ 
Η ff

X °ΡΖ 
Α/Α μ

χ
 μ

γ
 μ

ζ
 οχ* «γ

2
 σ

ζ

?
 σ

χ γ
 σ

χ ζ
 ο

γ ζ
 Ρχγ θ=-- ζ : — σ

Ρ Ζ
 η : — μ

Ρ
 σ

ρ

2 

μ
ζ
 σ

ζ

2
 μ

ζ 

37 

38 

39 

40 

41 

1.00 
1.06 
0.99 

1.00 
1.00 
1.00 

f.00 
0.97 
0.98 

1.00 
0.95 
1.07 

1.00 
1.04 
1.02 

1.00 
0.98 
0.88 

1.00 
1.07 
0.91 

1.00 
1.08 
0.95 

1.00 
0.99 
1.05 

1.00 
0.99 
1.03 

2.00 
2.03 
1.87 

2.00 
2.07 
1.91 

2.00 
2.05 
1.93 

2.00 
1.95 
2.12 

2.00 
2.02 
2.04 

2.40 
3.06 
2.09 

2.40 
2.35 
2.21 

2.40 
2.04 
2.53 

2.40 
2.03 
2.66 

2.40 
2.79 
2.06 

4.96 
4.31 
3.08 

3.60 
3.89 
3.05 

2.60 
2.90 
2.23 

1.89 
1.64 
1.97 

1.40 
1.27 
1.52 

6.00 
6.91 
4.83 

6.00 
6.46 
5.43 

6.00 
5.92 
5.32 

6.00 
5.20 
6.45 

6.00 
6.14 
5.80 

-0.69 
-0.23 
-0.17 

0.00 
0.11 
0.09 

0.50 
0.49 
0.28 

0.85 
0.77 
0.91 

1.10 
1.04 
1.11 

1.71 
2.83 
1.92 

2.40 
2.46 
2.29 

2.90 
2.53 
2.81 

3.25 
2.60 
3.57 

3.50 
3.83 
3.17 

4.29 
4.08 
2.92 

3.60 
4.00 
3.13 

3.10 
3.39 
2.51 

2.75 
2.41 
2.68 

2.50 
2.31 
2.63 

-0.20 0.500 0.400 
-0.06 0.519 0.442 
-0.07 0.531 0.431 

0.00 0.500 0.400 
0.04 0.482 0.363 
0.03 0.522 0.407 

0.20 0.500 0.400 
0.20 0.473 0.345 
0.12 0.507 0.476 

0.40 0.500 0.400 
0.42 0.469 0.390 
0.40 0.504 0.412 

0.60 0.500 0.400 
0.55 0.513 0.454 
0.63 0.499 0.355 

-0.258 
-0.223 
-0.185 

-0.120 
-0.147 
-0.098 

-0.020 
-0.052 

0.002 

0.051 
0.054 
0.071 

0.100 
0.113 
0.080 

-0.129 
-0.110 
-0.099 

-0.060 
-0.071 
-0.051 

-0.010 
-0.025 

0.001 

0.025 
0.028 
0.033 

0.050 

0.629 0.169 
0.629 0.162 
0.630 0.153 

0.560 0.139 
0.553 0.136 
0.573 0.131 

0.510 0.100 
0.498 0.098 
0.506 0.101 

0.475 0.063 
0.461 0.062 
0.471 0.062 

0.450 0.032 
0.056 0.457 0.032 
0.039 0.459 0.030 

ΣΚΗΕΙυΣΗ: Σε κάθε τρεις σειρές του πίνακα, η πρέιη σειρά αντιστοιχεί στις θεβρητικές τιμές τβν 
παραμέτρβν, και οι δύο επόμενες σειρές στα εμπειρικά χαρακτηριστικά δύο 6ια*ορετικ6ν συνθετικών 
δειγματβν, που έχουν παραχθεί με βάση τις παραμέτρους της πρδτης σειράς. 

Τ α παραπάνω αποτελούν è v a πρώτο, ά λ λ α όχι κ α ι το μοναδικό έλεγχο του μο

ν τ έ λ ο υ διχασμού, αφού το συνολικό μ ο ν τ έ λ ο , που π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι κ α ι τη δ ι α δ ι κ α σ ί α 

διχασμού, δ ο κ ι μ ά ζ ε τ α ι κ α ι ε λ έ γ χ ε τ α ι στον επιμερισμό των βροχοπτώσεων ( κ ε φ ά λ α ι ο 

3), κ α ι όχι μόνο ως προς τ ι ς ροπές των μ ε τ α β λ η τ ώ ν , ά λ λ α κ α ι ως προς τ ι ς συναρ

τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς τους. 

1.5.8. Η nep ίπχωση τμηματικών μεταβλητών με ασυνεχή κατανομή 

Το μοντέλο διχασμού μπορεί εύκολα να ε π ε κ τ α θ ε ί στην περίπτωση που η τ μ η 

μ α τ ι κ ή μ ε τ α β λ η τ ή Χ παρουσιάζει α σ υ ν έ χ ε ι α στην κ α τ α ν ο μ ή . Ουσιαστικά, το μόνο που 

πρέπει ν α γ ί ν ε ι ε ί ν α ι ν α ε ι σ α χ θ ε ί μ ι α α ν τ ί σ τ ο ι χ η α σ υ ν έ χ ε ι α στην κ α τ α ν ο μ ή της 

αναλογικής μεταβλητής Ρ. Εδώ θ α μελετήσουμε την περίπτωση που η ασυνέχεια α ν α 

φ έ ρ ε τ α ι στο σημείο χ=0, που ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι συχνά, σε πραγματικά, προβλήματα. 

Έ σ τ ω ό τ ι η μ ε τ α β λ η τ ή Χ μπορεί ν α π ά ρ ε ι μ η δ ε ν ι κ ή τ ι μ ή με π ε π ε ρ α σ μ έ ν η 

π ι θ α ν ό τ η τ α q 0 , δηλαδή: 
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Pr(X=0) = q 0 ( 1 . 5 . 6 5 ) 

Pr(X#0) = q , 
όπου 

q i = i-q<> 

Είναι σαφές ότι εν γένει η Ρ θα πρέπει να παρουσιάζει αντίστοιχη ασυνέ

χεια στην κατανομή της. Λόγω της (1.5.10) θα ε ίναι : 

Pr(P=0|Z#0) = Pr(X=0) = q 0 ( 1 . 5 . 6 6 ) 

Αν θεωρήσουμε ότι κ α ι η μεταβλητή Ζ παρουσιάζει αντίστοιχη ασυνέχεια με 

πιθανότητα Pr(Z=o) = q Z o - 3ο» K c u δεχτούμε ότι τα ενδεχόμενα (Ζ#0) και (Ρ^Ο) 

ε ί ν α ι ανεξάρτητα, τότε θα ισχύει: 

Ρ Γ ( Χ ^ Ο ) = Pr(P#0)Pr(Z#0) 
οπότε 

q P 1 = 1-qpo = q i / q z i ( 1 . 5 . 6 7 ) 

όπου q P 0 = Pr(P=0), q P 1 = Pr(PfO) κ α ι q z 1 = Pr(Z^O). 

Η τιμή της μεταβλητής Ρ θα πρέπει λοιπόν να παραχθεί από μια ασυνεχή 

κατανομή. Αυτό στην πράξη αντιμετωπίζεται με την παραγωγή της τιμής σε δύο βή

ματα. Ετο πρώτο βήμα παράγεται ένας τυχαίος αριθμός Γ από την ομοιόμορφη κατα

νομή (0,1), κ α ι αν Γ < qp0> χότε τ ί θ ε τ α ι ρ=0, αλλιώς προχωράμε στο δεύτερο 

βήμα, όπου παράγεται η τιμή της Ρ από την κατανομή F(plPiiO). Για τον καθορισμό 

της τ ε λ ε υ τ α ί α ς α π α ι τ ε ί τ α ι να ε ί ν α ι γνωστές οι ροπές mp = £[P|PÏÉO] κ α ι Sp2 = 

Var[P|P?so]. Αυτές μπορούν να υπολογιστούν συναρτήσει των περιθωρίων ροπών της 

Ρ κ α ι των πιθανοτήτων qp 0 κ α ι qpi» από τις σχέσεις: 

mp = μρ/qp.) (1 . 5.68) 

Sp
2
 = o

p

2
/q

P 1
 - (qp

0
/qpi

2
)Up

2
 (1.5.69) 

Στην πραγματικότητα η Ρ παράγεται με βάση τις δεσμευμένες ροπές για δε

δομένη τ ιμή της Ζ=ζ. Έ τ σ ι α ν τ ί των (1.5.68) κ α ι (1.5.69) ε ί ν α ι σκόπιμο να 

χρησιμοποιηθούν οι ακόλουθες: 

mP|Z = HPIZ/^I ( 1 . 5 . 7 0 ) 

Sp|
Z

2
 = Op|

Z

2
/q

1
 - (q

0
/qi

2
)Mp

2
 (1.5.71) 

Ι τ ι ς τελευταίες έχουν αντ ικατασταθεί τα μρ και σρ 2 από τ α αντίστοιχα 

μρ|Ζ κ α ι σρ|Ζ

2 · Επίσης α ν τ ι κ α τ α σ τ ά θ η κ α ν τ α q p 0 κ α ι qpi από τ α q 0 κ α ι q1 ( 

αντ ίστοιχα, επειδή ισχύει η δέσμευση Ζ=ζ, ενώ προφανώς για να έχει νόημα ο 

επιμερισμός θα ισχύει ζ#0, κ α ι κατά. συνέπεια η πιθανότητα μηδενικής τιμής της 

Ρ θα πρέπει να υπολογίζεται από την (1.5.66). 

=========== = = = = = = = = = = ============= = = ==========_= 
Απόδειξη τον (2.5.68) και (E.S.69) 
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Ισχύουν: 

fp(PlP*0] : fp(P)/qp|, 0 < ρ M 

1 
μ

Ρ
 : J p-fp(P) * o-qpo 

ο 

1 1 
»ρ - ί ρ·-fρCPlΡ#0>dp : (1/α.ρ,Η ρ*fρCPÌdp 

Ο Ο 

Συνεπώς προκύπτει άμεσα π (t.5.68).Εξ άΜου 

t 
Ε[Ρ

2
] : ί P

2
fp(P) • 0·ς

Ρ Φ 

Ο 
t 1 

Ε[Ρ2|Ρ#0] : J p 2 fp(p|PfO)dp : ( 1 / q P f ) J P 2 f p ( p ) d p 

Ο Ο 

Άρα 

Ε[Ρ2|Ρ#0] : ( t / q p t ) E l P 2 ] < = > (Sp2 • l ip 2 ) : (Op2 + μ Ρ

2 ) / q P , 

Αντικαθιστ©ντας στην παραπανβ ί ο μρ από την ( 1 . 5 . 6 8 ) και λύνοντας βς προς Sp 2 , προκύπτει π ( 1 . 5 . 6 9 ) . 

1 . 5 . 9 . Σύγκριση με το γραμμικό μοντέλο 

Σε έ ν α γραμμικό μοντέλο μοντέλο διχασμού η σχέση με την οποία θα γ ί ν ε τ α ι 

η παραγωγή της τ μ η μ α τ ι κ ή ς μεταβλητής Χ θα ε ί ν α ι ανάλογη της βασικής σχέσης 

(1.2.4) του μ ο ν τ έ λ ο υ Valencia-Schaake, ή τ ο ι : 

Χ = ΑΖ + W ( 1 . 5 . 7 2 ) 

όπου η Α ε ί ν α ι αρ ιθμητ ική σταθερά κ α ι η W τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη της Ζ. Η 

Θεωρία π ιθανοτήτων δ ί ν ε ι τ ι ς α κ ό λ ο υ θ ε ς σ χ έ σ ε ι ς που πρέπει να ικανοποιούν η 

αριθμητ ική σ τ α θ ε ρ ά Α κ α ι οι ροπές της W, ώστε να δ ι α τ η ρ ο ύ ν τ α ι οι ροπές (μέχρι 

β' τ ά ξ η ς ) της Χ: 

Α = σ χ ζ / σ ζ

2 ( 1 . 5 . 7 3 ) 

UW = μχ - (°"ΧΖ / σ Ζ 2 ) ^Ζ ~ ( 1 . 5 . 7 4 ) 

σ ν

2 = σ χ 2 - σ χ ζ

2 / σ ζ

2 ( 1 . 5 . 7 5 ) 

Παρατηρούμε ό τ ι ο ι (1.5.73) κ α ι (1.5.75) ε ί ν α ι α ν ά λ ο γ ε ς των σχέσεων υπο

λογ ισμού των π α ρ α μ έ τ ρ ω ν του μ ο ν τ έ λ ο υ Valencia-Schaake (1.2.6) κ α ι (1.2.7)2, 

α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

Γ ι α να φ α ν ε ί η α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α του μοντέλου αναλογικής μεταβλητής, που προ-

ί. ίο μητρώο Β Β1
 «τη. σχέση (1.2.5) είναι ίσο με το μητρώο διασπορών τ»ν μεταρχιμών \. 
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τ ε ί ν ε τ α ι σ' αυτή την εργασία, με το γραμμικό μοντέλο, συνδυάζουμε τις σχέσεις 

(1.5.10) κ α ι (1.5.17), κ α ι α π α λ ε ί φ ο υ μ ε τη μ ε τ α β λ η τ ή Ρ, οπότε προκύπτει η α κ ό 

λουθη σχέση, α ν τ ί σ τ ο ι χ η με την (1.5.72): 

Χ = α Ζ 2 + ΦΖ ( 1 . 5 . 7 6 ) 

Στην π α ρ α π ά ν ω το α ε ίναι αριθμητική σταθερό, που δ ί ν ε τ α ι από την (1.5.18) 

και η Φ ε ίναι τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη της Ζ, με ροπές που δίνονται από τις 

(1.5.19) κ α ι (1.5.20). Οι σ χ έ σ ε ι ς (1.5.72) κ α ι (1.5.76) ε ί ν α ι σ α φ ώ ς δ ι α φ ο ρ ε 

τικού τύπου. Στην πρώτη η εξάρτηση της τμηματικής μεταβλητής από την αθροι

στική ε ί ν α ι γραμμική, ενώ στη δεύτερη ε ίναι δεύτερου βαθμού. Κυρίως όμως η 

διάφορα τους βρίσκεται στο γεγονός ότι στην πρώτη σχέση η ανεξάρτητη μεταβλητή 

W ε ί ν α ι έ ν α τυχαίο υπόλοιπο (W = Χ-ΑΖ), ενώ στη δεύτερη η αντίστοιχη α ν ε ξ ά ρ 

τητη μεταβλητή Φ μπορεί να χαρακτηριστεί σαν "τυχαίο πηλίκο" (Φ = (Χ-αΖ2)/Ζ). 

Για να εξετάσουμε ποιοτικά την επίπτωση των παραπάνω διαφορών θα υπολο

γίσουμε τις δύο πρώτες ροπές της μεταβλητής Χ, κάτω από τη δέσμευση Ζ=ζ, με τα 

δύο μοντέλα. Ειδικότερα, για να αποφύγουμε τους πολύπλοκους υπολογισμούς που 

α π α ι τ ε ί το δεύτερο μοντέλο, θα εξετάσουμε την περίπτωση που ισχύει η: 

σ Χ Ζ ^Χ 
= — = θ ( 1 . 5 . 5 5 ) 

σ ζ 2 μ ζ 

οπότε η σταθερά, α της σχέσης (1.5.76) θα ε ίναι μηδέν, και επομένως μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε απευθείας την 

Χ = ΡΖ ( 1 . 5 . 1 0 ) 

με Ρ και Ζ ανεξάρτητα. 

Το γραμμικό μοντέλο δίνει άμεσα τις ακόλουθες σχέσεις: 

σ Χ Ζ 
Ε [ Χ | Ζ = ζ ] = μ χ + ( ζ - μ ζ ) ( 1 . 5 . 7 7 ) 

σ ζ

2 

σ χ ζ 2 

V a r [ X | Z = z ] = σ γ 2 - ( 1 . 5 . 7 8 ) 
ρ o z

c 

που λόγω της ( 1 . 5 . 5 5 ) γ ί ν ο ν τ α ι 

Ε [ Χ | Ζ = ζ ] = θζ ( 1 . 5 . 7 9 ) 

V a r [ X | Z = z ] = σ χ

2 - θ 2 σ ζ

2 ( 1 . 5 . 8 0 ) 

Αντίστοιχα από το μοντέλο αναλογικής μεταβλητής παίρνουμε: , 

Ε [ Χ | Ζ = ζ ] = Ε [ Ρ ] · ζ 

V a r [ Χ | Ζ = ζ ] = V a r [ Ρ ] · ζ 2 
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που λόγω των (1.5.56) και (1.5,57) ν ίνονχαι 

Ε [ Χ | Ζ = ζ ] = θ ζ ( 1 . 5 . 8 1 ) 

Ζ 2 

V a r [ X | Z = z ] = ( σ χ

2 - θ 2 σ ζ

2 ) ( 1 . 5 , 8 2 ) 
μ ζ

2 + σ ζ

2 

Πσ.ραχηρούμε όχι οι δεσμευμένες μέσες χιμές έχουν χαυχόσπμες εκφράσεις 

κ α ι σχα δυο μονχέλα. Δεν συμβαίνε ι όμως χο ίδιο με χις δεσμευμένες διασπορές. 

Σχην έκφραση χου μονχέλου αναλογικής μεχαβληχής η δεσμευμένη διασπορά εξαρχα-

χ α ι από χην χ ιμή χου ζ, ενώ σχπν ανχ ίσχο ιχη έκφραση χου γραμμικού μονχέλου 

ε ί ν α ι σχαθερή. Τα δύο μονχέλα δίνουν ίσες χιμές μόνο όχαν ζ 2 = Ε[Ζ 2 ] . 



65 

1.6. ΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ ΓΙΑ ΤΜΗΜΑΤΙΚΕΣ 
ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΜΕ ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΗ ΔΟΜΗ 

1.6.1. Βασικές υπόθεσει ς 

Επανερχόμαστε σχο μονοδιάστατο πρόβλημα επιμερισμού Κ μεταβλητών, προ

κ ε ί μ ε ν ο υ να προσδιορίσουμε τ ι ς β α σ ι κ έ ς εξισώσεις υπολογισμού των ροπών των 

τμηματικών μεταβλητών, κ α ι να καθορίσουμε τον αλγόριθμο του μοντέλου. 

Το μοντέλο θα βασιστεί πάνω στην υπόθεση ό τ ι η ακολουθία 3 των τμηματικών 

μεταβλητών, δηλαδή η ακολουθία: 

χ 1 , 1 * · · · » χ 1 , κ ( 1 ) » χ 2 , 1 χ 2 , κ ( 2 ) > · · · > x m , 1 ' · · · ' x m , k ( m ) > · · · 

ε ί ν α ι μη μόνιμη α κ ο λ ο υ θ ί α Μαρκοφ, κ α ι πιο σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α μη μόνιμη ακολουθία 

αυτοσυσχέτισης α ' τάξης. Η υπόθεση αυτή εξυπηρετεί τον επιμερισμό των βροχο

πτώσεων, αφού, όπως θα διαπιστωθεί στο κ ε φ ά λ α ι ο 2, τ α ωριαία ύψη βροχής μπο

ρούν να περιγραφούν από μ ι α α ν έ λ ι ξ η αυτοσυσχέτισης α' τάξης. Εξ άλλου ε ί ν α ι 

γενικότερη από την υπόθεση στοχαστικά ανεξάρτητων τμηματικών μεταβλητών, δεδο

μένου ό τ ι μ ι α ακολουθία αυτοσυσχέτισης μ ε τ α π ί π τ ε ι σε ακολουθία ανεξάρτητων 

μεταβλητών, αν θεωρηθούν όλοι οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης μηδενικοί. Η γ ε ν ι 

κή πορεία που α ν α π τ ύ σ σ ε τ α ι εδώ μπορεί να ακολουθηθεί κ α ι σε περιπτώσεις α κ ο 

λουθιών μεταβλητών με δομή αυτοσυσχέτισης μεγαλύτερης τάξης, 

Η υπόθεση ό τ ι μ ι α α κ ο λ ο υ θ ί α Χ1 ( Xg,···) Χρ···> ε ί ν α ι α κ ο λ ο υ θ ί α Μαρκοφ 

σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι γ ι α κ ά θ ε ί ι σ χ ύ ε ι : 

P r ( X 1 <Xi I X i _ 1 = x i _ 1 , . . . , X p x , ) = P r ( X i i x , Ι Χ ^ . , ) ( 1 . 6 . 1 ) 

Η ακολουθία αυτοσυσχέτισης α ' τάξης ε ί ν α ι ε ιδικότερη περίπτωση της α κ ο 

λουθίας Μαρκοφ, κ α τ ά την οποία η εξάρτηση μεταξύ διαδοχικών μεταβλητών ε ί ν α ι 

γ ρ α μ μ ι κ ή , δηλαδή γ ι α κ ά θ ε 1 ισχύει: 

Χ1 = a^Xj_1 + V1 ( 1 . 6 . 2 ) 

όπου η Vi ε ί ν α ι τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή α ν ε ξ ά ρ τ η τ η των Χ·(_^,..., Χ^, κ α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ η 

των (Vj, JTM), κ α ι η a^ α ρ ι θ μ η τ ι κ ή σταθερά.. 

Η υπόθεση μη μον ιμότητας της ακολουθίας συνεπάγεται όχι οι σταθερές (a,, 

1=1,2,...) ε ί ν α ι εν γ έ ν ε ι δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς μ ε τ α ξ ύ τους κ α ι το ί δ ι ο θα σ υ μ β α ί ν ε ι 

κ α ι με τ ι ς ροπές των V}. Επίσης συνεπάγεται ό τ ι οι μέσες τ ι μ έ ς των Χ^ 

μ 1 = E[X-j] , 1 = 1 , 2 , . . . 

3. 0 όρος 'ακολουθία (sequence) στοχαστικώ¥ μεταβλητών" χρησιμοποιείται ισοδύναμα avti χου όρου 

•στοχαστική ανέλιξη σε διακριτό χρόνο*, όταν ο χρόνος t παίρνει μόνο ακέραιες τιμές ((SX. Papoulis 
11965], σελ. 528). 
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και οι διασπορές 

σ,
2
 = Var[Xj] , 1=1,2,... 

έχουν διαφορετικές τιμές για διαφορετικά 1. 

Σύμωνα με την ορολογία της υποπαραγράφου 1.1.2., το μοντέλο επιμερισμού, 

στηριγμένο στις παραπάνω υποθέσεις, θα έχει αθροιστική μνήμη ίση με ένα. Στην 

πραγματικότητα η μόνη από τις τμηματικές μεταβλητές του σταδίου (η-1) που επη

ρεάζει τις τμηματικές μεταβλητές του σταδίου (η), είναι η τελευταία, δηλαδή η 

xn-1,K(n-1)· i x a παρακάτω, για λόγους απλοποίησης του συμβολισμού, θα παρα

λείπεται ο δείκτης του σταδίου (η), κ α ι θα συμβολίζουμε με Χ0 την μεταβλητή 

του προηγούμενου σταδίου Xn-l,k(n-1)· Μ ε α υ τ έ ς τις προϋποθέσεις η βασική σχέση 

επιμερισμού είναι η 

Χ1 + Χε + . . . + Χκ_.( + Χκ = Ζ (1.1.7) 

Σε κάθε βήμα επιμερισμού (1), η βασική εξίσωση παίρνει την ακόλουθη μορφή, που 

έχει εισαχθεί στην υποπαράγραφο 1.4.2.: 

Χ1 + Υ1 = S Ì 

όπου 
γ 1 = χ 1+1 + · · · + ΧΚ 

s 1 = Ζ - χ 1 - · · · - χ 1 - 1 

1.6.2. Αρχικές παράμετροι TOU μοντέλου; Περιθώριες και 
αμοιβαίες ροπές 

Στην γενική περίπτωση, ένα μοντέλο επιμερισμού βασισμένο στη σχέση (1,1. 

7), που διατηρεί τις ροπές μέχρι δεύτερης τάξης των τμηματικών μεταβλητών, 

έχει τις ακόλουθες ομάδες παραμέτρων: 

1. Μέσες τ ι μ έ ς των X-j , μ^ . 

2. Διασπορές των Χ^, σ^2. 

3. Συνδιασπορές μεταξύ των Χ^ , o"ij° 

4. Συνδιασπορές των Xj με τμηματικές μεταβλητές προηγούμε

νων σταδίων. 

Η μέση τιμή και η διασπορά της Ζ καθώς και οι συνδιασπορές μεταξύ τμημα

τικών μεταβλητών και αθροιστικής δεν λαμβάνονται υπόψη, δεδομένου ότι είναι 

(γραμμικές) εκφράσεις των παραπάνω ομάδων. Το πλήθος των ανεξάρτητων παραμέ

τρων των ομάδων 1, 2, και 3 ε ίναι κ, κ, και k(k-1)/2, αντίστοιχα, και συνολικά 

(k2+3k)/2. Το πλήθος των παραμέτρων της ομάδας 4 εξαρτάται από την αθροιστική 

μνήμη του μοντέλου, και για αθροιστική μνήμη ίση με 1 και ίσο αριθμό τμήμα-

( 1 

( 1 

( 1 

. 4 

. 4 

. 4 

1) 

2) 

3) 
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τ ικών μ ε τ α β λ η τ ώ ν των δύο διαδοχικών σταδίων Θα ε ί ν α ι Κ2, οπότε φτάνουμε σε 

συνολικό αριθμό παραμέτρων 3(k 2 +k)/2. 

Στο μ ο ν τ έ λ ο Μάρκοφ, που ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε εδώ, γ ί ν ε τ α ι δ ρ α σ τ ι κ ή μείωση του 

αριθμού των παραμέτρων. Έ τ σ ι ο ι παράμετροι της ομάδας 3 περιορίζονται σε (κ-

1), αφού ο ι συνδιασπορές μπορούν να εκφραστούν ως συναρτήσεις των (κ-1) συντε

λεστών αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξης, ήτοι των 

Pi = C o r r [ X 1 , Χ ΐ - ΐ ] = θ) ti_i/(Oia)„i) ( 1 . 6 . 3 ) 

όπου i=2,....k. Εξ άλλου ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι της ο μ ά δ α ς 4 περιορίζονται σε 1, αφού 

ε π η ρ ε ά ζ ε ι μόνο η μ ε τ α β λ η τ ή Χ 0 , όπως ορίστηκε στην προηγούμενη υποπαράγραφο, 

κ α ι ο ι σ υ ν δ ι α σ π ο ρ έ ς των (Χ^, i = 1,...,k) μ ε α υ τ ή μπορούν ν α ε κ φ ρ α σ τ ο ύ ν 

συναρτήσει του συντελεστή συσχέτισης: 

Pi = C o r r C X i . X o ] = θ\,ο/(σΐσο) · 

Η τ ε λ ε υ τ α ί α μπορεί ν α θεωρηθεί σ α ν ε π έ κ τ α σ η της (1.6.4) γ ι α 1=1. Συνεπώς ο 

συνολικός αριθμός των παραμέτρων γ ια το μοντέλο μη μόνιμης ακολουθίας Ηάρκοφ 

θα ε ί ν α ι 3k. Στην ε ι δ ι κ ή περίπτωση μόνιμης ακολουθίας, οι παράμετροι θα ε ί ν α ι 

μόνο 3. 

θ α παράγουμε τώρα τ ις εκφράσεις των συνδιασπορών μεταξύ των τμηματικών 

μεταβλητών, αφού προηγούμενα εκφράσουμε τ ις ροπές των μεταβλητών ν^ της σχέσης 

(1.6.2). Η θ ε ω ρ ί α π ιθανοτήτων δ ί ν ε ι : 

a 1 = σ 1 , ί - ΐ / σ 1 2 = Ρ ΐ σ ΐ / σ 1 - 1 ( 1 . 6 . 4 ) 

E [ V Ì ] = \ιλ - ( P Ì O Ì / O ^ O U I - I ( 1 . 6 . 5 ) 

V a r C V i ] = σ ^ Ο - Ρ ί 2 ) (1 . 6 . 6 ) 

Προκειμένου ν α υπολογίσουμε την σ ^ , όπου j>1, εφαρμόζουμε διαδοχικά την 

(1.6.2) κ α ι π α ί ρ ν ο υ μ ε : 

X j = ( P j . · . Ρ ι + ΐ σ . ΐ / σ ΐ ) χ 1 + (PJ- · · Ρ ΐ + 2 ° ν σ ί + ΐ ) ν 1 + 1 

+ . . . + ( P j a j / a j . ^ V j . , + V j ( 1 . 6 . 7 ) 

Παίρνοντας αναμενόμενες τ ιμές στην παραπάνω, προκύπτει: 

^ j = ( P J - - - P I + I < > J / O I ) I I I + ( P j . . · Ρ ι + 2 σ α / σ ι + ι ) π ι + 1 

+ . . . + ( P j a J / a j _ 1 ) n j _ 1 + n j ( 1 . 6 . 8 ) 

όπου η-j = EtV-j]. Α φ α ι ρ ώ ν τ α ς κ α τ ά μέλη την (1.6.8) από την (1.6.7) έχουμε: 

x j - ^ j = ( P j · · · Ρ1 + 1 c r j / ° 1 ) ( Χ ι - U i ) 

+ ( P j - · . p 1 + 2 a j / o 1 + 1 ) ( ν 1 + 1 - η 1 + 1 ) + . . . 

+ ( P j ° j / ° J - 1 ) < v j - 1 - n j - 1 ) + ( V j - r i j ) 
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Πολλαπλασιάζοντας χα δύο μέλη της τελευταίας με τον όρο (Χ -̂μ )̂ και παίρνον

τας αναμενόμενες τιμές, και δεδομένου ότι Coviv^.X^ = ο για κάθε κ>1, θα 

έχουμε: 

E [ ( X j - U j ) ( X i - m ) ] = ( P j . · - P i + i O j / O O E H X l - U l ) 2 ] 

και τελικά 

O i j = p j . . . Ρ τ + 1 O j 0 1 , 0 < 1 < j < k ( 1 . 6 . 9 ) 

Με β ά σ η τ η ν π α ρ α π ά ν ω π ρ ο κ ύ π τ ε ι ε ύ κ ο λ α η β α σ ι κ ή ε ξ ί σ ω σ η συνδιασπορών γ ι α 

α κ ο λ ο υ θ ί ε ς Μ ά ρ κ ο φ , που γ ι α 1 > j > i γ ρ ά φ ε τ α ι : 

C o v t X ^ X j ] C o v r . X j . X ] ] = Ο ο ν Γ , Χ , , Χ τ ] V a r [ X j ] ( 1 . 4 . 1 4 ) 

Ό π ω ς π ρ ο α ν α φ έ ρ θ η κ ε ο ι ρ ο π έ ς τ η ς α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή ς μ ε τ α β λ η τ ή ς μπορούν ν α 

προκύψουν ως ε κ φ ρ ά σ ε ι ς των ροπών των τ μ η μ α τ ι κ ώ ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν . Π ρ ά γ μ α τ ι , από τ ι ς 

σ χ έ σ ε ι ς ( 1 . 4 . 8 ) , (1.4.13) κ α ι ( 1 . 4 . 1 2 ) , μ ε α ν τ ι κ α τ ά σ τ α σ η τ η ς (1.6.9) π ρ ο κ ύ 

πτουν ο ι α κ ό λ ο υ θ ε ς : 

Κ 
Ε [ Ζ ] : Σ μ , ( 1 . 6 . 1 0 ) 

1 = 1 

κ κ - 1 Κ 
V a r [ Z ] = Σ σ ^ + 2 Σ Σ P j · · · P i + i O J a 1 ( 1 . 6 . 1 1 ) 

1=1 1=1 j = 1 + 1 

1-1 k 
C o v [ Z , X t ] = a t

2 + Σ p j . . · P i + t O j O ! + Σ p j . . . p 1 + 1 O j 0 1 ( 1 . 6 . 1 2 ) 
j = 1 j = 1 + 1 

Απόδειξη τικ (t.6.7) 
θα κανοιιμε την απόδειξη με ιη μέθοδο της ιέρειας επαγβγής (για J>1). Για j : I t i n (1.6.7) παίρνει τη 
μορ»ή 

ΧΜ1 "- (PHl e i t|/« i l x 1 • V H I 

που προφανές ισχύει. θε·ρούμε ότι ισχύει για j : )>i, δηλαδή: 

χ ι •• ( Ρ Ι · · · Ρ Η Ι « Ι / « Ι ! Χ Ι • (Pi-..Pi*ζ·ι/«ι««)V|«ι • *·· * {Pl'l/'l-O'l-l * r l (°> 

και εξ άλλου ισχύει: 

* ι * ι •• (Ρΐ«ΐ·ΐ4ΐ/·|>Χΐ • <Ήΐ W 

Αντικαθιστώντας την (α) στη (β) προκύπτει η ÉKfpaan τη? (1.6.7) για j = H I . Συνεπές η (1.6.7) ισχύει 
για κάθε τιμή του j>i . 

1 . 6 . 3 . Τ ε λ ι κ έ ς παράμετροι του μ ο ν τ έ λ ο υ ; Δεσμευμένες ροπές 

Γ ι α λόγους που ε ξ η γ ο ύ ν τ α ι στην υποπαράγραφο 1.4.4., ο ι τ ε λ ι κ έ ς π α ρ ά -
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μεχροι που χρησιμοποιεί το μοντέλο ε ί ν α ι ο ι δεσμευμένες ροπές των τμηματ ικών 

κ α ι αθροιστικών μεταβλητών. Λόγω της Μαρκοβιανής δομής της ακολουθίας τμηματι

κών μεταβλητών, σε κ ά θ ε βήμα χρησιμοποιε ίται ως δέσμευση μόνο μ ια τμηματική 

μεταβλητή, κ α ι συγκεκριμένα η πιο πρόσφατη, του αμέσως προηγούμενου βήματος. 

Οι π α ρ α κ ά τ ω σ χ έ σ ε ι ς , που α π ο δ ε ι κ ν ύ ο ν τ α ι σ τ ο τ έ λ ο ς σ τ ο τ έ λ ο ς της 

υποπαραγράφου, δίνουν τη γ ε ν ι κ ή ε ι κ ό ν α των δεσμευμένων ροπών μέχρι δεύτερης 

τ ά ξ η ς , ό τ α ν ε ί ν α ι γνωστή η τ ι μ ή της μ ε τ α β λ η τ ή ς Χ^χ^. 

E [ X j | X i = X l 3 = Uj + Py • · Ρ ΐ + 1 ° ^ Χ * ί ( 1 . 6 . 1 3 ) 

V a r t X j I X ^ x ^ = O j 2 ( 1 - P j 2 . . . P i + i 2 ) ( 1 . 6 . 1 4 ) 

C o v [ X , . X j I X ^ x ^ = P l . . . p J + 1 ( 1 - p j 2 . . . p 1 + i 2 ) o 1 O j ( 1 . 6 . 1 5 ) 

όπου ο 1 1 < j < 1 < k , κ α ι 

x ^ = (X i - \i^)/o^ 

Με βάση τ ι ς παραπάνω σχέσεις μπορούν να υπολογιστούν επίσης ο ι δεσμευμένες 

ροπές οποιουδήποτε γραμμικού συνδυασμού των τμηματικών μεταβλητών κ α ι επομένως 

κ α ι των Υ^, S^ κ α ι Ζ. 

Ι τ η ν εφαρμογή του μ ο ν τ έ λ ο υ , κ α ι ε ι δ ι κ ό τ ε ρ α στο βήμα 1, ε ί ν α ι γνωστή η 

τ ιμή της Χ ^ = χ ι _ ι . Ε ί ν α ι επίσης γνωστές οι τ ι μ έ ς όλων των προηγούμενων μ ε τ α 

βλητών, ά λ λ α α υ τ έ ς , λόγω της Μαρκοβιανής δομής της ακολουθίας, δεν προσθέτουν 

κ α μ ί α πληροφορία. Αφού η β α σ ι κ ή σχέση που χρησιμοποιε ίται στο βήμα 1 ε ί ν α ι η 

(1.4.1), ο ι ροπές που ε ν δ ι α φ έ ρ ο υ ν ι δ ι α ί τ ε ρ α , κ α ι που θ α χρησιμοποιηθούν 

π ε ρ α ι τ έ ρ ω από τ ο μ ο ν τ έ λ ο δ ι χ α σ μ ο ύ ε ί ν α ι (1) ο ι ροπές της X-j, Ε[Χ^|Χ^_1=χ^_^] 

κ α ι V a r C X ^ l X ^ ^ x ^ ^ , (2) ο ι ροπές τ η ς S ^ E ^ I X ^ r x ^ ] , V a r f S ^ X ^ ^ x ^ 

j ] , κ α ι (3) η σ υ ν δ ι α σ π ο ρ α μ ε τ α ξ ύ των Χ^ κ α ι S,, Cov[S1,X}|X-j_1=x1_1;). Οι 

πρώτες μπορούν να υπολογιστούν με ά μ ε σ η εφαρμογή των (1.6.13) κ α ι (1.6.14): 

E [ X t | Χ 1 _ 1 = χ 1 _ 1 3 = m + ρ 1 σ 1 χ * 1 _ 1 ( 1 . 6 . 1 6 ) 

V a r [ X t | Χ 1 _ Λ = χ 1 _ 1 3 = σ ι

2 ( 1 - Ρ ι

2 ) ( 1 . 6 . 1 7 ) 

Οι υπόλοιπες μπορούν ν α ε ξ α χ θ ο ύ ν μ ε β ά σ η τ ι ς (1.6.13), (1.6.14), (1.6.15), κ α ι 

τ ι ς ακόλουθες: 

Κ 
E [ S Ì | Χ 1 _ 1 = Χ 1 _ 1 3 = Σ E [ X j | X t _ Ì =Xi _ i 3 

j = 1 

k 
VarCSi |X i _ ! =x-, _ ! 3 = Σ V a r C X j l X ì ^ s X i . i ] + 

j = 1 

k -1 k 
+ 2 Σ Σ CovCX, . X j I X i . ^ x ^ , ] 

j = i 1 = j + 1 



70 

CovtSi ,Χτ Ι Χ τ . ^ Χ τ . Ο = Var[Xi | X
i
_

1
= x

i
_

1
] 

k 
+ Σ Cov [Xi ,Xj IX-j _

1
= x

i
 _

ή
] 

j = i +1 

και τελικά, παίρνουν την ακόλουθη μορφή: 

Κ k 
ECST ! X i _ 1 = x 1 _ 1 ] = Σ \Xj + χ* ί_.| Σ P j . . . P i a j 

k 
, , 2 ι 

j = i 

k-1 k 
+ 2 Σ Σ ρ 1 . . . p j + 1 (1 .2 

( 1 . 6 . 1 8 ) 

( 1 . 6 . 1 9 ) 

P j * . · . P Ì ^ Ì O T O J 

Cov[S ,X IX =x ] = σ ( 1 - p 2 ) 
1 1 i -1 i -1 1 i 

όπου 0 < i < k. 

σ + Σ ρ . . . ρ σ 
j = i + !J i+1 JJ 

( 1 . 6 . 2 0 ) 

Απόδειξη ίης jl.6.13) 

Η (1.6.7) μπορεί να γράψει: 

Xj = bj,X, • Uj, (α) 

όπου 

bjj -- pj...p
lt
|'j/«i (Ρ) 

και Uj τυχαία μεταβλητή που ορίζεται απο τη σχέση: 

με μέση τιμή 

iji
 :
 (Pi-"Pt*2«j/eiti»nu) * ··· • (Pj'j/'j-ilnj-) • nj = Pj - b

j
,p, ^ m 

δεδομένου ότι οι V
i t )

 ïj είναι ανεξάρτητες της Xj, και η Ujj 6α είναι ανε-ξαρτητη της Xj. 
Αν πάρουμε αναμενόμενες τιμές στην (α), κάτβ από τη συνθήκη (Χ

(
=Χ|) θα έχουμε.: 

ElXjIXpXj] : bjiXj U j i (δ) 

και κατά συνέπεια 

EIXj|X
1
 = x

1
] : bjiX) • Pj - bjjp, •- pj t bj,CXi-Mi) 

Αντικαθιστώντας στην τελευταία TO bjj από τη (ß) προκύπτει άμεσα η (1.6.13) 

Απόδειξη της (1.6.14) 
Από τις (α) και (δ) προκύπτει: 
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Xj - E[Xj|Xj:Xj] : ̂ ,(Χ,-χ,) • (Uji-ljj) (e) 

τένοντας την τελευταία στο τεχράγβνο και παίρνοντας αναμενόμενες τιμές κάτϋ από τη συνθήκη X|--Xj θα 
έχουμε: 

VarlXj|Xi = ml : »aplüjtl 

Αλλα. από την (α) παίρνουμε: . · 

Var[Xj] -- bj,
2
Var|Xj] t Var[U

j(
] 

Ηε συνδυασμό τ»ν δύο τελευταίων προκύπτει 

VarlXj|X,:x,l : Oj2 - b j ) V ·- σ / - P / . - . P H I V 

Απόδειξη της (1.6.15) 
Σε αντιστοιχία με την (ε) γράψουμε {για 1 > j > i): 

Χ,-ΕΙΧ,ΙΧ^χ,] : b,i(X
r
Xj) • (Ο,,-ξϋ) (ζί 

Πολλαπλασιάζοντας τις (ε) και (ζ) κατά μέλη και παίρνοντας αναμενόμενες τιμές κατο από τη συνθήκη 
X)--Xj θα έχουμε: 

C O Ï I X J . X J I X J Î X , ! -- C o f l U n . ü j j i (ή) 

Αντίστοιχα μπορούμε να πάρουμε 

XJ-UJ : bJ tCXi-Pi) • Ì U j r ì j , ) 

Χ Γ μ , = t>ìi ( X Ì - P Ì Ì * ( ϋ , , - ξ , , ) 

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις δύο τελευταίες και παίρνοντας αναμενόμενες τιμές, λόν» της ανεξαρτη
σίας της Χ) με τις Uj-j και U]j, θα έχουμε: 

Cov[X,,Xj] : ο , , ^ , ν β Π Χ , Ι • C o v [ U n , U j j ] 

Συνδυάζοντας την τελευταία με την (η) και αντικαθιστώντας την Cov[X|,Xj] από την O.S.9), και το bjj 
και b]i από την (β) έχουμε: 

Co* [Χι ,Xj |Xf = Xi 1 -- Pi..-Pj*t«i«j " (Pl"-Pif)»l/<'jl(Pj...pjtt
aj/<'iì<,i2 • 

-- Pi..-Pj«i«i<rj(t - Pj2...P1t1
2) 

1.6.4. Αλγόριθμος unoAoyι ομού των παραμέτρων του μοντέλου 

Οι παράμετροι που χρειάζεται, να υπολογίζονται σε κ ά θ ε βήμα της εφαρμογής 

του μοντέλου ε ί ν α ι οι δεσμευμένες ροπές πρώτης κ α ι δεύτερης τάξης των μ ε τ α 

βλητών Xi κ α ι Sj, που δ ί ν ο ν τ α ι από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (1.6.16) έως (1.6.20). Οι τ ρ ε ι ς 

τ ε λ ε υ τ α ί ε ς απ' αυτές ε ί ν α ι α ρ κ ε τ ά πολύπλοκες, αλλά στη γενική μορφή του μοντέ

λου δεν μπορούν να απλοποιηθούν περισσότερο. Από τη μορφή των σχέσεων αυτών 

φ α ί ν ε τ α ι ό τ ι στο σύνολο των βημάτων εφαρμογής του μοντέλου, θα επαναληφθούν 

πολλές φορές ταυτόσημοι υπολογισμοί. Γ ια αποφυγή των επαναλήψεων κ α ι για μ ε ί -
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ωση χου σ υ ν ο λ ι κ ο ύ χρόνου υ π ο λ ο γ ι σ μ ο ύ σ ε κ ά θ ε σ τ ά δ ι ο , έχουν π α ρ α χ θ ε ί , σ τ η θ έ σ η 

χων (1.6.18) έ ω ς ( 1 . 6 . 2 0 ) , ά λ λ ε ς ά π λ ε ς σ χ έ σ ε ι ς α ν α δ ρ ο μ ι κ ο ύ χύπου. Έ τ σ ι ο ι 

τ ε λ ι κ έ ς σ χ έ σ ε ι ς που χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ α ι σ τ η ν ε φ α ρ μ ο γ ή του μ ο ν τ έ λ ο υ ε ί ν α ι σ υ ν ο λ ι κ ά 

ο ι α κ ό λ ο υ θ ε ς : 

όπου 

E [ X i I X t _ , = κ 1 _ 

V a r [ X i IX-j _ 1 = χ 

E [ S ! | Χ ! _ i = X i _ 

V a r [ S i I X i _ 1 = x 

Cov [ S i . Χ , iX-j _ 

E, = μ ι + E 1 + 

Di = P i +1 ( O i + 

= Oi + 2σ 

] = μ , + P i ö i x * i _ 1 

- i l = O i 2 ( 1 - P i 2 ) 

] = E i + ρ , ( a , +Di ) x * i _ i 

- i l = A i - Β, 

= X i - 1 3 = d - P i 2 ) ö i (Oi +Di ) 

+ D 1 + 1 ) 

+ A i +1 

P i 2 ( O i 2 + 2 0 i D i + B i + 1 ) 

1 , 6 . 1 6 ) 

1 . 6 . 1 7 ) 

1 . 6 . 2 1 ) 

1 . 6 . 2 2 ) 

1 . 6 . 2 3 ) 

1 . 6 . 2 4 ) 

1 . 6 . 2 5 ) 

1 . 6 . 2 6 ) 

1 . 6 . 2 7 ) 

μ ε 

κ α ι 

1 < 1 < k> E k + 1 = D k + 1 
NK + 1 = Β K+1 ΡΚ+1 = ο 

x*i = (Xi - nO/v-i 

Οι (1.6.24) έ ω ς (1.6.27) ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ι δ ι α δ ο χ ι κ ό , α π ό i=k μ έ χ ρ ι i=1. Ας 

σ η μ ε ι ω θ ε ί ό τ ι ο ι ροπές δ ε ύ τ ε ρ η ς τ ά ξ η ς μπορούν ν α υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν ό λ ε ς μ α ζ ί σ τ η ν 

α ρ χ ή τ ο υ σ τ α δ ί ο υ ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ , α φ ο ύ δ ε ν ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι από τ ι ς τ ι μ έ ς χων τ μ η μ α τ ι κ ώ ν 

μ ε τ α β λ η τ ώ ν . Α ν τ ί θ ε τ α ο ι δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς μ έ σ ε ς τ ι μ έ ς πρέπει ν α υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι χωρι

στά, σ ε κ ά θ ε β ή μ α , ε π ε ι δ ή ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι από τ ο χ ^ . 

Σε περίπτωση μη α ρ ν η τ ι κ ώ ν τ μ η μ α τ ι κ ώ ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν ε ί ν α ι δ υ ν α τ ό ν α ε μ φ α ν ι 

σ τ ε ί κ ά π ο ι α α ν τ ί φ α σ η από τ η ν ε φ α ρ μ ο γ ή των σχέσεων υπολογισμού των δεσμευμένων 

μ έ σ ω ν τ ι μ ώ ν , δ ε δ ο μ έ ν ο υ ό τ ι α υ τ έ ς ε π ι τ ρ έ π ο υ ν κ α ι α ρ ν η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς . Γ ι α τ η ν α ν τ ι -

μεχώπιση α υ τ ή ς της α ν χ ί φ α σ η ς , κ α θ ώ ς κ α ι γ ι α τ η ν αποφυγή υ π έ ρ μ ε τ ρ α υψηλών τ ιμών 

των δ ε σ μ ε υ μ έ ν ω ν μ έ σ ω ν τ ι μ ώ ν , τ έ θ η κ α ν ο ρ ι σ μ έ ν α ό ρ ι α γ ι α τ ο x * i _ i , τ έ τ ο ι α ώ σ τ ε η 

δ ε σ μ ε υ μ έ ν η μ έ σ η τ ι μ ή τ η ς Χ, ν α ι κ α ν ο π ο ι ε ί τ η ν α ν ι σ ο χ ι κ ή σχέση: 

( 1 / 0 ) μ ! < Ε [ Χ ! | Χ 1 _ 1 = Χ ι _ 1 ] < ομ^ 

όπου e α ρ ι θ μ η τ ι κ ή σ τ α θ ε ρ ά που θ ε ω ρ ή θ η κ ε c=3. Τ α ό ρ ι α τ ο υ X * Ì _ Ì , που προκύπτουν 

α π ό τ η ν τ ε λ ε υ τ α ί α , ε ί ν α ι : 

Μ-1 m 
( 1 / C - 1 ) < x « ! _ ! < ( C - 1 ) 

Ρ ι σ ι Ρ 1 ° Ί 

Ό τ α ν τ ο χ * ι _ ι ι κ α ν ο π ο ι ε ί τ η ν τ ε λ ε υ τ α ί α α ν ι σ ό χ η χ α , τ ό τ ε δ ε ν υ π ά ρ χ ε ι π ρ ό β λ η μ α 

ο ύ τ ε κ α ι γ ι α τ η δ ε σ μ ε υ μ έ ν η μ έ σ η τ ι μ ή τ η ς S^ 



73 

OL α ν α λ υ τ ι κ ό ς , χωρίς α ν α δ ρ ο μ ή , ε κ φ ρ ά σ ε ι ς των Ei, D,, Α, κ α ι Β·,, δεν χρη

σιμοποιούνται στην εφαρμογή του μοντέλου, άλλα. δ ί ν ο ν τ α ι εδώ για λόγους πληρό

τ η τ α ς : 

Κ 
Ε, = Σ Mj ( 1 . 6 . 2 8 ) 

j = 1 

k 
D, = Σ P J . . . P I + I O J ( 1 . 6 . 2 9 ) 

j = i + 1 

k k-1 
A t = Σ O j 2 + 2 Σ D j O j ( 1 . 6 . 3 0 ) 

j = i J=1 

k k-1 
Βή = Σ P j 2 . . . P i 2 a j 2 + 2 Σ ρ j 2 . . . P i 2 D j o j ( 1 . 6 . 3 1 ) 

j = 1 j = 1 

Με χη βοήθεια των παραμέτρων Ei, Di, κ α ι Ai ε ί ν α ι δυνατό να δοθούν απλές 

σχέσεις κ α ι γ ι α τ ι ς ροπές των μεταβλητών χωρίς δέσμευση. Αυτές μπορούν να ε ξ α 

χθούν από τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς σχέσεις των δεσμευμένων ροπών, αν τ ε θ ε ί PÌ=O, οπότε 

κ α ι Bi=0. Το σύνολο των εξισώσεων των ροπών χωρίς δέσμευση θα ε ί ν α ι : 

E [ X i 3 = μι 

V a r [ X i ] = σ , 2 

E [ S i ] = Ei ( 1 . 6 . 3 2 ) 

V a r [ S i ] = Ai (1 . 6 . 3 3 ) 

C o v [ S i , X i ] = O i ( O i + D i ) ( 1 . 6 . 3 4 ) 

Ε ν ν ο ε ί τ α ι ό τ ι σ τ ι ς τ ε λ ε υ τ α ί ε ς ο υπολογισμός των E,, Di κ α ι Α ,̂ γ ί ν ε τ α ι κ α ν ο ν ι 

κά, από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (1.6.24) έως (1.6.26), σ τ ι ς οποίες δεν υ π ε ι σ έ ρ χ ε τ α ι το p i . 

Αιαδικααία απόδειξης τον αχέσε&ν της ιιποπαραγράφορ 
θα Οεβρηθεί όιι χα Ej, Oj, Aj και Bj ορίζονται από τις σχέσεις (t.8.28) έ»ς (1.6.30) και με βάση. αιιτες 
θα αποδειχτούν οι δύο ομάδες σχέσεβν (1.6.21) έβς (t.6,23) και (1.6.24) ésç (1.6.27). 

Απόδειξη της (1.6.21) 
Η (t.6.18) γράφεται: 

Κ Κ 
EfSilXj.^Xj.,] = Σ Uj • χ '

Μ
 (pjO, + Σ pj...pjaj) 

i--i i-Hl 

Ηε αντικατάσταση τ»ν αθροισμάτων απ* τις (1.6.28) και (1.6.29) η παραπάνυ δίνει άμεσα την (1.6.21). 

Απόδειξη της (1.6.22) 
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H (1.6.19) γράφεται: 

Κ k-1 Κ 
VarlSjIX^^.x,.,] : Σ O j

2
 t 2 Ι Σ Pi — P j + 1

a
l

G
j 

κ k-i k 

-
 Σ
 */ Pj

?
---Pl

?
 -

 ? Σ
 Σ (P1-.PJ41 Pi

2
·..Pi

2
 « i ^ l 

j--i j--i l'-j + l 

και με τη βοήθεια της (1.6.29) παίρνει τη μορ*ή: 

k k-1 k k-1 

νίΠβ,ΙΧ,.^χ,.,Ι = ï Oj* • 2 Σ DjOj - Σ * f p f . . . r f - 2 Σ Dj«
j P j

2
.. .

Pj

2 

Από τη τελευταία, My» τβν (1.6.30) και (1.6.31) παίρνουμε άμεσα την (1.6.22) 

Απόδειξη της (1.6.23) 

Η (1.6.20) με τη βοήθεια της (1.6.29) παίρνει τη μορφή: 

CovtSpXjlXj.,^.,] : α , Ο - ρ ^ Η α , + D,) 

Απόδειξη της (1.6.24) 

Από την (1.6.26) παίρνουμε: 
k 

£ , : » , • Σ μ ^ μι t E U 1 

j : i t 1 

Απόδειξη της (1.6.25) 
Ξεκινώντας από την (1.6.29) 8α έχουμε: 

k 

Di : P j t l ' U i * Piti ί Ρ] · · · ρ Η2 σ ί : Ρ Η 1 ° Η 1 + ** 1 +1 °1 +1 : P i t i ^ i t l * D H i ) 
j:H2 

Απόδειξη της (1.6.26) 
Ξεκινώντας από την (1.6.30) θα έχουμε: 

k k-1 k k-1 
Aj : Oj

2
 + Σ Cj

2 * 2DjOj • 2 Σ Djöj = af
2 + 2DjOt + Σ Oj

2
 + 2 Σ DjOj : σ

(

2
 • 20(0^ * A

j t ) 

j:Ìt1 j = it1 j:tt1 j:H1 

Απόδειξη της (1.6.27) 
Ξεκινώντας από την (1.6.31) 6α έχουμε: 

k k-i 
Bj : P i 2 0 i 2 • P i 2 Σ p j 2 . . . p 1 t f

2 0 j 2 * 2pj2Dja, * 2pj 2 Σ p j 2 . . . p j M

2 D j « j 
j : I + 1 j : Ì * 1 

k k-1 
: Pj2o,2 t 2p1

20 jOj • Pj2 Σ p j 2 . . . p j + 1

2 0 j 2 * 2pj 2 Σ P j 2 . . .P i+ i 2 DjCj 
j = H l j = i +1 

: Ρ ί 2 ( 0 ( 2 + 20jffj ι B j + 1 ) 
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1.6.5. Δ ιερβύνηση και εξέταση ε ιδ tκών περιπτώσεων 

Με βάση τ ι ς σχέσεις της προηγούμενης υποπαραγράφου μπορούμε να κάνουμε 

τ ι ς ακόλουθες παρατηρήσεις: 

1 . Ο ι α ν α μ ε ν ό μ ε ν ε ς - τ ι μ έ ς των μ ε τ α β λ η τ ώ ν τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ , κάτω 

από τ η δ έ σ μ ε υ σ η Χ ^ _ ^ = χ · ( _ ^ , ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι από τ η ν τ ι μ ή τ ο υ 

X i-1» ενώ δεν σ υ μ β α ί ν ε ι τ ο ί δ ι ο γ ι α τ ι ς δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς δ ι α 

σπορές . 

2. Η δ ι ά φ ο ρ α τ η ς α δ έ σ μ ε υ τ η ς κ α ι δ ε σ μ ε υ μ έ ν η ς δ ιασποράς τ η ς 

τ μ η μ α τ ι κ ή ς μ ε τ α β λ η τ ή ς X-j ε ί ν α ι ρ-(2σ-(2 > ο . Η δ ι α φ ο ρ ά τ η ς 

α δ έ σ μ ε υ τ η ς κ α ι δ ε σ μ ε υ μ έ ν η ς δ ιασποράς τ η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς S, 

ε ί ν α ι Β^ > ο . Συνεπώς κ α ι σ τ ι ς δύο π ε ρ ι π τ ώ σ ε ι ς ο ι δ ε 

σ μ ε υ μ έ ν ε ς δ ι α π ο ρ ε ς ε ί ν α ι μ ι κ ρ ό τ ε ρ ε ς από τ ι ς α δ έ σ μ ε υ τ ε ς , 

γ ε γ ο ν ό ς που ο φ ε ί λ ε τ α ι σ τ η ν α ύ ξ η σ η τ η ς π λ η ρ ο φ ο ρ ί α ς που 

ε ι σ ά γ ε ι η συνθήκη Χ,_^=χ-}_^ . 

3. Γ ι α p-j =0 ο ι δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς κ α ι α δ έ σ μ ε υ τ ε ς ροπές τ α υ τ ί ζ ο ν 

τ α ι , ενώ γ ι α ρ^ = ±1 η δ ε σ μ ε υ μ έ ν η δ ι α σ π ο ρ ά τ η ς Χ1 μ η δ ε ν ί 

ζ ε τ α ι , αφού σ' α υ τ ή τ η ν ο ρ ι α κ ή περίπτωση η συνθήκη. Χ^_^ = 

x - j - 1 , κ α θ ο ρ ί ζ ε ι πλήρως τ η ν τ ι μ ή τ η ς X-j. 

Ό τ α ν σε κάποιο πρόβλημα επιμερισμού δεν υπάρχει εξάρτηση των μεταβλητών 

του κ ά θ ε σταδίου από προηγούμενα σ τ ά δ ι α , οπότε η αθροιστική μνήμη ε ί ν α ι μηδε

ν ι κ ή , τ ό τ ε στό πρώτο βήμα του κ ά θ ε σταδίου ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι του μοντέλου δεν θα 

πρέπει να ε ί ν α ι οι δεσμευμένες ροπές, α λ λ ά οι α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς ροπές χωρίς δέσμευ

ση. Οι ροπές α υ τ έ ς μπορούν να υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (1.6.32) έως (1. 

6 . 3 4 ) . 

Στην περίπτωση που όλες οι μεταβλητές ε ί ν α ι ανεξάρτητες, τ ό τ ε γ ια όλα τ α 

β ή μ α τ α εφαρμογής του μοντέλου χρησιμοποιούνται οι εξ ισώσεις των ροπές χωρίς 

δ έ σ μ ε υ σ η . Εξ άλλου ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι ρ^, D̂  κ α ι Β, θ α έχουν μηδεν ικές τ ι μ έ ς γ ι α 

ό λ ε ς τ ι ς τ ι μ έ ς του ι, ενώ κ α ι ο ι ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς (1.6,26) κ α ι (1.6.30) απλοποιούν

τ α ι κ α ι γ ί ν ο ν τ α ι : 

Ί = σ , 2 + A i + 1 ( 1 . 6 . 3 5 ) 

κ 
Α1 = Σ 0 j 2 ( 1 . 6 . 3 6 ) 

Τέλος στην περίπτωση που η ακολουθία των τμηματικών μεταβλητών ε ί ν α ι μό

ν ι μ η , οπότε οι X-j ε ί ν α ι ισόνομες, οι εξ ισώσεις του μοντέλου μπορ,ούν να πάρουν 
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α π λ ο ύ σ τ ε ρ ε ς μ ο ρ φ έ ς . Έ τ σ ι α ν μ·|=μ, σ ^ σ κ α ι p-j=p, γ ι α κ ά θ ε ί, χ ό χ ε χ α E·,, D-j, 

A-j κ α ι B-j μπορούν ν α υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι ά μ ε σ α (χωρίς α ν α δ ρ ο μ ι κ ο ύ ς τύπους) α π ό τ ι ς 

α κ ό λ ο υ θ ε ς σ χ έ σ ε ι ς , που α π ο δ ε ι κ ν ύ ο ν τ α ι σ τ ο τ έ λ ο ς τ η ς υποπαραγράφου: 

( k - i + 1 ) μ 

, k - i + 1 

D-j = σ 

AT = σ£ 

1-Ρ 

( k - i + 1 ) ( 1 - ρ 2 ) - 2 ρ ( 1 - ρ κ _ 1 + 1 ) 

( 1 - Ρ ) 

P d ( 1 - P k - i + 1 > 2 

( 1 - Ρ ) 2 

( 1 . 6 . 3 7 ) 

( 1 . 6 . 3 8 ) 

( 1 . 6 . 3 9 ) 

( 1 . 6 . 4 0 ) 

Φ υ σ ι κ ά κ α ι σ ε α υ τ ή τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η ο ι α ν α δ ρ ο μ ι κ ο ί τ ύ π ο ι (1.6.28) έως (1.6. 

31) ε ξ α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν ν α ι σ χ ύ ο υ ν , κ α ι ο υ σ ι α σ τ ι κ ά , δ ε ν μ ε ι ο ν ε κ τ ο ύ ν , σ ε σ χ έ σ η μ ε τ ι ς 

π α ρ α π ά ν ω ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς , ως προς τ ο χρόνο υπολογισμού. Οι ροπές της μ ε τ α β λ η τ ή ς S} 

υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι κ α ι π ά λ ι α π ό τ ι ς (1.6.21) έ ω ς (1.6.23) ( δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς ) , ή τ ι ς (1. 

6.32) έ ω ς (1.6.34) ( χ ω ρ ί ς δ έ σ μ ε υ σ η ) . 

Απόδειξη της (1.6.38) 

ΞεκινΦντας από την (Ι.$.29) έχουμε: 

Κ Κ <rp-opK-i + 1 op(j-pK-i) 

Oj -- Σ pj...pjtt«j
 :
 « ί P

j
"'

 :
 σ(ρ + ρ

2
*...+ρ

κ
"') : : 

j = Hl j:H1 f-p 1-p 

Απόδειξη της (1.6.39) 

Ξεκινώντας απ6 την (1.6.30) και χρησιμοποιώντας και χην (1.6.38) έχουμε: 

κ k-1 k-i p(i-pK-i) ρ K-I 
Aj : ί Oj2 • 2 Σ DjOj : (k- i t l )o 2 t 2α2 Σ = (k-it i)ff 2 t 2 — B

2 (k- i - Σ ρ Ή ) 

j : 1 j :1 j=Ì 1-Ρ 1-P j = t 

Ρ Ρ 
: (k-i+t)«2 • 2 — e2I(k-i) - (p K _ 1 + ...+p2+p)] : (k-i+1)<J2 t 2 — σ2 

1-p 1-P 
a-i) 

PO-pk-i) 

1-P 

o2 

(1-P)2 L 

o2 

(1-pt2 l 

( k - i ) d - p ) 2 t (t-p)2 + 2(k-i)p(1-p) - 2p2 • 2p*-H2 

(k-i)(1tp2-2pt2p-2p2) • (1tp2-2p-2p2) * 2pK-H? 

(1-P)2 L 

(k-Hl)(1-p2) - 2p • 2 p K " i t 2 
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σ
2 

(t-p)
2 

(K-U1H 

ΑπόδειξΓ» της (1.6.40) 

Ξεκινοντας από την (1.6.3t) και χρησιμοποιώντας και την (1.6.38) έχουμε: 

Κ Κ-1 Κ Κ-1 

Β, : Σ P j 2 . . . p t

2 < j j 2 + 2 I p ^ . - . p ^ D j C j : σ2 Σ ρ2(J-1 +1Î • 2α Σ p ? ( J - H l ) 0 j 

j = 1 j ; i j=t J ; i 

Κ K-t p(1-p K ~ j l 
: 0 2 Σ p2(H+1) + i<sl ι p2(J-Hi) 

j=1 1=1 t-p 

-. J? p2+p* + . . . t p 2 ( k - i + t l 
2<J 

t — 

1-p L 

( p 3 + p 5 + . . > + p2(K-1 J +1} . (p2pK-U14p4pK-i t t t i + p2(K-1|pî ] 

: α1 p 2 t p 4 + . . , + p 2 ( k - H 1 ) 

p2.p2(k-H2) 202 

2o2 

+ — 

i-p 

(p3+p5 + . . , + p 2(k-1 ) +1) . ( p K - i + 3 t p K - i + 4 t i f i + p 2 { K - H 1 ) 

: fl' 
1-P2 t-p 

p 3.p2(k-i+1)t1 pK-1+3.p2(K-tt1)+1 

1-P2 t-p 

( t - p ) 2 d + p ) 

(1-P)2(1+P) 

<J2(Hp) 

(1-P)2(1+P) 

<j2p2 ( 1.pK-i+1,2 

| p 2 . p 2 ( K - i + 2 ) . p 3 t p 2 ( k - U 2 ) t 1 1 + 2 [ p 3. p 2(K-i+1)+1] 

. 2[ p k-1+3. p 2(K-i+1H1 t p K-i+4_ p 2(k-H2)] 

[p2+p3] i ( p 2 ( K - l t 2 ) t p 2 ( k - H 2 ) t 1 j . 2 [ p K - l *3+ pk-t M j 

p2 t p2(k-H2) . 2 p K-H3 
o 2 p 2 

(1-P)2 L 

, . 2pk-1 + 1 t p2(k-H1) 

(t-P)' 

1 . 6 . 6 . Διαδ tκασ ϊα εφαρμογής ÎOU μοντέλου 

Ανακεφαλαιώνοντας όσα έχουν αναφερθεί στις παραγράφους 1.5. και 1.6., Θα 

συνοψίσουμε χη διαδικασία που ακολουθεί το μοντέλο επιμερισμού σε κάθε στάδιο. 

Εννοείται η βασική εξίσωση επιμερισμού είναι η (1.1.7) και σε κάθε βήμα παίρ

νει τη μορφή των σχέσεων (1.4.1) έως (1.4.3). 

Στην αρχή του σταδίου επιμερισμού που εξετάζουμε υποτίθεται ότι ε ί ν α ι 
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γνωστές οι μέσες χιμές χων τμηματικών μεταβλητών μ-j, οι διασπορές τους σ^2, 

κ α ι οι συντελεστές αυχοσυσχέχισης πρώτπς χαζής ρ, (1=1,...,Κ). Επίσης ε ί ν α ι 

γνωστή η τ ιμή της αθροιστικής μεταβλητής, ζ. Τέλος ε ίνα ι γνωστή η τιμή της 

τελευταίας τμηματικής μεταβλητής του προηγούμενου σταδίου, χ0. Αν αυτό δεν 

συμβαίνει, ή αν οι μεταβλητές του τρέχοντος σταδίου δεν εξαρτώνται από μετα

βλητές προηγούμενων σχαδίων, χόχε θα θεωρήσουμε ρ^=0, χωρίς να παρεκκλίνουμε 

περαιχέρω από την πορεία που περιγράφεται παρακάτω. 

Η εφαρμογή ξεκινά, με μια πρώτη φάση υπολογισμών, που αφορούν το σύνολο 

των παραμέτρων του σταδίου, χωρίς διάκριση βήματος. Αυτή περιλαμβάνει (1) τον 

υπολογισμό χων παραμέχρων Ε ,̂ D}, Α̂  κ α ι Β ,̂ από χις σχέσεις (1.6.24) έως (1. 

6.27) (για 1=Κ μέχρι 1) κ α ι (2) χον υπολογισμό χων διασπορών Var[X^|X^_^=x^_^] 

κ α ι Var[S1|X-|_.j=x-|_.jî, κ α ι χων συνδιασπορών Cov[X1,S i|X1_1rx1_1], από χις σχέ

σεις (1.6.17), (1.6.22) κ α ι (1.6.24) α ν χ ί σ χ ο ι χ α (γ ια 1=1 μέχρι κ-1) 

Σχη δεύτερη φάση υπολογισμών παραγονχαι, βήμα προς βήμα όλες οι χιμές 

χων χμημαχικών μεχαβληχών. Εε κάθε βήμα η διαδικασία είναι πανομοιόχυπη. θα 

περιγράψουμε λοιπόν χη διαδικασία σχο χυπικό 1 βήμα, θεωρώνχας οι χμημαχικές 

και αθροισχικές μεχαβληχές ακολουθούν καχα προσέγγιση καχανομή γάμα:4 

1. Με βάση χην γνωσχή από χο προηγούμενο βήμα χ ι μ ή * ι - ι » 

υπολογ ί ζ ο ν χ α ι ο ι δεσμευμένες μέσες χ ι μ έ ς Ε [Χ1 t Χ ι -\ -*-\ _ ι ] 

κ α ι E[S 1 | Χ 1 _ ι = Χ ι _ ι ) . 

2. Κ α λ ε ί χ α ι η δ ι α κ α σ ί α διχασμού με α ρ χ ι κ έ ς παραμέχρους μχ, 

σχ 2 , μ£» °τ?~> κ α ι σΧΖ» ίσες με χ ι ς παραπάνω δεσμευμένες 

ροπές (ανχ ι σ τ ο ι χ ί α : X-j—>Χ, S^—>Ζ) . 

3. Υπολογίζονται ο ι β ο η θ η τ ι κ έ ς παράμετροι θ κ α ι η του μο

ντέλου διχασμού από τ ι ς σχέσε ις ( 1 . 5 . 2 6 ) κ α ι ( 1 . 5 . 3 7 ) 

α ν τ ί σ τ ο ι χ α , κ α ι στη σ υ ν έ χ ε ι α ο ι δεσμευμένες ροπές της 

αναλογικής μεταβλητής μρ|ζ κ α ι σ ρ | £ 2 , από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς 

( 1 . 5 . 3 2 ) κ α ι ( 1 . 5 . 3 9 ) α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

4. Παράγεται η τ ι μ ή της αναλογικής μεχαβλ-ηχής Ρ, ως χυχαίος 

αριθμός από χην καχανομή βήχα χης οποίας ο ι παραμεχροι 

προκύπχουν από χ ι ς παραπάνω ροπές. 

5. Υπολογ ί ζ ο ν χ α ι ο ι χ ι μ έ ς x^=ps^ κ α ι y, = s-j +•) =sj -x-j . 

Αν υπάρχει ασυνέχεια σχην καχανομή χης Χ1( χόχε καχα χην κλήση χης δια

δικασίας διχασμού θα μεχαβιβασχεί ως πρόσθεχη παραμεχρος κ α ι χο μέχρο χης 

4. Σε ηερίπιβαπ άλλης κατανομής η διαδικασία παραμένει η ίδια, αλλά. θα χρησιμοποιηθούν άλλες σχέοεις 
προσδιορισμού τβν παραμέτρων ίου μοντέλου διχασμού. 
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α σ υ ν έ χ ε ι α ς , q 0 , κ α ι στο βήμα (4) θ α προηγηθεί ο υπολογισμός mpj2 κ α ι s p j ^ 2 , 

( σ χ έ σ ε ι ς (1.5.70) κ α ι (1.5.71)). Οι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι χης κ α τ α ν ο μ ή ς βήχα θ α υπολο

γιστούν από τ ι ς τ ε λ ε υ τ α ί ε ς , κ α ι η δ ι α δ ι κ α σ ί α παράγωγης της τ ιμής της Ρ τροπο

π ο ι ε ί τ α ι , όπως π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι στην υποπαράγραφο 1.5.8. 

Η πορεία της εφαρμογής του μοντέλου ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι πιο δ ι ε ξ ο δ ι κ ά στο κ ε φ ά 

λ α ι ο 3, όπου μορφοποιε ίται το λογικό δ ι ά γ ρ α μ μ α του κ α ι περιγράφεται το σχετικό 

πρόγραμμα ηλεκτρονικού υπολογιστή. 
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1.7. ΕΙΔΙΚΕΣ ΗΟΡΦΕΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΓΙΑ ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ΤΜΗΜΑΤ1ΚΕΣ 
ΜΕΤΑΒΛΗΤΈΣ 

1.7.1. Η ηερ ίηχωση ισόνομων ανεξάρτητων τμημαχικών μεταβλητών 

Η πορεία που α κ ο λ ο υ θ ε ί η ε φ α ρ μ ο γ ή του μ ο ν τ έ λ ο υ , καθώς κ α ι οι σχέσεις 

υπολογισμού των παραμέτρων του, έχουν ήδη καθοριστεί στην προηγούμενη παράγρα

φο, γ ι α τη γ ε ν ι κ ή περίπτωση μη μόνιμης ακολουθίας τμηματικών μεταβλητών με 

Μαρκοβιανή δομή. Η ί δ ι α πορεία α κ ο λ ο υ θ ε ί τ α ι κ α ι σε οποιαδήποτε ε ι δ ι κ ό τ ε ρ η 

περίπτωση, όπως στην περίπτωση μόνιμης ακολουθίας ανεξάρτητων τμηματικών μ ε τ α 

βλητών, που ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι εδώ. Η ι δ ι α ί τ ε ρ η ε ξ έ τ α σ η αυτής της περίπτωσης δεν γ ίνε

τ α ι γ ι α ν α διαφοροποιηθεί η πορεία της εφαρμογής του μοντέλου, ά λ λ α γ ι α να δ ι 

ερευνηθεί θεωρητικά η συμπεριφορά του μοντέλου, κάτω από ε ιδ ικές συνθήκες. 

Οι ε ι δ ι κ έ ς μορφές των σχέσεων υπολογισμού των παραμέτρων του μοντέλου 

γ ια ισόνομες ανεξάρτητες τμηματ ικές μεταβλητές έχουν ήδη συζητηθεί στην υποπα

ράγραφο 1.6.5. Εδώ θα δοθεί η συνολική μ α θ η μ α τ ι κ ή μορφή που παίρνει το μοντέλο 

σ' α υ τ ή την ε ι δ ι κ ή περίπτωση. Αν απαλείψουμε τ ι ς ε ν δ ι ά μ ε σ ε ς μ ε τ α β λ η τ έ ς των 

διαφόρων βημάτων (Υ^, S )̂ κ α ι χαρακτηρίσουμε με τον δε ίκτη i την αναλογική μ ε 

ταβλητή του κ ά θ ε βήματος επιμερισμού, ξ ε κ ι ν ώ ν τ α ς από τη βασική σχέση επιμε

ρ ι σ μ ο ύ (1.1.7), θ α έ χ ο υ μ ε : 

Χ, = Ρ,Ζ 

χ 2 = Ρ ε π - ρ ^ ζ 

X t = Pi ( 1 - Ρ , ) ( 1 - Ρ 2 ) · . . ( Ι - Ρ ι - ι ) Ζ ( 1 = 1 , . . . . Κ ) ( 1 . 7 . 1 ) 

χ κ = Ρ κ < * - ρ ι ) Ο - Ρ ε ) · · · ( 1 - ρ κ - ι ) ζ 

Εύκολα μπορεί ν α α π ο δ ε ι χ τ ε ί ό τ ι , γ ι α ν α ι σ χ ύ ε ι η (1.1.7), πρέπει κ α ι α ρ κ ε ί να 

ι σ χ ύ ε ι Ρ«=1. 

Όπως έ χ ε ι α π ο δ ε ι χ τ ε ί στην υποπαράγραφο 1.5.5, δεδομένου ό τ ι ό ι Χ^ ε ί ν α ι 

ισόνομες κ α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς , όλες ο ι Pj θα ε ί ν α ι ασυσχέτ ισχες με την Ζ, κ α ι επε ι

δή στο μοντέλο χρησιμοποιούνται ροπές μέχρι δεύτερης τάξης, μπορούν να θεωρη

θούν σ τ ο χ α σ τ ι κ ά α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς από την Ζ. Εξ άλλου, επειδή οι Χ^ ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η 

τ ε ς , από τον τρόπο κ α θ ο ρ ι σ μ ο ύ των ροπών των Ρ1( προκύπτει ό τ ι ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι 

των κατανομών των τελευταίων δεν εξαρτώνται από τ ιμές των προηγούμενων τμημα

τ ικών μ ε τ α β λ η τ ώ ν ( x j , j<1), ά ρ α ούτε κ α ι από τ ι μ έ ς των προηγούμενων α ν α λ ο γ ι 

κών μεταβλητών. Συνεπώς ο ι Ρ̂  ε ί ν α ι ανεξάρτητες μεταξύ τους, κ α ι ανεξάρτητες 
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από χην Ζ. Ά ρ α στην περίπτωση που ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε , το μοντέλο επιμερισμού μπορεί 

να ε κ τ ε λ ε σ τ ε ί σε έ ν α κ α θ ο λ ι κ ό βήμα, στο οποίο θα παραχθούν όλες ο ι τ ιμές των 

αναλογικών μεταβλητών από τ ι ς αντίστοιχες κατανομές. 

Οι ροπές των αναλογικών μεταβλητών μπορούν να προκύψουν με συνδυασμό των 

σχέσεων του γεν ικού μοντέλου επιμερισμού κ α ι του μοντέλου διχασμού. Έ τ σ ι γ ι α 

τ η μ έ σ η τ ι μ ή , σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς τ ι ς ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς (1.6.32), (1.6.37) κ α ι (1.5.56) θ α 

έχουμε: 

1 
μ Ρ 1 = ( 1 . 7 . 2 ) 

Κ-1+1 

Αντίστοιχα οι διασπορές προκύπτουν με συνδυασμό των παραπάνω εξισώσεων, καθώς 

κ α ι των (1.6.33), (1.6. 39) ( γ ι α ρ=0), κ α ι (1.5.57), κ α ι ε ί ν α ι : 

σ 2 - [ i / ( k - i + 1 ) ] 2 ( k - l + ΐ ) σ 2 

σ ρ ι 2 = 

( κ - ι + 1 ) 2 μ 2 + ( κ - ι + 1 ) σ 2 

απ' όπου π ρ ο κ ύ π τ ε ι : 

κ-1 ν 2 

σ Ρ 1

2 = ( 1 . 7 . 3 ) 
( κ - 1 + 1 ) 2 ν 2 + κ-1 +1 

όπου ν=σ/μ ε ί ν α ι ο συντελεστής διασποράς των τμηματικών μεταβλητών. Παρατηρού

με ό τ ι ο ι ροπές των αναλογικών μεταβλητών δεν ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι ά μ ε σ α από τ ις α ρ ι 

θμητ ικές τ ι μ έ ς των ροπών των τμηματικών μεταβλητών, παρά. μόνο από το συντε

λ ε σ τ ή δ ιασποράς τους. Ακόμη παρατηρούμε ό τ ι γ ι α 1=κ οι παραπάνω εξισώσεις 

δίνουν μρ κ=1 κο-1· °-ρκ2=0» που σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι αυτομάτως ό τ ι Pk=1. 

Οι σ χ έ σ ε ι ς (1.7.2) κ α ι (1.7.3) μπορούν να παραχθούν κ α ι ά μ ε σ α από τη β α 

σική εξίσωση (1.7.1) χωρίς τη μεσολάβηση των γενικών εξισώσεων ροπών των τ μ η 

ματικών, αθροιστικών κ α ι αναλογικών μεταβλητών. 

θ α θεωρήσουμε τώρα ό τ ι οι αναλογικές μεταβλητές ακολουθούν κατανομή βή

τ α . Αν fc>i κ α ι C} ε ί ν α ι ο ι παράμετροι της κ α τ α ν ο μ ή ς βήτα, τ ό τ ε ισχύουν οι σχέ

σ ε ι ς : 

01 
ECPO = (1 . 7 . 4 ) 

b 1 + C l 

fc>1c1 
VarCPì ] = ( 1 . 7 . 5 ) 

( b 1 + C Ì ) 2 ( b i +Ci +1) 

Εφόσον μας ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι η διατήρηση των ροπών της Ρ ,̂ ο υπολογισμός των 

π α ρ α μ έ τ ρ ω ν της θ α πρέπε ι ν α γ ί ν ε ι μ ε τ η μέθοδο των ροπών. Συνεπώς, με 

σ υ ν δ υ α σ μ ό των (1.7.2) κ α ι (1.7.3) μ ε τ ι ς (1.7.4) κ α ι (1.7.5) α ν τ ί σ τ ο ι χ α θ α 
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έχουμε: 

bj _ J 

b -, + c -j k - i +1 

b-j c-j k - i v 2 

( b 1 +C-J ) 2 ( ό , +CT +1 ) ( k - 1 + 1 ) 2 v 2 + k - i + 1 

Η λύση του σ υ σ τ ή μ α τ ο ς ως προς b^ κ α ι c^ δ ί ν ε ι τ ι ς α κ ό λ ο υ θ ε ς πολύ άπλες ε κ 

φράσεις: 

1 μ 2 k - i μ 2 

b i = = , e, = = ( k - i ) ( 1 . 7 . 6 ) 
ν 2 σ 2 ν 2 σ 2 

1.7.2. Η περ ίπτωση ανεξάρτητων τμηματικών μεταβλητών με 
κατανομή γάμα 

Στην υποπαράγραφο 1.5.6 αποδείξαμε ό τ ι το μοντέλο διχασμού δ ι α τ η ρ ε ί 

πλήρως τ ι ς συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς των δύο τμηματικών μεταβλητών ό τ α ν αυτές 

ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς κ α ι ακολουθούν κατανομή γάμα με κοινή παράμετρο κλ ίμακας. 

Εδώ Θα επεκτε ίνουμε το συμπέρασμα αυτό για το συνολικό μοντέλο επιμερισμού k 

μ ε τ α β λ η τ ώ ν , που π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι από τη σχέση (1.1.7). 

Ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε λοιπόν την περίπτωση που οι τ μ η μ α τ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς X-j ε ί ν α ι 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς μ ε τ α ξ ύ τους κ α ι ακολουθούν κατανομές γάμα με παραμέτρους (ν^,λ). 

Ιύμφωνα με τη Θεωρία πιθανοτήτων, κ α ι η κ α τ α ν ο μ ή της αθροιστικής μεταβλητής 

ε ί ν α ι γ ά μ α , με πα ρα μέ τρο υς (Krv^vg+...+ν^, λ). 

Η α κ ό λ ο υ θ η πρόταση που α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι στο τ έ λ ο ς της υποπαραγράφου 

ε ξ α σ φ α λ ί ζ ε ι γ ια την υπό μ ε λ έ τ η περίπτωση την πλήρη διατήρηση των συναρτήσεων 

κ α τ α ν ο μ ή ς από το μοντέλο, κ α ι δ ί ν ε ι κ α ι τ ι ς παραμέτρους των κατανομών των 

αναλογικών μεταβλητών: 

Αν (α) η μεταβλητή Ζ ακολουθεί κατανομή γάμα με παραμέτρους (κ= 
ν1+ν£+··· +νκ> λ)> (ß) Π ακολουθία μεταβλητών Xj ορίζεται από τίς σχέ

σεις (1.7.1), όπου (γ) οι μεταβλητές- Pf είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους 

και από τη Σ, και ακολουθούν κατανομές βήτα με παραμέτρους (bj=vp c 7 -

Vj+1+... +νχ), τότε οι μεταβλητές Xj είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν 

κατανομές γάμα με παραμέτρους (νρλ). 

Ε ί ν α ι προφανές ό τ ι κ α ι σε α υ τ ή την περίπτωση ε ί ν α ι δυνατό ο επιμερισμός 

να ε κ τ ε λ ε σ τ ε ί σε έ ν α καθολικό βήμα, στο οποίο θα παραχθούν όλες οι μεταβλητές 
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Pi από τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς κ α τ α ν ο μ έ ς βήτα. Ας σημειωθεί ό τ ι οι παράμετροι ν^ κ α ι λ 

προκύπτουν με τη μέθοδο των ροπών από τ ι ς μέσες τ ιμές μ-j κ α ι τ ις διασπορές σ,2 

των Χ^, κ α ι ε ί ν α ι : 

Vi = μ 1

ε / σ 1

2 (1 . 7 . 7 ) 

λ = μ ^ σ , 2 (1 , 7 . 8 ) 

Ε ν ν ο ε ί τ α ι ό τ ι γ ι α να έχουν όλες ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς Χ·| την ί δ ι α παράμετρο κ λ ί 

μ α κ α ς λ, θα πρέπει να έχουν διασπορές ανάλογες των μέσων τιμών τους. 

Απόδειξη ι κ πρότασης 
θα αποδείξουμε πρώτα το σκέλος της πρότασης nou α$ορά τις συναρτήσεις κατανομής τον Χ,, και μετά 8α 
ασχοληθούμε με την στοχαστική τους ανεξαρτησία, θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής. Η 
πρόταση αποδεικνύεται πιο εύκολα, αν εισάγουμε και τη μεταβλητή: 

Υΐ = ίί-Piî (t-P2ì...il-Pt-t)(ί-Ρ,)Ζ (1:Ι,...,Κ1 

και συμπεριλάβουμε στα ζητούμενα και την επιπλέον απαίτηση ότι η Υ) είναι ανεξάρτητη της Xj, και 
ακολουθεί κατανομή γάμα με παραμέτρους ( C J : V J

+ )
+ . . . tv^, λ), η οποία δεν χρειάζεται να υπάρχει στην 

τελική διατύπβση, γι' αυτό και έχει απαλειφθεί. 
Για 1 = 1 έχουμε: 

Χ, : Ρ,Ζ , Υ, = (1-Ρ,)Ζ 

Οι παράμετροι της Ρ( είναι: (b
(
 = V(, c^vgt... tv^). Η Ζ ακουθεί κατανομή γάμα με παραμέτρους 

(KibjKj, λ). Συνεπές από τη βασική πρόταση της υποπαραγράφου f.5.6. προκύπτει ότι οι X
t
 και Yj 

ακολουθούν κατανομές γάμα με παραμέτρους (v
t
, λ), (Cj, λ), αντίστοιχα. Άρα η πρόταση ισχύει για i=t. 

θεορούμε ότι η πρόταση ισχύει για i:j-t<K, που σημαίνει ότι οι μεταβλητές: 

* Η '- Pj-1<i-Pìì0-P2Ì-..<t-Pj-2)Z 

και 

Yj-1 = (t-PtlO-^l-.-O-Pj-iHi-Pj-tlZ (α) 

ακολουθούν κατανομές γάμα με παραμέτρους (Vj.(, λ) και (Cj.j, λ), αντίστοιχα. 
θα αποδείξουμε ότι η πρόταση ισχύει για 1 = j<Κ. Πράγματι, από την (1.7.1) και την (α) προκύπτει ότι 

h •• ¥ Η 

Η Pi ακολουθεί κατανομή βήτα με παραμέτρους (b; : ν;, Cj-νj
 +
 j+..- tV|<). Αεδομένου ότι η Ρ; είναι 

ανεξάρτητη τβν (Pj,...|Pj.i> Ζ) θα είναι και ανεξάρτητη της Yj_). Συνεπβς μπορούμε και πάλι να 
χρησιμοποιήσουμε τη βασική πρόταση της υποπαραγράφου 1.5.6., απ' όπου συμπεραίνουμε ότι οι Xj και Yj 
ακολουθούν κατανομές γάμα με παραμέτρους (Vj, λ), (Ci, λ), αντίστοιχα. Άρα η πρόταση ισχύει και για 
i=j, και κατά συνέπεια ισχύει και για κάθε i<K. 
Το θέμα της στοχαστικής ανεξαρτησίας μεταξύ τ»ν Xj είναι σχεδόν φανερό. Πράγματι α?ού η μεταβλητή Χ j _| 
είναι ανεξάρτητη από τις Yj_) και Pj, που είναι και μεταξύ τους ανεξάρτητες, θα είναι ανεξάρτητη και 
από την Xj : PjYj-i· 0 συλλογισμός αυτός μπορεί να επεκταθεί και σε μη διαδοχικές μεταβλητές. 
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1.8. ΔΥΝΑΤΟΤΗΤΕΣ ΕΠΕΚΤΑΣΕΩΝ ΚΑΙ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΣΕΩΝ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ 

1.8.1. Η ηερ ίητωση τμηματικών μεταβλητών με αυτοσυσχέτιση 
ανώτερης τάξης 

Το μοντέλο επιμερισμού, με τη μορφή που έχει αναπτυχθεί στις παραγράφους 

1.5 και 1.6 , καλύπτει πλήρως τις ανάγκες του επιμερισμού της σημειακής βρο

χόπτωσης, σε οποιαδήποτε χρονική βάση. Είναι προφανές ότι καλύπτει και οποιο

δήποτε άλλο μονοδιάστατο πρόβλημα επιμερισμού, όταν η βασική στοχαστική ανέλι

ξη που το περιγράφει έχει Μαρκοβιανή δομή με κατανομή κατά προσέγγιση γάμα. 

Πάντως χο γενικό λογικό σχήμα του μοντέλου επιμερισμού, όπως έχει αναπτυχθεί 

στην παράγραφο 1.4 , παρουσιάζει μεγάλη ευελιξία και επιδέχεται επεκτάσεις ή 

τροποποιήσεις, ώστε να καλύψει και άλλες περιπτώσεις. 

Μια πρώτη επέκταση του μοντέλου μπορεί να γίνει για ακολουθίες τμηματι

κών μεταβλητών με δομή αυτοσυσχέτισης τάξης μεγαλύτερης από ένα. Σε μια τέτοια 

περίπτωση η γενική πορεία του μοντέλου παραμένει η ίδια, με τη διαφορά ότι οι 

δεσμευμένες ροπές των τμηματικών μεταβλητών θα έχουν ως δέσμευση περισσότερες 

από μία μεταβλητές προηγούμενων βημάτων. Εννοείται ότι οι εξισώσεις που θα δί

νουν τις παραμέτρους του μοντέλου σε κάθε βήμα του θα είναι πιο πολύπλοκες από 

τις αντίστοιχες της υποπαραγράφου 1.6.4. 

Ας εξετάσουμε ενδεικτικά την περίπτωση μη μόνιμης ακολουθίας αυτοσυσχέ-

χισης δεύτερης τάξης. Για την ανέλιξη αυτή ισχύει: 

Χ1 = a i X i - i + fc>i><i-2 + V1 (1.8.1) 

όπου οι V1 είναι τυχαίες μεταβλητές ανεξάρτητες μεταξύ τους και ανεξάρτητες 

από τις X1s...,X^_^, κ α ι οι a, και b-j ε ίνα ι αριθμητικές σταθερές, που επειδή η 

ακολουθία των Χ, δεν είναι μόνιμη, έχουν διαφορετικές τιμές για διαφορετικά i, 

και χο ίδιο συμβαίνει και με τις ροπές των Χ̂  και s/y Το μοντέλο επιμερισμού κ 

μεταβλητών στην περίπτωση αυτή θα έχει 4k παραμέτρους, ήτοι Κ μέσες τιμές μ-j, 

Κ διασπορές σ-j2, κ α ι 2k συντελεστές αυτοσυσχέτισης p-jC) και ρ-|(2)πρώτης και 

δεύτερης τάξης αντίστοιχα. Συναρτήσει των παραμέτρων αυχών μπορεί να υπολογι

στεί οποιαδήποτε ροπή μέχρι β' τάξης των τμηματικών μετ.αβλητών ή της αθροι

στικής. Οι παράμετροι που απαιτείται να υπολογίζονται σε κάθε βήμα εφαρμογής 

του μοντέλου είναι οι ακόλουθες: 

1. Δεσμευμένη μέση τ ι μ ή της Χ^ : Ε [X-j Ι Χ^ _ 1 =χ^ _ ^ ,Χ^ _g = ><i-g] 

2. Δεσμευμένη διασπορά της X-j : Van [Χ^ | X-j _ 1 = χ 1 _ 1 ,Χ^ _ 2 = x-j _ 2 ] 

3. Δεσμευμένη μέση τ ι μ ή της S-j, όπου S-j = Χ1 +Χ1 + 1 + . . . +Xk : 

ECS, IX! _ ! =Χι _ i .Xi-2=>< i-£} 
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4. Δεσμευμένη διασπορά, της Ŝ  : Var [S1 I X-j _ 1 = x 1 _ 1 , X 1 _ 2 = ><i -2Ì 

5. Δεσμευμένη συνδιασπορά των X̂  και S-j : 

Cov[S i ,X 1 |X 1 _ 1 =x i _ 1 ,X 1 _g = x 1 _ 2 ] · 

Με χρησιμοποίηση της σχέσης (1.8.1) και της γενικής μεθοδολογίας των 

υποπαραγράφων 1.6.3, και 1.6.4 είναι δυνατό να παραχθούν γενικές εξισώσεις 

υπολογισμού των παραπάνω παραμέτρων, αντίστοιχες των (1.6.18) έως (1.6.27). 

Το μοντέλο διχασμού παραμένει και σ' αυτή την περίπτωση το ίδιο, αφού 

δεν εξαρτάται από τη δομή της αυτοσυσχέτισης των τμηματικών μεταβλητών. 

1.8.2. Η περ ίπτωση κατανομών διαφορετικών από τη γάμα 
Η χρήση 5ιαφορετικών μοντέλων διχασμού 

Έχει ήδη πολλαπλά επισημανθεί ότι η προτεινόμενη τελική μορφή του 

μοντέλου επιμερισμού είναι κατάλληλη για μεταβλητές με κατανομή γάμα, και αυτό 

ουσιαστικά προκύπτει από τη μορφή του μοντέλου διχασμού. Βέβαια η κατανομή 

γάμα είναι αρκετά γενική, εμπεριέχοντας, ως ειδικές περιπτώσεις, διάφορες άλ

λες κατανομές, όπως την εκθετική, και την κατανομή χ2. Εξ άλλου άλλες τυπικές 

κατανομές προσεγγίζουν συναρτησιακά την κατανομή γάμα, όπως η κατανομή 

Weibun, για τιμές της παραμέτρου κλίμακας κοντά στη μονάδα. Συνεπώς το 

μοντέλο είναι κατάλληλο και για τις περιπτώσεις αυτές, χωρίς τροποποίηση. 

θα εξετάσουμε ιδιαίτερα την περίπτωση της κανονικής κατανομής. Είναι 

γνωστό (βλ. Benjamin και Cornell [1970], σελ. 661) ότι η κατανομή γάμα πλη

σιάζει προς την κανονική κατανομή για 2κ > 30, όπου κ η παράμετρος σχήματος 

της κατανομής. Δεδομένου ότι στην κατανομή γάμα ισχύει: κ = μ2/σ2, η παραπάνω 

συνθήκη μπορεί να διατυπωθεί με τη μορφή5: 

ν = σ/μ < 1/4 (1.8.2) 

όπου ν είναι ο συντελεστής διασποράς. Αντιστρέφοντας τα παραπάνω, μπορούμε να 

πούμε ότι κάτω από τη συνθήκη (1.8.2) η κανονική κατανομή προσεγγίζει την 

γάμα, και, συνακόλουθα, ότι το μοντέλο μπορεί να χρησιμοποιηθεί όταν οι κατα

νομές των τμηματικών μεταβλητών είναι κανονικές, αλλά με συντελεστή διασποράς 

μικρότερο του 0.25. Ας σημειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή ο συντελεστής δια

σποράς της αθροιστικής μεταβλητής θα είναι αρκετά μικρότερος, της τάξης του 

v/f κ, όπου κ το πλήθος των τμηματικών μεταβλητών. Υπενθυμίζεται ότι στο μοντέ

λο διχασμού θα πρέπει να χρησιμοποιηθούν οι σχέσεις (1.5.34) έως (1.5.36) που 

έχουν εξαχθεί ειδικά για την κανονική κατανομή, αντί των αντίστοιχων σχέσεων 

5, Για ατρογγύλεϋση το όριο xou Η θεβρήθηκε ίσο με 32 ανχί 30. 
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(1.5.37) έως (1.5.39) της κ α τ α ν ο μ ή ς γ ά μ α . Πάντως, μ ε τ ά τη διερεύνηση της υπο

π α ρ α γ ρ ά φ ο υ 1.5.5, θ α πρέπει ν α περιμένουμε ότι το μοντέλο σε αυτή την περί

πτωση θα δώσει αποτελέσματα κάποια θετική ασυμμετρία και όχι μηδενική. 

Μια δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ή α ν τ ι μ ε τ ώ π ι σ η του θέματος προκύπτει αν χρησιμοποιηθεί 

δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ό μοντέλο διχασμού, κ α ι σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α το γραμμικό, το οποίο ε ίναι 

κατάλληλο για την κανονική κατανομή. Στην περίπτωση αυτή η μεταβλητή Χ μπορεί 

ν α π α ρ α χ θ ε ί χωρίς τη μ ε σ ο λ ά β η σ η της α ν α λ ο γ ι κ ή ς μ ε τ α β λ η τ ή ς , με β ά σ η τη 

δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή Fx|Z(xlZ=z). Από τη θεωρία πιθανοτήτων (βλ. Papoulis, 

[1965], σελ. 184) ε ί ν α ι γνωστό ότι η δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή αυτή ε ίναι κανονική, 

με μέση τιμή κ α ι δ ι α σ π ο ρ ά που δ ί ν ο ν τ α ι α π ό τ ις σ χ έ σ ε ι ς (1.5.77) κ α ι (1.5.78). 

Ισοδύναμα,η παραγωγή της Χ μπορεί να γίνει και με τη μεσολάβηση της βοηθητικής 

μεταβλητής W της σχέσης (1.5.72) η οποία έχει κανονική κατανομή με παραμέτρους 

που δ ί ν ο ν τ α ι α π ό τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (1.5.74) κ α ι (1.5.75). Η μ ε τ α β λ η τ ή Υ προκύπτει 

π ά ν τ α από τη σχέση Υ=Ζ-Χ. Το τελικό μοντέλο που διαμορφώνεται με αυτό τον 

τρόπο, ενώ εξακολουθεί να έχει τη λογική δομή και πορεία που το χαρακτηρίζε ι 

σ α ν "δυναμικό μοντέλο επιμερισμού", ε ίναι θεωρητικά ισοδύναμο με το μοντέλο 

Valenda-Schaake. Άρα αυτή η παραλλαγή του μοντέλου έχει ασυμπτωτικα κανονική 

συμπεριφορά, και διατηρεί πλήρως τις κ α τ α ν ο μ έ ς μεταβλητών με κανονική κ α τ α 

νομή. Στο τέλος της υποπαραγράφου δίνεται μια απόδειξη της πλήρους διατήρησης 

της κανονικής κατανομής, για ανεξάρτητες τμηματικές μεταβλητές. 

Επεκτείνοντας τ α παραπάνω, ε ίναι δυνατό ν α έχουμε μια μεγάλη ποικιλία 

διαφορετικών εκδόσεων του μοντέλου, δεδομένου ότι μπορούμε να τροποποιήσουμε 

το μοντέλο διχασμού, καθορίζοντας διαφορετικούς τύπους στοχαστικής εξάρτησης 

των μεταβλητών Χ και Ζ (πχ. πολυωνυμικούς, εκθετικούς, κλπ.) που συνεπάγονται 

αντίστοιχες μεθόδους παραγωγής της μεταβλητής Χ. Η Υ θα υπολογίζεται π ά ν τ α από 

τη βασική σχέση Χ+Υ=Ζ. Σε όλες α υ τ έ ς τις εκδόσεις το λογικό σχήμα του μοντέλου 

παραμένε ι αναλλοίωτο, όπως επίσης κ α ι οι σχέσεις υπολογισμού των δεσμευμένων 

ροπών των τμηματικών μεταβλητών σε κάθε βήμα. 

Η παραλλαγή με γραμμικό μοντέλο διχασμού - Λπ66ει(η ΊΓΚ διατήρησης της κανονικής κατανομής γι& 
ανεξάρτητες τμηματικές μεταβλητές 
Οι βασικές σχέσεις που περιγράφουν το ί ρήμα επιμερισμοί στην περίπτ»σή- του γραμμικού μοντέλου 
διχασμού είναι οι ακόλουθες: (βλέπε και υποπαράγραφο 1.5.9.) 

S, : Χ, • Υ, (α) 

h • Χ|*ι • ··· • h (Ρ) 

S, : χ, • ... * Χ
κ
 (γ) 

ε, = ζ (δ) 
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X
t
 - A,S, • ¥, (t) 

S
l t
, : Y, : (1-A,)S, - V, (ζ) 

Έστβ μ, η μέση τιμή και σ,
2
 η διασπορά της τμηματικής μεταβλητής Χ,. 

Επειδή οι παράμετροι του μοντέλου επιμερισμού υπολογίζονται με υπόθεση στοχαστικής ανεξαρτησίας τβν 
τμηματικών μεταβλητον, βα χρησιμοποιούνται οι σχέσεις (1.6.32) έβς (1.6.34). Στο i βήμα του μοντέλου, 
επιμερισμού θα καλείται το μοντέλο διχασμού με τις ακόλουθες παραμέτρους: (προτάσσονται τα σύμβολα που 
χρησιμοποιούνται στις σχέσεις της παραγράφου t.4) 

Η : Ε(Χ,) = μ, (η) 

σ
χ

2
 : VarlXj] : σ,

2
 (θ) 

μ
Ζ
 : EIS,) : μ, • ... • μ

κ
 (ι) 

σ
ζ

2
 : VarlS,) : σ,

2
 + ... • σ

κ

2
 (κ) 

σ
χ ζ
 : CovlSpXjl : σ,

2
 (λ) 

luven*«; οι σταθερές λ,, και οι μέσες τινές η, και οι διασπορές δ,
2
 τον μεταβλητών V,, λόγ» τ»ν 

(1.5.73) έβς (1.5.75) θα είναι: 

σ,
2 

Α, -. (μ) 

·,«•...ν 

^
 : p j

 (y) 

σ,
2
*...«σ

κ

2 

δ,
2 - β,2

 (ξ) 

σ,
2
»...*σ

κ

2 

Μετά τα παραπάν» μπορούμε να διατυπώσουμε την προς απόδειξη πρόταση με τον ακόλουθο τρόπο (πρβλ. με 
την πρόταση της υποπαραγράφου (1.7.2)): 

Αν //; η μεταβλητή Ζ ακολουθεί κανονική κατανομή με παραμέτρους (μχ · Uj* ... % , rf -
ο Ι**...*«%*), (Ι) οι ακολουθίες μεταβλητών Χ,, Yj και S, ορίζονται με αναδρομική εφαρμογή τνν 
σχέσεβν (δ), (ε) και (ζ), όπου (3) οι σταθερές Λ, δίνονται ano τη σχέση (μ), και οι Υ, είναι 
τυχαίες μεταβλητός ανεξάρτητες μεταξύ τοιις και από την 1, και ακολουθούν κανονικές κατανομές 
με παραμέτρους (η^, δ^), nou δίνονται από τις σχέσεις (ν) και (ξ), TOTE ΟΙ μεταβλητές Χ, 
είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και ακολουθούν κανονικές κατανομές με παραμέτρους (/ι,·, σ^). 

θα αποδείξουμε πρΦτα το σκέλος της πρότασης που αοορά τις συναρτήσεις κατανομής τ»ν Χ,, και στη 
συνέχεια θα ασχοληθούμε με τη στοχαστική τους ανεξαρτησία, θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της τέλειας 
επαγβγής και, όπβς και στην απόδειξη της υποπαραγράφου 1.7.2, θα συμπεριλάβουμε στα ζητούμενα της 
πρότασης και την απαίτηση ότι η μεταβλητή Υ, : S,

t
, είναι ανεξάρτητη της Χ, και ακολουθεί κανονική 

κατανομή με παραμέτρους (μ,+ ,•...%, σ,
+
,

2
*...*σκ

2
). 

Για i : i έχουμε $,=Ζ και συνεπώς 

Χ, : λ,Ζ • V, , Υ, : (Ι-Α,ΙΖ - ¥, 

Αφού η Χ, είναι γραμμικός συνδυασμός ιβν κανονικών μεταβλητών Ζ και ¥, θα ακολουθεί και αυτή κανονική 
κατανομή με παραμέτρους Ε[Χ,] και Var|X,|, ίσες με: ' 
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5 
2
 «|

2
(«

1
*...*μ

κ
) 

ElXfl = AfUz • ii
 :
 ~: : (m*···

4
»*!

 + *\ : ~
 :
 »i 

«Ι
4
 σ

(
* 

Var[X,) -- Α,
2
σ

2

2
 t 6

(

2
 ·- (Oi,

2
4...40

K

2
) • o

t

2
 : ο,

2 

(σ(
2
4...4σ

κ

2
)

2
 0(2+...40^ 

Για χον ίδιο λόγο και η Υ) (:Sg) ακολουθεί κανονική κατανομή με παραμέτρους E(Y
t
} και Var(Yj], που με 

παρόμοιο τρόπο προκύπτουν: 

Ε(Υ|] "- (1-Α ( )μ ζ - Π( : (M t * — +μκ) - μ, • : μ ^ . , ^ μ , , - μ, : μ 2 *...*μ κ 

6^*,..*0^ σ|24..,4σχ2 

( σ 2

2 4 . . . 4 σ κ

2 ) 2 Q\* 
Var(Y|i : (1-Α,) 2 σ ζ

2 * δ (

2 : ( α ^ + . . . + σ κ

2 } < σ (

2 -

(0^4. . . « Κ
2
)

2
 «|

2
{«t

2
4...4«

k

2
) - «,

4
 (α

2

2
4...40^1(5^4...40

Κ

2
) 

0)
2
4...40

K

2
 0·^4...+β|

(

ί
 0")

2
4...*β^ 2 

ep
c
4...40n

c 

Συνεπές η πρόταση ισχύει για Ι : (. θεβρούμε ότι η πρόταση ισχύει για i=J -1 <Κ, που σημαίνει ότι οι 
μεταβλητές Xj_t και YJ-I=SJ ακολουθούν κανονικές κατανομές με παραμέτρους (μ^(, «j-t

2
) και 

(Ujt—*1·κ· «^•••••
β
κ

2
'· Ο·νιΐ«χοιχα. Αόγβ τβν (ε) και (ζ) θα έχουμε·. 

h -• ¥ i • »j -
 Y
J

 : ( ,
"

A
j>

s
j - »i 

Συνεπ6ς και οι Xj και Yj θα ακολουθούν κανονικές κατανομές, με παραμέτρους που υπολογίζονται όπ»ς 
παραπάν» και είναι: 

EïXjl = Ρ] . VariXj] : Oj
2 

E[Yj) : PJ*I*...*«K ' Var|Yjl -. Oj
t
,

2
4...4

5k
2 

Συνεπές η πρόταση ισχύει και για i - j, και άρα για κάβε τιμή του tik 
Ας έλθουμε τ6ρα στο θέμα της στοχαστικής ανεξαρτησίας, θα αποδείξουμε πρ*τα ότι οι μεταβλητές Xj και 
Yj είναι στοχαστικό: ανεξάρτητες. Επειδή ακολουθούν κανονικές κατανομές αρκεί να αποδείξουμε ότι 

Cov|X,,Y
t
l -- Ο 

Πράγματι, η παραπαν» σχέση ισχύει, δεδομένου ότι*. 

: 6 Cov[X ,Υ ) : (1/2)(Yar[S ] - Yar|X ] - Var[Y )) : (1/2) 
l i 1 I l 

(σ 2 4...4σ 2 ) - ο 2 -> (σ 2 4..,4σ 2 ) 
i k l Μ Ι κ 

Atou η Χ).( είναι ανεξάρτητη από την Ŝ  =Υ|_̂ „ και από την Yj, θα είναι ανεξάρτητη και από την Χ) : 
A,Sj 4 Yj. ο συλλογισμός αυτός μπορεί να επεκταθεί και σε μη διαδοχικές μεταβλητές. Συνεπές οι Χ; 
είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. 

1 . 8 . 3 . To π ο λ υ δ ι ά σ τ α τ ο δ υ ν α μ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ 

Η επέκταση του δυναμικού μοντέλου επιμερισμού από σημειακή βάση σε πολυ

δ ι ά σ τ α τ η ε ίναι αρκετά, πολύπλοκο πρόβλημα, στη γενική του μορφή. Το θέμα αυτό 



89 

θ α το ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε ποιοτικά., γ ι α να δούμε κ ά τ ω από ποιες συνθήκες κ α ι με ποια 

μεθοδολογία μπορεί να γ ί ν ε ι αυτή η επέκταση. 

Το πολυδιάστατο πρόβλημα επιμερισμού έ χ ε ι τοποθετηθεί γενικό, στην υποπα

ρ ά γ ρ α φ ο 1.1.4., κ α ι π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι από την εξ ίσωση (1.1.12). Ε π ε κ τ ε ί ν ο ν τ α ς τ η 

γ ε ν ι κ ή σ υ λ λ ο γ ι σ τ ι κ ή του δ υ ν α μ ι κ ο ύ μοντέλου, οδηγούμαστε σε èva σχήμα, όπου 

κ ά θ ε φορά π α ρ ά γ ε τ α ι μ ι α μοναδική συνιστώσα τ μ η μ α τ ι κ ή μ ε τ α β λ η τ ή Xj,n,i» π ο υ 

χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε τ α ι από: 

1 . τ η θέση σ τ η ν ο π ο ί α α ν α φ έ ρ ε τ α ι , j (1 < J < q) , 

2. τ ο σ τ ά δ ι ο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ , η , τ ο ο π ο ί ο π ρ ο σ δ ι ο ρ ί ζ ε ι τ ο χ ρ ο 

ν ι κ ό δ ι ά σ τ η μ α [ t n _ , | , t n ] τ η ς α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή ς χ ρ ο ν ι κ ή ς κ λ ί μ α 

κ α ς , κ α ι 

3 . τ ο βήμα ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ , 1 , που π ρ ο σ δ ι ο ρ ί ζ ε ι τ ο χ ρ ο ν ι κ ό δ ι ά 

σ τ η μ α [ t n ·|_ ι , t n > 1 ] τ η ς τ μ η μ α τ ι κ ή ς χ ρ ο ν ι κ ή ς κ λ ί μ α κ α ς 

(0 < 1 < Κ ( η ) ) . 

Το μοντέλο μπορεί να ακολουθήσει δύο ειδών πορείες κ α τ ά τη δ ι ά ρ κ ε ι α ενός 

σταδίου επιμερισμού: την ο ρ ι ζ ό ν τ ι α πορεία, κ α τ ά την οποία, μετά. το βήμα 1, στη 

θέση j , το μ ο ν τ έ λ ο προχωρά, στο βήμα 1+1, στην ί δ ι α θέση, κ α ι την κατακόρυφη 

π ο ρ ε ί α , κ α τ ά . την οποία μετά. το βήμα i, σ τ η θέση j , προχωρά, στο βήμα 1, στην 

θέση j+1. Στο σχήμα 1.2. δ ί ν ε τ α ι δ ι α γ ρ α μ μ α τ ι κ ά , η ε ι κ ό ν α που ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι στο 

σ τ ά δ ι ο η, κατά. την ε κ τ έ λ ε σ η του βήματος 1, στη θέση j όταν ακολουθείται η ο ρ ι 

ζ ό ν τ ι α πορεία. Σε όσες μ ε τ α β λ η τ έ ς έχουν ήδη γνωστές τ ι μ έ ς , οι τ ιμές αυτές γρά

φονται κάτω από τ α σύμβολα των μεταβλητών. Οι παράμετροι του μοντέλου στο συγ

κ ε κ ρ ι μ έ ν ο βήμα θα ε ί ν α ι ο ι δεσμευμένες ροπές α ' κ α ι β' τάξης των μεταβλητών 

Xj ,n, l κ α ι S j n > 1 = Χ j , n , i + , , , + x j , n , k ( n ) · Α ν π α ρ α μ ε ί ν ο υ μ ε σ ε α υ τ ό το σχήμα, 

κ α ι δεχτούμε μ ι α α θ ρ ο ι σ τ ι κ ή μνήμη ίση με 1, στη γεν ική περίπτωση θα πρέπει να 

θεωρήσουμε ως δεσμεύσεις όλες τ ι ς μ ε τ α β λ η τ έ ς που έχουν γνωστή τ ι μ ή (βλ. κ α ι 

σχήμα 1.2.). Οι μόνες που μπορεί να εξαιρεθούν ε ί ν α ι οι α θ ρ ο ι σ τ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς 

Ζ 1,π-1»·· ·> Ζ ς,η-1 κ α ι z 1 , n > , , , » z j - 1 , n π ο υ ο ι x l u-êÇ χους προκύπτουν ως α θ ρ ο ί 

σ μ α τ α των τιμών των αντίστοιχων τμηματικών μεταβλητών, καθώς κ α ι η Z j > n , που ο 

χειρισμός της γ ί ν ε τ α ι μέσω της S j > n j . Μια πρώτη α ν α γ κ α ί α απλοποίηση, που θα 

πρέπει ν α γ ί ν ε ι , ε ί ν α ι η ε ξ α ί ρ ε σ η κ α ι των μ ε τ α β λ η τ ώ ν Z j + 1 j n , . . . , Z q j n , που μπο

ρεί ν α δ ι κ α ι ο λ ο γ η θ ε ί από τον ισχυρισμό ό τ ι η πληροφορία που προσθέτουν δεν 

ε ί ν α ι σ η μ α ν τ ι κ ή σε σχέση με την πληροφορία της Sj > r i ) 1 . Συνεπώς οι δεσμεύσεις 

α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι μόνο σε τμηματικές μεταβλητές. 

Εν γ έ ν ε ι ο ι δεσμευμένες μέσες τ ι μ έ ς των μεταβλητών Xj, n , i κ α ι S j ) r , f i ε κ 

φράζονται ως γραμμικές συναρτήσεις όλων των μεταβλητών που αποτελούν δέσμευση, 
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Π Ρ Ο Η Γ Ο Υ Μ Ε Ν Ο Σ Τ Α Δ Ι Ο : η-1 

Τ Μ Η Μ Α Τ Ι Κ Ε Σ Μ Ε Τ Α Β Λ Η Τ Ε Ι 

*ΐ,η-ΐ,ΐ ^ΐ,η-ΐ,Κ(η-ΐ) 

χ
1,η-1,1 »

 χ
1,η-1,Κ(η-1) 

Xj-1,n-1,1 · » Xj-1,n-1,k(n-1) 

Xj-1,n-1,1 ' Xj-1,n-1,k(n-1) 

Xj,n-l,l » Xj,n-I,k(n-1) 

x
j,n-1,1

 x
j,n-1,k(n-1) 

Xq,n-1,1 » ̂ q,n-1,k(n-1) 

x
q,n-l,l » » *g,n-l,k(n-l) 

Ι ΘΕΣΗ 
ΑΘΡΟΙΣΤ.| 
ΜΕΤΑΒΛ. I 

Ι Πρώτη 
| θέση 

1 

ΙΠροηγ. 
Ι θέση 
j-1 

jΠαρούσα| 
Ι θέση 

j 

ΙΤελευτ. 
Ι θέση 

q 

| l , n - 1 
z 1 , n - 1 

?J-1,n-1 
z J - l . n - 1 

?J,n-1 
z j , n - 1 

?q,n-1 
z q , n - 1 

Π Α Ρ Ο Ν Σ Τ Α Δ Ι Ο 

Ι ΘΕΣΗ 

Πράα η 
θέση 

1 

Προηγ, 
θέση 

J-1 

Παρούσα 
θέση 
j 

Τ Μ Η Μ Α Τ Ι Κ Έ Σ Μ Ε Τ Α Β Λ Η Τ Έ Σ 

Τελευτ. 
θέση 
q 

x
i,n,i 

x
J-l,n,l 

Xj,n,1 

x
j,n,1 

Προηγ.Βήμα Παρόν Ρήμα 

» Χ ι , η , ι - ι » * i , n , i 

» x 1 , n , i - 1 > x 1 , n , 1 

» x j -1,n,1-1» x j - 1 , n , 1 

> x j , n , i - 1 » ? 

* J , n , k ( n ) 
x J , n , k ( η ) 

X j - l , n , k ( n ) 
x j - 1 . n , k ( n ) 

xJ,n,k(n)\ 

s J , n , 1 = s J , n , 1 

xq,n,1 » · ' ·» *q,n, 1-1' \q,nsi ' — " x_q.n,k(n) 

ΑΘΡΟΙΣΤ.I 
ΜΕΤΑΒΛ. I 

z 1 , n 

? J - 1 , n 

z J - 1 , n 

f j.n 
z j » n 

?q.n 
z q , n 

Σχήμα 1.2 : Σχηματική εικόνα των μεταβλητών του πολυδιόιστατου δυναμικού μοντΕ-

λου επιμερισμού, όταν ακολουθεί οριζόντια πορεία. Με έντονα στοιχεία σημειώ

νονται οι μεταβλητές που οι τιμές τους δεν έχουν ακόμα παραχθεί από το μοντέ

λο. 
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ενώ οι διασπορές κ α ι η συνδιασπορά χους εκφράζονται συναρτήσει μόνο των ροπών 

δεύτερης τάξης των μεταβλητών, κ α ι όχι των ίδιων των μεταβλητών. Η παραπάνω 

ε ι κ ό ν α των δεσμεύσεων, όμως, ε ί ν α ι πολύπλοκη κ α ι δεν θα πρέπει να περιμένε ι 

κ α ν ε ί ς όχι μπορούν να παραχθούν α ν α λ υ τ ι κ έ ς εκφράσεις των δεσμευμένων ροπών, 

α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς με τ ι ς ε κ φ ρ ά σ ε ι ς του μονοδιάστατου μοντέλου, ακόμα κ α ι στην περί

πτωση που οι τμηματ ικές μεταβλητές έχουν απλή δομή αυτοσυσχέτισης, πχ. πρώτης 

τ ά ξ η ς . Μπορεί όμως ν α αντ ιμεχωπισχούν τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν οι ακόλουθες δύο περι-

πχώσεις: 

Α. Περίπτωση μόνιμων ανελίξεων 

Οταν ισχύουν ο ι εξής προϋποθέσεις: (α) η χμημαχική χρονική κ λ ί μ α κ α ε ί ν α ι 

σχαθερή με σχαθερό πλήθος χμημαχικων μεχαβληχών α ν ά σχάδιο (β) οι ακολουθίες 

αθροισχ ικών μεχαβληχών ε ί ν α ι μόνιμες κ α ι (γ) οι ακολουθίες χμημαχικων μ ε χ α 

βληχών ε ί ν α ι μ ό ν ι μ ε ς ή π ε ρ ι ο δ ι κ έ ς , σε χρόπο ώστε γ ι α συγκεκριμένη χιμή χων i 

κ α ι j κ α ι μ ε χ α β α λ λ ό μ ε ν η χ ιμή χου η, κ ά θ ε α κ ο λ ο υ θ ί α Χ^η, ί ν α ε ί ν α ι μόν ιμη, 

τ ό τ ε ε ί ν α ι δυνατό ν α παραχθούν τουλαχισχον α ρ ι θ μ η τ ι κ ά (αν όχι αναλυχικά), με 

βάση χη θεωρία χης πολυδιάσχαχης γραμμικής εκχίμησης ο ι συντελεστές των ε ξ ι 

σώσεων των δεσμευμένων μέσων τιμών, κ α ι οι τ ιμές χων δεσμευμένων διασπορών κ α ι 

συνδιασπορών. Λόγω χης μονιμόχηχας των ακολουθιών οι συντελεστές αυτοί δεν 

μ ε τ α β ά λ λ ο ν τ α ι από σ τ ά δ ι ο σε σ τ ά δ ι ο , κ α ι συνεπώς μπορούν να αποθηκευτούν στη 

μνήμη xou υπολογιστή κ α ι ν α χρησιμοποιηθούν σε όλα χα στάδια. Το μοντέλο σε 

αυχή την περίπτωση θα ε ί ν α ι παρόμοιο με χο μονχέλο Schaake-Valencia, κ α ι δεν 

θα δ ι α θ έ τ ε ι χην ε υ ε λ ι ξ ί α χου δ υ ν α μ ι κ ο ύ μ ο ν τ έ λ ο υ ( λ ε ι τ ο υ ρ γ ί α σε συνθήκες μη 

μον ιμότητας κ α ι με μεταβλητό αριθμό τμηματικών μεχαβληχών). Πάνχως, σε κ ά θ ε 

περίπχωση, θα ε ί ν α ι καχάλληλο γ ια μεχαβληχές με καχανομές γάμα, αρκε ί να συν-

δυάζεχαι με χο μοντέλο διχασμού αναλογικής μεταβλητής. 

Β. Περίπτωση δενδριτ ικής δομής της εξάρτησης 

Η ε ξ ά ρ τ η σ η μ ε τ α ξ ύ των μ ε τ α β λ η τ ώ ν διαφόρων θέσεων ε ί ν α ι δενδριχικού 

τύπου, ό τ α ν οι μ ε τ α β λ η τ έ ς μ ι α ς θέσης επηρεάζονται μόνο από τ ις μεταβλητές της 

προηγούμενης θέσης (πχ. του κονχινόχερου σχαθμού) ή, πιο γ ε ν ι κ ά , όχαν η πληρο

φορία που υπάρχει γ ι α τ ι ς μ ε τ α β λ η τ έ ς ενός συνόλου θέσεων μπορεί να αντιπροσω

πευτεί από την α ν τ ί σ τ ο ι χ η πληροφορία μιας μόνο θέσης. Ι ε μ ια τ έ τ ο ι α περίπτωση 

το πρόβλημα απλοποιε ίτα ι σ η μ α ν τ ι κ ά , κ α ι περιορίζεται αντ ίστοιχα κ α ι ο αριθμός 

των παραμέτρων. Μεγαλύτερες απλοποιήσεις μπορούν να γίνουν όταν η τμηματική 

μ ε τ α β λ η τ ή που α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί στο στάδιο η, βήμα i κ α ι θέση j δεν επηρεάζεται από 

όλες τ ι ς K(q) μ ε τ α β λ η τ έ ς της j -1 θέσης. Συνήθως σε παρόμοια προβλήματα δεν-

δριτ ικού τύπου λ α μ β ά ν ε χ α ι υπόψη η πληροφορία μ ι α ς μόνο μεχαβληχής χης προη

γούμενης θέσης, πχ. χης χαυτόχρονης (βλ. γ ια παράδειγμα Schaake κλπ. [1972]). 

Ι ε μ ι α τ έ τ ο ι α περίπτωση αν δεχτούμε ό τ ι κ α ι η δ ιαχρονική δομή χης "ακολουθίας 
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των τμηματικών μεταβλητών σε κ ά θ ε θέση ε ί ν α ι Μαρκοβιανη, τ ό τ ε στο στάδιο η, 

βήμα ί, θέση j λ α μ β ά ν ο ν τ α ι ως δεσμεύσεις γ ι α τ ι ς ροπές των μεταβλητών Xj> n, i 

κ α ( · s J , n , i Uòvo ο ι f X j . n . i - ^ X j , n , i - 1 , xJ-1,n,1= Xj-l.n.l*» κ α ι κ α - χ α σ υ ν έ π ε ι α 

οι δεσμευμένες μέσες τ ιμές θα ε ί ν α ι γραμμικές συναρτήσεις δύο μόνο μεταβλητών. 

Το πρόβλημα της μόρφωσης των εξισώσεων που δίνουν τ ις παραμέτρους του μοντέλου 

ε ί ν α ι παρόμοιο μ ε τ ο α ν τ ί σ τ ο ι χ ο πρόβλημα του μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ ο υ επιμερισμού γ ι α 

ακολουθία τμηματικών μεταβλητών με δομή αυτοσυσχετισης β' τάξης. Στην ε ξ ε τ α 

ζόμενη περίπτωση δεν ε ί ν α ι απαραίτητο να ε ί ν α ι μόνιμες οι ακολουθίες των μ ε τ α 

βλητών, ούτε να ε ί ν α ι σταθερό το πλήθος των τμηματικών μεταβλητών α ν α στάδιο 

επιμερισμού, δεδομένου ό τ ι μπορούν ν α κ α τ α ρ τ ι σ τ ο ύ ν γενικοί αλγόριθμοι υπολογι

σμού των παραμέτρων του μοντέλου, αναλυτικής μορφής, αντ ίστοιχοι με τους αλγό

ριθμους του μονοδιάστατου μοντέλου μεταβλητών με Μαρκοβιανη δομή. 



Κ Ε Ζ Φ Α / S A I O 2 

ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΒΡΟΧΗΣ 

2 . 1 . ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

2 . 1 . 1 . Δ υ ν α τ ό τ η τ ε ς κ α ι διισκολ ί ε ς ανάλυσης της βροχόπτωσης. 

Η μ α θ η μ α τ ι κ ή περιγραφή κ α ι μοντελοποίηση της βροχόπτωσης ε ί ν α ι έ ν α ζήτη

μα που έ χ ε ι μ ε λ ε τ η θ ε ί σε έ κ τ α σ η κυρίως τ α τ ε λ ε υ τ α ί α 20 χρόνια. Η στοχαστική 

δομή της βροχόπτωσης ε ί ν α ι ι δ ι α ί τ ε ρ α πολύπλοκη, ιδίως όταν ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι ως α ν έ 

λ ιξη σε συνεχή χρόνο, κ α ι ό τ α ν ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι κ α ι η ε π ι φ α ν ε ι α κ ή δ ιανομή της, Η 

επιστημονική έρευνα στο θ έ μ α αυτό β ρ ί σ κ ε τ α ι σε εξέλιξη, κ α ι δεν έχουν αναπτυ

χθεί (ακόμη) μ ο ν τ έ λ α καθολικής χρήσης. 

Έ ν α ς από τους κύριους λόγους της δυσκολίας στην έρευνα κ α ι μ ο ν τ ε λ ο 

ποίηση της βροχής, πέρα από την πολυπλοκότητα του φαινομένου, ε ί ν α ι η μεταβλη

τ ό τ η τ α που ε μ φ α ν ί ζ ε ι η στοχαστική δομή του από τόπο σε τόπο. Χαρακτηριστ ικά οι 

Way mire κ α ι Gupta [1981a], στην επισκόπηση των μοντέλων βροχής που κάνουν, 

αναφέρουν τ α ακόλουθα: 

"Αν κ α ι έχουν προταθεί πολλά μαθηματ ικό, μ ο ν τ έ λ α γ ια τη δομή της βροχό

πτωσης, δεν υπάρχει ε ν ι α ί α μ α θ η μ α τ ι κ ή προσέγγιση γ ι α τη μοντελοποίηση 

της. Η δομή της βροχόπτωσης σε δ ιαφορετ ικό, μέρη της υδρογείου, ή ακόμα 

κ α ι σ ε δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς περιοχές μ ι α ς χώρας, ε μ φ α ν ί ζ ε ι αξ ιοσημείωτη μ ε τ α 

β λ η τ ό τ η τ α . Έ τ σ ι η ανάπτυξη ενός μοναδικού μοντέλου που θα ενσωματώνει 

όλες τ ι ς μ ε τ α β λ η τ ό τ η τ ε ς , θα ήταν στην π ρ α γ μ α τ ι κ ό τ η τ α μ ι α δουλεία χωρίς 

ε λ π ί δ α επιτυχίας." 

Μια ά λ λ η δ υ σ κ ο λ ί α , που έ χ ε ι να α ν τ ι μ ε τ ω π ί σ ε ι κ α ν ε ί ς , ε ί ν α ι η επίδραση 

της χρονικής κ λ ί μ α κ α ς μ ε λ έ τ η ς , καθώς έ χ ε ι αποδειχτε ί ό τ ι το ίδ ιο μοντέλο μπο

ρεί να ε ί ν α ι κ α λ ή αντιπροσώπευση της πραγματικότητας σε μ ια χρονική κ λ ί μ α κ α , 

ά λ λ α φτωχή αντιπροσώπευση σε μ ι α άλλη χρονική κ λ ί μ α κ α . Είναι β έ β α ι α εύλογο ότ ι 

άλλο μοντέλο θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί γ ια την περιγραφή της βροχόπτωσης σε 

μ ε γ ά λ η χρον ική κ λ ί μ α κ α , π.χ. ε τ ή σ ι α , κ α ι άλλο γ ι α μικρή χρονική κ λ ί μ α κ α , π.χ. 

ημερήσια, καθώς στην πρώτη περίπτωση ενδιαφέρουν θ έ μ α τ α όπως οι υπερετήσιες 

περιοδικότητες κ α ι τ ά σ ε ι ς , ενώ στη δεύτερη ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ι θ έ μ α τ α όπως οι ιδ ιότη

τ ε ς της ακολουθίας βροχερών-στεγνών ημερών ή της συσχέτισης των διαδοχικών 

υψών βροχής. Το πρόβλημα όμως της ιδ ια ιτερότητας της χρονικής κλ ίμακας ε μ φ α 

ν ί ζ ε τ α ι κ α ι στην συγκριτ ική ε ξ έ τ α σ η δύο κοντινών χρονικών κλιμάκων (π.χ. ωρι

α ί α - ημερήσια). Πάνω στο θέμα αυτό έ χ ε ι γ ί ν ε ι σημαντική έρευνα την τ ε λ ε υ τ α ί α 

τ ρ ι ε τ ί α , που κυρίως αφορά, την επίδραση της χρονικής κ λ ί μ α κ α ς σ τ α μ ο ν τ έ λ α 

σημειακών ανελ ίξεων {Rodriguez-Iturbe κλπ. [1984], Valdes κλπ. [1985], Foufou-
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la-Georgiou και Lettenmaier [1986] και Foufoula-Georgiou και Guttorp [1986]). 

Τέλος μ ι α σοβαρή πηγιί δυσκολιών που ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι κ α τ ά τη μελέτη της 

βροχής σε μικρή χρονική κλίμακα (μικρότερη της μηνιαίας), ε ίναι το γεγονός ότι 

η βροχόπτωση ε ίναι έ ν α φαινόμενο διαλείπον (Intermittent). Αυτό προσθέτει ένα 

σύνολο από στοχαστικές μεταβλητές που θα πρέπει να μελετηθούν, πέρα από το 

ύψος βροχής, όπως τη δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής, το χρόνο διακοπής κλπ., καθώς κ α ι έ ν α 

σύνολο από πρόσθετες εργασίες που απαιτε ίται να γίνουν, όπως η μελέτη της στο

χαστικής εξάρτησης μεταξύ των διάφορων μεταβλητών. 

Με την έ ρ ε υ ν α της βροχόπτωσης σε διάφορες περιοχές της υδρογείου έχει 

αναπτυχθεί μια ποικιλία γενικευμένων μαθηματικών εργαλείων. Τα εργαλεία αυτά 

χρησιμοποιούνται κατά. περίπτωση σ τ α διάφορα μοντέλα βροχής, α ν ά λ ο γ α με τις 

ι δ ι α ι τ ε ρ ό τ η τ ε ς της σ τ ο χ α σ τ ι κ ή ς δομής της βροχής στην υπό μελέτη περιοχή, τη 

χρονική κλίμακα που ενδιαφέρει, και το σκοπό για τον οποίο προορίζεται το κάθε 

μοντέλο. Για τις μικρές χρονικές κλίμακες, στις οποίες θα επικεντρωθεί τελικά 

το ε ν δ ι α φ έ ρ ο ν της ε ρ γ α σ ί α ς α υ τ ή ς , (μικρότερες της μηνιαίας), τ α μ α θ η μ α τ ι κ ά 

εργαλεία που έχουν χρησιμοποιηθεί περιλαμβάνουν κυρίως τις αλυσίδες Μάρκοψ 

(Marcov chains), τις εναλλασσόμενες ανανεωτικές ανελίξεις (alternating renewal 

processes), τ ις ανελίξεις Poisson (Poisson processes) κ α ι τη γενικότερη 

κατηγορία των σημειακών ανελίξεων (point processes). Μετά το 1980 η έρευνα 

φαίνεται να επικεντρώνεται κυρίως στα μοντέλα σημειακών ανελίξεων. 

Μια ανασκόπηση της βιβλιογραφίας που αναφέρεται στη βροχόπτωση γίνεται 

στις επόμενες παραγράφους. Στην παράγραφο 2.2 γίνεται μια γενική ανασκόπηση 

των γνώσεων πάνω στη δομή της βροχόπτωσης και στους διάφορους τύπους μοντέλων 

μαθηματικής προσομοίωσης της, από την ετήσια μέχρι την συνεχή χρονική κλίμακα. 

Η παράγραφος 2.3 αναφέρεται ειδικά στις πιο σύγχρονες τάσεις της έρευνας, πάνω 

στα μοντέλα σημειακών ανελίξεων. Η παράγραφος 2.4 αφιερώνεται στην εξέταση δύο 

συγκεκριμένων μοντέλων, που παρουσιάζουν συγγένειες με την παρούσα εργασία. 

Τέλος στην παράγραφο 2.5 συνοψίζονται ορισμένα στοιχεία, που αφορούν τ α επι

φανειακό, μοντέλα, αυτά. δηλαδή που περιγράφουν τη βροχόπτωση σε χωροχρονική 

βάση. Η ανασκόπηση δεν περιλαμβάνει εργασίες που αναφέρονται στη στατιστική 

ανάλυση και μοντελοποίηση των μεγίστων βροχοπτώσεων, πράγμα που αποτελεί ένα 

τελείως ξεχωριστό ερευνητικό αντικείμενο. 

2. 1.Η. Το μοντέλο ανεξάρτητων εηεισοδ ίων βροχής με εσωτερική 
δομή 

Μετά από όσα αναφέρθηκαν στην προηγούμενη υποπαράγραφο, και δεδομένου 

ότι η εργασία αυτή αναφέρεται στη βροχόπτωση στον ελλαδικό χώρο, προκύπτει ότι 

θα πρέπει ν α αποφευχθεί η χρησιμοποίηση ενός έτοιμου μοντέλου βροχής της διε

θνούς βιβλιογραφίας. Γίνεται λοιπόν εμφανής η α ν ά γ κ η για την ανάπτυξη ενός 
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κατάλληλου μοντέλου περιγραφής της βροχόπτωσης, στηριγμένου σε ιστορικά δεδο

μένα κ ά π ο ι α ς περιοχής στην Ελλάδα. Το μοντέλο βροχόπτωσης που τελικά κ α τ α ρ 

τίστηκε στα πλαίσια της εργασίας αυτής, βασίστηκε σε βροχογραφικά δεδομένα της 

λεκάνης του Αλιάκμονα, και ε ίναι απόλυτα συμβιβαστό με το δυναμικό μοντέλο 

επιμερισμού, που περιγράφηκε στο κεφάλαιο 1. Εννοείται ότι στο μοντέλο αυτό 

χρησιμοποιήθηκαν αρκετά στοιχεία από τη βιβλιογραφία, άλλα όπως θα φανεί παρα

κάτω, υπάρχουν και ορισμένα ν έ α στοιχεία. Δεν πρόκειται δηλαδή για απλή επι

λεκτ ική χρησιμοποίηση εργαλείων και δομών που έχουν μελετηθεί στο παρελθόν 

(βλέπε κ α ι εισαγωγή). 

Για διάκριση του μοντέλου αυτού από άλλα μοντέλα της βιβλιογραφίας θα το 

ονομάζουμε "μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής με εσωτερική δομή" ή 

απλούστερα "μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων". Η αιτ ία για το όνομα αυτό είναι 

το γ ε γ ο ν ό ς ότι χρησιμοποιεί σ α ν β α σ ι κ ή κ λ ί μ α κ α περιγραφής της βροχής την 

κλ ίμακα του επεισοδίου βροχής, ενώ παράλληλα στο κ ά θ ε επεισόδιο αντιστοιχεί 

μια εσωτερική δομή, που περιέχει την πληροφορία για την μετάβαση σε μικρότερη 

χρονική κ λ ί μ α κ α (ωριαία). Ο χ α ρ α κ τ η ρ ι σ μ ό ς "ανεξάρτητων" μπαίνει για ν α 

υποδηλώσει το γεγονός ότι το επεισόδιο ορίζεται σε τρόπο ώστε ν α είναι τελείως 

ανεξάρτητο από όλα τα προηγούμενα και επόμενα του. 

Το εν λόγω μοντέλο αναπτύχθηκε, αφού πρώτα διερευνήθηκε η στοχαστική 

δομή των ιστορικών δειγμάτων (χρονοσειρών) των σταθμών Χάλαρα και Τρίβουνο της 

λεκάνης Άνω Αλιάκμονα, σε ωριαία βάση, όπως προέκυψαν από αποκωδικοποίηση των 

βροχογραφημάτων των δύο σταθμών.1 Για την αποφυγή προβλημάτων που οφείλονται 

στην εποχιακή διακύμανση της συμπεριφοράς της βροχής, μελετήθηκαν χωριστά τα 

δεδομένα του κ ά θ ε μήνα, και οι παράμετροι του μοντέλου, όπως τελ ικά διαμορ

φώθηκε, υπολογίζονται σε μηνιαία βάση. Με τη λογική αυτή το ολικό δείγμα των 

ωριαίων βροχοπτώσεων χωρίζεται σε 12 μηνιαία δείγματα. Για την ανάπτυξη του 

μοντέλου χρησιμοποιήθηκαν μόνο τα δύο δ ε ί γ μ α τ α των μηνών Απριλίου και Μαίου. 

Τα δ ε ί γ μ α τ α καλύπτουν την περίοδο από το 1971 μέχρι και το 1983 κ α ι τα μεγέθη 

τους, αφού α φ α ι ρ ε θ ο ύ ν οι περίοδοι με συστηματικές ελλείψεις ταινιών, ε ίναι 13 

χρόνια για τ α Χάλαρα και 9 χρόνια για το Τρίβουνο. Ειδικότερα για το Τρίβουνο 

εμφανίζονται και σποραδικές ελλείψεις ταινιών και έτσι οι περίοδοι χωρίς καμιά 

έλλειψη ε ίναι 8 και 6 χρόνια για τους μήνες Απρίλιο και Μάιο α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

Η εργασία για την ανάπτυξη, διατύπωση και επαλήθευση του μοντέλου περι

γράφονται αναλυτικά σε επόμενες παραγράφους του κεφαλαίου αυτού, αμέσως μετά 

Ι. Καχ4 την αποκβδικοποίηση εξαιρέθηκαν ορισμένα σποραδικά επεισόδια βροχή; που ανήκαν σε βροχερές 
ημέρες με συνολικό 24»ρο ύφος βροχής μικρότερο από 1.0 ni. Η εξαίρεση έγινε για λόγους περιορισμού της 
εργασίας αποκ»δικοιιοίησης. ηαντβς το μοντέλο Βα μπορούσε να περιγράφει και αυτές , τις ασήμαντες 
βροχοπτώσεις. 
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χην βιβλιογραφική ανασκόπηση. Παρακάτω συνοψίζονται ορισμένα από τ α 

χαρακτηριστικά κ α ι τις ιδιότητες του μοντέλου. 

Το μοντέλο περιλαμβάνει τρεις χρονικές κλίμακες περιγραφής της βροχής. Η 

μεγαλύτερη κλίμακα ε ίναι η μηνιαία, κ α ι η μικρότερη η ωριαία, ενώ σαν σκελετός 

του μοντέλου χρησιμοποιείται η ενδιάμεση κλίμακα του επεισοδίου βροχής, που 

έχει μεταβλητή διάρκεια. Αφού η μικρότερη κλίμακα ε ί ν α ι η ωριαία, θεωρείται 

ότ ι κ α ι η δ ιάρκεια του επεισοδίου βροχής εκφράζεται με ακέραιο αριθμό ωρών. 

Αυτή ε ί ν α ι μια απαραίτητη υπόθεση για την ανάπτυξη του μοντέλου ως συνόλου, 

εισάγει όμως κάποια ανακρίβεια στη χρονική περιγραφή της βροχής, που οφείλεται 

στο σφάλμα στρογγύλευσης των πραγματικών διαρκειών. 

Τα βασικά στοιχεία που διαρθρώνουν το μοντέλο είναι τα ακόλουθα: 

Ορισμός και κριτήριο εντοπισμού των επεισοδίων βροχής. 

Βασική ανέλιξη χρονικής περιγραφής των επεισοδίων βρο

χής. Κατανομές και στοχαστική εξάρτηση των χρονικών 

μεταβλητών (διάρκεια βροχής, χρόνος διακοπής). 

Κατανομή του ύψους επεισοδίου βροχής και στοχαστική εξ

άρτηση ύψους και διάρκειας βροχής. 

Εσωτερική δομή του επεισοδίου βροχής. Συνάρτηση κατανο

μής και αυτοσυσχέτιση του ωριαίου ύψους βροχής. 

Κατανομή και συσχέτιση μηνιαίου ύψους και μηνιαίας διάρ

κειας βροχής. 

Παράμετροι του μοντέλου και αλγόριθμος υπολογισμού τους. 
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2.2. ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Α - ΔΟΜΗ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΑ ΒΡΟΧΗΣ 

2.2.1. Η δομή της Βροχόπτωσης σε ετήσια και μηνιαία κλ ίμακα 

Έ χ ε ι ήδη α ν α φ ε ρ θ ε ί ό τ ι οι χρονικές κ λ ί μ α κ ε ς που ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ι στην ε ρ γ α 

σ ί α α υ τ ή φτάνουν από τπ μ η ν ι α ί α μέχρι κ α ι την ωριαία. Εξ άλλου η εξέταση της 

δομής της βροχής σε ε τ ή σ ι α κ λ ί μ α κ α α π ο τ ε λ ε ί ι δ ι α ί τ ε ρ ο ερευνητικό αντ ικε ίμενο. 

Παρ' όλα αυτά., θα δοθούν παρακάτω μερικά, συνοπτικά στοιχε ία κ α ι ν ια αυτή την 

κλ ίμακα. 

Στην εργασία των Grace και Eagleson [1966] βρίσκουμε ορισμένες αναφορές 

σχετικό, με το ι σ τ ο ρ ι κ ό της έρευνας της ε τ ή σ ι α ς βροχόπτωσης. Έ τ σ ι πληροφο

ρούμαστε ό τ ι ο πρώτος που χρησιμοποίησε μ ι α συνεχή συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς γ ι α 

ε τ ή σ ι α ύψη βροχής, ή τ α ν ο Slade το 1936. Πιο σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α χρησιμοποίησε έ ν α 

λογαριθμικό μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό της κανονικής κατανομής. Από τότε έχουν χρησιμο

ποιηθεί κ α ι κ α θ ι ε ρ ω θ ε ί δ ι ά φ ο ρ ε ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς , όπως η κ α ν ο ν ι κ ή , η 

λογαριθμοκανονική, η κ α τ α ν ο μ ή γάμα, 2 ή 3 παραμέτρων,2 καθώς κ α ι μετασχηματι

σμοί της κ α ν ο ν ι κ ή ς κ α τ α ν ο μ ή ς με ύψωση σε δύναμη, π.χ. στην 1/3. Γ ι α το θέμα 

αυτό στο βιβλίο του καθηγητή θ. Ξανθόπόυλου [1984] α ν α φ έ ρ ε τ α ι ό τ ι στις περισ

σότερες ευρωπαϊκές λ ε κ ά ν ε ς απορροής προσαρμόζεται η κ α ν ο ν ι κ ή κατανομή, με 

ε ξ α ί ρ ε σ η τ ι ς άνυδρες περιοχές με ετήσιο ύψος μ ικρότερο των 400 - 450 mm, όπου 

προσαρμόζεται καλύτερα η ασύμετρη κατανομή Θβίτοη ή η λογαριθμοκανονική. 

Ε ν δ ι α φ έ ρ ο ν π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε ι η ε ρ γ α σ ί α τ ο υ Eagleson [1978], σ τ η ν οποία 

υπολογίζεται θεωρητικά η συνάρτηση κατανομής του ετήσιου ύψους βροχής, με βάση 

ο ρ ι σ μ έ ν ε ς παραδοχές σ χ ε τ ι κ έ ς με τ ι ς σ τ ο χ α σ τ ι κ έ ς ι δ ι ό τ η τ ε ς των επεισοδίων 

βροχής (βλ. υποπαράγραφο 2.2.4). Πιο σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι : (α) η άφιξη 

των επεισοδίων βροχής π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι από μ ι α α ν έ λ ι ξ η Ροίεβοη με μέσο χρόνο 

διαδοχής σ τ α θ ε ρ ό κατά. τη δ ι ά ρ κ ε ι α του έτους (ή της βροχερής εποχής του έτους), 

κ α ι (β) τ α ύψη βροχής των διάφορων επεισοδίων ε ί ν α ι ανεξάρτητες τυχαίες μ ε τ α 

βλητές κ α ι ακολουθούν τη συνάρτηση κατανομής γάμα, με σταθερές παραμέτρους σε 

όλη τη δ ι ά ρ κ ε ι α του έ τ ο υ ς . Η σχέση που τελ ικά, προέκυψε, δ ί ν ε ι τη συνάρτηση 

κ α τ α ν ο μ ή ς της ετήσιας βροχόπτωσης, σαν μ ια απειροσειρα μη πλήρων συναρτήσεων 

γ ά μ α , που οι τ ι μ έ ς της μπορούν ν α υπολογιστούν με αριθμητική ανάλυση ή με τους 

π ί ν α κ ε ς του ΡββΓβοη (βλ. κ α ι υποπαρ. 2.10.3). Παρόλο που οι παραπάνω υπο

θ έ σ ε ι ς , σ τ ι ς οποίες στηρίχτηκε η παραγωγή της σχέσης, ε ί ν α ι αμφισβητήσιμης ορ

θότητας, εν τούτοις η εφαρμογή της σε βροχοπτώσεις της Βοστώνης κ α ι της Καλι

φόρνιας, έδωσε πολύ κ α λ ή προσαρμογή με τ α ι σ τ ο ρ ι κ ά δεδομένα, αν κ α ι ο υπολο-

2. Σημειώνεται ιδιαίτερα η επιτυχής χρήση της κατανομής γάμα, όχι μόνο για ετήο ι ες βροχοπτώσεις, αλλά. 
και για μηνιαίες, εβδομαδιαίες και ημερήσιες (Haan [1977], σελ. 156). 
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γισμός των παραμέτρων της στηρίχτηκε σε δεδομένα μόνο 5 ετών. 

Σχετ ικά, με το θ έ μ α έ ρ ε υ ν α ς της στοχαστ ικής εξάρτησης των διαδοχικών 

ετήσιων υψών βροχής, αντλούμε κ α ι πάλι ορισμένα σ τ ο ι χ ε ί α από την εργασία των 

Grace και Eagleson [1966]. Σ' α υ τ ή γ ί ν ε τ α ι α ν α φ ο ρ ά στ ις ε ρ γ α σ ί ε ς του Yule 

(1945) γ ι α τη Β ρ ε τ α ν ί α , των K o t z κ α ι Neumann (1959) γ ι α το Ι σ ρ α ή λ , κ α ι των 

B r i t t a i n (1961), Hoel (1960) κ α ι P a t t i s o n (1965) γ ι α περιοχές των δυτ ικών ΗΠΑ, 

που όλοι βρήκαν ό τ ι δεν υπάρχει σ τ α τ ι σ τ ι κ ώ ς σ η μ α ν τ ι κ ή σ υ σ χ έ τ ι σ η των υψών 

Βροχής από έτος σε έτος. 

Η ύπαρξη υπερετήσιων περιοδικοτήτων κ α ι τάσεων έ χ ε ι διαπιστωθεί μετά. από 

διερεύνηση δειγμάτων με μεγάλο εύρος παρατηρήσεων. Σε πολλές περιοχές της 

Αγγλίας, γ ι α παράδειγμα, έχουν α ν ι χ ν ε υ τ ε ί α ν ο δ ι κ έ ς τ ά σ ε ι ς της ε τ ή σ ι α ς βροχό

πτωσης τ α τ ε λ ε υ τ α ί α 100 χρόνια (Rodda κλπ. [1976]). Σαν πιο ολοκληρωμένο παρά

δειγμα αναφέρουμε την διερεύνηση των ετήσιων βροχοπτώσεων του σταθμού Μαϊντου-

γκούρι της β ο ρ ε ι ο α ν α τ ο λ ι κ ή ς Νιγηρίας, στην περιοχή της λίμνης Τσαντ, βασισμένη 

σε έ ν α δ ε ί γ μ α 63 ετών, όπως περιγράφεται από την Shaw [1983]. Το συσχετόγραμμα 

των ετήσιων βροχοπτώσεων έ δ ε ι ξ ε την ύπαρξη μ ι α ς βασικής περιοδικότητας 30 

ετών, μ ι α ς άλλης 7.5 ετών κ α ι μ ιας ασήμαντης 3 ετών. Επιπλέον ανιχνεύτηκε μ ια 

πτωτική τ ά σ η , που μπορεί να περιγραφεί από έ ν α πολυώνυμο τρ ίτου βαθμού. Το 

συνολικό ν τ ε τ ε ρ μ ι ν ι σ τ ι κ ό τμήμα του μοντέλου ( τ ά σ η + περιοδικότητα) εξηγεί μόνο 

το 20'/ της διασποράς. Το υπόλοιπο 80Χ α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί στη σ τ ο χ α σ τ ι κ ή συνιστώσα, 

που όπως α π ο δ ε ί χ τ η κ ε ε ί ν α ι τελε ίως τ υ χ α ί α , χωρίς χαρακτηριστ ικά, αυτοσυσχέ-

τ ι σ η ς . 

Σχετικό, με τη συνάρτηση κατανομής των μηνιαίων υψών βροχής ο Haan [1977] 

αναφέρει τη γενικευμένη χρήση της κατανομής γάμα. Από τους Grace και Eagleson 

[1966] π λ η ρ ο φ ο ρ ο ύ μ α σ τ ε ό τ ι η κ α τ α ν ο μ ή γ ά μ α χρησιμοποιήθηκε γ ι α μ η ν ι α ί ε ς 

βροχοπτώσεις ήδη το 1940 από τον Whltcomp. Ά λ λ ε ς κ α τ α ν ο μ έ ς που έχουν χρησι

μοποιηθεί με επιτυχ ία β α σ ί ζ ο ν τ α ι σε μετασχηματ ισμούς της κανονικής, όπως τον 

λ ο γ α ρ ι θ μ ι κ ό (βλ. Shaw [1983]) ή της τετραγωνικής ρ ί ζ α ς {Schaake κλπ. [197£]). 

Τέλος σχετ ικά, με την ύπαρξη στοχαστ ικής εξάρτησης των υψών βροχής από 

μήνα σε μήνα, τ α αποτελέσματα των σχετικών ερευνών δείχνουν ότ ι σ τ α περισσότε

ρα από τ α δ ε ί γ μ α τ α που ελέγχθηκαν δεν διαπιστώθηκε τ έ τ ο ι α συσχέτιση, αλλά. 

υπάρχουν κ α ι ε ξ α ι ρ έ σ ε ι ς . Οι Grace και. Eagleson [1966] α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι σ τ α 

α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α των ερευνών των Beer (1946) γ ι α τ η Β ρ ε τ α ν ί α , κ α ι του Pat t ison 

(1965) γ ι α τ η δ υ τ ι κ ή α κ τ ή των ΗΠΑ, τ α οποία δείχνουν ό τ ι τ α διαδοχικά, μ η ν ι α ί α 

ύψη δεν παρουσιάζουν συσχέτιση. Επίσης α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι στην έ ρ ε υ ν α του Ochoa 

(1965), ο οποίος, α ν τ ί θ ε τ α , δ ι α π ί σ τ ω σ ε την ύπαρξη εμμονής από μήνα σε μήνα 

στην ανατολική α κ τ ή των ΗΠΑ. 

Αν κ α ν ε ί ς δ ε χό τ αν την ύπαρξη μ ι α ς τ έ τ ο ι α ς συσχέτισης από μήνα σε μήνα, 
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θα ήταν δύσκολο να της αποδώσει κάποιο φυσικό νόημα. Γ ι α το λόγο αυτό υπάρχει 

γεν ική τ ά σ η σ τ α μ ο ν τ έ λ α βροχής, τ α διαδοχικά, μην ια ία ύψη βροχής να θεωρούνται 

στοχαστ ικά, α ν ε ξ ά ρ τ η τ α . Ας σημειωθεί ό τ ι κ α ι σ τ α μοντέλα ημερήσιας βροχής ή 

α κ ό μ α κ α ι κλάσματος της ημέρας (πχ. βροχής τετραώρων) γ ί ν ε τ α ι συνήθως η υπό

θεση της σ τ ο χ α σ τ ι κ ή ς α ν ε ξ α ρ τ η σ ί α ς των διαδοχικών υψών, κ α ι αυτό σε ορισμένες 

περιπτώσεις έ χ ε ι επ ιβεβαιωθεί (βλ. κ α ι επόμενη υποπαράγραφο). Το γεγονός αυτό, 

σε συνδυασμό με την παρατήρηση ό τ ι η συσχέτιση γ ί ν ε τ α ι όλο κ α ι λιγότερο σημαν

τ ι κ ή , όσο α ρ α ι ώ ν ε ι η χρονική κ λ ί μ α κ α περιγραφής, συνηγορεί στην γενική θεώρηση 

ό τ ι τ α μ η ν ι α ί α ύψη βροχής θα πρέπει να θεωρούνται τελείως τυχαία. 

2 . 2 . 2 . Αομή κ α ι μ ο ν τ έ λ α βροχής σε ημερήσια κλ ίμακα 

Η κ λ α σ ι κ ή ανάλυση των χρονοσείρών με γραμμικά, στοχαστικά, μοντέλα δεν 

μπορεί να ε φ α ρ μ ο σ τ ε ί στην κ λ ί μ α κ α των ημερήσιων βροχοπτώσεων. Στην κ λ ί μ α κ α 

α υ τ ή , καθώς κ α ι σ τ ι ς πιο πυκνές χ ρ ο ν ι κ έ ς κ λ ί μ α κ ε ς , το φαινόμενο της βροχής 

ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι με την π ρ α γ μ α τ ι κ ή του υπόσταση, ως διαλείπον φαινόμενο. Έ τ σ ι σε 

èva μ ε γ ά λ ο (συνήθως) ποσοστό ημερών δεν πραγματοποείται βροχόπτωση, κ α ι αυτό 

μας α ν α γ κ ά ζ ε ι ν α χωρίσουμε τ ι ς μέρες σε βροχερές κ α ι σ τ ε γ ν έ ς , κ α ι να μ ε λ ε 

τήσουμε τ ι ς ι δ ι ό τ η τ ε ς τ ι ς α λ λ η λ ο δ ι α δ ο χ ή ς της μ ι α ς ή της άλλης κ α τ ά σ τ α σ η ς . 

Συνεπώς η μ ε λ έ τ η της δομής της βροχής σε ημερήσια βάση π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι : (1) την 

ε ξ έ τ α σ η των χρονικών περιόδων βροχερών κ α ι στεγνών ημερών (συναρτήσεις κ α τ α 

νομής κ α ι συσχέτιση διαδοχικών χρονικών μηκών ή / κ α ι πιθανότητες μετάβασης από 

τη μ ι α κ α τ ά σ τ α σ η στην άλλη), κ α ι (2) την ε ξ έ τ α σ η του μεγέθους του ύψους βροχής 

(συνάρτηση κατανομής, αυτοσυσχέτιση). 

Το πρώτο θ έ μ α έ χ ε ι α ν τ ι μ ε τ ω π ι σ τ ε ί με δύο ειδών τ ε χ ν ι κ έ ς κ α ι έχουν 

αντ ίστο ιχα κ α τ α ρ τ ι σ τ ε ί δύο τύπων μοντέλα χρονικής ακολουθίας βροχερών-στεγνών 

ημερών. 

Στον πρώτο τύπο ανήκουν τ α μοντέλα αλυσίδων Μάρκοφ δύο καταστάσεων. Η 

κ α τ ά σ τ α σ η μ ιας ημέρας (βροχερή = 1 / στεγνή = θ) συσχετ ίζεται με την κ α τ ά σ τ α σ η 

μιας ή περισσότερων προηγούμενων ημερών. Αν παίρνεται υπόψη μόνο η κατάσταση 

της προηγούμενης η μ έ ρ α ς , οπότε προκύπτει α λ υ σ ί δ α 1ης τ ά ξ η ς , οι π ιθανότητες 

μ ε τ ά β α σ η ς σε στεγνή ή βροχερή ημέρα παίρνουν τη μορφή : 

P l j = P < x t = J I X t - 1 = i ) · ο π ο υ 1 , J = 0 ή 1. 

Ο υπολογισμός τους γ ί ν ε τ α ι από ι σ τ ο ρ ι κ ά , δ ε ί γ μ α τ α , κ α ι σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι έ τ σ ι το 

μητρώο παραμέτρων του μοντέλου με δ ι α σ τ ά σ ε ι ς 2X2. Αντ ίστο ιχα ο ρ ί ζ ο ν τ α ι οι 

π ι θ α ν ό τ η τ ε ς μ ε τ ά β α σ η ς κ α ι γ ι α την περίπτωση που ε π η ρ ε ά ζ ε ι η κ α τ ά σ τ α σ η 

περισσότερων προηγούμενων ημερών, οπότε προκύπτει αλυσίδα μεγαλύτερης τάξης. Η 

τ ε χ ν ι κ ή α υ τ ή χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ή θ η κ ε γ ι α πρώτη φορά. στο Ισραήλ το 1962 από τους 
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Gabr ie l κ α ι Neumann (βλ. Shaw [1983]). Την ί δ ι α τ ε χ ν ι κ ή έχουν χρησιμοποιήσει 

κ α ι ο ι Schaake κλπ. [1972], που επιπλέον έχουν ε π ε κ τ ε ί ν ε ι το μοντέλο γ ι α την 

περίπτωση πολλών σταθμών ταυτόχρονα. Μια παρόμοια τεχνική έχουν χρησιμοποιήσει 

κ α ι ο ι Haan κλπ. [1976], με τη δ ιάφορα ό τ ι , προκειμένου ν α περιγράψουν με την 

αλυσίδα Μάρκοφ κ α ι το ύψος βροχής, θεωρούν μ ια αλυσίδα 7 καταστάσεων, από τ ις 

οποίες η πρώτη α ν α φ έ ρ ε τ α ι σε μηδενική βροχόπτωση, κ α ι ο ι υπόλοιπες 6 σε ι σ 

άριθμες κ λ ά σ ε ι ς θ ε τ ι κ ή ς βροχόπτωσης, οριοθετημένες με βάση το ύψος βροχής. 

Στα μοντέλα του δεύτερου τύπου ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ι τ α χρονικά μήκη των βροχερών 

και στεγνών περιόδων, που γ ε ν ι κ ά θεωρούνται ό τ ι ε ί ν α ι στοχαστικά α ν ε ξ ά ρ τ η τ α . 

Συνήθως πρόκειται γ ια μοντέλα εναλασσόμενων ανανεωτικών ανελίξεων, σ τ α οποία 

γ ί ν ε τ α ι συνδυασμός δύο δ ιαφορετικών κ α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ω ν ανανεωτικών ανελίξεων, 

που η πρώτη π ε ρ ι γ ρ ά ψ ε ι τ α μ ή κ η των βροχερών περιόδων κ α ι η δ ε ύ τ ε ρ η των 

στεγνών. Τα μήκη α υ τ ά περιγράφονται από μ ια συνάρτηση κατανομής, που συνήθως 

ε ί ν α ι η ί δ ι α κ α ι γ ι α τ ι ς δύο μ ε τ α β λ η τ έ ς . Ο Hershfield [1970] θ ε ω ρ ε ί ως 

κ α τ ά λ λ η λ η γ ι α το σκοπό αυτό την γεωμετρική κ α τ α ν ο μ ή , κ α ι οι Ison κλπ. [1971] 

την κ α τ α ν ο μ ή γ ά μ α . Σύμφωνα με τη Shaw [1983], η πιο κατάλληλη κατανομή έ χ ε ι 

β ρ ε θ ε ί ό τ ι ε ί ν α ι η παρακάτω τροποποιημένη έκφραση της αρνητ ικής διωνυμικής 

κατανομής: 

(κ + Γ - 1) ! p r q K 

Ρ (Χ = κ) = · • — , Κ = 1 , 2 , 3 , . . . η μ έ ρ ε ς , 

Κ! (Γ - 1 ) ! 1 - ρ Γ 

όπου ρ η π ι θ α ν ό τ η τ α μιας βροχερής ή στεγνής ημέρας (ανάλογα αν το Χ συμβολίζει 

β ρ ο χ ε ρ έ ς ή σ τ ε γ ν έ ς η μ έ ρ ε ς , α ν τ ί σ τ ο ι χ α ) , q = (1 - ρ), κ α ι Γ > - 1 . Η κ α τ α ν ο μ ή 

α υ τ ή έ χ ε ι χρησιμοποιηθεί κ α ι από τους Kottegoda και Horder [1980], κ α ι έ χ ε ι 

μ ε λ ε τ η θ ε ί σε σύγκριση κ α ι με το μοντέλο αλυσίδας Μάρκοφ, από τους Roldan και 

Woolhiser [1982α]. 

Σε α υ τ ό τον τύπο μπορούν ν α ε ν τ α χ θ ο ύ ν κ α ι ο ρ ι σ μ έ ν α από τ α μ ο ν τ έ λ α 

σημειακών ανελ ίξεων σε δ ι α κ ρ ι τ ό χρόνο, με χρονικό βήμα ίσο με μ ια ημέρα, με τη 

διάφορα ό τ ι σ' αυτά. η μ ε λ έ τ η ξ ε κ ι ν ά από την χρονική απόσταση δύο διαδοχικών 

βροχερών περιόδων, που ε ί ν α ι το άθροισμα μιας βροχερής κ α ι της αμέσως επόμενης 

στεγνής περιόδου. Η συνάρτηση κατανομής αυτής της χρονικής απόστασης προκύπτει 

α ν α λ υ τ ι κ ά , α ν ά λ ο γ α με τον τύπο της σημειακής α ν έ λ ι ξ η ς (π.χ. γ ι α την α ν έ λ ι ξ η 

Poisson ε ί ν α ι ε κ θ ε τ ι κ ή ) . Α ν α λ υ τ ι κ ό τ ε ρ α τ α μ ο ν τ έ λ α α υ τ ά περιγράφονται στην 

παράγραφο 2.3. 

Σ υ ν δ έ ο ν τ α ς τους δύο παραπάνω τύπους μοντέλων, ο ι Waymire και Gupta 

[1981a] αναφέρουν ό τ ι η υπόθεση ενός μοντέλου τύπου αλυσίδας Μάρκοφ συνεπά

γ ε τ α ι ό τ ι τ α χρονικά μήκη των στεγνών κ α ι των βροχερών ημερών, ε ί ν α ι τυχαίες 

μεταβλητές ανεξάρτητες κ α ι με γεωμετρικές κατανομές, δηλαδή της μορφής: 

Ρ (Χ = Κ) = p k _ 1 q 
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όπου χα σύμβολα έχουν χην ί δ ι α σημασία, όπως σχην προηγούμενη σχέση. 

Γ ι α χο δ ε ύ τ ε ρ ο θ έ μ α που σ χ ε χ ί ζ ε χ α ι με χο ύψος βροχής η Shaw [1983] 

παραχηρεί όχι η πιο καχαλληλη συναρχηση καχανομής για χο ημερήσιο ύψος βροχής 

β ρ έ θ η κ ε ν α ε ί ν α ι κ α ι πάλι η γ ά μ α (βλ. κ α ι Kottegoda και Horder [1980]) ενώ 

έχουν χρησιμοποιηθεί η λ ο γ α ρ ι θ μ ο κ α ν ο ν ι κ ή (βλ. Grace και Eagleson [1966], 

SchaaKe κλπ. [1972]), καθώς κ α ι συνδυασμοί συναρχήσεων καχανομής, όπως γ ι α 

παράδειγμα ο γραμμικός συνδυασμός δύο εκθεχικών, που συνήθως χαρακχηρίζεχαι με 

χον όρο "μ ικχή ε κ θ ε χ ι κ ή καχανομή" (Smith και Schreiber [1974] κ α ι Woolhiser 

και Roldan [1982]). 

Το θέμα χης σχοχασχικής εξαρχησης χων βροχών σε διαδοχικές ημέρες άρχι

σε ν α μ ε λ ε χ ά χ α ι ήδη από χο 1920 σχην Ευρώπη. Οι Grace και Eagleson [1966]), 

αναφέρουν πολλά παραδείγμαχα σχεχικών μελεχών, σχις περισσόχερες από χις οποί

ες διαπισχώθηκε η ύπαρξη χέχοιας εξαρχησης. Επίσης η Shaw [1983] α ν α φ έ ρ ε ι όχι 

σχην βορειοδυχική Ευρώπη γ ε ν ι κ ά υπάρχει σχοχασχική εξαρχηση μεχαξύ διαδοχικών 

η μ ε ρ ή σ ι ω ν υψών β ρ ο χ ή ς , γ ι α χους χ ε ι μ ε ρ ι ν ο ύ ς μ ή ν ε ς , κ α ι ο ι σ υ ν χ ε λ ε σ χ έ ς 

συσχέχισης υπολογίζονχαι μ ε χ α ξ ύ ο.10 κ α ι 0.15, ενώ γ ι α χους θερινούς μήνες χα 

διαδοχικό, ημερήσια ύψη έ χ ε ι διαπισχωθεί όχι ε ί ν α ι ασυσχέχισχα. ξχεχ ικα με χη 

δομή χης αυχοσυσχέχισης οι Rodda κλπ. [1976] αναφέρουν μ ι α εφαρμογή σχην ο

ποία χρησιμοποιήθηκε η γραμμική α ν έ λ ι ξ η Μαρκοφ (αυχοσυσχέχισης 1ης χαξης), ενώ 

ο ι SchaaKe κλπ. [1972] χρησιμοποίησαν χην ί δ ι α α ν έ λ ι ξ η γ ι α χους λογαρίθμους 

χων ημερήσιων υψών βροχής. Ανχίθεχα με χους παραπάνω οι Waymìre και Gupta 

[1981a], α ν α φ έ ρ ο υ ν περιπχώσεις όπου χα δ ιαδοχ ικά, ημερήσια ύψη βροχής έχουν 

θεωρηθεί ανεξαρχηχες μεχαβληχές, με εκθεχική καχανομή, σημειώνονχας όχι η α ν -

ε ξ α ρ χ η σ ί α αυχή μπορεί να επεκχαθεί κ α ι γ ι α ύψη βροχής κλάσμαχος χης ημέρας 

(χεχραώρου). 

2.2.3. Δομή και μοντέλα βροχής σε ωριαία κλ ίμακα και σε συνεχή 
χρόνο 

Όπως σ υ μ β α ί ν ε ι με χην ημερήσια κ λ ί μ α κ α , κ α ι σχην ωριαία κ λ ί μ α κ α η βρο-

χόπχωση ε μ φ α ν ί ζ ε χ α ι ως διαλείπον φαινόμενο, κ α ι μ ά λ ι σ χ α σχην κ λ ί μ α κ α αυχή 

προσχίθενχαι μ ε ρ ι κ έ ς ακόμα δυσκολίες σχη μελέχη χου φαινομένου, που οφείλονχαι 

σχην πολύ πιο ένχονη σχοχασχική εξαρχηση διαδοχικών μεχαβληχών κ α ι σχη μεγάλη 

δ ιακύμανση χων χιμών χους. 

Ο πρώχος που μελέχησε κ α ι μονχελοποίησε χη βροχόπχωση σε κ λ ί μ α κ α μικρό-

χερη από χην ωρια ία ήχαν ο Patt ison χο 1964. Αυχός καχαρχισε δύο μονχέλα πα

ραγωγής ωριαίων βροχοπχώσεων. Το πρώχο απ' αυχα χρησιμοποιεί μ ια αλυσίδα Μαρ

κοφ 6ης χαξης για χην μεχαβαση από σχεγνή ώρα, κ α ι μ ια άλλη αλυσίδα Μαρκοφ 1ης 



102 

τάξης, αλλά πολλών (>2) καταστάσεων για την μετάβαση από βροχερή ώρα. Στην τ ε 

λ ε υ τ α ί α π α ί ρ ν ε τ α ι υπόψη όχι μόνο η κ α τ ά σ τ α σ η βροχερη-στεγνή, αλλά. κ α ι το ύψος 

βροχής, β ά σ ε ι μ ι α ς κ λ ί μ α κ α ς μεγέθους. Το μοντέλο αυτό έ χ ε ι ως β α σ ι κ ό μ ε ι 

ονέκτημα τον πολύ μεγάλο αριθμό παραμέτρων που χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι . Το δεύτερο μοντέλο 

του ε ί ν α ι έ ν α μοντέλο γραμμικής συσχέτισης μεταξύ των ωριαίων υψών σε συνεχό

μενες ώρες, α λ λ ά ε ί χ ε μ ικρότερη επιτυχία από το πρώτο. 

Μερικά α ρ χ ι κ ά σ τ ο ι χ ε ί α σ χ ε τ ι κ ά με την δομή της βροχής σε ωριαία κ λ ί μ α κ α 

ο φ ε ί λ ο ν τ α ι στον Ramaseshan (1964, 1971), που μ ε λ έ τ η σ ε τ ι ς ισχυρές κ α τ α ι γ ί δ ε ς 

των περιοχών της Βόρειας Καρολίνας κ α ι του Ιλλ ινό ις (βλ. Grace και Eagleson 

[1966] κ α ι Shaw [1983]). Ο Ramaseshan έ λ ε γ ξ ε τη σ τ ο χ α σ τ ι κ ή εξάρτηση μ ε τ α ξ ύ 

δ ιαδοχ ικών ωριαίων υψών βροχής κ α ι διαπίστωσε ό τ ι α υ τ ή ε ί ν α ι σ η μ α ν τ ι κ ή , ενώ 

α ν τ ί θ ε τ α η συσχέτιση μ ε τ α ξ ύ ωριαίων υψών βροχής με χρονική απόσταση 2 ωρών 

βρέθηκε να μην ε ί ν α ι σημαντική. Με βάση τ ις διαπιστώσεις αυτές κατέστρωσε ενα 

μοντέλο γραμμικής ανέλ ιξης Μάρκοφ (αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης), γ ια ωριαίες βρο

χοπτώσεις, στο οποίο τ α τυχαία υπόλοιπα ακολουθούν την λογαριθμοκανονική κ α τ α 

νομή. 

Σε ν ε ό τ ε ρ α μ ο ν τ έ λ α η δομή αυτοσυσχέτισης του ύψους βροχής σε ω ρ ι α ί α ή 

μ ικρότερη κ λ ί μ α κ α , χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε τ α ι συνήθως ως Μάρκοφ ή ARMA(1,1) (βλέπε παρά

γ ρ α φ ο 2.3). 

2.2.4. Το επεισόδιο βροχής και οι μεταβλητές χρονικού 
εντοπισμού του 

Η π α ρ α τ ή ρ η σ η ό τ ι τ ο φ α ι ν ό μ ε ν ο της βροχής έ χ ε ι μ ι α σποραδική ή δ ι α 

λ ε ί π ο υ σ α φύση, μ α ς ο δ η γ ε ί σ τ ο ν α ε ι σ ά γ ο υ μ ε την έ ν ν ο ι α του ε π ε ι σ ο δ ί ο υ ή 

γεγονότος βροχής, έ τ σ ι ώστε ν α θεωρούμε ότ ι μ ια συγκεκριμένη βροχερή περίοδος 

α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί σε ε ν α επεισόδιο βροχής. Η εισαγωγή της έ ν ν ο ι α ς του επεισοδίου, 

στη μ ε λ έ τ η της βροχόπτωσης, μπορεί να οδηγήσει σε απλοποίηση της μαθηματικής 

περιγραφής του φ α ι ν ο μ έ ν ο υ . Ο ορισμός του επεισοδίου βροχής, όμως, δεν ε ί ν α ι 

διόλου προφανής, ούτε ε ί ν α ι εύκολη υπόθεση, κ α ι γ ι ' αυτό στη β ιβλ ιογραφία δεν 

υπάρχει μονοσήμαντος ορισμός, ούτε κ α ν εν ιαίος τύπος ορισμού. Εδώ θα μας απα

σχολήσει ο ορισμός του σε μικρή χρονική κ λ ί μ α κ α , τουλάχιστον ωριαία, ή συνεχή, 

α ν κ α ι πολλές φορές σ υ ν α ν τ ά μ ε σ τ η β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α περιπτώσεις ορισμού στην 

ημερήσια κ λ ί μ α κ α . Στην τ ε λ ε υ τ α ί α περίπτωση, μ ια αλληλουχία διαδοχικών βροχερών 

ημερών, που π ε ρ ι ο ρ ί ζ ε τ α ι , πριν κ α ι μ ε τ ά , από μ ί α τ ο υ λ ά χ ι σ τ ο ν στεγνή ημέρα, 

α ν τ ί σ τ ο ι χ α , θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι α π ο τ ε λ ε ί έ ν α επεισόδιο βροχής. 

Έ ν α ς πρώτος τύπος ορισμού του επεισοδίου βροχής (σε μικρή χρονική κ λ ί 

μ α κ α ) χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε τ α ι από τ ι ς εξής προϋποθέσεις: (α) κ ά θ ε επεισόδιο έ χ ε ι σαφή 

χ ρ ο ν ι κ ά ό ρ ι α , που μπορούν να διαπιστωθούν σε έ ν α ι σ τ ο ρ ι κ ό δε ίγμα κ α ι (β) δύο 
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διαδοχικά, επε ισόδια βροχής δ ι α χ ω ρ ί ζ ο ν τ α ι από u i a στεγνή περίοδο. Ε ίνα ι προ

φανές ό τ ι αυτός ο τύπος ορισμού απαγορεύει την αλληλοεπικάλυψη δύο επεισοδίων 

βροχής. Οι προϋποθέσεις α υ τ έ ς δεν ε ί ν α ι όμως ι κ α ν έ ς γ ι α τον πλήρη ορισμό του 

επεισοδίου, ά λ λ α α π α ι τ ο ύ ν τ α ι κ α ι ορισμένες πρόσθετες θεωρήσεις. Ένας πλήρης 

ορισμός προπύπτει α ν α π ο κ λ ε ί σ ε ι κ α ν ε ί ς την ύπαρξη στεγνών περιόδων (δηλαδή 

περιόδων μ ε μηδενική ένταση βροχής) μέσα σε έ ν α επεισόδιο, οπότε σε κ ά θ ε μεμο

νωμένη περίοδο μη μηδενικής βροχόπτωσης α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί έ ν α επεισόδιο βροχής. Τ έ 

τ ο ι α θεώρηση υπονοεί η Shaw [1983]. Επίσης τ έ τ ο ι α θεώρηση γ ί ν ε τ α ι κ α ι στην 

ε ρ γ α σ ί α των Marien και Vandewiele [1986] (βλ. κ α ι υποπαράγραφο 2.4.1.). Αυτός 

ο ορισμός ε ί ν α ι κ α ι ο απλούστερος δυνατός, ά λ λ α έ χ ε ι πολλά βασικής σημασίας 

μ ε ι ο ν ε κ τ ή μ α τ α , όπως θα φανεί σε επόμενες παραγράφους. 

Σύμφωνα με μ ι α άλλη θεώρηση, που πάλι ε ν τ ά σ σ ε τ α ι στον ίδιο τύπο ορισμού, 

δεν θα πρέπει ν α α π ο κ λ ε ι σ τ ε ί η ύπαρξη περιόδων μηδενικής βροχόπτωσης μέσα σε 

έ ν α επεισόδιο. Η θεώρηση αυτή β ρ ί σ κ ε τ α ι σε μεγαλύτερη συμφωνία με το φυσικό 

φαινόμενο της βροχής (αυτό θα αναλυθεί σε επόμενες παραγράφους), κ α ι υπερέχει 

κ α ι από μαθηματική άποψη, σε σχέση με την προηγούμενη, α λ λ ά ε ι σ ά γ ε ι μ ια βασική 

δυσκολία στον καθορισμό των επεισοδίων, σε έ ν α συγκεκριμένο δείγμα, δεδομένου 

ό τ ι δεν ε ί ν α ι πλέον π ρ ο φ α ν έ ς , αν μ ι α περίοδος, όπου ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι μ η δ ε ν ι κ ή 

έ ν τ α σ η βροχής, θ α θεωρηθεί ως στεγνή περίοδος ή θα ε ν τ α χ θ ε ί μ έ σ α σε κάποιο 

ε π ε ι σ ό δ ι ο . Α π α ι τ ο ύ ν τ α ι λοιπόν μ ε ρ ι κ έ ς συμπληρωματικές υποθέσεις, γ ι α τη 

μόρφωση ενός πλήρους ορισμού, που συνήθως ε ί ν α ι οι εξής: 

(α) Δύο διαδοχικές χρονικές ακολουθίες μη μηδενικής βρο

χόπτωσης θα θεωρείται ότι ανήκουν σε διαφορετικά επει

σόδια, αν διαχωρίζονται από μια επαρκή χρονική περίοδο 

μηδενικής βροχόπτωσης, μεγαλύτερη ή ίση από μια καθορι

σμένη τιμή, που θα αναφέρεται ως "χρόνος διαχωρισμού". 

(β) Κάθε επεισόδιο βροχής είναι στοχαστικά ανεξάρτητο με όλα 

τα υπόλοιπα, προηγούμενα και επόμενα. Κανονικά δύο επει

σόδια βροχής θεωρούνται στοχαστικά ανεξάρτητα όταν η 

στοχαστική ανεξαρτησία ισχύει σε κάθε ζεύγος μεταβλητών 

που αναφέρονται στα δύο επεισόδια, αντίστοιχα. 

Οι παραπάνω υποθέσεις ε ί ν α ι συμβιβαστές, με την έ ν ν ο ι α ό τ ι όσο μ ε γ α 

λύτερη ε ί ν α ι η χρονική απόσταση μεταξύ δύο βροχοπτώσεων, τόσο πιο πιθανή ε ί ν α ι 

η στοχαστική ανεξαρτησία τους. Η δεύτερη υπόθεση σε συνδυασμό με κάποιο σ τ α τ ι 

σ τ ι κ ό έ λ ε γ χ ο , χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι συνήθως γ ι α τον υπολογισμό του χρόνου διαχωρι

σμού. Το βασικό πλεονέκτημα αυτού του ορισμού ε ί ν α ι το γεγονός ότ ι τ α διάφορα 
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επεισόδια ε ί ν α ι εξ ορισμού σ τ ο χ α σ τ ι κ ά α ν ε ξ ά ρ τ η τ α , πράγμα που διευκολύνει την 

ανάλυση κ α ι μοντελοποίηση της βροχής. Έ χ ε ι όμως κ α ι μ ε ι ο ν ε κ τ ή μ α τ α , που ε ί ν α ι : 

(α) η α υ θ α ί ρ ε τ η εισαγωγή ενός σταθερού χρόνου διαχωρισμού, (β) η εξάρτηση του 

της δ ι α δ ι κ α σ ί α ς καθορισμού των επεισοδίων από èva σ τ α τ ι σ τ ι κ ό έλεγχο, πράγμα 

που μπορεί ν α ε ί ν α ι ε ι ς βάρος της α ν τ ι κ ε ι μ ε ν ι κ ό τ η τ α ς του ορισμού κ α ι (γ) η 

κάπως χρονοβόρα δ ι α δ ι κ α σ ί α καθορισμού του χρόνου διαχωρισμού. 

Οι πρώτοι που ε ισήγαγαν èva τ δ τ ο ι ο ορισμό ε ί ν α ι οι Grace και Eagleson 

[1966], ο ι ο π ο ί ο ι μ ε λ έ τ η σ α ν σ ε χ ρ ο ν ι κ ή βάση ΙΟλέπτου τ ι ς θ ε ρ ι ν έ ς βροχές σε 

περιοχές της βόρειας Αμερικής. Στην εργασία τους θεώρησαν ότ ι η στοχαστική α ν 

ε ξ α ρ τ η σ ί α των επεισοδίων βροχής μπορεί να μ ε λ ε τ η θ ε ί χρησιμοποιώντας τ α δ ι α 

δοχικά ύψη βροχής ΙΟλέπτου. Εφαρμόζοντας èva τ ε σ τ σημαντικότητας του συντε

λ ε σ τ ή συσχέτισης σ ε ι ρ ά ς (ranK c o r r e l a t i o n c o e f f i c i e n t ) , καθόρισαν την τ ι μ ή του 

χρόνου διαχωρισμού, με κριτήριο ν α μη ε ί ν α ι σημαντ ικός ο πιο πάνω συντελεστής 

(σε κ α θ ο ρ ι σ μ έ ν ο επίπεδο εμπιστοσύνης). Οι τ ι μ έ ς που υπολόγισαν γ ι α το χρόνο 

διαχωρισμού κ υ μ α ί ν ο ν τ α ι γύρω σ τ ι ς 2 ώρες. Η τ ι μ ή αυτή των 2 ωρών υιοθετήθηκε 

α ρ γ ό τ ε ρ α κ α ι αλλού, χωρίς ν α γ ί ν ε τ α ι α ν α λ υ τ ι κ ό ς προσδιορισμός της (πχ. Eagle-

son [1978]). Την ί δ ι α τιμή των 2 ωρών έχουν συνάγει οι Bergmann και Zeyringer 

[1986], β α σ ι ζ ό μ ε ν ο ι σε μ ι α εμπειρ ική-γραφική δ ι α δ ι κ α σ ί α απεικόνισης δειγμάτων 

χρόνων μηδενικής βροχόπτωσης σε χαρτ ί κ α τ α ν ο μ ή ς Welbun. Ο Eagleson [1970] 

στο βιβλίο του χρησιμοποιεί το ίδ ιο ορισμό κ α ι α ν α φ έ ρ ε τ α ι κ α ι σε μ ι α παρόμοια 

με την παραπάνω ανάλυση γ ι α την περιοχή της Αριζόνας, όπου η τ ι μ ή του χρόνου 

διαχωρισμού προέκυψε ίση με 3 ώρες. Οι Restepo-Posada και Eagleson [1982] 

δ έ χ ο ν τ α ι τον ίδ ιο ορισμό του επεισοδίου βροχής, α λ λ ά αναπτύσσουν έ ν α άλλο κ ρ ι 

τήριο κ α θ ο ρ ι σ μ ο ύ του χρόνου διαχωρισμού, βασισμένο στην υπόθεση ό τ ι η άφιξη 

των βροχών μπορεί να αντιπροσωπευτεί από μ ι α ανέλιξη Ροΐββοη. Σύμφωνα με το 

κ ρ ι τ ή ρ ι ο τους, ο χρόνος δ ιαχωρισμού κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι με έ ν α επαναληπτικό α λ γ ό 

ριθμο, όπου δ ο κ ι μ ά ζ ε τ α ι έ ν α σύνολο τιμών, κ α ι ε π ι λ έ γ ε τ α ι ε κ ε ί ν η η τ ι μ ή που δ ί 

ν ε ι έ ν α συντελεστή διασποράς της μεταβλητής "χρόνος διακοπής της βροχής" ίσο 

με έ ν α . Αυτό θ ε ω ρ ε ί τ α ι σαν συνθήκη ό τ ι η κ α τ α ν ο μ ή του χρόνου διακοπής ε ί ν α ι 

ε κ θ ε τ ι κ ή (η ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή έ χ ε ι συντελεστή διασποράς, 1), κ α ι συνακόλουθα 

ό τ ι ε ξ α σ φ α λ ί ζ ε τ α ι η προσαρμογή της ανέλιξης Poisson. Η εφαρμογή του κριτηρίου 

τους σε πολλές περιοχές με μεγάλο εύρος κλ ιματ ικών τύπων' έδωσε τ ιμές του χρό

νου διαχωρισμού: (α) 3 * 5,5 ημέρες σε 5 θ έ σ ε ι ς της Σαουδικής Αραβίας, (β) 1.5 

τ 3 ημέρες σε 8 θ έ σ ε ι ς της Αριζόνας, (γ) 8 * 19 ώρες σε 3 θέσεις στο Κολοράντο 

κ α ι στο Οχάιο κ α ι (δ) 1 ώρα σε μ ι α θέση στην Κολομβία. Τέλος ο ι ί δ ι ο ι ερευνη

τ έ ς έδωσαν κ α ι μ ι α εμπειρική σχέση εκτίμησης του χρόνου διαχωρισμού με βάση τη 

μέση ε τ ή σ ι α βροχόπτωση κ α ι το μ έ σ ο χρον ικό μήκος της βροχερής εποχής, την 

οποία παρήγαγαν από τ α παραπάνω αποτελέσματα με στατιστικές μεθόδους. 
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Στον δεύτερο τύπο ορισμού που συναντούμε στη βιβλιογραφία, τ α διαδοχικά 

ε π ε ι σ ό δ ι α βροχής μπορούν ν α επ ικαλύπτονται , κ α ι έ τ σ ι δεν ε ί ν α ι δυνατό να οριο

θετηθούν τ α επεισόδια σε έ ν α ι σ τ ο ρ ι κ ό δ ε ί γ μ α βροχόπτωσης. Η έννοια αυτή του 

επεισοδίου βροχής χρησιμοποιε ίτα ι σε πολλά από τ α μοντέλα σημειακής ανέλιξης 

(βλέπε παράγραφο 2.3). Πολλές φορές θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι το επεισόδιο βροχής ε ί ν α ι 

ε ν α σ τ ι γ μ ι α ί ο γ ε γ ο ν ό ς {Kavvas και Delleur [1981], Rodriguez-Iturbe κλπ. 

[1984], βλ. κ α ι Waymire και Gupta [1981a]), ή α π ο δ ί δ ε τ α ι σε αυτό μ ι α υποθετική 

δ ι ά ρ κ ε ι α , χωρίς α π α ρ α ί τ η τ α να υπάρχει α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α με κάποια πραγματική (Rod

riguez-Iturbe κλπ. [1984]). Στ ις περιπτώσεις α υ τ έ ς το επεισόδιο εξακολουθεί να 

χρησιμοποιε ίται σαν έ ν ν ο ι α , ώστε να μπορέσει να αποδοθεί σ' αυτό ε ν α ύψος βρο

χής κ α ι έ ν α ς χρόνος εμφάνισης, πράγμα που ε ί ν α ι απαραίτητο στην μοντελοποίηση 

της βροχής, ά λ λ α δεν ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι , ο ύ τ ε χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι σ τ η μοντελοποίηση η 

δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής σαν α ν τ ι κ ε ι μ ε ν ι κ ή μεταβλητή. 

Αν γ ί ν ε ι δ ε κ τ ό ς ο πρώτος τύπος ορισμού (που χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι κ α ι στην 

ε ρ γ α σ ί α α υ τ ή ) , τ ό τ ε γ ι α κ ά θ ε ε π ε ι σ ό δ ι ο βροχής ( j ) , μπορούν ν α οριστούν ο ι 

ακόλουθες μ ε τ α β λ η τ έ ς , που περιγράφουν χρονικές δ ιάρκειες. 

α . Η δ ι ά ρ κ ε ι α τ ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ β ρ ο χ ή ς : Dj = E j - S j , 

β. Ο χρόνος δ ι α κ ο π ή ς β ρ ο χ ή ς : B j = S j + 1 - E j , κ α ι 

γ . Ο χρόνος δ ι α δ ο χ ή ς ε π ε ι σ ο δ ί ω ν . V j = S j + Ì - S j ( θ α μπο

ρούσε ι σ ο δ ύ ν α μ α ν α ο ρ ι σ τ ε ί ως V j = Ε j + -j - E j ) , 

όπου S j κ α ι E j ο ι χρόνοι έναρξης κ α ι λήξης του επεισοδίου j , α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Με το 

δεύτερο τύπο ορισμού, οι παραπάνω μεταβλητές δεν έχουν πάντα νόημα. 

Όπως ε ί ν α ι προφανές, ο ι χρονοσειρές των πιο πάνω μεταβλητών, σε ε ν α 

ι σ τ ο ρ ι κ ό δ ε ί γ μ α , ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι από τον συγκεκριμένο ορισμό που θα χρησιμοποιηθεί. 

Έ τ σ ι δεν μπορούμε να μιλήσουμε γ ι α τη στοχαστική συμπεριφορά των μεταβλητών 

αυτών, χωρίς ν α διευκρινήσουμε από ποιο ορισμό έχουν προκύψει. Οι Grace και 

Eagleson [1966], στην ε ρ γ α σ ί α τους που αναφέρθηκε κ α ι παραπάνω, κ α ι χρησιμο

ποιώντας τον ορισμό που ήδη περιγράφηκε, θεώρησαν σαν κ α τ ά λ λ η λ η γ ι α τ ι ς δυο 

πρώτες χρον ικές μ ε τ α β λ η τ έ ς την κ α τ α ν ο μ ή Weibull 3 παραμέτρων. Ο Eagleson 

[1978], βασισμένος στον ίδ ιο ορισμό, κ α ι μ ε τ ά από ανάλυση βροχομετρικών δεδο

μένων της Βοστώνης, θεωρεί ό τ ι η ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή ε ί ν α ι κ α τ ά προσέγγιση κ α 

τάλληλη κ α ι γ ι α τ ι ς τ ρ ε ι ς παραπάνω μ ε τ α β λ η τ έ ς , υπό την προϋπόθεση ό τ ι Ε[8] » 

E[D]. Οι Waymire και Gupta [1981a] αναφέρουν ό τ ι αν η δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής, D, κ α ι 

ο χρόνος διακοπής, Β, ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς τυχαίες μεταβλητές με ε κ θ ε τ ι κ έ ς κ α τ α 

νομές, τ ό τ ε δεν ε ί ν α ι δυνατόν η κ α τ α ν ο μ ή του χρόνου διαδοχής να ε ί ν α ι κ α ι αυτή 

ε κ θ ε τ ι κ ή . Κάτ ι τ έ τ ο ι ο μπορεί να θεωρηθεί μόνο σαν προσεγγιστική'απλοποίηση, 
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κ α ι μόνο α ν ισχύει η πιο πάνω προϋπόθεση (Ε[Β] >> E[D]). Η Shaw [1983] θεωρώ

ν τ α ς χον ορισμό του επεισοδίου που σ τ η ρ ί ζ ε τ α ι στην μη αποδοχή διαστημάτων 

μηδενικής βροχής μέσα στο επεισόδιο, αναφέρει σαν κατάλληλη για την περιγραφή 

των δύο πρώτων μεταβλητών την κατανομή Weibull 2 παραμέτρων. Ο Singh [1987] 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί ε π ί σ η ς την ί δ ι α κ α τ α ν ο μ ή γ ι α τ ις δ ι ά ρ κ ε ι ε ς βροχής, χωρίς ν α 

α ν α φ έ ρ ε ι βάσει ποιου ορισμού προέκυψαν τ α δεδομένα του. Ο Raudkivi [1979], 

χωρίς πάλι να αναφερθεί σε συγκεκριμένο ορισμό επεισοδίου, παρατηρεί ότι για 

τους χρόνους διακοπής έχουν προταθεί και δοκιμαστεί πολλές κ α τ α ν ο μ έ ς , αλλά 

σχεδόν όλες απέτυχαν στην προσαρμογή στο κάτω όριο των τιμών της μεταβλητής. 

Σχετικά με το θέμα της στοχαστικής εξάρτησης των παραπάνω μεταβλητών, 

γ ε ν ι κ ά στις πιο πάνω εργασίες καθώς και σε πολλές άλλες (πχ. Franz [1970]), 

θεωρείται ότι υπάρχει ανεξαρτησία μεταξύ της διάρκειας βροχής και του προηγού

μενου ή επόμενου χρόνου διακοπής, καθώς και των διαδοχικών διαρκειών μεταξύ 

τους ή των διαδοχικών χρόνων διακοπής μεταξύ τους. Κατά παρόμοιο τρόπο θεω

ρείται ότι υπάρχει στοχαστική ανεξαρτησία μεταξύ των διαδοχικών χρόνων διαδο

χής. Πάντως το θέμα αυτό θα συζητηθεί εκτενέστερα σε επόμενη παράγραφο. 

2.2.5. Το ύφος βροχής και t} εσωτερική δομή του επεισοδίου 

Ό π ω ς συμβαίνει με τις χρονικές μεταβλητές του επεισοδίου, όμοια και το 

ύψος βροχής ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τον χρησιμοποιούμενο ορισμό του επεισοδίου. Παρό

μοιες ε ί ν α ι κ α ι οι κ α τ α ν ο μ έ ς που χρησιμοποιούνται για το ύψος του επεισοδίου 

βροχής. Η ομοιότητα στις κ α τ α ν ο μ έ ς διάρκειας βροχής και ύψους βροχής δεν είναι 

τυχαία, αλλά, όπως α π έ δ ε ι ξ α ν οι Todorovic και Yevjevich [1969], μπορεί ν α δι

καιολογηθεί θεωρητικά. Από την εργασία τους μετά από θεωρητικές αναλύσεις προ

κύπτει το συμπέρασμα ότι και οι δύο μεταβλητές ακολουθούν την εκθετική κ α τ α 

νομή, υπό την προϋπόθεση ότι αναφερόμαστε σε ένα συγκεκριμένο χρονικό διάστημα 

του έτους (εποχή) με σ τ α θ ε ρ ά κ λ ι μ α τ ι κ ά χαρακτηριστ ικά. Επίσης έχει χρησιμο

ποιηθεί συχνά η κ α τ α ν ο μ ή Weibull 2 παραμέτρων (πχ. Show [1983], Singh [1987]), 

και η κατανομή γ ά μ α (πχ. Eagìeson [1978]). 

Ετα περισσότερα μοντέλα βροχής της βιβλιογραφίας η παραγωγή του ύψους 

βροχής σε κ ά θ ε επε ισόδιο, γ ί ν ε τ α ι σε δεύτερη φάση, αφού πρώτα καθοριστεί η 

δ ιάρκεια βροχής του. Για το λόγο αυτό έχει μελετηθεί περισσότερο η δεσμευμένη 

κατανομή του ύψους βροχής, για δεδομένη δ ιάρκεια, παρά η περιθώρια συνάρτηση 

κατανομής του ύψους. 3 Οι Grace και Eagleson [1966], αφού διέκριναν τις βροχές 

σε τρεις τύπους (μικρής, μέσης κ α ι μεγάλης έντασης), μελέτησαν τη στοχαστική 

εξάρτηση δ ι ά ρ κ ε ι α ς και ύψους επεισοδίου βροχής, και κατέληξαν σε μια ομάδα 

3. λιπό γίνεtat και οιην παρούσα epyaaia. 
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σχέσεων γραμμικής συσχέτισης (μια για κ ά θ ε τύπο). Σχη συνέχεια χρησιμοποίησαν 

γ ι α χη δ ε σ μ ε υ μ έ ν η κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής (ή α κ ρ ι β έ σ τ ε ρ α ενός γραμμικού 

μετασχηματισμού του) την κατανομή βήτα με α κ έ ρ α ι ε ς παραμέτρους. Ο Eagleson 

[1970] προτε ίνε ι χη χρήση της κ α τ α ν ο μ ή ς Γ ά μ α 2 παραμέτρων γ ι α τη δεσμευμένη 

κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής, κ α ι θεωρεί ό τ ι οι τ ι μ έ ς των παραμέτρων εξαρτώνται 

από τη δ ι ά ρ κ ε ι α του επε ισοδίου, καθώς κ α ι από το κ λ ί μ α της περιοχής κ α ι τον 

τύπο της κ α τ α ι γ ί δ α ς . Ο Eagleson [1978], κ α ι πάλι, θεώρησε ό τ ι η δεσμευμένη 

συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του ύψους βροχής, γ ι α δεδομένη δ ι ά ρ κ ε ι α , μπορεί ν α ε κ 

φραστεί ά μ ε σ α με βάση τη συνάρτηση κατανομής της μέσης έντασης βροχής. Υπέθεσε 

ό τ ι η έ ν τ α σ η βροχής κ α ι η δ ι ά ρ κ ε ι α της ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς μ ε τ α β λ η τ έ ς , με ε κ 

θ ε τ ι κ έ ς κ α τ α ν ο μ έ ς , κ α ι έ τ σ ι παρήγαγε κ α ι την περιθώρια συνάρτηση του ύψους 

ε π ε ι σ ο δ ί ο υ βροχής, που την έ κ φ ρ α σ ε με όρους της συνάρτησης Bessel πρώτου 

βαθμού. Παρόμοιες παραδοχές (ένταση ανεξάρτητη της διάρκειας με εκθετική κ α τ α 

νομή) έ κ α ν α ν κ α ι οι Bras και Rodriguez-Iturbe [1976], 

Γ ε ν ι κ ά έ χ ε ι β ρ ε θ ε ί όχ ι κ α τ ά τ η δ ι ά ρ κ ε ι α ενός επεισοδίου η βροχόπτωση 

ε ί ν α ι μη μόνιμο φαινόμενο, {Bras και Rodriguez-Iturbe [1976a]), πράγμα που ση

μ α ί ν ε ι ό τ ι τ α στατ ιστ ικά, χαρακτηριστικά, του μ ε τ α β α λ ο ν τ α ι με το χρόνο. 

Στην πιο απλή περίπτωση η έκφραση της χρονικής κατανομής της βροχής σχο 

χρόνο, γ ί ν ε χ α ι με χη χρησιμοποίηση χων α δ ι α σ τ α τ ω ν ή ποσοστιαίων καμπυλών 

κ α τ α ν ο μ ή ς , με ά ξ ο ν α χετμημένων το ποσοστό του χρόνου (σε αθροιστική βάση, ως 

προς τη δ ι ά ρ κ ε ι α του επεισοδίου βροχής) κ α ι τ ε τ α γ μ έ ν ω ν το α ν τ ί σ τ ο ι χ ο ποσοστό 

του ύψους βροχής ως προς χο συνολικό ύψος χου επεισοδίου. Η εισαγωγή αυτών των 

καμπυλών β α σ ί σ τ η κ ε στην διαπίστωση ό τ ι γ ι α δεδομένες κ λ ι μ α τ ι κ έ ς συνθήκες, 

επεισόδια βροχής ενός ορισμένου τύπου εμφανίζουν ομοιότητα στη χρονική κ α τ α 

νομή τους, ό τ α ν αδιαστατοποιηθούν ο ι κ λ ί μ α κ ε ς του χρόνου κ α ι του ύψους βροχής 

{Eagleson [1970]). Μια τ έ τ ο ι α καμπύλη, κ α θ ο ρ ί ζ ε ι πλήρως κ α ι ν τ ε τ ε ρ μ ι ν ι σ τ ι κ α τη 

δομή της βροχόπτωσης, χωρίς να α π α ι τ ε ί τ α ι ν α γίνουν υποθέσεις γ ι α τ ι ς σ τ ο 

χ α σ τ ι κ έ ς ι δ ι ό τ η τ ε ς του φαινομένου. Β έ β α ι α όλες οι βροχοπτώσεις δεν περιγρα-

φονχαι από χην ί δ ι α καμπύλη, γ ι ' αυχό συνήθως χ α ρ ά ζ ε τ α ι μ ια ο ικογένεια καμπυ

λών, που κ ά θ ε μ ι α α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί σε έ ν α τύπο κ α τ α ι γ ί δ α ς {Eagleson [1970], HJelm-

flet [1981]) ή σε έ ν α επίπεδο π ιθανότητας {Huff [1967]). Με τ έ τ ο ι ε ς θεωρήσεις 

η αντ ιμετώπιση του θ έ μ α τ ο ς της εσωτερικής δομής χης βροχής μ ο ι ά ζ ε ι να γ ίνεχαι 

με ν χ ε χ ε ρ μ ι ν ι σ τ ι κ ό τρόπο, ενώ το φαινόμενο ε ί ν α ι έντονα στοχαστικό. 4 

Η ι δ έ α χων αδιασταχων καμπυλών καχανομής φαίνεχαι να ε ί ν α ι ενδιαφέρουσα 

κ α ι γ ι α μ ι α σχοχασχική θεώρηση χου θέμαχος, με χην χροποποίηση όχι μ ια χέχοια 

4. Αν και ο Eagleson [1970] αναφέρει ότι η εσβτεριχή δομή ενός επεισοδίου μπορεί να είναι σε μεγάλο 
βαθμό ντετερμινιστική, σε αντίθεση με την πραγματοποίηση τβν επεισοδίβν βροχής που είναι τελεί»? 
τυχαίο μαινόμενο. ' 
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καμπύλη αντιπροσωπεύει χη μεταβολή των μέσων στατ ιστ ικών χαρακτηριστικών του 

ύψους βροχής στη δ ι ά ρ κ ε ι α του χρόνου, κ α ι όχι αυτό καθαυτό το ύψος βροχής. Με 

τον τρόπο αυτό δηλαδή μπορεί να αντιμετωπισθεί το πρόβλημα της μη μονιμότητας 

της βροχής. Υ π ο τ ί θ ε τ α ι , β έ β α ι α , ό τ ι χρησιμοποιε ίται παράλληλα κ α ι έ ν α σ τ ο χ α 

σ τ ι κ ό μοντέλο, που περιγράφει το στοχαστικό μέρος του φαινομένου. Τέτο ιας μορ

φής θεώρηση γ ί ν ε τ α ι στο μοντέλο των Grace και Eagleson [1966], όπου χρησιμο

π ο ι ε ί τ α ι η μέση ποσοστιαία καμπύλη κατανομής γ ια το ντετερμιν ιστ ικό μέρος του 

φαινομένου, ενώ η αναπαράσταση του στοχαστικού μέρους γ ί ν ε τ α ι με έ ν α μοντέλο 

τοποθέτησης σ φ α ι ρ ι δ ί ω ν σε δ ο χ ε ί α (βλέπε περιγραφή του μοντέλου αυτού στην 

παράγραφο 1.3.2). 
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2.3. ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Β - ΜΟΝΤΕΛΑ ΣΗΜΕΙΑΚΩΝ ΑΝΕΛΙΞΕΩΝ 

2.3.1. Γενικές έννοιες y ta τις σημειακές ανελ ίξεις 

Ο ορισμός της σημειακής ανέλιξης που δ ί ν ε τ α ι παρακάτω έ χ ε ι βασιστε ί στις 

δ η μ ο σ ι ε ύ σ ε ι ς των Waymire και Gupta [1981b], κ α ι Smith και Karr [1983], στ ις 

οποίες μπορεί κ α ν ε ί ς ν α βρει περισσότερα στοιχε ία πάνω στον ορισμό. 

Παρακάτω θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι το υποσύνολο των πραγματικών αριθμών R+ = [0, <χ>) 

περιγράφει το χρόνο. Μια σ η μ ε ι α κ ή α ν έ λ ι ξ η (point process) επί του R+ ε ί ν α ι μ ια 

τυχαία ανέλιξη που αντιπροσωπεύει χρόνους πραγματοποίησης γεγονότων. Συμβολί

ζουμε με Τ(η) το χρόνο πραγματοποίησης του n στη σ ε ι ρ ά γεγονότος, με Τ(0) = 0. 

θεωρούμε επιπλέον ό τ ι δεν ε π ι τ ρ έ π ε τ α ι η χρονική σύμπτωση δύο επεισοδίων, οπότε 

γ ι α κ ά θ ε n ι σ χ ύ ε ι : Τ(π) < Τ(η+1), κ α ι ό τ ι κ ά θ ε πεπερασμένο υποσύνολο του R+ 

περιέχε ι έ ν α πεπερασμένο πλήθος γεγονότων, ενώ 1ifïi(n _> oo)T(n) = ο», ο χρόνος 

διάδοχης V(n) = T(n) - T(n-1) αντ ιπροσωπεύει το χρόνο μ ε τ α ξ ύ δύο δ ιαδοχ ικών 

επεισοδίων. Κάθε μ ι α από τ ι ς α κ ο λ ο υ θ ί ε ς (Τ(π)) κ α ι (V(n)) περιγράφει πλήρως 

την σ η μ ε ι α κ ή α ν έ λ ι ξ η . Οι πιο πάνω έ ν ν ο ι ε ς μπορούν να γεν ικευτούν για την την 

περίπτωση του ν - δ ι ά σ τ α τ ο υ χωροχρονικού Ευκλειδίου χώρου Rv με ν < 4 (βλ. Way

mire και Gupta [1981b]). 

Ισοδύναμα η σημειακή ανέλιξη μπορεί να περιγραφεί με βάση την αντίστοιχη 

της α π α ρ ι θ μ η τ ι κ η α ν έ λ ι ξ η (count ing p r o c e s s ) (N(t), t > 0), που ο ρ ί ζ ε τ α ι από 

την πρόταση: 

N ( t ) = n <=> t € [ T ( n ) , T ( n + 1 ) ) ( 2 . 3 . 1 ) 

οπότε το N(t) π ε ρ ι γ ρ ά φ ε ι το πλήθος των γεγονότων που πραγματοποιούνται στο 

χρονικό δ ι ά σ τ η μ α (0, t ] . Ά μ ε σ η συνέπεια του παραπάνω ορισμού ε ί ν α ι η σχέση: 

N ( t ) > n <=> T ( n ) < t ( 2 . 3 . 2 ) 

Αν συμβολίσουμε με ρ το κενό σύνολο, με Α = (t^, t g ] έ ν α τυχόν υποσύνολο 

του R+ κ α ι μ ε (A-j, 1=1, 2, ..) μ ι α συλλογή από υποσύνολα του R+, τ έ τ ο ι α ώστε 

Α^ U A j = ρ, γ ι α κ ά θ ε 1 Φ j , κ α ι α ν γ ε ν ι κ ε ύ σ ο υ μ ε το συμβολισμό του N(t), έ τ σ ι 

ώστε το Ν(Α) = N(tg) - N(t^) ν α ε ί ν α ι τ ο πλήθος των γεγονότων που π ρ α γ μ α 

τοποιήθηκαν στο χρον ικό δ ι ά σ τ η μ α (t^, t 2 ] > τ ό τ ε έχουμε τ ι ς ακόλουθες β α σ ι κ έ ς 

ι δ ι ό τ η τ ε ς της απαριθμητικής ανέλιξης: 

N(j*) = 0 ( 2 . 3. 3) 

Ν(Α) < οο ( 2 . 3 . 4 ) 

Ν ( U A j ) : Σ Ν ( Α ( ) ' ( 2 . 3 . 5 ) 
1=1 1=1 
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Με τ ο ν όρο έ ν τ α σ η ( i n t e n s i t y ) σ η μ ε ι α κ ή ς α ν έ λ ι ξ η ς εννοούμε χο ρυθμό 

εμφάνισης των γεγονότων, που ε ί ν α ι ίσος με χο πλήθος χων γεγονότων που ε μ φ α -

νίζονχαι στη μονάδα χου χρόνου, πράγμα που μαθημαχικά εκφραζεχαι με τη σχέση: 

d 
m ( t ) = — M ( t ) ( 2 . 3 . 6 ) 

d t 

όπου M(t) = E[N(t ) ] ε ί ν α ι ο μ έ σ ο ς α ρ ι θ μ ό ς γεγονότων σχο δ ι ά σ χ η μ α (0, t ] (το 

σύμβολο Ε[.] π α ρ ι σ τ ά ν ε ι την α ν α μ ε ν ό μ ε ν η τιμή). 

Με τον όρο δ ε ί κ τ η ς διασποράς (index of dispersion) σημειακής ανέλ ιξης 

εννοούμε τη συνάρτηση 

I ( t ) = S ( t ) / M ( t ) 

όπου S(t) = Var[N(t)] ε ί ν α ι η διασπορά του πλήθους των γεγονότων σχο διάσχημα 

(0, t ] . Η συναρχηση S(t) χαρακχηρίζεχαι με χον όρο καμπύλη διασπορας-χρόνου 

(var iance-t ime curve) 

Μια σ η μ ε ι α κ ή α ν έ λ ι ξ η λ έ γ ε χ α ι μ ό ν ι μ η α ν α ν ε ω τ ι κ ή α ν έ λ ι ξ η ( s t a t i o n a r y 

r e n e w a l p r o c e s s ) , ό χ α ν ο ι χρόνοι δ ιαδοχής (V(n), n = 2, 3, ..) ε ί ν α ι σ χ ο χ α σ χ ι -

κά. ανεξαρχηχοι μεχαξύ χους κ α ι έχουν ε ν ι α ί α συναρχηση καχανομής F, κ α ι ο χρό

νος πραγμαχοποίησης χου πρώχου επεισοδίου Τ(1) ε ί ν α ι ανεξάρχηχος από χους χρό

νους διαδοχής V(n), κ α ι έ χ ε ι συναρχηση καχανομής: 

t 00 

G ( t ) = 1 ( 1 - F ( s ) ) d s / Χ ( 1 - F ( s ) ) d s ( 2 . 3 . 7 ) 
Ο ο 

Οι σ η μ ε ι α κ έ ς α ν ε λ ί ξ ε ι ς , όπως ο ρ ί ζ ο ν χ α ι εδώ σχη γ ε ν ι κ ή μορφή χους, κ α ι 

όπως ε ξ ε ι δ ι κ ε ύ ο ν χ α ι παρακάχω, ε ί ν α ι κ α τ ά λ λ η λ ε ς γ ι α χην μαθημαχική περιγραφή 

χων εμφανίσεων χης βροχής σχο χρόνο. Προκείμενου να περιγραφεί χο φαινόμενο 

σχο σύνολο χου, ε ί ν α ι απαραίχηχη η χρήση κ α ι μ ι α ς δεύτερης, συνοδευτικής α ν έ 

λ ι ξ η ς , κ α τ ά λ λ η λ η ς γ ι α χην περιγραφή χου ύψους βροχής. Ε ν ν ο ε ί χ α ι ό τ ι χ ρ ε ι 

ά ζ ο ν τ α ι ακόμα κ α ι κάποιες υποθέσεις γ ια χη σχοχασχική σχέση χων δύο ανελίξεων. 

Στις παρακάχω υποπαραγράφους δίνονχαι παραδείγμαχα χέχοιων συνοδευχικών ανε

λίξεων από χη β ι β λ ι ο γ ρ α φ ί α , χαξ ινομημένα σε α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α , με τη κ ύ ρ ι α α ν έ λ ι ξ η 

τους, τη σ η μ ε ι α κ ή . 

Η απλούστερη κλάση σημειακών ανελ ίξεων ε ί ν α ι ο ι α ν ε λ ί ξ ε ι ς Poisson, που 

ε ξ ε χ ά ζ ο ν χ α ι σχην αμέσως επόμενη υποπαράγραφο 2.3.2. Το μειονέκχημα χους γ ια 

χην περιγραφή χων βροχοπχώσεων ε ί ν α ι χο γεγονός όχι έχουν σχαθερό δείκχη δ ι α 

σποράς ίσο με 1, ενώ ο ι ι σ χ ο ρ ι κ έ ς χ ρ ο ν ο σ ε ι ρ έ ς επεισοδίων βροχής εμφανίζουν 

συνήθως δ ε ί κ χ ε ς διασποράς μεγαλύχερους από 1. Το φαινόμενο αυχό ε ί ν α ι γνωσχό 

με χον όρο υπερδιασπορά (overdisperslon) χων επεισοδίων βροχής, σε σχέση με 
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χην α ν έ λ ι ξ η Poisson, καθώς κ α ι με χον όρο συσσώρευση (clustering) χων επεισο

δίων βροχής, θ α πρέπει πάνχως να σημειωθεί όχι η συμπεριφορά αυχή χων επεισο

δίων βροχής δεν μπορεί ν α θεωρηθεί σ α ν απόλυχη κ α ι α ν χ ι κ ε ι μ ε ν ι κ ή α λ ή θ ε ι α , 

γ ιαχ ί όπως αναπχύχθηκε προηγούμενα δεν υπάρχει εν ιαίος ορισμός χου επεισοδίου 

βροχής. Έ χ σ ι ε ί ν α ι δυναχό, α ν χρησιμοποιηθεί έ ν α ς χύπος ορισμού, χα επεισόδια 

βροχής ν α εμφανίζουν συσσώρευση, ενώ αν χρησιμοποιηθεί άλλος χύπος να μην ε μ 

φανίζουν. 

Πανχως η διαπίσχωση χης πιο πάνω α ν α κ ο λ ο υ θ ί α ς χης α ν έ λ ι ξ η ς Poisson, 

οδήγησε σχην εισαγωγή κ α ι άλλων χύπων σημειακών ανελίξεων, ήχοι χων ανελίξεων 

Neyman-Scoxt κ α ι Cox, γ ι α χη μελέχη χων βροχοπχώσεων (βλ. παραγράφους 2.3.3 

κ α ι 2.3.4). Μια συγκριχική ε ξ έ χ α σ η όλων χων παραπάνω χύπων περιέχεχαι σχην 

ε ρ γ α σ ί α χου Guttorp [1986]. Επίσης μ ι α παράλληλη επισκόπηση όλων χων χύπων 

π ε ρ ι έ χ ε χ α ι σχην ε ρ γ α σ ί α χων Foufoula-Georgiou και Lettenmaier [1986], όπου 

κυρίως δ ί ν ε χ α ι έμφαση σχην επίδραση χης διακριχής χρονικής κ λ ί μ α κ α ς πάνω σχις 

α ν ε λ ί ξ ε ι ς , που ο ορισμός χους γ ί ν ε χ α ι σε συνεχή χρόνο. 

Ι χ ι ς πιο σύγχρονες διαχυπώσεις χους, χα μονχέλα σημειακών ανελ ίξεων, 

έχουν θεμελ ιωμένη μ α θ η μ α χ ι κ ή δομή, κ α ι α ν χ ι κ ε ι μ ε ν ι κ ό χρόπο εκχιμησης παρα-

μέχρων. Γ ε ν ι κ ά αποφεύγουν χη χρήση κάποιου χύπου ορισμού χου επεισοδίου 

βροχής, θεωρώνχας χο επεισόδιο σαν σ χ ι γ μ ι α ί α ονχόχηχα, ή μόνο σαν ενδεικχ ικό 

όρο, α λ λ ά αυχό δεν ε ί ν α ι ε ι ς βάρος χης α κ ρ ί β ε ι α ς χους, δεδομένου όχι δεν προ-

ϋποθέχουν ανχ ισχο ιχ ία χων ενδεικχ ικών επεισοδίων με χα επεισόδια μιας ισχορι-

κής χρονοσειράς. Αυχό όμως δεν παύει να ε ί ν α ι έ ν α ελάχχωμα χους, χουλάχισχον 

σε ορισμένες περιπχώσεις, όπως όχαν α π α ι χ ε ί χ α ι να ε ί ν α ι γνωσχή η δ ι ά ρ κ ε ι α χου 

επεισοδίου βροχής (πχ. σε ε ν α μονχελο επιμερισμού). Συνακόλουθα, δεν παίρνουν 

υπόψη κ α μ ι ά πιθανή επίδραση χης δ ι ά ρ κ ε ι α ς χου επεισοδίου σχην εσωχερική δομή 

χου ε π ε ι σ ο δ ί ο υ , όπως πχ. σχα μ έ σ α ωρια ία ύψη βροχής κ α ι σχους συνχελεσχες 

αυχοσυσχέχισης. 5 Έ ν α άλλο μειονεκχημα όλων αυχών χων μονχελων ε ί ν α ι όχι σχη-

ρ ί ζ ο ν χ α ι σε μ ό ν ι μ ε ς α ν ε λ ί ξ ε ι ς , ενώ ε ί ν α ι γνωσχό η βροχόπχωση, σε επίπεδο 

κ α χ α ι γ ί δ α ς , δεν παρουσιάζε ι μονιμόχηχα (βλ. Bras KCU Rodriguez-Iturbe [1976]). 

2.3.2. Μοντέλα ανέλιξης Poi sson 

Η πιο απλή περίπχωση σ η μ ε ι α κ ή ς α ν έ λ ι ξ η ς κ α ι παράλληλα η περισσόχερο 

χρησιμοποιούμενη σχις εφαρμογές, ε ί ν α ι η α ν έ λ ι ξ η Poisson. Μια σημειακή ανέλιξη 

Ν ε ί ν α ι α ν έ λ ι ξ η Poisson όχαν ισχύουν ο ι ακόλουθες συνθήκες: 

α . Γ ι α κ ά θ ε πεπερασμένη σ υ λ ο γ ή συνόλων Α^, Ag> . · , A n , 

5. Στην παρούσα ερναοία διαπισιάθηκε ότι υπάρχει τέτοια επίδραση. 
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χωρίς κοινά, στοιχεία, οι τυχαίες μεταβλητές Ν(Α^), 

Ν(Α2), .·» Ν(Α
η
) είναι στοχαστικά ανεξάρτητες. 

Ι. Υπάρχει μια θετική σταθερά, λ, έτσι ώστε για κάθε σύνολο 

Α, το Ν(Α) να ακολουθεί την κατανομή Poisson με παράμε

τρο λ|Α|, όπου |Α| είναι το μήκος του Α (μέτρο Lebes-

gue) . 

Ετσι αν Α = (s, s+t], θα είναι |Α| = τ, οπότε: 

Ρ(Ν(Α) = κ) = εχρ(-λΐ) (λτ)
κ
 / Κ! (2.3.8) 

Ο παραπάνω ορισμός αναφέρεται από τους Smith και Karr [1983], ενώ στη 

βιβλιογραφία υπάρχουν κ α ι άλλοι (βλ. Papouìis [1965], Waymire και Gupta 

[1981]). Στην περίπτωση της ανέλιξης Poisson, οι χρόνοι πραγματοποίησης T[i] 

των γεγονότων αναφέρονται στη βιβλιογραφία με τον όρο τυχαία σημεία στο χρόνο 

(random points in time). Ορισμένες βασικές ιδιότητες της ανέλιξης Poisson δί

νονται παρακάτω: 

1. Οι χρόνοι διαδοχής V(n) ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς τ υ χ α ί ε ς μ ε τ α 

βλητές με κ ο ι ν ή ε κ θ ε τ ι κ ή συνάρτηση κατανομής: 

F V ( n ) ( v ) = F(V) = 1 - ε χ ρ ( - λ ν ) ( 2 . 3 . 9 ) 

2. Η χρονική απόσταση από ενα αυθαίρετο σημείο t
0
, μέχρι το 

επόμενο τυχαίο σημείο T(i), είναι τυχαία μεταβλητή αν

εξάρτητη από το τι συμβαίνει εξω από το διάστημα 

(t
0
, T(i)). 

3. Η πιθανότητα εμφάνισης ενός τυχαίου σημείου στο διάστημα 

(t, t+dt), είναι της τάξης του διαφορικού dt. Η πιθα

νότητα για παραπάνω από μια εμφανίσεις στο ίδιο διάστημα 

είναι της τάξης μεγαλύτερου βαθμού του dt. Οι πιθανό

τητες αυτές είναι ανεξάρτητες από το^ι συμβαίνει εξω 

από το διάστημα (t, t+dt). 

4. Η ένταση της ανέλιξης είναι σταθερή, ίση με λ. 

5. Ο συντελεστής διασποράς των χρόνων διαδοχής είναι ίσος 

με 1. Η συνδιασπορά μεταξύ δύο διαφορετικών χρόνων δια

δοχής είναι μηδενική (άμεση συνέπεια της ιδιότητας 1). 

Η ιδιότητα 1 αποτελεί ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε μια σημειακή ανέ

λιξη να είναι ανέλιξη Poisson. Άμεση συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι η 



1 13 

ev λόγω ανέλιξη ε ί ν α ι μόνιμη ανανεωτική, δεδομένου όχι άμεσα προκύπτει ότι και 

η G(t) (σχέση 2.3.7) έχει πάλι εκθετική κατανομή με παράμετρο λ. Σαν συνβπεια 

της ιδιότητας 2 προκύπτει η ακόλουθη σχέση, που δίνει τη δεσμευμένη συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας του χρόνου διάδοχης, όταν ε ίνα ι γνωστό ότι το επόμενο 

τυχαίο σημείο Τ(1) έπεται χρονικά, ενός δεδομένου σημείου t 0 * = XQ + Τ(1-1): 

f ( v | T ( 1 ) > t 0 * ) = f ( v | V > t 0 ) = f ( v - τ 0 ) 

Ας σημειωθεί ότι η μόνη συνάρτηση κατανομής που ικανοποιεί την τελευταία σχέση 

ε ί ν α ι η εκθετ ική. 

Μια γενικότερη περίπτωση της ανέλιξης Poisson προκύπτει αν θεωρηθεί ότι 

η ένταση λ μεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου (με ντετερμινιστικό τρόπο). Τότε 

η (2.3.8) παίρνε ι τη μορφή: 

Ρ(Ν(Α) = Κ) = e x p ( - A ( t ) ) ( A ( t ) ) k / κ! 

όπου A ( t ) = S ^(s)ds 
A 

H τελευταία λέγεται ανομογενής ανέλιξη Poisson (βλ. Waymire και Gupta 

[ 1 9 8 1 ] ) . 

Η ανέλιξη Poisson έ χ ε ι χρησιμοποιηθεί πολύ συχνά για την περιγραφή των 

εμφανίσεων της βροχής, κ α ι για την μοντελοποίηση των χρόνων διαδοχής. Οι Todo-

rovic και Vevjevich [1969] παρατηρούν ότι οι εμφανίσεις των επεισοδίων βροχής 

μπορούν να περιγραφούν απ' αυτή την ανέλιξη, αν οριστούν κατάλληλα τα επεισό

δια βροχής. Ο Eagleson [1978] χρησιμοποιεί αυτή την ανέλιξη για το μοντέλο του 

που περιγραφηκε στην παράγραφο 2.2. 

Δύο διαφορετικά μοντέλα ανέλιξης Poisson, με διαφορετικές συνοδευτικές 

ανελίξεις ύψους βροχής, αναπτύσσουν οι Rodriguez-Iturbe κλπ. [1984]. Και στα 

δύο η κύρια ανέλιξη που περιγράφει τις αφίξεις βροχής ε ίνα ι η ομογενής ανέλιξη 

Poisson, με ένταση λ, κ α ι υποτίθεται ότι η ανέλιξη αυτή ε ί ν α ι ανεξάρτητη από 

την συνοδευτική ανέλιξη του ύψους βροχής. Το πρώτο, που χαρακτηρίζεται σαν 

μοντέλο Poisson λευκού θορύβου (Poisson whUe noise model), στηρίζεται στις 

πρόσθετες υποθέσεις ότι: (α1) τα επεισόδια βροχής ε ίνα ι στιγμιαία, κ α ι σε κάθε 

επεισόδιο π αντ ιστοιχε ί ένα ύψος βροχής Χ(π), κ α ι (α2) όλα τ α Χ(η) ε ίνα ι τυ

χαίες μεταβλητές ανεξάρτητες και με κοινή κατανομή, την εκθετική, με παράμετρο 

ν. Το δεύτερο μοντέλο που χαρακτηρίζεται σαν μοντέλο ομοιόμορφων (ή ορθογω-

νικών) παλμών (rectar\guiar pulses model) ή Μαρκοβιανό, β α σ ί ζ ε τ α ι στις εξής 

υποθέσεις, που καθορίζουν τη συνοδευτική ανέλιξη: (β1) σε κάθε επεισόδιο βρο

χής n αντ ιστοιχε ί μια διάρκεια βροχής D(n) κ α ι μια ομοιόμορφη ένταση βροχής 

Ι(η), (β2) οι δ ιάρκειες D(n) ε ί ν α ι τυχαίες μεταβλητές στοχαστικό, ανεξάρτητες, 

με κοινή εκθετ ική κατανομή με παράμετρο η, (β3) οι εντάσεις Ι(η)' ε ίνα ι τυχαί-
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ες μεταβλητές στοχαστικά, ανεξάρτητες, με κοινή ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή με παράμετρο 

μ, κ α ι (β4) οι δ ι ά ρ κ ε ι ε ς ε ί ν α ι σ τ ο χ α σ τ ι κ ά α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς από τ ι ς ε ν τ ά σ ε ι ς . Σημει

ώ ν ε τ α ι ό τ ι στο δεύτερο μοντέλο ε π ι τ ρ έ π ε τ α ι η αλληλοεπικάλυψη των επεισοδίων. 

Α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι ό τ ι στο μ ο ν τ έ λ ο αυτό η α ν έ λ ι ξ η έ ν τ α σ η ς βροχής, θεωρούμενη σε 

συνεχή χρόνο, έ χ ε ι Μαρκοβιανή δομή, δηλαδή 

C o r r e n t i ) , Ι ( τ 2 ) ] = R ( x ) = e - r >x ,όπου τ = t £ - t i > ο 

κ α ι σ' αυτό ο φ ε ί λ ε τ α ι κ α ι ο χαρακτηρισμός του μοντέλου ως Μαρκοβιανό. 

Και τ α δύο μ ο ν τ έ λ α ε φ α ρ μ ό σ τ η κ α ν με β ά σ η β ρ ο χ ο μ ε τ ρ ι κ ά σ τ ο ι χ ε ί α του 

Κολοράντο κ α ι της Βενεζουέλας σε υδρολογικά ομογενείς περιόδους, δηλαδή σε 

μην ια ία ή εποχιακή βάση. Οι παράμετροι των μοντέλων υπολογίστηκαν με βάση τ α 

σ τ α τ ι σ τ ι κ ό , χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ό , των ημερήσιων κ α ι των ωριαίων υψών βροχής. Ο 

υπολογισμός των παραμέτρων στηρίχτηκε στ ις ακόλουθες σχέσεις, οι οποίες προέ

κυψαν θ ε ω ρ η τ ι κ ά , με βάση τ ι ς πιο πάνω υποθέσεις, κ α ι δίνουν τ ι ς ροπές πρώτης 

κ α ι δεύτερης τάξης του ημερήσιου ή του ωριαίου ύψους βροχής. 

α . Γ ι α τ ο πρώτο μ ο ν τ έ λ ο : 

Ε [Υ] = λΔ / ν 

V a r [ Y ] = 2λΔ / ν 2 

CovCYi, Yj] : 0 για i φ j 

β. Για το δεύτερο μοντέλο: 

Ε [Υ] = λΔ / μη 

4λ 

Var[Y] = (ηΔ - 1 + β~ΠΔ) 

η
3
μ

2 

2λ 

Cov [Υ,, Y
k
] = (1 - ε-ΠΔ)2

 β
-η(κ-2)Δ ,

 κ
 > 2 

η
3
μ

2 

Από τις δύο τελευταίες προκύπτει ο συντελεστής αυτο-

συσχέτισης τάξης 1, αν τεθεί κ = 2: 

(1 - β-ΠΔ)2 

ρ
γ
(1) = _ 

2(ηΔ - 1 + e-ΠΔ) 

Ι τ α παραπάνω το Υ συμβολίζει το ημερήσιο ή το ωριαίο ύψος βροχής, κ α ι το 

Δ την α ν τ ί σ τ ο ι χ η χρον ική ι σ ο δ ι ά σ τ α σ η , δηλ. Δ = 1 ημέρα ή 1 ώρα α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Ας 

σημειωθεί ό τ ι παρά τον α ν τ ι κ ε ι μ ε ν ι κ ό τρόπο υπολογισμού των παραμέτρων που χρη

σιμοποιήθηκε, η παράμετρος λ της βασικής α ν έ λ ι ξ η ς παίρνε ι δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς τ ιμές, 

α ν ά λ ο γ α με τη χρον ική κ λ ί μ α κ α των δεδομένων που χρησιμοποιούνται γ ι α τον 
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υπολογισμό, πράγμα που δ ε ί χ ν ε ι όχι χα μονχέλα δεν μπορούν να θεωρηθούν σαν 

κ α θ ο λ ι κ ά ανχιπροσωπευτικά χης πραγμαχικόχηχας, πάρα σαν προσεγγίσεις, καχάλλη-

λες γ ια δεδομένη χρονική κ λ ί μ α κ α . Τα αποχελέσμαχα χης εφαρμογής χους συγκρίθη

κ α ν με χα πραγμαχικα δεδομένα σε όχι αφορά, χην δομή χης αυχοσυσχέχισης. Το 

πρώχο μονχέλο υσχερεί σαφώς, αφού δεν προβλέπει κ α μ ί α αυχοσυσχέχιση, ενώ χα 

πραγμαχικα. δεδομένα έχουν. Το δεύχερο προσαρμόζεχαι πολύ κ α λ ά με χα πραγμαχικα 

δεδομένα σε ημερήσια βάση, άλλα αποκλίνει σοβαρά σχην ωριαία βάση. 

Ι χην ε ρ γ α σ ί α χων Valdes κλπ. [1985], εξεχάζονχαι κ α ι πάλι χα δύο μονχέλα 

Poisson, χωρίς όμως ν α συγκρίνονχαι με ι σ χ ο ρ ι κ α , αλλά. με συνθεχ ικά δεδομένα 

που προέκυψαν από χη χρήση χου πολυδιάσχαχου μονχέλου χων Waymire κλπ. [1984]. 

Τ α συμπεράσμαχα ε ί ν α ι κ α ι εδώ α ν ά λ ο γ α , κ α ι επιπλέον προέκυψε όχι χα μονχέλα 

δεν μπορούν να αναπαράγουν με ικανοποιηχικό χρόπο χην καχανομή χων ακροχάχων 

ενχάσεων βροχής, δεδομένου όχι η καχανομή που δίνουν εζαρχάχαι σαφέσχαχα από 

χη χρονική κ λ ί μ α κ α που χρησιμοποιείχαι γ ια χον υπολογισμό χων παραμέχρων χους. 

2.3.3. Ηοντέλα Neyman-Scott 

Η α ν έ λ ι ξ η Neyman-Scott ε ί χ ε ε ι σ α χ θ ε ί α ρ χ ι κ ά χο 1939 από χο Neyman για χη 

μονχελοποίηση χου πληθυσμού ενχόμων κ α ι βακχηριδίων, Σχη συνέχε ια χρησιμο

ποιήθηκε από χους Neyman κ α ι S c o t t χο 1958, γ ι α χη μελέχη χης καχανομής χων 

γαλαξιών σχο χώρο. Ο πρώχος που χρησιμοποίησε χην α ν έ λ ι ξ η αυχή σχο χώρο χης 

υδρολογίας ε ί ν α ι ο LeCam (1961), γ ι α χην μελέχη χης ε π ι φ α ν ε ι α κ ή ς διανομής χων 

βροχοπχώσεων. Η α ν έ λ ι ξ η αυχή έ χ ε ι χρησιμοποιηθεί α κ ό μ α κ α ι γ ια χην μονχελο

ποίηση χης εμφάνισης χων σεισμών (χο 1970 από χον Vere-Jones). Γ ι α χο πρόβλημα 

χης περιγραφής χων ε μ φ α ν ί σ ε ω ν χης βροχής σχο χρόνο, η συγεκριμένη α ν έ λ ι ξ η 

χρησιμοποιήθηκε α ρ χ ι κ ά από χους Kavvas κ α ι Delleur χο 1975. 

Η α ν έ λ ι ξ η Neyman-Scott περιγράφει χην πραγμαχοποίηση γεγονόχων σχο χρό

νο (ή χο χώρο), χα οποία έχουν χην χάση να συμβαίνουν σε ομάδες ή σωρούς (clu

s t e r s ) . Αν σε κάθε ομάδα γεγονόχων ανχισχοιχίσουμε μ ι α χρονική σχιγμή πραγμα-

χοποίησης, που θ α ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε κένχρο χης ο μ ά δ α ς ( c l u s t e r c e n t e r ) , η α ν έ λ ι ξ η 

μπορεί να ορισχεί με χον παρακάχω χρόπο: 

α. Η εμφάνιση χων ομάδων γεγονόχων ακολουθεί χην ανέλιξη 

Poisson (N(t), t>0), με σχαθερή ένχαση λ. 

β. Το πλήθος χων γεγονόχων M(j) χης κάθε ομάδας , (j) είναι 

χυχαία μεχαβληχή, ανεξάρχηχη από όλες χις ανχίσχοιχες 

μεχαβληχές χων άλλων ομάδων. 

γ. Οι χρονικές θέσεις T(i,j) χων γεγονόχων κάθε ομάδας (j) 
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είναι ανεξάρτητες από όλες τις άλλες μεταβλητές της 

ανέλιξης. Οι σχετικές χρονικές αποστάσεις των γεγονότων 

από το κέντρο της ομάδας, S(i,j) = T(i,j) - T(j), είναι 

ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με κοινή συνάρτηση κατα

νομής . 

Από τον ορισμό προκύπτει ό τ ι η εν λόγω α ν έ λ ι ξ η ε ί ν α ι μόνιμη. Γ ι α να ο ρ ι 

σ τ ε ί πλήρως η α ν έ λ ι ξ η , χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι ν α καθοριστούν οι συναρτήσεις κατανομής των 

μ ε τ α β λ η τ ώ ν Μ κ α ι S. Μια χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ή ι δ ι ό τ η τ α της ε ί ν α ι ό τ ι ε π ι τ ρ έ π ε τ α ι η 

χρονική υπέρθεση των διαδοχικών ομάδων γεγονότων. 

Οι Κavvas και Deìleur [1981], αποδίδουν την κ α τ α λ λ η λ ό τ η τ α της α ν έ λ ι ξ η ς 

Neyman-Scott γ ι α την περιγραφή της βροχόπτωσης, στο γεγονός ό τ ι τ α μέτωπα 

βροχής ε μ φ α ν ί ζ ο ν τ α ι σε ομάδες. Στην ε ρ γ α σ ί α τους θεωρούν ό τ ι η κ ά θ ε ο μ ά δ α 

επεισοδίων βροχής αντ ιστοιχε ί σε έ ν α μηχανισμό παραγωγής βροχής (rainfall gen

e r a t i n g mechanism - RGM), κ α ι ό τ ι η β α σ ι κ ή α ν έ λ ι ξ η Poisson N(t), π ε ρ ι γ ρ ά φ ε ι 

την εμψανιση ακριβώς αυτών των μηχανισμών, θεωρούν α κ ό μ α ότ ι η χρονική υπέρ

θεση των ομάδων βροχής ε ί ν α ι μ ι α π ρ α γ μ α τ ι κ ό τ η τ α , που ο φ ε ί λ ε τ α ι στην ιδ ιότητα 

της μνήμης των μηχανισμών παραγωγής της βροχής. Γ ι α την συμπλήρωση του μοντέ

λου τους υπέθεσαν μ ι α γεωμετρική κατανομή για το πλήθος Μ των επεισοδίων κ ά θ ε 

ομάδας, κ α ι μ ι α ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή γ ια τ ις σχετ ικές χρονικές αποστάσεις S. Το 

μοντέλο τους το εφάρμοσαν στις ημερήσιες βροχοπτώσεις της Ινδιάνας, αφού προη

γούμενα ε φ ά ρ μ ο σ α ν έ ν α μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό στο χρόνο, α ν τ ι μ ε τ ω π ί ζ ο ν τ α ς έ τ σ ι το 

πρόβλημα των ανομογενών δεδομένων (λόγω των εποχιακών διακυμάνσεων των κλ ιμα

τ ικών χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ώ ν στη δ ι ά ρ κ ε ι α του έτους). Όπως τ ε λ ι κ ά παρατηρούν, το 

μοντέλο τους δ ι α τ η ρ ε ί τη σ τ ο χ α σ τ ι κ ή δομή του φυσικού φαινομένου της βροχής κ α ι 

τ ι ς περιθώριες κ α τ α ν ο μ έ ς των χρονικών μεταβλητών της, κ α ι έχε ι πρακτική σημα

σ ί α γ ι α τη μοντελοποίηση των εμφανίσεων βροχής, α λ λ ά μόνο γ ι α περιόδους που 

εμφανίζουν μονιμότητα (ομογένεια χαρακτηριστικών). 

Έ ν α ολοκληρωμένο μοντέλο α ν έ λ ι ξ η ς Neyman-Scott, με συνοδευτική ανέλιξη 

ύψους βροχής, αναπτύσσουν οι Rodriguez-Iturbe κλπ. [1984], παράλληλα με τ α δύο 

μ ο ν τ έ λ α Poisson, που περιγράφηκαν στην προηγούμενη υποπαράγραφο. Το μοντέλο 

τους, που χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε τ α ι σαν μοντέλο λευκού θορύβου Neyman-Scott (Neyman-Scott 

white noise model) δ ι α ρ θ ρ ώ ν ε τ α ι πάνω σ τ ι ς ί δ ι ε ς υποθέσεις, όπως κ α ι το προη

γούμενο των Kavvas-Delleur, με τ η δ ι α φ ο ρ ά ό τ ι το πλήθος των επεισοδίων M(j) 

κ ά θ ε ομάδας ( j ) ακολουθεί κ α τ α ν ο μ ή Poisson, κ α ι την πρόσθετη θεώρηση ό τ ι σε 

κ ά θ ε σ τ ι γ μ ι α ί ο ε π ε ι σ ό δ ι ο ( i , j ) μ ι α ς ο μ ά δ α ς α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί κ α ι έ ν α ύψος βροχής 

X(i,j), όπου όλα τ α ύψη επεισοδίων ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ α μεταξύ τους κ α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ α 

από οποιαδήποτε χρονική μ ε τ α β λ η τ ή , κ α ι ακολουθούν κο ινή ε κ θ ε τ ι κ ή συνάρτηση 
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κ α τ α ν ο μ ή ς . Αποδεικνύεται ό τ ι στο μοντέλο αυτό η ανέλιξη έντασης βροχής, θεω

ρούμενη σε συνεχή χρόνο, δεν έ χ ε ι Μαρκοβιανή δομή. 

Η ε φ α ρ μ ο γ ή του μ ο ν τ έ λ ο υ , όπως κ α ι των δύο μοντέλων Poisson που προ

αναφέρθηκαν, βασίστηκε σε βροχομετρικα στοιχε ία του Κολοράντο κ α ι της Βενεζου

έ λ α ς σε υδρολογικά ομογενε ίς περιόδους, δηλαδή σε μ η ν ι α ί α ή εποχιακή βάση. Οι 

παράμετροι κ α ι αυτού του μοντέλου υπολογίστηκαν με βάση τ α στατιστικό, χαρακτη

ριστικά, των ημερήσιων κ α ι των ωριαίων υψών βροχής. Ο υπολογισμός των παραμέ

τρων στηρίχτηκε στ ις ακόλουθες σχέσεις, οι οποίες προέκυψαν θεωρητικά, με βάση 

τ ι ς πιο πάνω υποθέσεις, κ α ι δίνουν τ ι ς ροπές πρώτης κ α ι δ ε ύ τ ε ρ η ς τ ά ξ η ς του 

ημερήσιου ή του ωριαίου ύψους βροχής:6 

Ε [ Υ ] = λμΔ / ν 

2Θ 2 

V a r [ Y ] = θ,Α + (βΔ - 1 + β - Ρ Δ ) 
ß 2 

θ 2 
C o v [ Y 1 ( Y k ] = — (1 - β - Ρ Δ ) 2

 β - Ρ ( κ _ 2 ) Δ , γ ι α κ > 2 
ß 2 

Από τις δύο τελευταίες προκύπτει ο συντελεστής αυτοσυ-

σχέτισης τάξης 1, αν τεθεί κ = 2: 

( 1
 _

 Θ
-βΔ)2 

Ργ(1) = 

(4βΔ/μ) + 2(βΔ - 1 + β"Ρ
Δ
) 

όπου 

θ
1
 = 2λμ / ν

2 

θ
2
 = βλμ

2
 / 2ν

2 

και 

λ = παράμετρος (ένταση) της βασικής ανέλιξης πραγματοποίησης 

των ομάδων επεισοδίων (Poisson), 

β = παράμετρος της εκθετικής κατανομής της μεταβλητής S 

(σχετική χρονική απόσταση επεισοδίου από το κέντρο της 

ομάδας), 

μ = παράμετρος της κατανομής Poisson της μεταβλητής Μ (πλή

θος επεισοδίων βροχής της κάθε ομάδας), 

ν = παράμετρος της εκθετικής κατανομής της μεταβλητής Χ (ύ-

ψος επεισοδίου βροχής) 

Υ = ημερήσιο ή ωριαίο ύψος βροχής, και 

Δ = αντίστοιχη χρονική ισοδιάσταση, δηλ. Δ = 1 ημέρα ή 1 ώρα 

αντ ίστοι χα. 

6. Οι οχέσεις δίνονται εδ* καπ§ς διαφοροποιημένες απ6 την αυθεντική τους μορφή, και έχουν διορδβθεί 

ορισμένα Χαυη που υπήρχαν {βλ. και Foufoula-Georgiou και Guttorp (1986)). 
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Στην περίπτωση χου εν λόγω μοντέλου, κ α ι σε αντίθεση με τα δύο μοντέλα 

Poisson, η παράμετρος λ της βασικής ανέλιξης βρέθηκε να έχει περίπου την ίδια 

τιμή, κ α ι για τ ις δύο κλίμακες δεδομένων που χρησιμοποιήθηκαν (ημερήσια κ α ι 

ωριαία). Εξ άλλου η σύγκριση της στοχαστικής δομής αυτοσυσχέτισης του μοντέλου 

με την αντίστοιχη των πραγματικών δεδομένων έδωσε πολύ καλώ. αποτελέσματα και 

στην ημερήσια, κ α ι στην ωριαία κλίμακα. Έτσι το μοντέλο υπερτερεί σαφώς των 

αντίστοιχων μοντέλων Poisson. 

Σχετικά με τη δομή αυτοσυσχέτισης του μοντέλου σε καθορισμένη διακριτή 

χρονική κ λ ί μ α κ α (όχι συνεχή), χρησιμοποιώντας τις πιο πάνω σχέσεις μπορεί 

κανείς να παράγει την ακόλουθη γενική σχέση για το συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

Κ-1 τάξης (για Δ = 1): 

Corr [Y,, Y k ] = Ργ(1) e - P ( k - 2 ) , 

Η τ ε λ ε υ τ α ί α σχέση σημαίνει ότ ι η δομή του μοντέλου ε ί ν α ι τύπου ARMA (1, Ι).7 

Το ίδιο μοντέλο ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι κ α ι στη εργασία των Valdes κλπ. [1985], σε 

σύγκριση κ α ι πάλι με τ α δύο μοντέλα Poisson, άλλα κ α ι με το πολυδιάστατο 

μοντέλο των Waymire κλπ. [1984], το οποίο χρησιμοποιείται κ α ι σαν βάση της 

σύγκρισης. Σ' αυτή την εργασία εισάγεται επιπλέον και η διάρκεια της κ α τ α ι 

γίδας, σαν όρος ανάλογος της διάρκειας επεισοδίου βροχής, που θεωρείται ως η 

μέγιστη από της χρονικές αποστάσεις των στιγμιαίων επεισοδίων μιας ομάδας, από 

το αντίστοιχο κέντρο της ομάδας. Τα συμπεράσματα είναι κα ι εδώ παρόμοια, με το 

επιπλέον συμπέρασμα ότι το μοντέλο δεν μπορεί να αναπαράγει με ικανοποιητικό 

τρόπο την κατανομή των ακρότατων εντάσεων βροχής, δεδομένου ότι η κατανομή 

που δίνει εξαρτάται σαφέστατα από τη χρονική κλίμακα που χρησιμοποιείται για 

τον υπολογισμό των παραμέτρων του. 

Οι Foufoula-Georgiou και Guttor ρ [1986] κάνουν μια λεπτομερή εξέταση του 

ίδιου μοντέλου, χρησιμοποιώντας δεδομένα του Κολοράντο και της Ουάσιγκτον, σε 

κλίμακες 1, 2, 4, 6, 12 κ α ι 24 ωρών. Οι κύριες παρατηρήσεις τους ε ίνα ι : 

(1) Η δομή εξάρτησης (αυτοσυσχέτίσης) του μοντέλου, εξαρτά

ται μόνο από στατιστικά χαρακτηριστικά τ-ου πλήθους των 

επεισοδίων μέσα σε μια ομάδα, και της σχετικής χρονικής 

διασποράς τους σ' αυτή δηλ. μόνο από τις παραμέτρους β 

και μ. και όχι από χαρακτηριστικά της συνοδευτικής ανέ

λιξης των υψών βροχής. Βασισμένοι σ' αυτή την παρατήρη

ση έδωσαν μια διαφορετική μέθοδο εκτίμησης των παρα

μέτρων . 

7. Και όχι Ηαρκοβιανού τύπου, που αναφέρουν οι Fouiould-Georgioti και Guttorp [1966], 
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(2) Η υπόθεση γ ι α τ η συνάρτηση κατανομής του πλήθους ε π ε ι 

σοδίων μ ιας ομάδας (πχ. Poisson ή γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ή ) , π α ί ζ ε ι 

πολύ σημαντικό ρόλο στο συνολικό μ ο ν τ έ λ ο , επηρεάζοντας 

δραστικά τ ι ς παραμέτρους τ ο υ . 

(3) Οι παράμετροι του μοντέλου δεν έχουν φυσικό νόημα, κ α ι 

συνεπώς το μοντέλο δεν μπορεί να θεωρηθεί ό τ ι α ν τ ι 

προσωπεύει τη φυσική πραγματ ικότητα, πάρα σαν μ ι α προσ

ε γ γ ι σ τ ι κ ή περιγραφή τ η ς , εξαρτώμενη από τη χρονική κ λ ί 

μακα εξέτασης του φαινομένου. 

Ας σημειωθεί ότι τα παραπάνω συμπεράσματα βρίσκονται σε αντίθεση με τα 

αρχικό, των Rodriguez-Iturbe κλπ, που θεώρησαν ότι οι παράμετροι του μοντέλου 

ε ίνα ι ανεξάρτητες της χρονικής κλίμακας εξέτασης του φαινομένου. 

2 . 3 . 4 . Μοντέλα Cox 

Ο όρος ανελίξεις Cox (Cox processes) χαρακτηρίζει σημειακές ανελίξεις με 

τυχαία μεταβαλόμενες εντάσεις. Το όνομα τους οφείλεται στον Cox που τις εισή

γαγε το 1955. Στη βιβλιογραφία αναφέρονται κα ι με τους όρους δίπλα, στοχαστικές 

ανελίξεις Poisson (doubly stochastic Poisson processes) και υπό συνθήκη ανε

λίξεις Poisson (conditional Poisson processes). Στη γενική περίπτωση, η α ν έ 

λιξη Cox χαρακτηρίζετα ι από την ανέλιξη έντασης, που ε ίνα ι μια μη αρνητική 

στοχαστική ανέλιξη (λ(υ), υ>0). Για κάθε σύνολο Α ορίζεται η τυχαία μεταβλητή 

Λ(Α) = S λ (μ)αυ 
Α 

Σύμφωνα με τον ορισμό των Smith και Karr [1983], μια σημειακή ανέλιξη ε ί ν α ι 

ανέλιξη Cox όταν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες: 

α. Για κάθε πεπερασμένη συλογή συνόλων Α^, Α
2
, .., Α

η
, 

χωρίς κοινό, στοιχεία, οι τυχαίες μεταβλητές Ν(Α^), 

N(Ag), .., N(A
n
) είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες, για 

δεδομένα Λ. 

β. Για κάθε μη αρνητικό αριθμό Κ, και για κάθε σύνολο Α, 

ισχύει : 

Ρ(Ν(Α) = Κ|Λ) = exp(-A(A)) (A(A))
k
 / Κ! (2.3.10) 

δηλαδή, η δεσμευμένη κατανομή του Ν(Α), για δεδομένο Λ, 
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είναι κατανομή Poisson, με παράμετρο Λ(Α). 

Όπως έχει αποδειχτεί, μια ανέλιξη Cox ε ίνα ι μόνιμη, όταν κ α ι μόνο όταν 

η ανέλιξη έντασης λ(ΐί) ε ίνα ι μόνιμη στοχαστική ανέλιξη. Μια σημαντική ιδιότητα 

της ανέλιξης αυτής ε ίνα ι ότι ο συντελεστής διασποράς είναι γενικό, διάφορος του 

1, κ α ι γι' αυτό μπορεί να εφαρμοστεί σε φυσικό, φαινόμενα που τα διάφορα γεγο

νότα έχουν την τάση της συσσώρευσης. Από τον ορισμό προκύπτει ότι στην οριακή 

περίπτωση που το λ(υ) ε ί ν α ι σταθερό (όχι τυχαία μεταβλητή), η ανέλιξη Cox 

μεταπίπτει σε ανέλιξη Poisson. 

Οι Smith και Karr χρησιμοποίησαν για την μοντελοποίηση των χρόνων εμφά

νισης των βροχοπτώσεων ένα τύπο ανέλιξης Cox, κ α ι που χαρακτηρίζεται με τον 

όρο ανανεωτική ανέλιξη. Cox με Μαρκοβιανή ένταση (renewal Cox prosses with Mar-

covlan Intens i ty - RCM). Πρόκειται για μια μόνιμη σημειακή ανέλιξη, που 

ταυτόχρονα είναι ανανεωτική ανέλιξη. Τα βασικά στοιχεία της βασικής ανέλιξης 

περιγραφής των πραγματοποιήσεων βροχής ε ίνα ι τ α ακόλουθα: (α1) Η ένταση της 

ανέλιξης ε ί ν α ι η ίδ ια μια εναλασσόμενη ανανεωτική ανέλιξη Μάρκοφ 2 κ α τ α 

στάσεων. Έτσι ο χρόνος διαιρείται σε δύο ειδών χρονικά διαστήματα, που εναλ

λάσσονται. Στα πρώτου είδους χρονικά, διαστήματα η ένταση παίρνει μηδενική τιμή 

(κατάσταση 0), ενώ στα δεύτερου είδους παίρνει μια θετική τιμή λ (κατάσταση 

1). (α2) Τα μήκη των διαστημάτων πρώτου και δευτέρου είδους είναι ανεξάρτητες 

τυχαίες μεταβλητές με (διαφορετικές για κάθε είδος) εκθετικές κατανομές. (α3) 

Κατά τη διάρκεια των μηδενικών τιμών της έντασης δεν πραγματοποιείται κανένα 

επεισόδιο βροχής, ενώ κατά τη διάρκεια των θετικών τιμών πραγματοποιούνται 

επεισόδια βροχής με ρυθμό λ. Συνοπτικά, η βασική ανέλιξη χρησιμοποιεί 3 παρα

μέτρους, γ ια τ ις τρε ις αντ ίστοιχες ε κ θ ε τ ι κ έ ς κατανομές που περιλαμβάνει. 

Παράλληλα στο μοντέλο χρησιμοποιείται μια συνοδευτική ανέλιξη για την περιγρα

φή των υψών βροχής, που βασίζεται στις εξής κυριότερες υποθέσεις: (β1) τα ύψη 

των επεισοδίων βροχής δεν εξαρτώνται από τους χρόνους πραγματοποίησης τους, 

κ α ι (β2) τ α ύψη των επεισοδίων βροχής ε ίνα ι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με 

κοινή κατανομή. 

Η ίδια ανέλιξη έχει εξεταστεί θεωρητικά κ α ι από τους Foufoula-Georgiou 

και Lettenmaier [1986], κ α ι Guttorp [1986). Ο τελευταίος μάλιστα ε ξ ε τ ά ζ ε ι κ α ι 

δύο ακόμα τύπους ανελίξεων της κατηγορίας αυτής, έναν με ένταση μεταβαλλόμενη 

από μέρα σε μέρα, βάσει μιας ενιαίας συνάρτησης κατανομής, κα ι έναν με ένταση 

που ακολουθεί ανέλιξη Gauss σε συνεχή χρόνο. 
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2 . 4 . ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Γ- ΔΥΟ ΙΔΙΑΙΤΕΡΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΒΡΟΧΗΣ 

2 . 4 . 1 . Το μοντέλο εσωτερικής δομής των Mari en και vandewi el e 

Το πολύ πρόσφατο μοντέλο των Marien και Vandewiele [1986], που μπορεί να 

χαρακτηριστεί ως μοντέλο προσομοίωσης σε μικρή χρονική βάση, αφού έχει την 

δυνατότητα να παράγει συνθετικές χρονοσειρες βροχής σε κλίμακα 10 λεπτών, 

διαφέρει από τα μοντέλα σημειακών ανελίξεων που εξετάστηκαν στην παράγραφο 

2.3, σε δύο κυρίως σημεία: (1) στο ότ ι θεωρεί το επεισόδιο βροχής σαν φυσική 

οντότητα που μπορεί να διαπιστωθεί σε ένα ιστορικό δείγμα, κ α ι (2) στο ότι το 

επεισόδιο βροχής έχει μια εσωτερική στοχαστική δομή, η οποία δεν ορίζεται έξω 

από τ α όρια του. Ακριβώς στα σημεία αυτά, το εν λόγω μοντέλο μοιάζει με το 

μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων που αναπτύχθηκε στην παρούσα εργασία. Ομοιό

τητες υπάρχουν επίσης κ α ι με το μοντέλο επιμερισμού της παρούσας εργασίας ως 

προς τη θεωρητική βάση κ α ι τη μεθοδολογία επιμερισμού που ακολουθείται. Για 

τους λόγους αυτούς εξετάζεται χωριστά και σε λεπτομέρεια.8 

Οι εν λόγω ερευνητές ξεκινούν με την παρατήρηση ότι η εισαγωγή της έν

νοιας του επεισοδίου ή της καταιγ ίδας 9 , έχει το πλεονέκτημα ότι τ α χαρακτηρι

στικό, διαδοχικών καταιγίδων είναι τελείως ανεξάρτητα και μπορούν να αναλυθούν 

με ακρίβεια, ακόμα κ α ι σε μια πολύ μικρή χρονική κλίμακα, όπως στην κλίμακα 

των 10 λεπτών, που χρησιμοποιούν στο μοντέλο τους. Σαν καταιγ ίδα ορίζουν μια 

ακολουθία βροχερών ΙΟλέπτων περιόδων, που περιορίζεται από μία τουλάχιστον 

ΙΟλεπτη στεγνή περίοδο στην αρχή της κ α ι μία στο τέλος της, με την προϋπόθεση 

ότι το συνολικό ύψος βροχής της ε ί ν α ι μεγαλύτερο από 0.4 mm. Οι ακολουθίες 

βροχερών περιόδων με μικρότερο ύψος βροχής δεν μοντελοποιούνται. Επιπλέον 

θεωρούν ότι κάθε καταιγ ίδα αποτελείται από επιμέρους καταιγίδες, που διαχωρί

ζονται μεταξύ τους στα σημεία όπου η ένταση βροχής εμφανίζει τοπικό ελάχιστο 

(στον κανόνα αυτό δέχονται κ α ι ορισμένες εξαιρέσεις). Ετσι η συνολική διάρκεια 

D ενός επεισοδίου δ ι α ι ρ ε ί τ α ι σε επιμέρους δ ι ά ρ κ ε ι ε ς (D^, Dg D^), που 

έχουν άθροισμα ίσο με D, ενώ αντίστοιχη θεώρηση γίνεται κ α ι για το συνολικό 

ύψος βροχής Η του επεισοδίου. 

Στον πιο πάνω ορισμό μπορεί κανείς να παρατηρήσει τα ακόλουθα: 

1. Ο ορισμός δεν επιτρέπει την ύπαρξη στεγνών περιόδων μέσα 

8. ηαρόλο που η εκπόνηση αυτής της εργασίας είχε οιισιασχικα ο)ΐοκ)ιηρβθεί πριν απά χη δημοσίευση της 
εργασίας τβν ttarrien-Yandeiiele. 

9. Οι Karlen και Vandeiiele προτιμούν χον όρο 'καταιγίδα' ανιί 'επεισόδιο βροχής*. ' 
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σε ένα ε π ε ι σ ό δ ι ο . Αυτό Εχει μερικό, μ ε ι ο ν ε κ τ ή μ α τ α , που θα 

συζητηθούν σε επόμενη παράγραφο ( 2 . 6 . 1 ) . 

2. Εφόσον δύο διαδοχικό, ε π ε ι σ ό δ ι α βροχής μπορούν να 

δ ι α χ ω ρ ί ζ ο ν τ α ι από μ ι α χρονική απόσταση 10 λεπτών μόνο, 

ε ί ν α ι αμφισβητήσιμης ορθότητας η υπόθεση της α ν ε ξ α ρ τ η 

σίας των χαρακτηριστικών τ ο υ ς . 

3. Στη μ ικρή χρονική κ λ ί μ α κ α των 10 λεπτών ε ί ν α ι πιθανό ό τ ι 

ο ι αγνοούμενες από το μοντέλο π ε ρ ί ο δ ο ι με ύψος μ ι κ ρ ό τ ε ρ ο 

από 0.4 mm, μπορεί να αποτελούν σοβαρό ποσοστό της συν

ο λ ι κ ή ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, κ α ι να δ ίνουν αθροιστ ικά, ενα 

σοβαρό συνολικό ύψος βροχής. 

Σαν συνέπεια του παραπάνω ορισμού, ο χρόνος διακοπής της βροχής, Β, (που 

περιλαμβάνει κ α ι τ ις περιόδους της βροχόπτωσης που δεν μοντελοποιείται κ α ι 

χαρακτηρίζεται σαν "σχεδόν-στεγνή διάρκεια" (quasi-dry time) ), εχει μια πολύ

πλοκη συνάρτηση κατανομής, που είναι συνδυασμός τριών επιμέρους συναρτήσεων, 

μιας βήτα κ α ι δύο Weibull, με 5 συνολικά παραμέτρους. Οι ερευνητές θεωρούν 

ότι η χρήση του συνδυασμού τριών συναρτήσεων κατανομής βρίσκεται σε συμφωνία 

με το φυσικό φαινόμενο, δεδομένου ότι οι χρόνοι διακοπής της βροχής κατατάσ

σονται σε τρεις διαφορετικές κατηγορίες (βλ. κ α ι υποπαράγραφο 2.6.1.). Για το 

ύψος επεισοδίου βροχής υπέθεσαν κατανομή Weibull 2 παραμέτρων. Για τη διάρκεια 

βροχής υπέθεσαν ότι η δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή της για δεδομένο ύψος βροχής 

ε ίνα ι γραμμική συνάρτηση του ύψους βροχής, ενώ η δεσμευμένη κατανομή της μπο

ρεί να περιγραφεί από τη συνάρτηση κατανομής γάμα 2 παραμέτρων, με συντελεστή 

διασποράς ανεξάρτητο της τιμής του ύψους βροχής. Συνολικά η έκφραση της δε

σμευμένης κατανομής της διάρκειας απαιτεί 3 παραμέτρους. Στο επίπεδο της εσω

τερικής δομής του επεισοδίου γ ίνονται οι εξής θεωρήσεις: (i) η βροχή φ τ ά ν ε ι 

με σ τ ι γ μ ι α ί ε ς εμφανίσεις που ακολουθούν την ανέλιξη Poisson, με ένταση λ. 

(ϋ) η ένταση λ ε ί ν α ι μια τυχαία μεταβλητή με τριγωνική κατανομή, που παίρνει 

μια συγκεκριμένη τιμή μέσα σε κάθε επεισόδιο, αλλά αλλάζει τιμή από επεισόδιο 

σε επεισόδιο, κ α ι (ili) ένα επιμέρους επεισόδιο θεωρείται ότί περιλαμβάνει ένα 

σταθερό αριθμό στιγμιαίων εμφανίσεων, και συνεπώς όταν συμπληρωθεί ο αριθμός 

αυτός τελειώνει το επιμέρους επεισόδιο, κ α ι ξεκινά ένα καινούργιο. Οι θεω

ρήσεις αυτές δεν χρησιμοποιούνται άμεσα στην τελική μορφή του μοντέλου, αλλά 

χρησιμεύουν ως θεωρητική βάση γι.α τη δόμηση του. 

Σαν συνέπεια των υποθέσεων γ ια την εσωτερική δομή, οι επιμέρους 

διάρκειες, δηλαδή οι μεταβλητές Dj (J=1,..N), ακολουθούν μια εν ια ία κατανομή 

γάμα, και συνεπώς το διάνυσμα των μεταβλητών: 
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Dl £>H On 
> » · « · > 

D D D 

ακολουθεί την κ α τ α ν ο μ ή Dirlchlet n διαστάσεων. Η κατανομή αυτή έ χ ε ι την α κ ό 

λουθη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

n n χ ^ Ι - 1 

f i x î , x 2 , . . . , x n ) = Γ ( Σ p t ) Π 
1=1 1=1 Γ ( Ρ ί ) 

n 
όπου Ο < Χ) < 1 , p i > Ο, 1 : 1 n κ α ι Σ χ^ = 1 . 

i = 1 

Στη συγκεκριμένη περίπτωση όλα τ α ρ^ ε ί ν α ι ίσα. Γ ι α n = 2 η παραπάνω κατανομή 

μ ε τ α π ί π τ ε ι σε Βήτα, κ α ι το γεγονός αυτό αξ ιοποιε ίτα ι γ ια την σ τ α δ ι α κ ή παραγωγή 

των επιμέρους δ ιαρκειών από τη συνολική, με τρόπο παρόμοιο όπως στο μοντέλο 

επιμερισμού της παρούσας εργασίας. 

Με τ η θεώρηση ό τ ι τ α ύψη βροχής των επιμέρους επεισοδίων προς το συν

ο λ ι κ ό ύψος (Hj / Η) ακολουθούν κ α τ ά προσέγγιση κ α τ α ν ο μ ή Dir lchlet με παρα

μέτρους P j α ν ά λ ο γ ε ς των τιμών των αντ ίστοιχων επιμέρους δ ιαρκειών d j , κ α θ ο 

ρ ί ζ ε τ α ι κ α ι η δ ι α δ ι κ α σ ί α ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ τ ο υ ο λ ι κ ο ύ ύψους βροχής, σε τρόπο 

παρόμοιο με τον α ν τ ί σ τ ο ι χ ο των διαρκειών. Αφού οριστεί σε κ ά θ ε επιμέρους ε π ε ι 

σόδιο η δ ι ά ρ κ ε ι α κ α ι το ύψος βροχής του, στη συνέχεια κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ε τ α ι το υετο-

γραφημα του με τη μορφή ενός ισοσκελούς τριγώνου. 

Το τ ε λ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο έ χ ε ι 19 συνολικό, π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς , από τ ι ς οποίες οι δύο 

α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι στην ποσοτική περιγραφή του μη μοντελοποιημένου τμήματος, δηλαδή 

του συνολικού ύψους των επεισοδίων βροχής με μερικό ύψος μικρότερο από 0.4 mm, 

που υ π ο λ ο γ ί ζ ε τ α ι ως γ ρ α μ μ ι κ ή συνάρτηση του χρόνου διακοπής της βροχής. Οι 

παράμετροι του υπολογίζονται με βάση δεδομένα μιας ομογενούς περιόδου (εποχής) 

κ α ι από αυτή την άποψη ε ί ν α ι εποχιακό. Η εφαρμογή του έ γ ι ν ε γ ι α δύο εποχές, 

την χ ε ι μ ε ρ ι ν ή (Οκτώβριος-Μαρτιος) κ α ι την θερινή, κ α ι β α σ ί σ τ η κ ε σε δεδομένα 

13.5 ετών του Βελγίου. Ο έλεγχος της α κ ρ ί β ε ι α ς του μοντέλου βασίστηκε σε σ τ α 

τ ι σ τ ι κ ο ύ ς ελέγχους των υποθέσεων του κ α ι σε σύγκριση των συνθετικών χρονο-

σειρών με τ ι ς ι σ τ ο ρ ι κ έ ς , κ ύ ρ ι α σε ό τ ι άφορα τ ι ς προκύπτουσες μέγιστες ε ντ άσε ι ς 

δεδομένης δ ι ά ρ κ ε ι α ς κ α ι περιόδου επαναφοράς, ο ι οποίες έχουν αποκλίσεις από 

-8'/. μ έ χ ρ ι 36*/.. Οι συγγραφείς του χο χαρακτηρίζουν ως το πρώτο ολοκληρωμένο 

μ ο ν τ έ λ ο - γ ε ν ν ή τ ρ ι α βροχής με έ μ φ α σ η σ τ ι ς συνθήκες ισχυρών κ α τ α ι γ ί δ ω ν , που 

μπορεί ν α λειτουργήσει σε οποιαδήποτε χρονική κ λ ί μ α κ α , κ α ι θεωρούν ως ισχυρό 

σημείο του το γεγονός ό τ ι περιγράφει πλήρως τ α επεισόδια βροχής, κ α ι παράγει 

συνθετικά υετογραφήματα με πολλές αιχμές. 

Μερικό, α δ ύ ν α τ α σ η μ ε ί α του μοντέλου που μπορεί κανε ίς να δ ιακρίνε ι , πέρα 
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από όσα αναφέθηκαν σε σχέση με τον ορισμό του επεισοδίου, ε ί ν α ι το μεγάλο 

πλήθος παραμέτρων, οι (αυθαίρετες) τριγωνικές μορφές των υετογραφηματων, κα ι 

η παραδοχή του σταθερού αριθμού στιγμιαίων εμφανίσεων ανα επιμέρους επεισόδιο, 

που μάλλον δεν συνδυάζεται με τις τριγωνικές μορφές των υετογραφηματων. Σε 

σχέση με τα μοντέλα που αναπτύσσονται στην παρούσα εργασία, παρόλες τις ομοι

ότητες στη λογική με το μοντέλο Marien-Vandewlele, εμφανίζονται σαφείς διάφο

ρες στον ορισμό του επεισοδίου βροχής, στις χρησιμοποιούμενες κατανομές κ α ι 

στην εσωτερική δομή, ενώ η μεθοδολογία επιμερισμού που χρησιμοποιείται στο 

τελευταίο μπορεί να θεωρηθεί σαν ε ιδ ική οριακή περίπτωση του μοντέλου επι

μερισμού που αναπτύχτηκε στην παρούσα εργασία. 

2 . 4 . 2 . Το μοντέλο επιμερισμού των Wool Μ ser και Osborn 

Οι Woolhiser και Osborn [1985] ανέπτυξαν ένα μοντέλο επιμερισμού των 

καταιγίδων σε σημειακή βάση, το οποίο λειτουργεί πάνω σε αδιαστατοποιημένες 

κλίμακες χρόνου κ α ι ύψους βροχής. Όπως κ α ι το μοντέλο της προηγούμενης υπο

παραγράφου, το εν λόγω μοντέλο παρουσιάζει ομοιότητες με την παρούσα εργασία 

κ α ι γ ι ' αυτό ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι εδώ ξεχωριστά. 

Οι συγγραφείς ξεκινούν οριοθετώντας τους στόχους της σύγχρονης έρευνας 

πάνω στις βροχοπτώσεις, βασιζόμενοι στην ανάγκη ανάπτυξης αποτελεσματικών 

μοντέλων βροχής, κατάλληλων για μικροϋπολογιστές. Οι στόχοι που θέτουν ε ίναι : 

(1) Να αναπτυχθούν τεχνικές για επιμερισμό των ημερήσιων βροχοπτώσεων σε 

ξεχωριστό, επεισόδια, με καθορισμό των υψών βροχής, διαρκειών και χρόνων πρα

γματοποίησης τους, (2) να αναπτυχθούν τεχνικές για τον επιμερισμό των υψών 

βροχής των σημαντικών επεισοδίων σε ύψη μικρότερων χρονικών περιόδων, κα ι (3) 

να εξεταστούν η επιφανειακή κ α ι η χωρική μεταβλητότητα της δομής κ α ι των 

παραμέτρων των μοντέλων σε κλίμακα ημέρας και επεισοδίου. Το μοντέλο τους το 

εντάσσουν στον δεύτερο από τους στόχους αυτούς.10 

Οι βασικές ιδέες που συγκροτούν το μοντέλο ε ίνα ι οι ακόλουθες: 

1. Η δ ι ά ρ κ ε ι α κάθε ε π ε ι σ ο δ ί ο υ βροχής χ ω ρ ί ζ ε τ α ι σε m ίσα 

δ ιαστήματα, δ ι α κ ε ι α ς D/m. Η δ ι α δ ι κ α σ ί α επιμερισμού άφορα 

τον προσδιορισμό των υψών βροχής αυτών των διαστημάτων. 

Στο μοντέλο θ ε ω ρ ε ί τ α ι m = 10. 

2. Ο χρόνος μέσα σ τ ο ε π ε ι σ ό δ ι ο α δ ι α σ τ α τ ο π ο ι ε ί τ α ι με τ ο 

μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό τ * = ( τ - τς>) / D, όπου τ 0 ο χρόνος έ ν α ρ -

10. Τα μοντέλα που αναπτύχθηκαν οτη,ν παρούσα εργαοία μπορεί να θεβρηθεί ότι εξυπηρετούν τους 5ΰο 
πρΦτους από τους στόχους αυτούς. 
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ζης του επεισοδίου. Ισχύει ο < t
K
 < 1. 

3. Το ύψος βροχής μέσα σχο επεισόδιο αδιαστατοποιείται με 

χο μεχασχημαχισμό IKt*) = S(t) / Η, όπου Η χο συνολικό 

ύψος χου επεισοδίου, και S(x) χο ύψος βροχής μέχρι χο 

χρόνο χ =χ
χ
 D + to (θεωρείται όχι S(t<))=0). 

4. Οι μεταβλητές που τελικά χρησιμοποιούνχαι προκύπχουν από 

μεχασχημαχισμό χων αδιασχαχοποιημένων υψών ως εξής: 

U(K/m) - U((k-1)/m) 
Z(k) = , όπου k = 1, 2 m 

1 - U((k-1)/m) 

Σχην παραπάνω σχέση ο αριθμηχής δείχνει χο αδια-

σχαχοποιημένο ύψος βροχής σχο k διασχημα και ο παρονο-

μασχής χο άθροισμα χων υψών βροχής χων διαστημάτων από k 

μέχρι m. Συνεπώς 0 < Z(k) < 1 για k < m, και Z(m) = 1. 

Εύκολα μπορεί να διαπισχώσει κανείς όχι αν ορισχούν χα 

Z(k) για k = I,...,m-1, χόχε προκύπχουν όλα χα αδια-

σχαχοποιημενα και σχη συνέχεια χα πραγματικά ύψη βροχής 

όλων χων υποδιασχημαχων, με βάση χη σχέση: 

k 
U(k/m) = 1 - Π [1 - Ζ(1 ) ] 

i = 1 

5. Για χη σχαδιακή παραγωγή χων Z(k) απαιχείχαι να είναι 

γνωσχή η δεσμευμένη συνάρτηση καχανομής χου Z(k) για 

δεδομένη χιμή χου Z(k-1). Σχο μοντέλο γίνεχαι η υπόθεση 

όχι η καχανομή αυχή είναι βήχα με παραμέτρους που 

εξαρχώνχαι από χο k (a^.b^). Προϋποχίθεχαι όχι η ακολου

θία χων Z(k) είναι Μαρκοβιανή, οπόχε και δεν απαιχείχαι 

ο καθορισμός άλλων, εκχός από χην παραπάνω, δεσμευμένων 

ή από κοινού συναρήσεων καχανομής. 

6. θεωρείχαι επίσης όχι η αναμενόμενη χιμή χου Z(k) για δε

δομένη χιμή χου Z(k-1) είναι γραμμική συναρχηση χης χε-

λευχαίας. Αυχή η θεώρηση προσθέτει 2 ακόμα παραμεχρους 

για κάθε χιμή χου k (ο
κ
,αμ>), αποδεικνύεχαι όμως όχι μόνο 

η μια από αυχες είναι ανεξαρχηχη. 

7. Το μονχελο δεν χρησιμοποιεί σαν μεχαβληχες χα αρχικά ύψη 

βροχής, αλλά. χις μεχασχημαχισμενες μεχαβλητες Z(k). 

Έχσι για να υπολογισχούν οι παραμεχροι χου από ενα 

ιστορικό δείγμα, πρέπει πρώτα να σχηματιστούν οι αντί-
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στοιχες χρονοσειρές από χο δείγμα. 

Το μοντέλο, όπως τ ε λ ι κ ά χρησιμοποιήθηκε δηλαδή γ ι α m = 10, έ χ ε ι 26 παρα

μέτρους (=(10-1)*3 - 1). Μια προσπάθεια μείωσης του αριθμού αυτού, με χρησιμο

ποίηση κ ά π ο ι ω ν πολυωνυμικών ε κ φ ρ ά σ ε ω ν του α δ ι ά σ τ α τ ο υ χρόνου, έδωσε 10 

παραμέτρους, τ ε λ ι κ ά όμως συν ιστ άτ αι έ ν α σχήμα με 13 παραμέτρους. Ό λ ε ς αυτές 

ο ι παράμετροι αφορούν την εσωτερική δομή του επεισοδίου κ α ι μόνο. Ά ν ληφθούν 

υπόψη κ α ι οι παράμετροι που αφορούν εξωτερικά χαρακτηριστ ικά των επεισοδίων11, 

τ ό τ ε ο αριθμός αυτός αυξάνε ι . Σχετ ικά με τ α εξωτερικά χαρακτηριστ ικά, γ ίνονται 

ο ρ ι σ μ έ ν ε ς πρόσθετες παραδοχές, όπως ό τ ι η κ α τ α ν ο μ ή του ύψους ε π ε ι σ ο δ ί ο υ 

βροχής ε ί ν α ι ε κ θ ε τ ι κ ή , ό τ ι η δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή της δ ι ά ρ κ ε ι α ς γ ι α δεδομένο 

ύψος ε ί ν α ι λ ο γ α ρ ι θ μ ο κ α ν ο ν ι κ ή , κ α ι ό τ ι η α ν α μ ε ν ό μ ε ν η τ ι μ ή του λογαρίθμου της 

δ ι ά ρ κ ε ι α ς γ ι α δεδομένο ύψος, ε ί ν α ι γραμμική συνάρτηση του ύψους. 

Η εφαρμογή του μοντέλου σε μ ι α περιοχή της Αριζόνας, κ α ι οι σύγκριση του 

με τ α σ τ ο ι χ ε ί α 275 καλοκαιρινών καταιγίδων, έ δ ε ι ξ ε μ ι α αποδεκτή προσέγγιση του 

με τ α δεδομένα. Οι συγκρίσεις που έγιναν με τ α πραγματικά δεδομένα αφορούσαν 

τ ι ς περιθώριες κ α τ α ν ο μ έ ς κ α ι την αλληλεξάρτηση των μεταβλητών Ζ(κ), καθώς κ α ι 

τ ι ς κ α τ α ν ο μ έ ς των μεγίστων εντάσεων βροχής γ ια δ ιάρκε ιες 5 μέχρι 120 λεπτών. 

Μερικά α δ ύ ν α τ α σημεία του μοντέλου, που μπορεί κ α ν ε ί ς να δ ι α κ ρ ί ν ε ι , ε ί 

ν α ι : (α) το μεγάλο πλήθος παραμέτρων του, (β) η θεμελίωση των θεωρητικών υπο

θέσεων κ α ι της δ ι α δ ι κ α σ ί α ς υπολογισμού των παραμέτρων του μοντέλου πάνω στις 

μ ε τ α β λ η τ έ ς Ζ(κ), που δεν έχουν φυσικό νόημα, κ α ι (γ) η χρησιμοποίηση σταθερού 

αριθμού χρονικών υποδιαιρέσεων σε συνδυασμό με τη χρησιμοποίηση της αδιάστατης 

χρονικής κλίμακας, που καθιστά αδύνατη την συναγωγή ασφαλών συμπερασμάτων πάνω 

σε μ ι α ε ν ι α ί α κ λ ί μ α κ α πχ. ωριαία. 

Το κοινό σημείο του μοντέλου αυτού με τ α μοντέλα που αναπτύχθηκαν στην 

παρούσα ε ρ γ α σ ί α , α ν α φ έ ρ ε τ α ι στη χρήση των μεταβλητών Ζ(κ), που ε ί ν α ι τ α υ τ ό 

σημες με τ ι ς α ν α λ ο γ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς , του δυναμικού μοντέλου επιμερισμού, όπως 

έχουν ε ι σ α χ θ ε ί στο κ ε φ ά λ α ι ο 1. θ α πρέπει όμως ν α σημειωθεί μ ι α ο υ σ ι α σ τ ι κ ή 

διαφορά στη χρήση αυτών των μεταβλητών: Στο δυναμικό μοντέλο επιμερισμού ε ί ν α ι 

ε ν δ ι ά μ ε σ ε ς μεταβλητές, με σ τ α τ ι σ τ ι κ ά χαρακτηριστ ικά κ α ι κατανομές που προκύ

πτουν σε κ ά θ ε βήμα επιμερισμού, συναρτήσει των χαρακτηριστικών του προς επιμε

ρισμό μεγέθους, που στη συγκεκριμένη περίπτωση ε ί ν α ι το ύψος βροχής, ενώ α ν τ ί 

θ ε τ α στο μοντέλο Woolhisei—Osborn ε ί ν α ι οι β α σ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς , των οποίων τ α 

χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά υπολογίζονται από το ιστορικό δ ε ί γ μ α , μ ε τ ά από ε ι δ ι κ ή επεξερ

γ α σ ί α . 

Π. Στην ερνασία (εν είναι οα*ες nèç ορίζεται io ειιειαοδιο βροχής 
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2 . 5 . Β Ι Β Λ Ι Ο Γ Ρ Α Φ Ι Κ Η ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ Δ - ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΒΡΟΧΗΣ 

2 . 5 . 1 . Γ ε ν ι κ ά χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά 

Τ α ε π ι φ α ν ε ι α κ ά μοντέλα δεν ε ξ α ν τ λ ο ύ ν τ α ι στην περιγραφή κ α ι προσομοίωση 

(στο χρόνο) της βροχόπτωσης σε έ ν α μόνο σημείο μ ι α ς λ ε κ ά ν η ς απορροής, ά λ λ α 

περιλαμβάνουν κ α ι τη δ ιανομή της στο χώρο, δηλαδή ε ί ν α ι μοντέλα χωροχρονικά. 

Αν πρόκειται να περιγραφεί ε π ι φ α ν ε ι α κ ά η βροχόπτωση σε μεγάλη χρονική κ λ ί μ α κ α , 

δηλαδή από μ η ν ι α ί α κ α ι πάνω, χρησιμοποιε ίται κάποιο από τ α γνωστά μη ε ξ ε ι δ ι 

κ ε υ μ έ ν α πολυδιάστατα σ τ α τ ι σ τ ι κ ά μοντέλα. Έ τ σ ι ο όρος "επιφανειακά μοντέλα 

βροχής" χρησιμοποιε ίται γ ι α τ α μ ο ν τ έ λ α μικρής χρονικής κ λ ί μ α κ α ς , δηλαδή από 

τ η ν κ λ ί μ α κ α τ ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ βροχής κ α ι κ ά τ ω . Επειδή σ τ η ν ε ρ γ α σ ί α α υ τ ή 

ε ν δ ι α φ ε ρ ό μ α σ τ ε μόνο γ ι α τη σημε ιακή βροχόπτωση, η α ν α λ υ τ ι κ ή επισκόπηση των 

επ ιφανε ιακών μοντέλων ξ ε φ ε ύ γ ε ι από το ερευνητ ικό α ν τ ι κ ε ί μ ε ν ο , κ α ι γ ι ' αυτό θα 

δώσουμε μ ε ρ ι κ ά συνοπτικά μόνο στοιχεία. 

Σύμφωνα με την επ ικρατούσα ορολογία (βλ. Bras και Rodriguez-Iturbe 

[1976α]), τ α μ ο ν τ έ λ α α υ τ ά μπορούν να ταξινομηθούν σε δύο τύπους, ανάλογα με τη 

μ α θ η μ α τ ι κ ή δομή τους : (α1) τ α π ο λ υ μ ε τ α β λ η τ ά (mult ivariate), που περιγράφουν 

το φ α ι ν ό μ ε ν ο της βροχής σ ε ε ν α σύνολο από σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν ο υ ς β ρ ο χ ο μ ε τ ρ ι κ ο ύ ς 

σταθμούς μ ι α ς λ ε κ ά ν η ς απορροής ή γεν ικότερα μιας περιοχής μελέτης, κ α ι (α2) τ α 

κ α θ α ρ ώ ς ε π ι φ α ν ε ι α κ ά ή π ο λ υ δ ι ά σ τ α τ α ( a r e a l ή mult idimensional), που π ε ρ ι 

γράφουν το φαινόμενο της βροχής σε κ ά θ ε σημείο της περιοχής μελέτης. Εξ άλλου 

τ α μοντέλα α υ τ ά , ανάλογα με τη θεωρητική τους βάση μπορούν να ταξινομηθούν σε 

τ ρ ε ι ς κ α τ η γ ο ρ ί ε ς (βλ. Waymire και Gupta [1981a]): (β1) τ α φυσικά ή προσδιορι

σ τ ι κ ά , δηλαδή α υ τ ά που θεμελιώνονται στη μηχανική των ρευστών κ α ι τη θερμοδυ

ν α μ ι κ ή , (β2) τ α ε μ π ε ι ρ ι κ ά , που β α σ ί ζ ο ν τ α ι σε ορισμένες ι δ ι ό τ η τ ε ς της βροχής, 

ως χ ω ρ ο χ ρ ο ν ι κ ο ύ φ α ι ν ο μ έ ν ο υ , που έχουν ε μ π ε ι ρ ι κ ά δ ι α π ι σ τ ω θ ε ί , κ α ι (β3) τ α 

σ τ ο χ α σ τ ι κ ά , που σ τ η ρ ί ζ ο ν τ α ι στη θεωρία των τυχαίων πεδίων (random fields). 

Σύμφωνα με την ανάλυση χων Bras και Rodriguez-Iturbe [1976α]), η βασική 

συμπεριφορά των βροχοπτώσεων σε επιφανειακή κλίμακα συνοψίζεται στα ακόλουθα: 

1 . Κάθε κ α τ α ι γ ί δ α μ ε τ α κ ι ν ε ί τ α ι στο χώρο με μ ι α μέση 

τ α χ ύ τ η τ α U, α κ ο λ ο υ θ ώ ν τ α ς μ ι α ο ρ ι σ μ έ ν η τ ρ ο χ ι ά . Μεμονωμέ

ν ε ς δ ι α τ α ρ α χ έ ς , μέσα στην π ε ρ ι ο χ ή τ ο υ σ υ σ τ ή μ α τ ο ς που 

π ρ ο κ α λ ε ί τ η ν κ α τ α ι γ ί δ α , κ ι ν ο ύ ν τ α ι με τ η ν ί δ ι α π ε ρ ί π ο υ 

τ α χ ύ τ η τ α . 

2 . Η βροχή που π έ φ τ ε ι σε κ ά π ο ι α χ ρ ο ν ι κ ή σ τ ι γ μ ή β ρ ί σ κ ε τ α ι σε 

ε ξ ά ρ τ η σ η με τ ο τ ί έ χ ε ι π ρ ο γ η θ ε ί χ ρ ο ν ι κ ά . ( Α υ τ ό ε π ε κ τ ε ί -
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νεχαι, και στη συμπεριφορά της σημειακής βροχόπτωσης.) 

Έχει διαπιστωθεί όχι υπάρχει σαφής εξάρτηση της βροχής 

στο χώρο. 

Η εξάρτηση στο χώρο και το χρόνο δεν μπορούν να διαχω

ριστούν, ούτε είναι ανεξάρτητες μεταξύ χους. 

Η βροχόπτωση είναι μη μόνιμο φαινόμενο. Τα στατιστικό, 

χαρακτηριστικά της (μέση τιμή, τυπική απόκλιση) μετα

βάλλονται με το χρόνο σε όλα τα σημεία του χώρου. (Αυτό 

αφορά και τη σημειακή βροχόπτωση.) 

2.5.2. Μερικά βασικά μοντέλα της βιβλιογραφ ίας 

Έ ν α κ λ α σ ι κ ό ολοκληρωμένο μοντέλο, που σύμφωνα με την ορολογία της 

προηγούμενης υποπαραγράφου χαρακτηρίζεται ως πολυδιάστατο και στοχαστικό, 

ε ί ν α ι το μοντέλο των Bras και Rodriguez-Iturbe [1976α]). Η θεμελίωση του 

γίνεται πάνω σχην ποσοχική περιγραφή χης έντασης της βροχής, κ α τ ά τη διάρκεια 

μιας κ α τ α ι γ ί δ α ς , ως μη μόνιμου τυχαίου πεδίου Gauss. Οι βασικές του υποθέσεις 

ε ί ν α ι οι εξής : 

1. Η μη μ ο ν ι μ ό τ η τ α α ν τ ι μ ε τ ω π ί ζ ε τ α ι με την ε ι σ α γ ω γ ή δύο 

ν τ ε τ ε ρ μ ι ν ι σ τ ι κ ά π ρ ο σ δ ι ο ρ ι ζ ό μ ε ν ω ν συναρτήσεων τ ο υ χρόνου 

και του χώρου, Ι μ ( χ , Χ ) και σ ( χ , χ ) , σύμφωνα με χην ε ξ ί 

σωση: 

Ι ( χ , χ ) = Ι μ ( χ , χ ) + R ( x , t ) o ( x , t ) 

όπου Ι (χ,τ) η ένταση στο σημείο με χωρικές συντεταγ

μένες χ, στο χρόνο τ, Ιμ(χ,χ) η ανχίσχοιχη μέση ένχαση, 

σ(χ,χ) η ανχίσχοιχη διασπορά της έντασης, και R(x,t) το 

κανονικοποιημένο στοχαστικό υπόλοιπο, με μέση τιμή 0 και 

τυπική απόκλιση 1. 

2. Η μέση ένταση Ιμ και η αντίστοιχη διασπορά σ σε 

οποιοδήποτε σημείο αναφοράς, που χαρακτηρίζεται από τη 

συντεταγμένη Xj, όπου ο άξονας xj θεωρείται παράλληλος 

με χην ταχύτητα U, δίνονται από τις σχέσεις: 

Ιμ(Χ,ΐ) = ι
α
(τ - x^U) 

σ(χ,χ) = σ
α
(τ - x^U) 

όπου οι συναρτήσεις ι
α
(Ί) και σ

α
(ΐ) προσδιορίζονχαι από 
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αδιαστατες καμπύλες, ανάλογες με χις καμπύλες ποσο

στιαίας κατανομής της βροχής (βλ. παράγραφο 2.2.5). 

3. Προκείμενου να καθοριστεί η στατιστική δομή των υπο

λοίπων R(x,t), θεωρείται ότι η συνάρτηση συνδιασπορας 

τους ακολουθεί την υπόθεση Taylor για την τύρβη, και ότι 

το τυχαίο πεδίο των εντάσεων είναι ισοτροπικό, οπότε: 

r(x,t; z,t+s) = E[R(x,t)R(z,t+s)) = r
0
(w) 

όπου w = [(x
2
-z

2
)

2 +
 (*1"

z
1

 + u
s )

2
]

1
/

2 

Ι τ η ν ε φ α ρ μ ο γ ή του μ ο ν τ έ λ ο υ θεωρήθηκε ό τ ι η Γ 0 = exp(-aw), με a = 0.15, 

ενώ υ ι ο θ ε τ ή θ η κ ε η ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή ως συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς της δ ι ά ρ κ ε ι α ς 

βροχής, του χρόνου διακοπής, κ α ι της μέσης έντασης επεισοδίου βροχής, όπου κ α ι 

οι τρεις αυτές μεταβλητές θεωρήθηκαν στοχαστικά ανεξάρτητες. 

Στην ε ι δ ι κ ή περίπτωση της σ η μ ε ι α κ ή ς βροχόπτωσης, ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς τ ι ς 

παραπάνω ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς της συνάρτησης συνδιασπορας, προκύπτει ό τ ι r ( t ; t+s) = 

exp(-aUs), πράγμα που δ ε ί χ ν ε ι ό τ ι η έ ν τ α σ η έ χ ε ι Μαρκοβιανή δομή. Όπως μπορεί 

κ α ν ε ί ς ν α π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι , οι τ ιμή του συντελεστή αυτοσυσχέτισης Γ, γ ι α σταθερό 

χρονικό βήμα s, δεν ε ί ν α ι σταθερή, ά λ λ α ε ί ν α ι φθίνουσα συνάρτηση της ταχύτητας 

μ ε τ α κ ί ν η σ η ς της κ α τ α ι γ ί δ α ς , γεγονός που φ α ί ν ε τ α ι να ε ί ν α ι λογικό. 

Οι Bras και Rodriguez-Iturbe [1986b], έδωσαν μ ια παράγωγη πολυμεταβλητή 

έκδοση του παραπάνω μοντέλου, κατάλληλη να συνεργάζεται με έ ν α μοντέλο απορ

ροής, βασισμένο στην επίλυση των εξισώσεων του κ ινηματικού κύματος. Με παρό

μοιες παραδοχές σ χ ε τ ι κ ά με την δομή της χωροχρονικής αυτοσυσχέτισης οι Johnson 

και Bras [1980], ανέπτυξαν ε ν α μοντέλο πρόγνωσης της βροχής σε μικρή χρονική 

βάση. 

Μια δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ή λ ο γ ι κ ή ε ι σ ή γ α γ α ν ο ι Waymire κλπ, [1984], με το μοντέλο 

τους που β α σ ί ζ ε τ α ι κ α ι στη θεωρία των σημειακών ανελ ίξεων, κ α ι που κ α ι αυτό 

ε ί ν α ι έ ν α πολυδιάστατο σ τ ο χ α σ τ ι κ ό μοντέλο, που ταυτόχρονα έ χ ε ι ορισμένες υπο

θέσεις σ χ ε τ ι κ έ ς με το μηχανισμό παραγωγής της βροχής. Έ τ σ ι θεωρείται ό τ ι έ ν α 

σύστημα παραγωγής βροχόπτωσης α π ο τ ε λ ε ί τ α ι από ζώνες βροχής (rainbands), όπου 

κ ά θ ε ζώνη περιέχε ι δ ι α κ ε κ ρ ι μ έ ν ε ς περιοχές που λέγονται δυναμικές περιοχές συσ-

σώρεσης ( c l u s t e r p o t e n t i a l regions) κ α ι κ ά θ ε τ έ τ ο ι α περιοχή περιέχε ι κ ύ τ τ α ρ α 

βροχής ( r a i n cel ls) . Γ ι α την περιγραφή του φ α ι ν ο μ έ ν ο υ θ ε ω ρ ε ί τ α ι έ ν α χωρο-

χρονικό σύστημα συντεταγμένων, όπου το χωρικό σύστημα ε ί ν α ι προσαρτημένο στο 

έδαφος, θ ε ω ρ ε ί τ α ι ότ ι κ ά θ ε ζώνη βροχής μ ε τ α κ ι ν ε ί τ α ι με ταχύτητα U D σε σχέση με 

το έδαφος, ενώ τ α κ ύ τ τ α ρ α μ ε τ α κ ι ν ο ύ ν τ α ι μέσα στη ζώνη με σχετική ταχύτητα U c , 

κ α ι συνεπώς η τ α χ ύ τ η τ α τους σε σχέση με το έδαφος ε ί ν α ι U = UD+UC. Σχετικά με 

τη σ τ ο χ α σ τ ι κ ή δομή της χωροχρονικής διανομής του φαινομένου γ ίνονται οι υποθέ-
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σεις όχι η άφιξη των ζωνών βροχής ακολουθεί χην α ν έ λ ι ξ η Poisson, με παράμετρο 

λ, κ α ι η ε π ι φ α ν ε ι α κ ή διανομή των κέντρων των δυναμικών περιοχών συσσώρευσης 

π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι με μ ι α επιφανειακή ανέλιξη Poisson, με παράμετρο ρ. Ο αριθμός των 

κυττάρων βροχής μ έ σ α σε μ ια περιοχή συσσώρευσης ε ί ν α ι μ ια τυχαία μεταβλητή Μ, 

που στ ις εφαρμογές θεωρήθηκε όχι ακολουθεί κ α χ α ν ο μ ή Poisson. Η γέννηση των 

κυττάρων βροχής μ έ σ α στην κ ινούμενη ζώνη βροχής ε ί ν α ι έ ν α στοχαστικό φαινό

μ ε ν ο , κ α ι η π ι θ α ν ό τ η τ α ε μ φ ά ν ι σ η ς (γέννησης) ενός κυττάρου, στην περιοχή (ατ, 

dy) γύρω από το (χωροχρονικό) σ η μ ε ί ο ( τ , y), που β ρ ί σ κ ε τ α ι μέσα στην περιοχή 

συσσώρευσης με κ έ ν τ ρ ο χ, δ ί ν ε τ α ι από το μέγεθος f x ( T , y)dTCty, όπου η συνάρτηση 

f χ δ ί ν ε τ α ι από τ ι ς σχέσεις: 

f * ( t , y) = f i ( t ) ·?2ίΥ - Ο + U b ( T - s ) ] } γ ι α τ > s - Τ 

"Ρχ(Χ. y) = 0 γ ι α τ < s - Τ 
όπου 

f 1 ( τ ) = β β χ ρ [ - β ( τ - s + Τ ) ] 

1 *ΐζ χ 2

2 

f 2 ( X ) = e x p ( ) , χ = ( χ , , x 2 ) € R 2 

2 π σ 1 σ 2 ^Oì^ £ σ 2

2 

κ α ι s ε ί ν α ι ο χρόνος ά φ ι ξ η ς της ζώνης βροχής, ενώ Τ ε ί ν α ι η κ ο ι ν ή δ ι ά ρ κ ε ι α 

ζωής των κυττάρων. 

Η έ ν τ α σ η βροχής που π α ρ ά γ ε τ α ι από έ ν α κ ύ τ τ α ρ ο με " η λ ι κ ί α " α, σε έ ν α 

σημείο του χώρου που β ρ ί σ κ ε τ α ι σε απόσταση r του από το κέντρο του κυττάρου, 

δ ί ν ε τ α ι από τ ι ς σχέσεις: 

g ( a , Γ ) = i 0 g 1 ( a ) g 2 ( r ) 
με 

g 1 ( α ) = e x p ( - c a ) , α > 0 

g 1 (α) = ο , α < ο 

g 2 ( r ) = e x p ( - r 2 / 2 D 2 ) 

όπου ι 0 ε ί ν α ι η έ ν τ α σ η βροχής στό κ έ ν τ ρ ο του κ υ τ τ ά ρ ο υ κ α τ ά τη στιγμή της γέν

νησης του, που θ ε ω ρ ε ί τ α ι σαν τ υ χ α ί α μεταβλητή κ α ι τ α e και*2πυ2 ε ί ν α ι ποσοτικά 

μ έ τ ρ α της δ ι ά ρ κ ε ι α ς κ α ι της έ κ τ α σ η ς του κυττάρου. Η μορφή της συνάρτησης g 

δ ε ί χ ν ε ι ό τ ι ο ι ε π ι δ ρ ά σ ε ι ς της η λ ι κ ί α ς κ α ι της απόστασης* στην έ ν τ α σ η βροχής 

θεωρούνται α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς , ενώ η μορφή της g 2 δ ε ί χ ν ε ι ό τ ι η έ ν τ α σ η θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι 

κ α τ α ν έ μ ε τ α ι με συμμετρικό τρόπο γύρω από το κέντρο του κυττάρου. 

Το ε ν λόγω μ ο ν τ έ λ ο μπορεί ν α π ε ρ ι γ ρ ά ψ ε ι , σαν οριακή περίπτωση κ α ι τη 

σημειακή βροχόπτωση. Μια εφαρμογή του, σε επιφανειακή κ α ι σημειακή βάση, έχουν 

κ ά ν ε ι ο ι Vaìdes κλπ. [1985], συγκρίνοντας το μ ά λ ι σ τ α με τ α σ η μ ε ι α κ ά μ ο ν τ έ λ α 

που β α σ ί ζ ο ν τ α ι σ τ ι ς σ η μ ε ι α κ έ ς α ν ε λ ί ξ ε ι ς . Μια άλλη έκδοση του ίδιου μοντέλου 

δ ί ν ε τ α ι στην εργασία των Rodriguez-Iturbe και Eagìeson [1987]. 
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2.6. ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΤΟΥ ΚΡΙΤΗΡΙΟΥ ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΥ ΕΠΕΙΣΟΔΙΩΝ ΒΡΟΧΗΣ 

2.6.1. Γενικές θεωρήσεις 

OL β α σ ι κ ο ί τύποι ορισμού χου επε ισοδίου βροχής, που σ υ ν α ν τ ώ ν τ α ι σ τ η 

β ιβλ ιογραφία, έχουν α ν α λ υ θ ε ί στην υποπαράγραφο 2.2.4. Στην εργασία αυτή ε ί μ α 

σ τ ε υποχρεωμένοι ν α χρησιμοποιήσουμε έ ν α ορισμό που να αποδίδει σε κάθε επε ι

σόδιο βροχής σαφή χρονικά όρια. Σε α ν τ ί θ ε τ η περίπτωση δεν θα ήταν δυνατό να 

χρησιμοποιηθεί η χρονική κ λ ί μ α κ α του επεισοδίου στον επιμερισμό του ύψους βρο

χής, οπότε κ α ι η εισαγωγή της έννο ιας του επεισοδίου θα ήταν τελείως περιττή. 

Ο απλούστερος τύπος ορισμού του επεισοδίου βροχής προκύπτει αν αποκλεί

σουμε την ύπαρξη στεγνών περιόδων (δηλαδή με μηδενική ένταση βροχής) μέσα σε 

έ ν α ε π ε ι σ ό δ ι ο , κ α ι όπως α ν α φ έ ρ θ η κ ε στην υποπαράγραφο 2.2.4., αυτός ο τύπος 

ορισμού έ χ ε ι γ ί ν ε ι δ ε κ τ ό ς σε α ρ κ ε τ έ ς εργασίες. Ο ορισμός αυτός όμως έχει τ ρ ί α 

βασικά μ ε ι ο ν ε κ τ ή μ α τ α που θα αναλύσουμε στη συνέχεια. 

Το πρώτο μ ε ι ο ν έ κ τ η μ α ε ί ν α ι η ανακολουθία του ορισμού με το φυσικό φαινό

μ ε ν ο της βροχής. Οι Marien και Vandewielle [1986], που ο υ σ ι α σ τ ι κ ά δ έ χ ο ν τ α ι 

αυτό τον τύπο ορισμού, δ ιακρίνουν τ ρ ε ι ς κατηγορίες στεγνών περιόδων, που χαρα

κτηρίζονται από τη δ ι ά ρ κ ε ι α τους, δηλαδή το χρόνο διακοπής της βροχής. Κατα

τ ά σ σ ο υ ν , λοιπόν, τους χρόνους διακοπής σε: (α) πολύ μ ι κ ρ ο ύ ς , από 1 μ έ χ ρ ι 20 

περίπου λεπτό., ο ι οποίοι παρεμβάλλονται μεταξύ καταιγίδων που προέρχονται από 

τ α ί δ ι α σ ύ ν ν ε φ α , (β) ε ν δ ι ά μ ε σ ο υ ς , από 20 λεπτό, μ έ χ ρ ι λ ί γ ε ς ώρες, ο ι οποίοι 

παρεμβάλλονται μεταξύ καταιγίδων που προέρχονται από διαφορετικό, σύννεφα του 

ίδ ιου όμως μετεωρολογικού συστήματος μ ε σ ο κ λ ί μ α κ α ς (mesoscale) ή συνοπτικού 

( s y n o p t i c ) 1 2 , κ α ι (γ) μ ε γ ά λ ο υ ς χρόνους ο ι οποίοι δ ιαχωρίζουν κ α τ α ι γ ί δ ε ς που 

ανήκουν σε σαφώς διαφορετικές βροχερές περιόδους. Αλλα, η παραδοχή ό τ ι η ε μ φ ά 

νιση α κ ό μ α κ α ι μ ι α ς μικρής στεγνής χρονικής περιόδου δ ιάρκε ιας μερικών λεπτών 

σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι λ ή γ ε ι έ ν α ε π ε ι σ ό δ ι ο βροχής κ α ι ξ ε κ ι ν ά έ ν α άλλο, α φ α ι ρ ε ί από το 

ε π ε ι σ ό δ ι ο βροχής τ ο φ υ σ ι κ ό τ ο υ ν ό η μ α , δ ε δ ο μ έ ν ο υ ό τ ι : (1) η βροχή ε ί ν α ι 

ε π ι φ α ν ε ι α κ ό φαινόμενο, που όμως μ ε τ ρ ι έ τ α ι σημειακά, κ α ι έ τ σ ι αν το αποτέλεσμα 

της μέτρησης σε έ ν α σ η μ ε ί ο δώσει μηδεν ική έ ν τ α σ η , αυτό δεν σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι θα 

υπήρχε μηδενική έ ν τ α σ η κ α ι σε έ ν α άλλο κοντ ινό σημείο, ιδίως αν η δ ι ά ρ κ ε ι α της 

12. Ένας μετεβρολογικάς σχηματισμός που προκαλεί βρόχόπτοση χαρακτηρίζεται ανάλογα με την έκταση που 

καταλαμβάνει. Οι πιο μεγάλες εκτάσεις, της τάξης τβν lo* ksi
?
 χαρακτηρίζονται με τον όρο "συνοπτικές 

περιοχές· (synoptic areas) και έχουν διάρκεια ζβής απδ μία μέχρι μερικές ημέρες. Οι πιο μεγάλες 

σχηματοποιημένες υποπεριοχές με έκταση 10
?
 - to

4
 κ«ι

2
 και διάρκεια ζβής μερικ&ν βρβν χαρακτηρίζονται 

σαν 'μεγάλες περιοχές μεσοκλίμακας" (large «esoseale areas - LHSA), εν» οι μικρότερες, με έκταση ΙΟ
2
 -

ΙΟ
3
 Km

2
 και διάρκεια ζβής λίγβν βρβν χαρακτηρίζονται σαν "μικρές περιοχές μεσοκλίμακας" (small nesos-

cale areas - SHSA). (βλ. Vaytsire και Gupta (1981all » 
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μηδενικής έντασης ε ί ν α ι μικρή, κ α ι (2) π εμπειρία δείχνει όχι η σποραδική 

εμφάνιση μικρών περιόδων με μηδενική ή περίπου μηδενική ένταση ε ί ν α ι συνυ

φασμένη με το ίδιο το φαινόμενο της βροχόπτωσης, κ α ι δεν αποτελεί κ ά τ ι το 

ξεχωριστό, κ α ι κατά συνέπεια δεν πρέπει να θεωρείται ότι οριοθετεί αναγκαστικό, 

διαφορετικό, επεισόδια. Είναι λοιπόν πολύ πιο λογικό κ α ι συνεπές να θεωρηθεί 

ότι ένα επεισόδιο βροχής αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριμένο μετεωρολογικό σχημα

τισμό, κα ι κατά. συνέπεια μόνο οι στεγνές περίοδοι της παραπάνω κατηγορίας (γ) 

ξεχωρίζουν διαφορετικά επεισόδια βροχής, ενώ οι υπόλοιπες εμπεριέχονται μέσα 

στα επεισόδια βροχής. 

Το δεύτερο μειονέκτημα ε ίνα ι το γεγονός ότι αν εφαρμοστεί αυτός ο ορι

σμός, τότε η ακολουθία των επεισοδίων βροχής, που σχηματίζεται εμφανίζει μια 

σαφή στοχαστική εξάρτηση. Έχει αποδειχτεί, κα ι επιβεβαιώθηκε και σε αυτή την 

εργασία, ότ ι τ α διαδοχικό, ωριαία ύψη εμφανίζουν μια σαφή συσχέτιση μεταξύ 

τους. Συνεπώς αν θεωρηθεί ότι ο χρόνος διαχωρισμού δύο διαδοχικών επεισοδίων 

βροχής μπορεί να ε ίνα ι κ α ι μικρότερος από μια ώρα, τότε ε ίναι προφανές ότι τα 

ωριαία ύψη που ανήκουν σε διαδοχικά επεισόδια θα ε ί ν α ι εξαρτημένα. Για να 

μπορούν να θεωρηθούν ανεξάρτητα τα ωριαία ύψη διαδοχικών επεισοδίων θα πρέπει 

να μεσολαβεί ανάμεσα τους ένας χρόνος διακοπής αρκετών ωρών. Για να διαπιστώ

σουμε την τάξη μεγέθους αυτού του χρόνου, ας θεωρήσουμε σαν παράδειγμα ένα 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης του ωριαίου ύψους της τάξης του 0.40 (η τιμή αυτή 

έχει προκύψει από τα βροχομετρικα δεδομένα αυτής της εργασίας, για μεγάλες 

διάρκειες βροχής) κ α ι ας δεχτούμε ότι η δομή της αυτοσυσχέτισης ε ίνα ι Μαρκο-

βιανή. Τότε δύο ωριαία ύψη που διαχωρίζονται από ένα διάστημα μιας ώρας θα 

έχουν συντελεστή συσχέτισης 0.402 = 0.16, που ε ί ν α ι πολύ μεγάλος για να μπορεί 

να αγνοηθεί. Αν δεχτούμε ότι η συσχέτιση μπορεί να αγνοηθεί όταν ο αντίστοιχος 

συντελεστής ε ίνα ι < 0.01, τα εν λόγω ωριαία ύψη θα πρέπει να διαχωρίζονται από 

ένα χρονικό διάστημα τουλάχιστον 4 ωρών, δεδομένου ότι για 4 ώρες ο αντίστοι

χος συντελεστής συσχέτισης ε ί ν α ι 0.405 = 0.01. Συνεπώς για το παραπάνω παρά

δειγμα, αν θέλουμε να έχουμε στοχαστικό, ανεξάρτητη ακολουθία επεισοδίων 

βροχής, θα πρέπει να θεωρήσουμε ότι οι στεγνές περίοδοι με~διαρκεια μικρότερη 

από 4 ώρες εμπεριέχονται μέσα στα επεισόδια βροχής, κ α ι δεν*διαχωρίζουν διαφο

ρετικά, επεισόδια. 

Το τρίτο μειονέκτημα του παραπάνω ορισμού είναι ότι έχει ως συνέπεια μια 

ανακολουθία στη συνάρτηση κατανομής της έντασης βροχής (σε στιγμιαία ή ωριαία 

βάση) μέσα στο επεισόδιο. Η ένταση βροχής δεν μετριέται άμεσα άλλα υπολο

γίζεται από τα βροχογραφήματα (ταινίες βροχογραφων). Η ελάχιστη θετική τιμή 

που μπορεί να διαπιστωθεί με τα συνήθη μέσα μέτρησης είναι 0.1 mm/h, ενώ τιμές 

κάτω από αυτό το όριο μεταφράζονται ως μηδενικές. Επειδή η ένταση είναι συνε-
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χής μ ε τ α β λ η τ ή θα θεωρήσουμε όχι π ένδειξη (1* = 0.1) αντ ιστο ιχε ί σε κάποιο 

διάστημα μεταβολής της συνεχούς μεταβλητής Ι, έστω το [0.05, 0.15), κα ι α ν τ ί 

στοιχα η ένδειξη ( i* = 0) αντ ιστοιχε ί στο διάστημα [0, ο.05). Εξετάζοντας την 

εμπειρική κατανομή της Ι (πχ. σε μέση ωριαία βάση), με βάση κάποιο ιστορικό 

δείγμα όπως αυτά που χρησιμοποιούνται στην εργασία αυτή (βλ. σχήμα 2.4) διαπι

στώνουμε ό τ ι (α) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f j(1) ε ί ν α ι παντού φθί

νουσα, με πιο έντονο ρυθμό μείωσης στις μικρότερες τιμές του 1, κ α ι (β) η πι

θ α ν ό τ η τ α ρ1 = Pr(I*=0.1) = Pr(0.05<I<0.15) έ χ ε ι μ ια τ ιμή της τάξης του 10Ζ -

ΖΟ'λ. Συνεπώς περιμένουμε ότ ι η κ α ι πιθανότητα ρ 0 = Pr(I*=0) = Pr(0<I<0.05) θα 

πρέπει να έ χ ε ι την ίδ ια περίπου τάξη μεγέθους, κ α ι πάντως θα ισχύει ρ 0 > ρ^/2. 

(επειδή η fj(1) ε ί ν α ι φθίνουσα). Ας σημειωθεί ό τ ι στο παραπάνω συμπέρασμα 

καταλήξαμε χωρίς να υποθέσουμε ότι υπάρχει ασυνέχεια στην κατανομή της Ι, κα ι 

βέβαια μια τέτοια υπόθεση θα μεγάλωνε ακόμα περισσότερο την τιμή της ρ0. Μετά 

τον παραπάνω συλλογισμό οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι η παρουσία περιόδων με 

μηδενική ένταση μέσα στο επεισόδιο βροχής ε ί ν α ι επιβεβλημένη, αφού η πιθανό

τητα Po πρέπει να ε ίνα ι σημαντικά διάφορη του μηδενός. 

Γ ια να αποφευχτούν τα παραπάνω προβλήματα, στην εργασία αυτή έγινε δε

κτός ένας ορισμός που δεν αποκλείει την παρουσία περιόδων μηδενικής έντασης 

μέσα στο επεισόδιο βροχής. Όπως αναφέρθηκε στην υποπαράγραφο 2.2.4., ένας τ έ 

τοιος ορισμός δημιουργεί μια βασική δυσκολία στον προσδιορισμό των επεισοδίων 

βροχής, σε ένα ιστορικό δείγμα, δεδομένου ό τ ι δεν ε ί ν α ι πλέον σαφές αν μια 

στεγνή περίοδος εντάσσεται μέσα σε ένα επεισόδιο ή διαχωρίζει δύο διαδοχικά 

επεισόδια. Η απλούστερη σχετική υπόθεση για τον καθορισμό των επεισοδίων είναι 

η υπόθεση του σταθερού χρόνου διαχωρισμού. Σύμφωνα με αυτή δύο διαδοχικές 

χρονικές περίοδοι μη μηδενικής βροχόπτωσης ανήκουν σε διαφορετικά επεισόδια 

όταν διαχωρίζονται από μια στεγνή περίοδο μεγαλύτερη ή ίση από μια κρίσιμη 

χρονική διάρκεια, e, που την ονομάζουμε χρόνο διαχωρισμού. Η υπόθεση αυτή έχει 

χρησιμοποιηθεί ευρέως στη βιβλιογραφία, (βλ. υποπαράγρ. 2.2.4) κ α ι έγινε απο

δεκτή κ α ι στην εργασία αυτή, αν κα ι ε ίνα ι σε ένα βαθμό αυθαίρετη. Η συμβολή 

αυτής της εργασίας ε ίνα ι η ανάπτυξη ενός νέου κριτηρίου για τον καθορισμό του 

e, που θα περιγραφεί πιο κάτω. 

Σχηματικά ο προσδιορισμός των επεισοδίων βροχής, με βάση την παραπάνω 

υπόθεση του σταθερού χρόνου διαχωρισμού, e, απεικονίζεται στο σχήμα 2.1. Για 

διευκρίνηση του σχήματος, ας σημειωθεί ότι το πραγματικό υετόγραμμα (Α) δεν 

μ ε τ ρ ι έ τ α ι ποτέ, δεδομένου ότι η μέτρηση που πραγματοποιείται αναφέρεται στο 

ύψος βροχής, κ α ι όχι στη στιγμιαία ένταση. Έτσι η ένταση μπορεί νά καθοριστεί 

μόνο με τη μορφή μέσων τιμών, ανά καθορισμένη χρονική ισοδιάσταση (υετόγραμμα 

(Β)). Η ισοδιάσταση αυτή ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τη διαθέσιμη ευκρίνεια του αρχικού 
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β ρ ο χ ο γ ρ α φ ή μ α τ ο ς κ α ι από χην επ ιθυμητή α κ ρ ί β ε ι α , κ α ι σ τ η ν ε ρ γ α σ ί α α υ τ ή έ χ ε ι λ η 

φ θ ε ί ί σ η μ ε 1 ώ ρ α . 

Με τ η β ο ή θ ε ι α τ ο υ σ χ ή μ α τ ο ς 2.1 ο ρ ί ζ ο ν τ α ι ο ι α κ ό λ ο υ θ ε ς μ ε τ α β λ η τ έ ς που 

χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ο υ ν τ ο ε π ε ι σ ό δ ι ο βροχής (βλ. κ α ι υ π ο π α ρ ά γ ρ . 2.2.4). 

1 . Ο ι χ ρ ό ν ο ι έ ν α ρ ξ η ς , S j , κ α ι λ ή ξ η ς , E j , τ ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ . 

2 . Ο ι χ ρ ο ν ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς τ ο υ , ή τ ο ι η δ ι ά ρ κ ε ι α τ ο υ , D j , ο 

χ ρ ό ν ο ς δ ι α κ ο π ή ς τ η ς β ρ ο χ ή ς , B j , που τ ο χ ω ρ ί ζ ε ι από τ ο 

ε π ό μ ε ν ο ε π ε ι σ ό δ ι ο , κ α ι ο χ ρ ό ν ο ς δ ι α δ ο χ ή ς , V j , που μ ε σ ο 

λ α β ε ί από τ η ν έ ν α ρ ξ η τ ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ μ έ χ ρ ι τ η ν έ ν α ρ ξ η τ ο υ 

ε π ό μ ε ν ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ . 

3 . Το ύ ψ ο ς β ρ ο χ ή ς , Η j , κ α ι η μ έ σ η έ ν τ α σ η β ρ ο χ ή ς , I j , τ ο υ 

ε π ε ι σ ο δ ί ο υ . 
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OL μ ε τ α β λ η τ έ ς α υ τ έ ς ακολουθούν τ ις εξής προφανείς σχέσεις: 

Dj
 + B

j =
 V
J 

0 < Dj < Vj - C 

C < Bj < Vj 

Vj > C 

Hj = Ij'Dj 

Hj > 0 

Ij > 0 

(2.6.1} 

(2.6.2) 

(2.6.3) 

(2.6.4) 

(2.6.5) 

(2.6.6) 

(2.6.7) 

Εκτός από τ ι ς μ ε τ α β λ η τ έ ς α υ τ έ ς που α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι στο συνολικό επεισόδιο, 

μας ενδιαφέρουν κ α ι ο ι επί μέρους ε ν τ ά σ ε ι ς των Nj χρονικών ισοδιαστασεων του 

κ ά θ ε επεισοδίου j . Επειδή στην ε ρ γ α σ ί α αυτή η χρονική ι σ ο δ ι α σ τ α σ η ε ί ν α ι 1 h, 

θ α ε ί ν α ι N j = D j , ( α ν τ ο D j μ ε τ ρ ι έ τ α ι σ ε ώρες), κ α ι ο ι ε ν λόγω ε ν τ ά σ ε ι ς 

τ α υ τ ί ζ ο ν τ α ι α ρ ι θ μ η τ ι κ ά με τ α ω ρ ι α ί α ύψη βροχής, X j ^ (1=1,...Nj). 

2 . 6 . 2 . θεωρητ ι κ ή βάση τοιι κριχηρ iou διαχωρισμού 

θεωρητικά, μπορούν να υπάρξουν δύο διαφορετικές προσεγγίσεις στο πρόβλημα 

του εντοπισμού των επεισοδίων βροχής. Η πρώτη θα μπορούσε ν α στηριχτε ί στη 

μ ε λ έ τ η της ε ξ έ λ ι ξ η ς των φυσικών μηχανισμών γέννησης της βροχής, δηλαδή των 

μετεωρολογικών σχηματισμών. Μια τ έ τ ο ι α προσέγγιση όμως, όπως παρατηρούν οι Re-

stepo-Posada και Eagleson [1982], δεν θα ήταν πρακτ ική, κ α ι γ ι ' αυτό δεν έ χ ε ι 

ποτέ μ ε λ ε τ η θ ε ί κ α ι χρησιμοποιηθεί. Έ τ σ ι όλες ο ι σ χ ε τ ι κ έ ς ε ρ γ α σ ί ε ς εντάσσον

τ α ι στη δεύτερη προσέγγιση, που ε ί ν α ι σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ τύπου, σύμφωνα με την οποία 

η αναγνώριση των επεισοδίων βροχής β α σ ί ζ ε τ α ι μόνο στο διαθέσιμο ιστορικό δε ίγ

μα της βροχής (πχ. βροχογραφημα) χωρίς τη θεώρηση άλλων μετεωρολογικών μ ε τ α 

βλητών, κ α ι γ ι α το λόγο αυτό χ α ρ α κ τ η ρ ί ζ ε τ α ι ως μεθοδολογία "μαύρου κουτιού" 

( b l a c k box) . 

Όπως έ χ ε ι α ν α φ ε ρ θ ε ί κ α ι προηγούμενα, ο πιο αποτελεσματικός ορισμός των 

επεισοδίων βροχής, ε ί ν α ι α υ τ ό ς που καθιστό, τ α επεισόδια βροχής α ν ε ξ ά ρ τ η τ α 

μ ε τ α ξ ύ τους, με την έ ν ν ο ι α ό τ ι οποιαδήποτε σ τ ο χ α σ τ ι κ ή μεταβλητή, συνυφασμένη 

με έ ν α ε π ε ι σ ό δ ι ο βροχής, ε ί ν α ι σ τ ο χ α σ τ ι κ ό , α ν ε ξ ά ρ τ η τ η από κ ά θ ε σ τ ο χ α σ τ ι κ ή 

μ ε τ α β λ η τ ή συνυφασμένη με οποιοδήποτε προηγούμενο ή επόμενο επεισόδιο. Έ τ σ ι το 

κριτήριο γ ι α το διαχωρισμό των επεισοδίων βροχής μπορεί κ α τ ' αρχήν να βασιστεί 

στη μελέτη της στοχαστικής ανεξαρτησίας μιας μεταβλητής αναφοράς. Δυστυχώς οι 

μ ε τ α β λ η τ έ ς που χαρακτηρίζουν συνολικό, έ ν α επεισόδιο βροχής, όπως η δ ι ά ρ κ ε ι α η 

τ ο συνολικό ύψος βροχής του επεισοδίου δεν ε ί ν α ι κ α τ ά λ λ η λ ε ς γ ι α να χ ρ η σ ι -
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μεύσουν ως μεταβλητές αναφοράς. Από μερικούς προκαταρκτικούς έλεγχους φάνηκε 

ότι οι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς συσχέτισης μ ε τ α ξ ύ των συνολικών υψών βροχής διαδοχικών 

επεισοδίων δεν είναι σημαντικοί, ακόμα και όταν δύο διαδοχικό, επεισόδια παρου

σιάζουν εμφανή στοχαστική εξάρτηση (πχ. αν θεωρηθεί χρόνος διαχωρισμού ίσος με 

1 ώρα). Αντίθετα, με τη χρησιμοποίηση του ωριαίου ύψους βροχής ως μεταβλητής 

α ν α φ ο ρ ά ς για τον έλεγχο της στοχαστικής εξάρτησης, θα είχαμε καλύτερα αποτε

λέσματα, αφού η εξάρτηση μεταξύ διαδοχικών επεισοδίων βροχής είναι σαφέστερη, 

και συνεπώς μπορεί να ελεγχθεί με μεγαλύτερη ακρίβεια. Όμως στην τελευταία 

περίπτωση το κριτήριο μας θα ήταν αρκετά πολύπλοκο, αφού θα είμασταν υποχρε

ωμένοι να μελετήσουμε την εσωτερική δομή του επεισοδίου βροχής (ενώ αυτό που 

θέλουμε ε ίναι ν α καθορίσουμε τά όρια του). 

Μετά τ α παραπάνω διαφαίνεται ότι η απλούστερη και πιο αξιόπιστη λύση για 

την αναγνώριση των επεισοδίων βροχής και την διατύπωση του σχετικού κριτηρίου, 

μπορεί να δοθεί από την θεωρία των τυχαίων σημείων στο χρόνο (βλ. υποπαράγρ. 

2.3.2). Η ι δ έ α στην οποία στηρίζεται η λύση αυτή θεμελιώνεται στην ακόλουθη 

εύλογη πρόταση: Αν ο χρόνος εμφάνισης ενός επεισοδίου βροχής, μετρούμενος από 

Kdnota αυθαίρετη χρονική στιγμή t0, είναι ανεξάρτητος από το τι συνέβη πριν 

από τη χρονική στιγμή t0, τότε και κάθε μεταβλητή συνυφασμένη με το επεισόδιο 

είναι ανεξάρτητη από ότι έχει συμβεί πριν από τη χρονική στιγμή t0, άρα και 

από οποιαδήποτε μεταβλητή ενός προηγούμενου επεισοδίου (υπό την προϋπόθεση βέ

β α ι α ότι το προηγούμενο επεισόδιο έχει εμφανιστεί πριν από τη στιγμή τ 0 ) . Αλλά 

το πρώτο σκέλος της πρότασης σημαίνει ότι οι χρόνοι εμφάνισης των επεισοδίων 

σχηματίζουν μια ανέλιξη Poisson (σύμφωνα με την ιδιότητα 2 της υποπαραγράφου 

2 . 3 . 2 ) . 

Ετη γενική περίπτωση το ν α ελεγχθεί αν μια ακολουθία σημείων στο χρόνο 

αποτελεί ανέλιξη Poisson ε ίναι α ρ κ ε τ ά απλό: Αρκεί οι χρόνοι διαδοχής ν α ε ίναι 

ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με κοινή εκθετική συνάρτηση κατανομής. Στην 

περίπτωση των επεισοδίων βροχής όμως υπάρχει μια δυσκολία που οφείλεται στο 

γεγονός ότι τ α ε π ε ι σ ό δ ι α έχουν π ε π ε ρ α σ μ έ ν η (και όχι στ ιγμιαία) δ ι ά ρ κ ε ι α , ή, 

ι σ ο δ ύ ν α μ α , στην παρουσία δύο ομάδων τυχαίων σημείων στο χρόνο, των χρόνων 

έναρξης (Sj) και των χρόνων λήξης (Ej) των επεισοδίων. Το,πρόβλημα μπορεί να 

αντιμετωπιστεί με δύο μεθόδους: 

Πρώτη μέθοδος, βασισμένη στους χρόνους διαδοχής. 

Υποθέτουμε ότι η ακολουθία των σημείων έ ν α ρ ξ η ς των επεισοδίων, Sj (ή 

ισοδύναμα των χρόνων λήξης, Ej) αποτελεί ανέλιξη Poisson. Ελέγχουμε την 

υπόθεση αυτή μέσω της ισοδύναμης υπόθεσης ότι η κατανομή του χρόνου δ ια

δοχής, V, ε ί ν α ι ε κ θ ε τ ι κ ή . 
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Μια β α σ ι κ ή ι δ ι ό τ η τ α που έ χ ε ι η κ α τ α ν ο μ ή του χρόνου διαδοχής σ' αυτή την 

περίπτωση ε ί ν α ι η ι δ ι ό τ η τ α της απουσίας μνήμης του χρόνου διαδοχής, που 

μ α θ η μ α τ ι κ ά ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι με την ακόλουθη σχέση: 

f ( V j | S j > τ 0 ) = f ( V j | V j > τ 0 ) = f ( v j - t 0 ) ( 2 . 6 . 8 ) 

όπου τ 0 - XQ + S j _ i ε ί ν α ι μ ι α α υ θ α ί ρ ε τ η χρονική στ ιγμή μετά. την έναρξη 

του ε π ε ι σ ο δ ί ο υ j - 1 (με τ 0 > θ), κ α ι η f ( ) σ υ μ β ο λ ί ζ ε ι συνάρτηση πυκνότη

τ α ς πιθανότητας. 

Δεύτερη μέθοδος, βασισμένη στους χρόνους διακοπής. 

Η α π α ί τ η σ η της απουσίας μνήμης μπορεί να διατυπωθεί με βάση το χρόνο 

δ ι α κ ο π ή ς της βροχής. Στην περίπτωση α υ τ ή η σχέση (2.6.8) π α ί ρ ν ε ι τ η 

μορφή: 

f ( b j | S j > t o * ) = f ( b j | B j > τ 0 * ) = f ( b j - ^ o ) ( 2 . 6 . 9 ) 

όπου τ 0 * = τ 0 * + e j _ i μ ι α α υ θ α ί ρ ε τ η χ ρ ο ν ι κ ή σ τ ι γ μ ή μετά. τη λήξη του 

ε π ε ι σ ο δ ί ο υ j - 1 ( μ ε τ 0 * > θ). 

Η σχέση (2.6.9) σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι ό τ ι η κ α τ α ν ο μ ή του χρόνου διακοπής ε ί ν α ι 

ε κ θ ε τ ι κ ή , κ α ι συνεπώς αυτό ε ί ν α ι που θα πρέπει να ε λ ε γ θ ε ί , προκειμένου 

να θεωρηθούν τ α επεισόδια βροχής ανεξάρτητα. 

Η θεωρητική δ ιάφορα των δύο μεθόδων ε ί ν α ι ό τ ι στην πρώτη δεν λ α μ β ά ν ε τ α ι 

υπ' όψη η σ χ ε τ ι κ ή θέση των χρόνων λήξης των επεισοδίων βροχής ό τ α ν ε ξ ε τ ά ζ ο 

ν τ α ι οι χρόνοι έναρξης, ενώ στη δεύτερη γ ί ν ε τ α ι ταυτόχρονη θεώρηση κ α ι των δύο 

ακολουθιών τυχαίων σημείων. Παρ' όλα αυτά. η δεύτερη μέθοδος ε ί ν α ι απλούστερη 

στην εφαρμογή από την πρώτη. Και οι δύο μέθοδοι απαιτούν επαναληπτικούς σ τ α τ ι 

σ τ ι κ ο ύ ς ελέγχους, γ ι α δ ο κ ι μ α σ τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς του χρόνου διαχωρισμού, e, αλλά. σε 

κ ά θ ε δοκιμή η χρονοσειρά. των χρόνων διακοπής σχηματ ίζεται με απλούστερο τρόπο 

από την α ν τ ί σ τ ο ι χ η χρονοσειρά. των χρόνων διαδοχής. 

Η β α σ ι κ ή εργασία των Restepo-Posada και. Eagleson [1981] στηρίχτηκε απο

κλειστικά, στη δεύτερη μέθοδο. Στην παρούσα εργασία χρησιμοποιήθηκαν κ α τ ' αρχήν 

κ α ι ο ι δύο μέθοδοι, αλλά. προκρίθηκε η πρώτη μέθοδος, που δ ί ν ε ι κ α λ ύ τ ε ρ α απο

τελέσματα. 

θ α πρέπει ν α σημειωθεί ό τ ι οι δύο μέθοδοι δεν ε ί ν α ι θεωρητικά ισοδύνα

μ ε ς . 1 3 Στο τέλος της υποπαραγράφου ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι α ν α λ υ τ ι κ ά το θέμα αυτό, κ α ι από 

την ανάλυση προκύπτουν τ α ακόλουθα συμπεράσματα: 

13. Οι Restepo-Posada και Eagleson [1981] αφήνουν να εννοηθεί δτι η δεύτερη μέθοδος, που τελικά 
χρησιμοποιούν, είναι συνέπεια της προτης, aUa αυτό δεν είναι ακριβές. , 
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1. Αν οι χρόνοι διαδοχής Vj κατανέμονται εκθετικά, με παρά

μετρο ω, και οι μεταβλητές "διάρκεια βροχής, Dj" και 

"χρόνος διακοπής, Bj" έχουν συνεχείς περιθώριες συναρ

τήσεις κατανομής τότε οι μεταβλητές Dj και Bj είναι στο

χαστικά εξαρτημένες. Επί πλέον, αν και η κατανομή των Bj 

είναι εκθετική με παράμετρο β > ω, τότε η υπό συνθήκη 

συνάρτηση κατανομής FQJg(dj,bj) παρουσιάζει ασυνέχεια, η 

οποία για bj=o εμφανίζεται στη θέση dj=o και έχει μέ

γεθος ρ = ω/β. 

2. Αν οι μεταβλητές Dj και Bj είναι στοχαστικά ανεξάρτητες 

και οι μεταβλητές Vj και Bj κατανέμονται εκθετικά, με 

παραμέτρους ω και β, αντίστοιχα, τότε η συνάρτηση κατα

νομής της μεταβλητής Dj παρουσιάζει ασυνέχεια στο σημείο 

(dj=0) με μέγεθος ρ = ω/β. 

Δεδομένου ό τ ι στην πράξη ισχύε ι E[Vj] & E[Bj], θ α ε ί ν α ι β % ω κ α ι συνεπώς η α 

σ υ ν έ χ ε ι α θ α έ χ ε ι μέγεθος ρ «ί 1. Αυτό σ η μ α ί ν ε ι ε ί τ ε ό τ ι οι μ ε τ α β λ η τ έ ς Dj κ α ι B j 

ε ί ν α ι πολύ έ ν τ ο ν α σ τ ο χ α σ τ ι κ ά εξαρτημένες (στην παραπάνω περίπτωση 1), ε ί τ ε ό τ ι 

η μ ε τ α β λ η τ ή Dj π ρ α κ τ ι κ ά παίρνε ι μόνο μηδεν ικές τ ι μ έ ς , αφού Pr(Dj=0) «ί 1 (στην 

περίπτωση 2). 1 4 Αφού κ α μ ι ά από τ ι ς δύο εκδοχές δεν ε ί ν α ι σωστή, συμπεραίνουμε 

ό τ ι δεν μπορούν οι μεταβλητές V κ α ι Β να ακολουθούν ταυτόχρονα ε κ θ ε τ ι κ έ ς κ α τ α 

νομές, ά ρ α ο ι δύο παραπάνω μέθοδοι δεν ε ί ν α ι ισοδύναμες (βλ. κ α ι Waymire κα,ί 

Gupta [1981a]). 

Έ ν α άλλο θεωρητικό πρόβλημα που ανακύπτει ε ί ν α ι το γεγονός ό τ ι οι μ ε τ α 

βλητές B j κ α ι Vj ε ί ν α ι κ ά τ ω φ ρ α γ μ έ ν ε ς από το χρόνο διαχωρισμού e, (σχέσεις 

(2.6.3) κ α ι (2.6.4)), ενώ η α ν έ λ ι ξ η Poisson δεν προβλέπει τ έ τ ο ι α περίπτωση. Το 

πρόβλημα αυτό μπορεί να ξεπεραστεί με τ ις θεωρήσεις που γ ίνονται παρακάτω. 

Ό τ α ν χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι η πρώτη μέθοδος, η βασισμένη στους χρόνους δ ι α 

δοχής, τ ό τ ε μπορούμε να α ν τ ι σ τ ο ι χ ί σ ο υ μ ε την εμφάνιση των επεισοδίων βροχής με 

μ ι α ι δ ε α τ ή α ν έ λ ι ξ η Poisson, με τον ακόλουθο τρόπο: 

α . Η α κ ο λ ο υ θ ί α των χρόνων έ ν α ρ ξ η ς των ε π ε ι σ ο δ ί ω ν β ρ ο χ ή ς , 

( S j , j = l , 2 , . . . ) t α ν τ ι π ρ ο σ ω π ε ύ ε τ α ι από μ ι α ι δ ε α τ ή α ν έ λ ι ξ η 

P o i s s o n , (Γμ;, κ = 1 , 2 , . . . ) . 

β. Έ ν α σ η μ ε ί ο Γ^ θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί σ τ η γ έ ν ν η σ η 

ε ν ό ς ε π ε ι σ ο δ ί ο υ β ρ ο χ ή ς , μόνο ό τ α ν η απόσταση τ ο υ από τ ο 

14. Βέβαια ισχύει E(Dj] << Ε[Βj], αλλά οι τιμές της D &ev μπορούν να βεβρηθούν μηδενικές (κατά 
προσέγγιση), δεδομένου ότι ορισμένες από τις τιμές dj είναι μεγαλύτερες από τις αντίστοιχες τιμές bj. 
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προηγούμενο σ η μ ε ί ο , Σ^-ι» ε ί ν α ι μεγαλύτερη από e 

Με αυτές τ ις προϋποθέσεις έχει αποδειχτεί στο τέλος της υποπαραγράφου, ότι η 

κατανομή των χρόνων διάδοχης είναι φραγμένη εκθετική, ήτοι: 

f v ( v ) = ω β - ω ί ν - 0 ) , F v ( v ) = i - e ^ v - 0 ) ( 2 . 6 . 1 0 ) 

Ό τ α ν χρησιμοποιείται η δεύτερη μέθοδος, η αντιμετώπιση του προβλήματος 

ε ίνα ι απλούστερη, θεωρούμε (προσωρινά) ότι το j επεισόδιο βροχής τερματίζεται 

τη χρονική στιγμή E'j = Ej + e (ας σημειωθεί ότ ι δεν μπορεί να ξεκινήσει το 

επόμενο επεισόδιο βροχής, j+1, πριν από τη στιγμή E'j), κ α ι έστω B'j = S j + 1 -

E'j. Αν τώρα αναδιατυπώσουμε τη συλλογιστική της σχέσης (2.6.9), με σημεία 

τερματισμού των επεισοδίων τα E'j, οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι η κατανομή 

του Β' ε ί ν α ι ε κ θ ε τ ι κ ή , δηλαδή: 

f B , ( & ' ) = ße"P b ' 

Αν επανέλθουμε στην κανονική μεταβλητή Β, κ α ι χρησιμοποιήσουμε την προφανή 

σχέση Β = Β' + e, από την παραπάνω παίρνουμε: 

f B ( b ) = ß e - P ( b - c ) , FB(b) = i - e - ß ( D - c ) (2 .6 .11) 

Συνεπώς κ α ι στη δεύτερη μέθοδο η προς έλεγχο συνάρτηση κατανομής ε ί ν α ι 

φραγμένη εκθετική. 

Πάντως θα πρέπει να σημειωθεί ότ ι , ανεξάρτητα από το ποια από τις δύο 

μεθόδους θα ακολουθήσουμε, δεν θα πρέπει να περιμένουμε ότι η ανέλιξη Poisson 

συμφωνεί πλήρως με τα πραγματικά, δεδομένα, αλλά. ότι αποτελεί μια ικανοποιητική 

προσεγγιστική περιγραφή τους. Σύμφωνα με τους Cox κ α ι Lewis (βλ. Restepo-

Posada και Eagleson [1982]) "κανένα πραγματικό φαινόμενο δεν μπορεί να αναμέ

νεται ότι βρίσκεται σε πλήρη συμφωνία με την ανέλιξη Poisson". 

Ηελέτη τον ιδιοτήΐον μιας μεταβλητής lie εκθετική κατανομή που αποτελείται απ6 Suo συνιστάς 
Έστβ οι un αρνητικές τυχαίες μεταβλητές Χ, Υ, και Ζ που ικανοποιούν τη σχέση 

Χ t Υ : Ζ (α) 

Υποθέτουμε ότι η Ζ ακολουθεί εκθετική κατανομή με παράμετρο », δηλαδή: 

f
z
(z) -- ee-»

2
 , z > ο m 

θα μελετήσουμε ορισμένες ιδιότητες της κατανομής τ»ν συνιστβσέν Χ και Υ. 

Κ περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Ζ μπορεί να εκοραστεί με (Ιαση την αμοιβαία συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας τον Χ και Υ, δηλαδή την fxj(x,y), σύμ^να με τη σχέση: 

z 
f
Z<

2
!
 : ! f

X,Y(
x
·

 2
-

x
)

d x 

Ο 
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και αν fy|χ(Χ.yϊ είναι π δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας τικ Y yια Χ=χ, τότε 

ζ 

fz<
z
)

 :
 / W *γιχ(

χ
.

 ζ
-

χ
)

α χ
 (Υ) 

0 

Παρατηρούμε ότι αν οι συναρτήσεις κατανομής Εχ(χ) και Ργ|χ(x»y) είναι συνεχείς τότε το ολοκλήρβμα του 
β' μέλους της (γ) βα είναι μηδέν όταν ζ=0. Αλλά ισχύει f^fO) > Ο και συνεπβς τουλάχιστον μια από τις 
παραπάνβ συναρτήσεις κατανομής είναι ασυνεχής. 
Ας εξετάσουμε πρβτα την περίπτβση που (μονοί Π ï^W είναι ασυνεχής στό σημείο χ=0. Τότε 6α ισχύει: 

ΐχ(χ) -- Ρδ(χ) • ί'χ(Χ) (δ) 

όπου δ(χ) η συνάρτηση δέλτα, ρ το μέτρο της ασυνέχειας (με ο < ρ < 1), και η Γ"χ(χ) είναι συνεχής στό 
σημείο χ:0. 
ΑντικαΘιστβντας τη (δ) στη (γ) έχουμε 

ζ ζ 

fzU)
 :

 J Ρ δ(Χ) ίγ|χ(Χ, Z-X)dX + ; f
l

X
(X) ίγ|χ(Χ, Z-X)dX 

ο ο 

και κατά συνέπεια (εφαρμόζοντας τη βασική ιδιότητα της συνάρτησης δέλτα) 

ζ 

f
Z
(Z) : ρ ίγ|χ(0,Ζ) t J f«

x
(X) f

Y ) X
(X, Z-X)dX (ε) 

0 
Για 2:0 το ολοκλήρβμα του Ρ' μέλους της (ε) είναι ίσο με μηδέν. Ετην περίπτβση αυτή λύνοντας βς προς ρ 
παίρνουμε: 

fZ(»ì 
ρ ..

 (ζ) 

ίγ,χ(Μ) 

Αν οι μεταβλητές χ και Υ είναι ανεξάρτητες τότε ΐγ|χ(0,0) ·. fy(O). Eni πλέον αν η κατανομή της Υ είναι 
εκθετική με παράμετρο β, τότε από τη (ζ) παίρνουμε: 

Ρ : «/Ρ (Π) 

Θα εξετάσουμε τβρα την περίπτβση που (μόνο) n ίγ|χ(χ.γ) είναι ασυνεχής. Η ασυνέχεια στη δεσμευμένη 
συνάρτηση κατανομής της Υ μπορεί να προέλθει είτε από ασυνέχεια στην περιθώρια συνάρτηση κατανομής της 
Υ, είτε από στοχαστική εξάρτηση τβν Χ και Υ. Ετην πρβτη περίπτβση η ασυνέχεια εμφανίζεται στα σημεία 
της ευθείας (y:0). Η περίπτβση αυτή μπορεί να εξεταστεί με ανάλογο τρόπο, όπβς η περίπτβση της ασυνέ
χειας της κατανομής της Χ. Εδβ θα μας απασχολήσει μόνο η δεύτερη περίπτβση, κατά την οποία η κατανομή 
της Υ είναι συνεχής, και συνεπβς η ασυνέχεια αποκλείεται να εμβανίζεται στην ευθεία (y=0) (δεδομένου 
ότι η ασυνέχεια της Fγjx για y=o συνεπάγεται ασυνέχεια και της περιθβριας Ργ στο σημείο (y=o)). Έστβ 
ότι η ασυνέχεια εμφανίζεται πάνβ στα σημεία της τυχούσας καμπύλης pg(x). Ετην απλούστερη περίπτβση 
θεβρούμε ότι υπάρχει μοναδική λύση της εξίσβσης y=g(x) βς προς χ (για μη αρνητικά χ και γ), που είναι 
η x=e"'(y) (Π περίπτβση περισσότερβν λύσεβν μπορεί να αντιμετωπιστεί με προσθήκη αντίστοιχων 6ρβν 
δέλτα στην παρακάτβ σχέση). Τότε θα ισχύει: 

ίγ|χ(Χ·Π = q(x) δ(χ-8-
(
(γ)) • ί'γιχ(Χ,Υ) (θ) 

όπου q(x) το μέτρο της ασυνέχειας που για λόγους γενικότητας βα θεβρηθεί ότι μεταβάλλεται συναρτήσει 
του χ, (με Ο < q(x) < 1), και η F*γιχ(x.y) είναι παντού συνεχής. 
Αντικαθιστώντας τη (θ) στη (γ) έχουμε 
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ζ ζ 

f Z ( z ) = ; q(x) 6(x-g-'(z-x)) fx{x)dx t / f x {x) f * Y j X ( x , z-x)dx 

ο ο 

Έστ» x=gf(z) είναι η μοναδική λύση της εξίοβσης x-g~'(z-x) = 0. Τότε η παραπάνβ εξίσ»ση γράφεται : 

ζ ζ 

f z ( z ) : Ι %Μ * ( χ - ί | ( ζ » fx(x)dx • ί ίχ(χ) ί*γ|χ(χ. z-x)dx 
ο ο 

Επειδή η ασυνέχεια πρέπει υποχρεβτικά να βρίσκεται μέσα στο διάστημα (θ,ζ], θα είναι 

ο < g
(
{z) < ζ (ι) 

και κατά συνέπεια 

ζ 

fz(z)
 :
 q(9|(zl) f

x
(9,(z)) • / f

x
(x) f'Yixtx, z-x)dx (κ) 

ο 

Για ζ=0 τα ολοκλήρωμα του Ρ' μέλους της (κ) είναι ίσο με μηδέν. Στην περίπτβση αυτή λύνοντας »ς προς q 
παίρνουμε: 

hi*) 
q(9|(0)) : 

»χίίΐ(·Π 

Αλλο. από την (ι) προκύπτει ότι g|(Ο) : Ο, και επομένως η παραπανβ γράφεται: 

fZ«>ì 

q(0) : (λ) 
*χ(·) 

Οπου το q(0) είναι το μέγεθος της ασυνέχειας της δεσμευμένης συνάρτησης κατανομής Fy|
X
(x,y) για χ=0. 

Τ*ρα, αν η κατανομή της Χ είναι εκθετική με παράμετρο ρ, από την (λ) προκύπτει ότι: 

q(ö) : »/Ρ (μ) 

Απόδειξη της σχέσης (2.6.10) 
Έστβ ότι τα τυχαία σημεία στο χρόνο (Ι

κ
, k:1,2,...) αποτελούν ανέλιξη Poisson με ένταση ». 

Σχηματίζουμε την ακολουθία σημείβν Sj, με τον ακόλουθο τρόπο: 

α) S, : Σ, 
ί) Αν Sj : Σ

κ
 τότε Sj : Σ^,,, όπου π : min [i, 1=1,2,.., (S

K t
|-S

K
 > e)] 

•- *k -
+
 •- *Ktn -

+ 

h L^ÌL.::: î îi ±l*tL 

, h 1 

Σκαρίφημα για την επεξήγηση του ορισμού της ανέλιξης Sj. 
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Έστβ Vj και A
k
 οι χρόνοι διαδοχής τβν ανελίξε&ν (Sj) και (I

k
), αντίστοιχα, δηλαδή 

ν
]
 : s

j+t -
 s
j 

*Κ
 : Ε

Κ*1 " h 

Από τον ορισμό τικ ανέλιξης Sj προκύπτει ότι Vj > e. 
Η συνάρτηση κατανομής της A

k
 είναι εκθετική με παράμετρο β. θα προσδιορίσουμε τη συνάρτηση κατανομής 

της Vj. Παραλείποντας ίο δείκτη j, θα έχουμε: 

Fy(v) : Pr(V < ν) : Pr(A
k
<v, A

k
>c) » Pr(AK+Àk+,iv, Ak.<c, AKtAK4f>c) 

• P r ( Ä k t i K f 1 % t 2 ^ . *k*
AK + 1ic» W l 4 * K * 2 > c ) • ··· 

He την εισαγβγή τβν συμβολισμβν: 

Z
t
 : i

k
* 4

K t
, K . . a

k t j
 (ν) 

Ρ, : Pr(C<Z,<V, Z,.,<C) -. Pr(C<èk4ik + 14...UKtj<V, Àk+Ak + 1 + .. .4Äkt) _,<C) (ξ) 

η παραπάνβ γράφεται: 

Fy(V) : Pr(c<A
k
Sv) • Σ ρ, (0) 

ί = 1 

Ο πρώτος όρος του Ρ' μέλους της (ο) υπολογίζεται άμεσα: 

Pr(c<A
k
<v) : F

£
(v) - Fà(e) = e"

ec - e"»* (π) 

Για τον υπολογισμό του ρ
4
 απαιτείται να προσδιοριστεί η αμοιβαία συνάρτηση κατανομής τβν Ζ

(
 και Ζ

(
.

(
. 

Ο προσδιορισμός της μπορεί να βασιστεί στο γεγονός ότι η Zj είναι άθροισμα δύο στοχαστικά ανεξάρτητβν 
μεταβλητών, τβν Zj.j και A

k t
j . Συνεπώς 

Ζ(-),Ζ( Zj-C
A
ktt

 z
1-l *kH 

Αόγβ της (ν) και της κοινής εκθετικής κατανομής τβν A
k
, η κατανομή της Z^.j θα είναι γάμα, με 

παραμέτρους β και 1, δηλαδή: 

. Ι ί-1 -βζ*_« . ,. ... 

' ζ , . , '
2
' - '

1 :
 *

 Ζ Μ e ; (
 ' 

Εξ άλλου 

Αντικαθιστώντας τις δύο τελευταίες στην (ρ) παίρνουμε 

ί. (ζ,.„ zj) : β
Η
' z

M
' " V

e Z i
 / (i-Η! (σ) 

Από τον ορισμό του pj προκύπτει 

ν e 

Z,:C Ζ,_,=0 

Αντικαθιστώντας την (σ) στην παραπάνβ παίρνουμε 



143 

.»•1 *
 c 

«-HI I e 0 

Mcxd ani πράξεις η παραπαν» δίνει 

t« c» 

Pi : (e'" - e-»') 
I! 

Ανιικα9ιστ&ντα$ ti)» U) και (π) ο ι ρ (ο) παίρνουμε 

« («e)1 

Fy(v) χ (e" e c - e"·») * (e"*c - e ' w ) Σ = (e'*« - e-»') (I t e"»c - 1) 
i = t i ! 

Και τελικά 

Fy(v) : 1 - e-e<y-c) 

και 

fy(V) : · e-eC-C) 

2 . 6 . 3 . ' Ε λ ε γ χ ο ς τ η ς προσαρμογής τ η ς α ν έ λ ι ξ η ς P o i s s o n 

Ο έ λ ε γ ο ς χης προσαρμογής της α ν έ λ ι ξ η ς Poisson σχα ε μ π ε ι ρ ι κ ά δεδομένα 

προϋποθέτει ότ ι τ α δεδομένα προέρχονται από ε ν ι α ί ο πληθυσμό. Στην εργασία αυτή 

θεωρήθηκε ότ ι η χρησιμοποίηση δεδομένων από έ ν α συγκεκριμένο ημερολογιακό μήνα 

ε ξ α σ φ α λ ί ζ ε ι την ο μ ο γ έ ν ε ι α του δ ε ί γ μ α τ ο ς που σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι . Αυτό σ η μ α ί ν ε ι , 

β έ β α ι α , ό τ ι γ ι α κ ά θ ε μήνα θα πρέπει ν α υ π ο λ ο γ ί ζ ε τ α ι ά λ λ η τ ι μ ή του χρόνου 

διαχωρισμού, e Σε ά λ λ ε ς εργασίες (πχ. Restepo-Posada και Eagleson [1982]) ο 

χρόνος δ ιαχωρισμού θ ε ω ρ ε ί τ α ι ε ν ι α ί ο ς γ ι α όλο το έ τ ο ς , κ α ι γ ι α τους σχετικούς 

ελέγχους λαμβάνονται ταυτόχρονα τ α δεδομένα όλων των μηνών. Στην παρούσα όμως 

ε ρ γ α σ ί α , από ορισμένους προκαταρκτικούς ελέγχους διαπιστώθηκε ό τ ι , αν ο χρόνος 

διαχωρισμού υπολογιστε ί χωριστό, γ ι α κ ά θ ε μήνα, τ ό τ ε ο ι τ ι μ έ ς του εμφανίζουν 

σ η μ α ν τ ι κ έ ς διαφορές κ α τ ά τη δ ι ά ρ κ ε ι α του έτους, κ α ι ε ί ν α ι μεγαλύτερες α υ τ έ ς 

των θερινών μηνών, κ α ι μ ικρότερες των χειμερινών. Πιθανόν να ε ί ν α ι δυνατή μ ι α 

ομαδοποίηση των τιμών, σε εποχιακή βάση. 

Οι χρονοσειρές των μεταβλητών V κ α ι Β μπορεί να προκύψουν από έ ν α ι σ τ ο 

ρικό δ ε ί γ μ α μόνο ό τ α ν ε ί ν α ι γνωστή η τ ιμή του χρόνου διαχωρισμού. Γ ια το λόγο 

αυτό η δ ι α δ ι κ α σ ί α καθορισμού του c ε ί ν α ι α ν α γ κ α σ τ ι κ ά επαναληπτική. Ο σχετικός 

αλγόριθμος π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι : (1) υπόθεση μ ι α ς δ ο κ ι μ α σ τ ι κ ή ς τ ιμής του c, (2) σχημα

τισμό του δ ε ί γ μ α τ ο ς της μεταβλητής V ή Β (ανάλογα με το ποια μέθοδος ακολου

θ ε ί τ α ι ) , κ α ι (3) έλεγχο της προσαρμογής της ε κ θ ε τ ι κ ή ς κ α τ α ν ο μ ή ς στο δ ε ί γ μ α . Ο 

έλεγχος της στοχαστικής ανεξαρτησίας μεταξύ των διαδοχικών τιμών του δείγματος 

W 



144 

μπορεί να παραλειφθεί , μ ι α που αυτή μπορεί να θεωρηθεί ως δεδομένη για οποια

δήποτε τ ι μ ή t o u e (όπως έ δ ε ι ξ α ν ορισμένοι π ρ ο κ α τ α ρ κ τ ι κ ο ί έλεγχοι). 

Στο σχήμα 2.2 α π ε ι κ ο ν ί ζ ε τ α ι π μ ε τ α β ο λ ή της εμπειρικής συνάρτησης κ α τ α 

νομής της μ ε τ α β λ η τ ή ς V, συναρτήσει της μεταβολής του χρόνου διαχωρισμού, σε 

σύγκριση κ α ι με τη φραγμένη ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή. Εκεί μπορούμε να παρατηρήσουμε 

ό τ ι γ ι α μ ι κ ρ έ ς τ ι μ έ ς του e υπάρχει μ ε γ ά λ η α π ό κ λ ι σ η της ε μ π ε ι ρ ι κ ή ς από την 

ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή , ενώ γ ια μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ε ς τ ι μ έ ς αυτές συγκλίνουν. Τέλος, γ ια πολύ 

υψηλές τ ι μ έ ς του e, π α ρ α τ η ρ ε ί τ α ι κ α ι πάλι αύξουσα απόκλιση της εμπειρικής από 

την ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή . Το γεγονός αυτό ε ξ α σ φ α λ ί ζ ε ι την επιτυχία της επιχειρού

μενης μεθόδου καθορισμού του e, με βάση το θεωρητικό σχήμα που αναπτύχθηκε 

στην προηγούμενη υποπαράγραφο. Παρόμοια συμβαίνουν κ α ι με την εμπειρική κ α τ α 

νομή της μ ε τ α β λ η τ ή ς Β, άλλα εδώ η σύγκλιση προς την ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή παρατη

ρ ε ί τ α ι γ ι α υψηλότερες τ ι μ έ ς του χρόνου διαχωρισμού. 

Η προσφορότερη μέθοδος έλεγχου της προσαρμογής της εμπειρικής κατανομής 

της V ή της Β προς την ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή , δ ι α π ι σ τ ώ θ η κ ε ό τ ι ε ί ν α ι η μέθοδος 

Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ. Η σχετική παράμετρος Δ ε ί ν α ι πολύ καλό μέτρο της προσαρ

μογής, κ α ι τ α α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α των σχετικών υπολογισμών έδειξαν να υπάρχει καλή 

α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α της μεταβολής της με την εμφανιζόμενη μεταβολή της προσαρμογής της 

εμπειρικής κ α τ α ν ο μ ή ς προς την ε κ θ ε τ ι κ ή . Αυτό δεν συμβαίνει με την παράμετρο 

χ 2 , του α ν τ ί σ τ ο ι χ ο υ έλεγχου, που επίσης δοκιμάστηκε σε προκαταρκτικό επίπεδο. 

Η παράμετρος Δ των Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ ο ρ ί ζ ε τ α ι από τη σχέση 

Δ = max U F N ( X i ) - F ( x 1 ) Ι , 1 = 1 , . . . N } ( 2 . 6 . 1 2 ) 

όπου F(x) ε ί ν α ι η θεωρητική συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς (στην προκειμένη περίπτωση η 

(2.6.10) ή η (2.6.11)), Ν το μ έ γ ε θ ο ς τ ο υ δ ε ί γ μ α τ ο ς , κ α ι F N ( X ) η ε μ π ε ι ρ ι κ ή 

συνάρτηση κατανομής που ορ ίζετα ι από τη σχέση 

F N ( x ) = κ ( χ ) / Ν 

όπου κ(χ) ε ί ν α ι ο α ρ ι θ μ ό ς των στοιχε ίων στο δ ε ί γ μ α που ε ί ν α ι μ ι κ ρ ό τ ε ρ α ή ί σ α 

με την τ ι μ ή χ. 

Με δεδομένη την τ ιμή της παραμέτρου Δ, μπορεί να υπολογιστεί η τ ιμή του 

επιπέδου σ η μ α ν τ ι κ ό τ η τ α ς α, γ ι α την αποδοχή της κ α τ α ν ο μ ή ς F(x) (μηδενική υπό

θεση). Ο υπολογισμός, μπορεί ν α γ ί ν ε ι από την ακόλουθη σχέση που ισχύει γ ι α 

μ ε γ ά λ ε ς τ ι μ έ ς του Ν (> 35) (βλ. Kottegoda [1980]): 

( 2 π ) 1 / 2 « Γ ( 2 κ - 1 ) 2 π 2 

[-α = 1 - L ( z ) = 1 - Σ exp 
Ζ Κ=1 L 8 z 2 

όπου 

ζ = Ν 1 / 2 Δ 

( 2 . 6 . 1 3 ) 
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Αν Ν<35 τ ό τ ε το α δ ί ν ε τ α ι από σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ς π ίνακες. Στο παράρτημα Α.6 (σελ. 

Α.6.10) δ ί ν ε τ α ι το υποπρόγραμμα γ ι α τον υπολογισμό του α, α ν ε ξ ά ρ τ η τ α από την 

τ ι μ ή του Ν, που έ χ ε ι συνταχθεί σε γλώσσα Pascal. 

Το γεγονός ό τ ι η αυστηρή διατύπωση του έλεγχου Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ προϋ-

ποθΕτει την πλήρη ανεξαρτησία της θεωρητικής συνάρτησης κατανομής από το ελεγ

χόμενο δ ε ί γ μ α , κ α ι κ α τ ά συνΕπεια προϋποθέτει ό τ ι οι παράμετροι της κατανομής 

δεν υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι από το δ ε ί γ μ α , δεν ε ί ν α ι σοβαρό μ ε ι ο ν έ κ τ η μ α γ ι α την περί

πτωση που ε ξ ε τ ά ζ ο υ μ ε , 1 5 γ ι α τ ί (1) τ α δ ε ί γ μ α τ α έχουν πολύ μεγάλο πλήθος σ τ ο ι 

χε ίων, (2) η ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή έ χ ε ι μόνο μ ί α π α ρ ά μ ε τ ρ ο , κ α ι (3) το επίπεδο 

εμπιστοσύνης που τελ ικό, χρησιμοποιείται ε ί ν α ι αρκετά, μεγαλύτερο από τη συνήθη 

τ ιμή του 5'/.. Επιπλέον, στην περίπτωση της μεθόδου που σ τ η ρ ί ζ ε τ α ι στους χρόνους 

διαδοχής, η παράμετρος ω δεν ε ί ν α ι α π α ρ α ί τ η τ ο να υπολογίζεται ά μ ε σ α από τη 

μέση τ ιμή του δ ε ί γ μ α τ ο ς , με τη σχέση 

ω = ( μ ν - ο ) _ 1 ( 2 . 6 . 1 4 ) 

αλλά μπορεί να υπολογιστεί με έμμεσο τρόπο, από τη σχέση 

χ
μ
 ν
 , 

ω = ( e )
- 1
 (2.6.15) 

Ν 

όπου Ν ε ί ν α ι το μ έ γ ε θ ο ς του δ ε ί γ μ α τ ο ς , ν ε ί ν α ι το πλήθος των ετών τ α οποία 

κ α λ ύ π τ ε ι το δ ε ί γ μ α , κ α ι Τμ ε ί ν α ι η ε τ ή σ ι α δ ι ά ρ κ ε ι α της περιόδου στην οποία 

α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι τ α δεδομένα που ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ι (στην προκείμενη περίπτωση 1 μήνας, 

εκφρασμένος σε ώρες).1 6 

2.6.4. Διερεύνηση των αποτελεσμάτων του ελέγχου Κολμονκόροφ 
Σμίρνοφ 

Τα αποτελέσματα δοκιμαστικών εφαρμογών του ελέγχου Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ 

με βάση τ α βροχομετρικά δεδομένα της εργασίας αυτής φαίνονται παραστατικά στο 

σχήμα £.3, όπου έχουν π α ρ α σ τ α θ ε ί ο ι τ ι μ έ ς του επιπέδου σ η μ α ν τ ι κ ό τ η τ α ς α , 

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι του χρόνου διαχωρισμού, e, κ α ι γ ι α τ ι ς δύο μεθόδους που σ υ ζ η τ ή 

θηκαν. Στ ις δοκ ιμές αυτές χρησιμοποιήθηκαν δοκιμαστικές τ ιμές του χρόνου δ ι α 

χωρισμού από 1 μέχρι 30 ώρες. Από το εν λόγω σχήμα μπορούμε να κάνουμε μερικές 

β α σ ι κ έ ς διαπιστώσεις: 

15. ΆΜβστε στην πράξη ο έλεγχος χρησιμοποιείται χβρίς τέτοιες επιτάξεις. 

16. Παρ' 6λα αυτΰ είναι προτιμότερο να χρησιμοποιείται η σχέση (2.6.14), Οταν υπάρχουν αρκετές 

σποραδικές ελλείφεις δεδομένβν στο uno εξέταση δείγμα. Έτσι n σχέση αυτή χρησιμοποιήθηκε σε μια 

περίπιβση (σταθμός Tpißouvo - μήνας Ηαιος). 
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Χρόνος διαχωρισμού, c [h] 

Σχήμα 2.3 : Μεταβολή της προσαρμογής της κατανομής του χρόνου διαδοχής κ α ι του 
χρόνου διακοπής προς την εκθετ ική κατανομή, συναρτήσει της δοκιμαστικής τιμής 
του χρόνου διαχωρισμού. 
Χρησιμοποιείται ως κριτήριο η τιμή του επιπέδου σημαντικότητας του στατιστικού 
έλεγχου Κολμογκόροψ-Σμίρνοψ. 
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1. Παρατηρώντας τις καμπύλες που αντιστοιχούν στα αποτε

λέσματα της μεθόδου που βασίζεται στους χρόνους διαδο

χής, διακρίνουμε σ' αυτές τρία τμήματα: Ετο πρώτο τμήμα 

που αντιστοιχεί σε χρόνο διαχωρισμού από 1 μέχρι 5-7 

ώρες παρατηρείται μια απότομη αύξηση του επίπεδου εμπι

στοσύνης α, που ξεκινά από τιμή μικρότερη του 0.001Χ., 

και φτάνει περίπου στο 50Χ. Στο δεύτερο τμήμα, που αντι

στοιχεί σε τιμές του e από 5-7 μέχρι 7-12 ώρες, 

παρατηρείται μια βαθμιαία αύξηση του α σε τιμές μέχρι 

987.. Ετο τρίτο τμήμα που ακολουθεί, παρατηρείται μια 

βαθμιαία μείωση του α, το οποίο όμως διατηρείται σε επί

πεδα άνω του 10Χ. 

2. Οι καμπύλες που αντιστοιχούν στα αποτελέσματα της μεθό

δου των χρόνων διακοπής παρουσιάζουν μια εικόνα παρόμοια 

με την προηγούμενη. Η διαφορά εδώ είναι ότι το τρίτο 

τμήμα διατηρείται σε μια περίπου σταθερή τιμή του α. Η 

μέγιστη τιμή του α φθάνει το 80Χ. 

3. Συγκρίνοντας τις δύο ομάδες καμπυλών διαπιστώνουμε ότι 

οι χρόνοι διαδοχής δείχνουν μια καλύτερη προσαρμογή προς 

την εκθετική κατανομή, από ότι οι χρόνοι διακοπής, και 

ότι η εικόνα της μεταβολής της προσαρμογής συναρτήσει 

του e, είναι σαφέστερη στην πρώτη περίπτωση. Επί πλέον 

για να φτάσουμε μια συγκεκριμένη τιμή του επίπεδου ση

μαντικότητας στην περίπτωση των χρόνων διακοπής χρειά

ζεται περίπου διπλάσια τιμή του e, από ότι χρειάζεται 

για την μέθοδο των χρόνων διαδοχής. Αυτό πρέπει να θεω

ρηθεί ως πλεονέκτημα της μεθόδου των χρόνων διαδοχής, 

δεδομένου ότι, n παρουσία πολύ μεγάλων διαστημάτων με 

μηδενική ένταση βροχής μέσα στο επεισόδιο, δυσχεραίνει 

τη μελέτη της εσωτερικής δομής του επεισοδίου βροχής. 

Μετά χα παραπάνω προκρίνεται n μέθοδος που στηρίζεται στους χρόνους δια

δοχής. Το πρόβλημα τώρα είναι να καταλήξουμε σε μια συγκεκριμένη διαδικασία 

καθορισμού μιας μοναδικής τιμής του e (αφού υπάρχει ένα μεγάλο φάσμα τιμών του 

e, για τις οποίες μπορεί να γίνει δεκτή η κατανομή (2.6.10) του χρόνου δια

δοχής, σε ένα συνηθισμένο επίπεδο σημαντικότητας, πχ. 5'/. ή 10Χ). Μια δυνατό

τητα θα ήταν να δεχτούμε την τιμή c
m
, που μεγιστοποιεί το επίπεδο σημαντικότη

τας α. Υπάρχουν όμως δύο σοβαρά μειονεκτήματα: ο αβέβαιος προσδιορισμός της 
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(δεδομένου όχι ο ι κ λ ί σ ε ι ς χων καμπυλών στην περιοχή του μέγιστου ε ί ν α ι πολύ 

μ ικρές) , κ α ι η σ χ ε τ ι κ ά μεγάλη τ ιμή της. Έ τ σ ι ε ί ν α ι προτιμότερο να θέσουμε μ ι α 

αυθαίρετη άλλα σαφώς καθορισμένη τ ιμή του επίπεδου σημαντικότητας. Η τ ιμή α = 

50Ζ ε ί ν α ι λογική δεδομένου ό τ ι α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί περίπου στο σημείο τ ε ρ μ α τ ι σ μ ο ύ του 

πρώτου απότομου τμήματος της καμπύλης (c-α), που περιγράφηκε παραπάνω. Παράλ

ληλα ε ί ν α ι αρκετά, μεγάλη σε σχέση με τ ις συνήθως χρησιμοποιούμενες τ ιμές, ώστε 

μ α ς ε ξ α σ φ α λ ί ζ ε ι π ά ν τ α μ ι α ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ ή προσαρμογή, κ α ι δ ί ν ε ι τ ι μ έ ς του e 

αρκετά, μ ι κ ρ ό τ ε ρ ε ς του c m . Με την επιλογή της παραπάνω τιμής οριστικοποιείται 

πλέον το κριτήριο διαχωρισμού των επεισοδίων βροχής: ο χρόνος διαχωρισμού υπο

λ ο γ ί ζ ε τ α ι από τη σχέση 

C = m i n f c j , J = 1,2 a j > 0 . 5 } ( 2 . 6 . 1 6 ) 

όπου Cj = j-Δ, Δ = 1 ώρα κ α ι a j το επίπεδο εμπιστοσύνης του ελέγχου Κολμογκό-

ροφ-Ιμ ίρνοφ, που α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί στη δ ο κ ι μ α σ τ ι κ ή τ ιμή του χρόνου διαχωρισμού Cj. Ο 

προσδιορισμός του e με α κ ρ ί β ε ι α μ ικρότερη του Δ ε ί ν α ι περιττός, λόγω κ α ι των 

αρκετών αβεβαιοτήτων πού ήδη ενυπάρχουν. Η εφαρμογή αυτού του κριτηρίου δ ί ν ε ι 

τ ι ς ε ξ ή ς τ ι μ έ ς τ ο υ e γ ι α τ α δ ε ί γ μ α τ α που ε ξ ε τ ά σ τ η κ α ν : 7 κ α ι 6 ώρες γ ι α το 

σταθμό Χ ά λ α ρ α , μήνες Απρίλιο κ α ι Μάιο αντ ίστο ιχα κ α ι 6 κ α ι 7 ώρες για το σ τ α θ 

μό Τρίβουνο, μήνες Απρίλιο κ α ι Μάιο α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 

2 . 6 . 5 . Τ ε λ ι κ ή διατύπωση xou κ ρ ι τ η ρ i o u κ α ι σύγκριση με άλλα 
κ ρ ι τ ή ρ ι α 

Ανακεφαλαιώνοντας τ α προηγούμενα, μπορούμε να διατυπώσουμε συνοπτικά, το 

προτεινόμενο κριτήριο με τον ακόλουθο τρόπο: 

1 . Δύο δ ι α δ ο χ ι κ έ ς α λ λ η λ ο υ χ ί ε ς μη μ η δ ε ν ι κ ή ς βροχόπτωσης θ ε ω 

ρ ο ύ ν τ α ι ό τ ι σ χ η μ α τ ί ζ ο υ ν δύο δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά , α ν ε ξ ά ρ τ η τ α ε π ε ι 

σ ό δ ι α β ρ ο χ ή ς , ό τ α ν ο χρόνος που μ ε σ ο λ α β ε ί α ν ά μ ε σ α τ ο υ ς 

ε ί ν α ι μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ο ς ή ί σ ο ς τ ο υ σ τ α θ ε ρ ο ύ χρόνου δ ι α χ ω ρ ι 

σ μ ο ύ , e Σε α ν τ ί θ ε τ η περίπτωση θ ε ω ρ ε ί τ α ι ό τ ι α ν ή κ ο υ ν σ τ ό 

ί δ ι ο ε π ε ι σ ό δ ι ο βροχής. 

2. Η τ ι μ ή τ ο υ χρόνου δ ι α χ ω ρ ι σ μ ο ύ κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι σε τρόπο ώστε 

η προκύπτουσα χ ρ ο ν ο σ ε ι ρ α των χρόνων δ ι α δ ο χ ή ς , τ ο υ ε ξ ε τ α 

ζ ό μ ε ν ο υ ι σ τ ο ρ ι κ ο ύ δ ε ί γ μ α τ ο ς , να α κ ο λ ο υ θ ε ί φ ρ α γ μ έ ν η ε κ θ ε 

τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή , με σ υ ν ά ρ τ η σ η π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς τ η ν 

( 2 . 6 . 1 0 ) . 

3 . Γ ι α τ ο ν έ λ ε γ χ ο τ η ς προσαρμογής τ η ς ε κ θ ε τ ι κ ή ς κ α τ α ν ο μ ή ς 

χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ε ί τ α ι η μέθοδος Κ ο λ μ ο γ κ ό ρ ο φ - Ι μ ί ρ ν ο φ , γ ι α 



150 

επίπεδο σημαντικότητας 50'/.. 

4. Η διαδικασία υπολογισμού του χρόνου διαχωρισμού e, 

περί λαμβάνει δοκιμαστικές επαναλήψεις, και η τελική τιμή 

προκύπτει από τη σχέση (2.6.16). 

Το προτεινόμενο κριτήριο ε ί ν α ι μεν α ν τ ι κ ε ι μ ε ν ι κ ό στην εφαρμογή του, αλλά. 

έ χ ε ι κάποιο βαθμό υποκε ιμεν ικότητας στη διατύπωση του, που ο φ ε ί λ ε τ α ι κυρίως 

στην επιλεγείσα τιμή του επιπέδου σημαντικότητας (50Χ). Πάντως τ α αποτελέσματα 

του ε ί ν α ι πολύ λογικό, κ α ι αναμενόμενα, πράγμα που επιβεβαιώνεται από τ ις α κ ό 

λουθες παρατηρήσεις: 

α. Η χρονική απόσταση των 6-7 ωρών είναι ικανοποιητική ώστε 

να μην υπάρχει εξάρτηση στα ωριαία ύψη βροχής δύο δια

δοχικών επεισοδίων, σύμφωνα και με όσα έχουν αναπτυχθεί 

στην υποπαράγραφο 2.6.1. (σελ. 132). 

β. Το πλήθος των τιμών μηδενικού ωριαίου ύψους βροχής μέσα 

στα επεισόδια, το οποίο προκύπτει ως συνέπεια της τιμής 

του e, είναι εύλογο. Για λόγους που εξηγήθηκαν στην υπο

παράγραφο 2.6.1. οι μετρημένες τιμές χ* = 0.0 θεωρείται 

ότι αντιστοιχούν στό διάστημα [0, 0.05) της συνεχούς 

μεταβλητής Χ, και κατά συνέπεια θεωρείται ότι Pr(X*=0,0) 

= Ρ Γ ( 0 < Χ < 0 . 0 5 ) = Fx(0.05). Με βάση αυτή τη θεώρηση έχουν 

σχεδιαστεί στα σχήματα 2.4 και 2.5 η εμπειρική συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας και η εμπειρική συνάρτηση κατανο

μής της Χ, αντίστοιχα, για το σταθμό Χάλαρα και για το 

μήνα Απρίλιο. Στο σχήμα 2.5 χρησιμοποιήθηκε το χαρτί 

κατανομής Wei bull, στο οποίο αποδίδεται καλύτερα η κατα

νομή μιας τόσο ασύμμετρης κατανομής, όσο η κατανομή του 

ωριαίου ύψους. Και στα δύο σχήματα φαίνεται ότι το ποσο

στό μηδενικών τιμών είναι λογικό. Για λόγους σύγκρισης 

έχουν χαραχθεί στα ίδια σχήματα και οι αντίστοιχες καμ

πύλες της κατανομής Weibull
1 7
, που ,-φαίνεται ότι συμ

φωνούν πολύ καλά με τις εμπειρικές. Τέλος στο σχήμα 2.5 

έχει παρασταθεί και η εμπειρική συνάρτηση κατανομής της 

Χ (σε σύγκριση και με την αντίστοιχη συνάρτηση κατανομής 

Weibull), όπως προκύπτει όταν θεωρηθεί ότι ο χρόνος δια-

17. Οι παράμετροι της υπολογίστηκαν υε τη μέθοδο τον ροπών. 
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ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΕ : ΑΠΡΙΛΙΟΕ 

Χρόνος διαχωρισμού e = 7h 
Ετατιστικα χαρακτηριστικό, δείγματος: 

πΐχ = 0.647 mm, 3 χ 2 = 0.916 mm2 

Εμπειρική πυκνότητα πιθανότητας 
Συνάρτηση πυκν. πιθανότητας Weìbull 

τ - , Γ - , , Γ 

2 3 4 

Ωριαίο ύφος βροχής, χ (mm) 

6 

Σ χ ή μ α 3.4 : Τυπική μορφή σ υ ν ά ρ τ η σ η ς π υ κ ν ό τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς ωριαίου ύψους 
βροχής. 

•er 
Χ 
ο 
α 
οα 
ν> 
ο 
δ-

•a 

ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ : ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

Χρόνος διαχωρισμού e = 1h 
Στατιστικό, χαρακτηριστικό, δείγματος: 

Γϊΐχ = 0.785 mm, S x 2 = 1.004 mm2 

Εμπειρική συνάρτηση κατανομής 
Συνάρτηση κατανομής Weibull 

Χρόνος διαχωρισμού e = 7h 
Στατιστικό, χαρακτηριστικά δείγματος: 

ιτίχ = 0.647 mm, 3 χ 2 = 0.916 mm2 

Εμπειρική συνάρτηση κατανομής 
Συνάρτηση κατανομής Weibull 

20 30 40 50 60 70 

Συνάρτηση κατανομής, Fχ(χ) ('/.) 
99.9 99.99 

Ε χ ή μ α 2.5 : Επίδραση του χρόνου διαχωρισμού, e, στη συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του 
ωριαίου ύψους βροχής. 
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χωρισμού είναι 1 ώρα, οπόχε δεν επιτρέπεται η παρουσία 

μηδενικών τιμών Χ* μέσα στα επεισόδια. Από τη σύγκριση 

των δύο τελευταίων φαίνεται παραστατικά, η αντίφαση που 

προκύπτει όταν δεν περιλαμβάνονται μηδενικές τιμές στα 

επεισόδια (βλ. και υποπαρ. 2.6.1, σελ. 133). 

Οι τ ι μ έ ς του χρόνου διαχωρισμού των 6-7 ωρών ε ί ν α ι σαφώς μεγαλύτερες από 

τ ι ς τ ι μ έ ς των 2-3 ωρών του κ ρ ι τ η ρ ί ο υ Grace και Eagleson [1966], ά λ λ α η σύγ

κρ ιση α υ τ ή δεν μ α ς δ ί ν ε ι κ α μ ί α ο υ σ ι α σ τ ι κ ή πληροφορία, δεδομένου ό τ ι α ν α φ ε 

ρόμαστε σε δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς περιοχές με άλλες κ λ ι μ α τ ι κ έ ς συνθήκες. Αντ ίθετα, μ ια 

ουσιαστ ική σύγκριση μπορεί να γ ί ν ε ι με το κρ ιτήριο Restepo-Posada και Eagle-

son (RPE) [1982], που α κ ο λ ο υ θ ε ί μ ι α λ ο γ ι κ ή παρόμοια όπως του π ρ ο τ ε ι ν ό μ ε ν ο υ 

κριτηρίου, κ α ι α ν α φ έ ρ ε τ α ι σε μεγάλο φάσμα κλιματικών τύπων. Κατ' αρχήν έγινε 

προσπάθεια να ε ξ ε τ α σ τ ε ί η προσαρμογή της εκθετ ικής κατανομής προς τ α δεδομένα 

της παρούσας ε ρ γ α σ ί α ς (μεταβλητές V ή Β) μέσω του ελέγου των συντελεστών δ ι α 

σποράς σ ν / ( μ γ - ο ) κ α ι σ β / ί μ β - ο ) , σε α ν τ ι σ τ ο ι χ ί α με το κριτήριο των παραπάνω 

ερευνητών (βλ. κ α ι υποπαρ. 2.2.4.). Οι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς α υ τ ο ί θεωρητικά έχουν τ ι μ ή 

ίση με 1, α ν η α ν τ ί σ τ ο ι χ η μ ε τ α β λ η τ ή ακολουθεί φραγμένη ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή. Τα 

αποτελέσματα αυτής της προσπάθειας απεικον ίζονται στο σχήμα 2.6, όπου φαίνετα ι 

ό τ ι σε μ ε ρ ι κ έ ς περιπτώσεις ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς α υ τ ο ί δεν φτάνουν την τ ι μ ή 1, α κ ό μ α 

κ α ι γ ι α πολύ μεγάλους χρόνους διαχωρισμού, κ α ι δεν α π ο δ ί δ ε τ α ι η σύγκλιση των 

εμπειρικών κατανομών προς την ε κ θ ε τ ι κ ή από την ε ι κ ό ν α της μεταβολής αυτών των 

σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν . Εξ άλλου η εφαρμογή του κ ρ ι τ η ρ ί ο υ RPE ως έ χ ε ι (δηλαδή με τον 

έλεγχο α ν σ Β / μ β = 1) θα- έ δ ι ν ε τ ι ς εξής τ ι μ έ ς του χρόνου διαχωρισμού: c=12 ώρες 

κ α ι ό%40 ώρες γ ι α το σταθμό Χ ά λ α ρ α , μήνες Απρίλιο κ α ι Μάιο, κ α ι c=15 ώρες κ α ι 

ο 3 θ ώρες γ ι α το σταθμό Τρίβουνο, μήνες Απρίλιο κ α ι Μάιο, α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Η σύγ

κριση αυτών των τιμών μ ε τ α ξ ύ τους α λ λ ά κ α ι ο ι προηγούμενες παρατηρήσεις δ ε ί 

χνουν ό τ ι το εν λόγω κριτήριο δεν ε ί ν α ι κατάλληλο γ ια τ α δεδομένα των σταθμών 

που ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ι στην παρούσα εργασία. Δοκιμάστηκε ακόμα κ α ι η εφαρμογή της 

εμπειρικής σχέσης που π ε ρ ι έ χ ε τ α ι στην ε ρ γ α σ ί α των RPE, ή οποία έδωσε τ ιμή του 

χρόνου διαχωρισμού (σε μέση ε τ ή σ ι α βάση) περίπου ίση με Ì ημέρα, πού κ ρ ί ν ε τ α ι 

ως υπερβολικά υψηλή. 
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Συντ. δ ιασποράς του χρόνου διαδοχής (V) 

- · — Συντ. δ ιασποράς χου χρόνου διακοπής (Β) 

1 : Σταθμός Χάλαρα - Μήνας Απρίλιος 

2 : Σταθμός Χάλαρα - Μήνας Μάιος 

3 : Σταθμός ΤρίΒουνο - Μήνας Απρίλιος 

4 : Σταθμός ΤρίΒουνο - Μήνας Μάιος 

18 20 22 24 26 28 30 2 4 6 8 10 12 14 16 

Χρόνος διαχωρισμού, c [h] 

Σχήμα 2.6 : Μεταβολή των συντελεστών διασποράς του χρόνου διαδοχής, V, και του 

χρόνου διακοπής, Β, συναρτήσει του χρόνου διαχωρισμού, e 
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.2.7. Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΩΝ ΧΡΟΝΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΤΟΥ ΕΠΕΙΣΟΔΙΟΥ ΒΡΟΧΗΣ 

2.7.1. Γενικά 

Γ ι α να ε ί ν α ι πλήρως γνωστή η ανέλιξη της εμφάνισης των επεισοδίων βροχής 

στο χρόνο πρέπει να καθοριστούν οι κατανομές των χρονικών μεταβλητών, δηλαδή 

της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, D, του χρόνου δ ιακοπής, Β, κ α ι του χρόνου δ ιαδοχής, V. 

Αλλά. η κ α τ α ν ο μ ή της τ ε λ ε υ τ α ί α ς ε ί ν α ι ε | ορισμού φραγμένη εκθετ ική. Αυτό ε ί ν α ι 

έ ν α σ η μ α ν τ ι κ ό πλεονέκτημα του ορισμού των επεισοδίων βροχής που δόθηκε στην 

παράγραφο 2.6, δεδομένου ό τ ι αξιοποιεί την απλούστερη δυνατή σημειακή ανέλιξη, 

δηλαδή την α ν έ λ ι ξ η Poisson, κ α ι μ ά λ ι σ τ α χωρίς υπάρχουν εγγενή σ φ ά λ μ α τ α στην 

περιγραφή του φαινομένου (όπως πχ. μη περιγραφόμενη υπερδιασπορά των ε π ε ι 

σοδίων βροχής - βλ. κ α ι υποπαράγραφο 2.3.1) κ α ι μας απαλλάσει από τη χρησιμο

ποίηση πιο πολύπλοκων μοντέλων σημειακών ανελίξεων, όπως οι α ν ε λ ί ξ ε ι ς Neyman-

S c o t t κ α ι Cox. 

Συνεπώς απομένει να καθορίσουμε την κατανομή των άλλων δύο μεταβλητών. 

Από προκαταρκτικές παρατηρήσεις πάνω σ τ α ιστορικά δ ε ί γ μ α τ α διαπιστώθηκε ότι η 

κ α τ α ν ο μ ή της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής ε ί ν α ι περίπου ε κ θ ε τ ι κ ή , ενώ η α ν τ ί σ τ ο ι χ η του 

χρόνου διακοπής παρουσιάζει μ ι α μεγαλύτερη συγκέντρωση στ ις μικρές τ ιμές της 

μεταβλητής, σε σχέση με την ε κ θ ε τ ι κ ή . Όπως όμως αποδείχτηκε στην υποπαράγραφο 

2.6.2, θ ε ω ρ η τ ι κ ά δεν μπορεί κ α μ ι ά από τ ι ς δύο μ ε τ α β λ η τ έ ς ν α έ χ ε ι ε κ θ ε τ ι κ ή 

κατανομή. Προκειμένου να διατυπώσουμε έ ν α μοντέλο χωρίς θεωρητικές ασυνέπειες, 

θα πρέπει να απορρίψουμε την ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή, κ α ι να προσφύγουμε σε πιο σύν

θ ε τ ε ς συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς . Επί πλέον, όπως έ χ ε ι αποδειχτεί επίσης στην υπο

παράγραφο 2.6.2, ε ί μ α σ τ ε υποχρεωμένοι ε ί τ ε να δεχτούμε ό τ ι μ ία τουλάχιστον από 

τ ι ς μ ε τ α β λ η τ έ ς D κ α ι Β έ χ ε ι α σ υ ν ε χ ή π ε ρ ι θ ώ ρ ι α σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς (με 

α σ υ ν έ χ ε ι α στο σ η μ ε ί ο d=o ή b=0), ε ί τ ε να δεχτούμε ό τ ι οι δύο μ ε τ α β λ η τ έ ς ε ί ν α ι 

στοχαστ ικά εξαρτημένες. Η επιλογή της πρώτης δυνατότητας μας οδηγεί σε σοβαρό 

λάθος, δεδομένου ό τ ι η α σ υ ν έ χ ε ι α δεν δ ι κ α ι ο λ ο γ ε ί τ α ι θεωρητικά, α λ λ ά ούτε συμ

β α δ ί ζ ε ι με τ α ι σ τ ο ρ ι κ ά δ ε ί γ μ α τ α . Συνεπώς θα πρέπει να δεχτούμε τη στοχαστική 

εξάρτηση μ ε τ α ξ ύ των D κ α ι Β, σαν τη μόνη λύση με θεωρητική συνέπεια.. Βέβαια 

σ τ α δ ε ί γ μ α τ α της ε ρ γ α σ ί α ς αυτής δεν διαπιστώθηκε τ έ τ ο ι α στοχαστική εξάρτηση, 

αλλά αυτό δεν αποτελεί α ν α γ κ α σ τ ι κ ά αντ ίφαση, αφού τ ε λ ι κ ά κ α ι η θεωρητικά προ

βλεπόμενη εξάρτηση ε ί ν α ι πολύ μ ικρή (θα δοθούν α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς παρακάτω). 

Έ τ σ ι μπορεί ν α θεωρηθεί ε ί τ ε ό τ ι η προβλεπόμενη από το μοντέλο σ τ ο χ α σ τ ι κ ή 

εξάρτηση πράγματ ι υπάρχει, α λ λ ά ε ί ν α ι πολύ μ ικρή κ α ι δεν μπορεί ν ά ανιχνευθεί 

με τ ι ς συνήθεις σ τ α τ ι σ τ ι κ έ ς μεθόδους σε π ρ α γ μ α τ ι κ ά δ ε ί γ μ α τ α , ε ί τ ε α κ ό μ α ό τ ι 

δεν υπάρχει στην πραγματικότητα, αλλά ε ί ν α ι έ ν α α ν α γ κ α ί ο σφάλμα που προκύπτει 
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από την υπόθεση όχι οι χρόνοι έναρξης των επεισοδίων βροχής περιγράφονται από 

μια ανέλιξη Poisson, το οποίο σφάλμα ε ίνα ι αρκετά μικρό, ώστε δεν επηρεάζει 

ουσιαστικό, την εφαρμοσιμότητα του μοντέλου. 

Πριν προχωρήσουμε στη διατύπωση του μοντέλου, για λόγους απλοποίησης 

εισάγουμε τ ις μεταβλητές Χ, Υ κ α ι Ζ, στη θέση των D, Β κ α ι V, αντίστοιχα, που 

ορίζονται ως εξής: 

Χ = D 

Υ = Β - e 

Ζ = V - e 

όπου Χ > ο, Υ > ο, Ζ > 0, ενώ προφανώς ισχύει 

Χ + Υ = Ζ 

και η κατανομή της Ζ περιγράφεται από τις σχέσεις 

f z ( z ) = ω β - ω Ζ , F z ( z ) = \-e~<ÙZ 

( 2 . 7 .1 ) 

( 2 . 7 .2 ) 

( 2 .7 .3 ) 

( 2 . 7 .4 ) 

( 2 . 7 . 5 ) 

•f ( x . z ) 
ΧΙΖ 

f (χ) : ε κ θ ε τ ι κ ή 

Σχήμα 2.7.: Γενική εικόνα της δεσμευμένης συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 
της δ ιάρκειας βροχής, ίχ|ζ(χ,ζ). 

Ας ξεκινήσουμε την εξέταση των κατανομών με τη μεταβλητή X=D, που η 

περιθώρια κατανομή της ε ίνα ι πιο κοντά, στην εκθετική. Είναι σκόπιμο να δια

τυπώσουμε κατ' αρχήν τη δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Χ για 

δεδομένη τιμή της V. θεωρώντας ότι για μεγάλες τιμές του χρόνου διαδοχής η 

διάρκεια βροχής πρακτικά δεν επηρεάζεται από την τιμή του χρόνου διαδοχής, κ α ι 

έχει ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή, θα δεχτούμε ότ ι η fx|y(x,y) ε ί ν α ι άθροισμα των δύο 
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συναρτήσεων του σχήματος 2.7, ήτοι: 

fxizix.z) =
 f
l(x)

 +
 fa(x.z) , 0 < χ < ζ (2.7.6) 

όπου η ft (χ) έχει εκθετική μορφή, ήτοι 

f ϊ ( χ ) = δ ε - 5 * ( 2 . 7 . 7 ) 

κ α ι η f 2 ( x , y ) ε ί ν α ι άγνωστη συνάρτηση, που θα ικανοποιε ί τη σχέση: 

2 

S f 2 ( x , z ) d x = e ~ 5 z ( 2 . 7 . 8 ) 
0 

Η τ ε λ ε υ τ α ί α προκύπτει εύκολα από την προφανή σχέση Fxjz(z,z) = 1. 

θ α κάνουμε τώρα μερικές ποιοτικές παρατηρήσεις αναφορικό, με τη συνάρτηση 

f 2 ( x , z ) . Αν η f 2 τ α υ τ ι σ τ ε ί με τη συνάρτηση 5(χ) (συνάρτηση δ έ λ τ α ) , τ ό τ ε η 

κ α τ α ν ο μ ή της Χ θα έ χ ε ι ασυνέχεια στο σημείο χ=0, ενώ αν τ α υ τ ι σ τ ε ί με τη συνάρ

τηση δ(ζ-χ), τ ό τ ε η κ α τ α ν ο μ ή της Υ θα έ χ ε ι α σ υ ν έ χ ε ι α στο σημείο y=0. Και σ τ ι ς 

δύο περιπτώσεις οι Χ κ α ι Υ θα ε ί ν α ι στοχαστ ικά ανεξάρτητες. Συνεπώς όσο μ ε γ α 

λώνει η συγκέντρωση τιμών της f 2 σ τ α σημε ία χ=0 ή / κ α ι χ=ζ, τόσο μ ικρότερη θα 

ε ί ν α ι η σ τ ο χ α σ τ ι κ ή εξάρτηση μεταξύ των Χ κ α ι Υ. Εξ άλλου η συγκέντρωση των τ ι 

μών της f 2 προς το σημείο χ=0, θα ε ί χ ε ως α π ο τ έ λ ε σ μ α , γ ι α την περιθώρια κ α τ α 

νομή της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, μ ι α μεγαλύτερη συγκέντρωση στ ις μ ικρές τ ι μ έ ς της 

μεταβλητής, σε σχέση με την ε κ θ ε τ ι κ ή . Α ν τ ί σ τ ο ι χ α , η συγκέντρωση των τιμών της 

f 2 προς το σημείο χ=ζ, θα ε ί χ ε ως α π ο τ έ λ ε σ μ α , γ ι α την περιθώρια κ α τ α ν ο μ ή του 

χρόνου διακοπής, μ ι α μεγαλύτερη συγκέντρωση σ τ ι ς μικρές τ ιμές της μεταβλητής. 

Η τ ε λ ε υ τ α ί α περίπτωση συμφωνεί με τ α πραγματικά δ ε ί γ μ α τ α , κ α ι κ α τ ά συνέπεια 

πρέπει ν α δ ε χ τ ο ύ μ ε ό τ ι η f 2 π α ρ ο υ σ ι ά ζ ε ι μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η συγκέντρωση τιμών στο 

σ η μ ε ί ο χ=ζ. 

Προκειμένου να διατυπωθεί το τελ ικό μοντέλο ε ξ ε τ ά σ τ η κ α ν δύο περιπτώσεις 

συναρτήσεων f 2 > μ ε την παραπάνω ι δ ι ό τ η τ α : η τ ρ ι γ ω ν ι κ ή , με μέγ ιστη τ ι μ ή στο 

σημείο χ=ζ, κ α ι η αντ ίστροφη ε κ θ ε τ ι κ ή , της μορφής κ β + δ χ . Γ ι α λόγους σύγκρισης 

ε ξ ε τ ά σ τ η κ ε κ α ι η ομοιόμορφη κ α τ α ν ο μ ή . Επιλέχτηκε τ ε λ ι κ ά η τριγωνική, που, όπως 

προέκυψε, δ ί ν ε ι τ α καλύτερα αποτελέσματα. Έ τ σ ι στις επόμενες υποπαραγράφους 

θα α ν α λ υ θ ε ί μόνο η τριγωνική μορφή της f 2 . 

2.7.2. Παραγωγή των συναρτήσεων κατανομή«: 

Με δεδομένη την ε κ θ ε τ ι κ ή μορφή (2.7.7) της συνάρτησης f^, αν καθορίσουμε 

κ α ι τη συνάρτηση f 2 , τ ό τ ε ορίζονται πλήρως οι κ α τ α ν ο μ έ ς κ α ι οι παράμετροι όλων 

των μεταβλητών του προβλήματος, χωρίς να χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι κ α μ ι ά άλλη παραδοχή. Αν 

δεχτούμε ό τ ι η μορφή της f 2 ε ί ν α ι τριγωνική ως προς τη μ ε τ α β λ η τ ή χ, τ ό τ ε αυτή 
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γράφεται: 

f 2 ( x , z ) = x-g(z) , ο < χ < ζ 

όπου η συνάρτηση g(z) μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (2.7.8), κ α ι προ

κύπτει 

g(z) = 2 e - 5 z / ζ 2 

Κατά συνέπεια η f 2 ε ί ν α ι 

f 2 ( x , z ) = 2 χ β _ δ ζ / ζ 2 ( 2 . 7 . 9 ) 

με μέγ ιστη τ ι μ ή ( γ ι α χ=ζ) 

f 2 ( z , z ) = 2 e ~ 5 z / ζ 

Η δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας Θα ε ί ν α ι επομένως 

f X | Z ( x , z ) = δ ε - 5 * + 2 χ β - δ ζ / ζ 2 (2.7.10) 

Η αμοιβαία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των Χ και Ζ προκύπτει με πολλαπλα

σιασμό των (2.7.5) κ α ι (2.7.10) κ α ι ε ί ν α ι 

f X , Z < x » z ) = ω δ β _ δ χ - ω ζ + 2 ω χ ε - ( δ + ω ) ζ / ζ 2 (2.7.11) 

Από την τ ε λ ε υ τ α ί α , παίρνοντας υπόψη κ α ι την (2.7.4), μπορεί να υπολο

γιστεί η αμοιβαία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των Χ κα ι Υ, η οποία έχει 

την ακόλουθη μορφή 

2ωχ 
f x , Y ( x , y ) = ω δ ε - ( δ + ω ) Χ - ω ν + e-(5+ω) (x + y) (2.7.12) 

( x + y ) 2 

Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας και συναρτήσεις κατα

νομής των Χ και Υ έχουν τις ακόλουθες αναλυτικές εκφράσεις, που υπολογίζονται 

αναλυτικά στο τέλος της υποπαραγράφου: 

f x ( x ) = ( δ + 2 ω ) β _ ( δ + ω ) χ - 2ω(δ+ω)χ ε((δ+ω)χ) (2.7.13) 

F x ( x ) = 1 - ( 1 - ω χ ) ε - ( δ + ω ) * - ω(δ+ω)χ2 ε((δ+ω)χ) (2.7.14) 

ωδ 

f Y ( y ) = e-®? - 2 ω β - ( δ + ω ) ν + 2ω[1+(δ+ω)γ] ε((5+ω)γ) 
δ+ω (2.7.15) 

δ ω 
F Y ( y ) = 1 - e-W - [ 1 + ( 5 + c o ) y ] β _ ί δ + ω ) / 

δ+ω δ+ω 

+ oy [2+(δ+ω)γ] ε((5+ω)χ) ' (2.7.16) 

όπου η συνάρτηση ε(χ) παριστάνει το λεγόμενο εκθετικό ολοκλήρωμα, και ορίζεται 

από τη σχέση 
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co e " ? 
ε ( χ ) = S αξ ( 2 . 7 . 1 7 ) 

x ξ 

Η συνάρτηση ε(χ) δεν μπορεί να πάρει α ν α λ υ τ ι κ ή έκφραση απλούστερη ο,πό 

την (2.7.17). Συνεπώς οι τ ι μ έ ς της μπορούν να υπολογιστούν μόνο με α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς 

μεθόδους. Γ ι α τους α ρ ι θ μ η τ ι κ ο ύ ς υπολογισμούς ε ί ν α ι πιο εύχρηστη η ακόλουθη 

μορφή της (βλ. απόδειξη στο τέλος της υποπαραγράφου, σχέση (η)): 

1 e-x/Π 
ε ( χ ) = S an ( 2 . 7 . 1 8 ) 

ο η 

Χρήσιμες γ ι α τους α ρ ι θ μ η τ ι κ ο ύ ς υπολογισμούς ε ί ν α ι κ α ι οι ακόλουθες σχέσεις 

(Βλ. Spiegel [1976], σ ε λ . 183): 

(2 χ3 
ε ( χ ) = - γ - Ίηχ + 

1 · 1 ! 2 - 2 ! 3 - 3 ! 

e _ x r 1 ! 2 ! 3 ! 
ε ( χ ) 

χ L χ χ 2 χ 3 - ] 
όπου γ ε ί ν α ι η σ τ α θ ε ρ ά του Euler (γ=0.577216). 

Όπως α π ο δ ε ι κ ν ύ ε τ α ι παρακάτω η ε(χ) α π ε ι ρ ί ζ ε τ α ι γ ι α χ = 0 κ α ι μ η δ ε ν ί ζ ε 

τ α ι γ ι α χ —> +0Ο, ενώ ο ι ε κ φ ρ ά σ ε ι ς της μορφής χ ν ε ( χ ) , όπου ν > ο, μ η δ ε ν ί ζ ο ν τ α ι 

κ α ι γ ια χ = ο, κ α ι γ ι α χ —> +<». Κατά. συνέπεια η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη

τ α ς της Χ π α ί ρ ν ε ι την ( μ έ γ ι σ τ η ) τ ι μ ή (δ+2ω) γ ι α χ=0, κ α ι η συνάρτηση πυκνό

τ η τ α ς π ι θ α ν ό τ η τ α ς της Υ α π ε ι ρ ί ζ ε τ α ι γ ι α y = ο. Και ο ι δυο συναρτήσεις ε ί ν α ι 

φθίνουσες στο (ο,+οο). Οι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς της μ ε τ α β λ η τ ή ς χ ( σ χ έ σ ε ι ς (2.7.13) κ α ι 

(2.7.14)) μπορούν ν α προσεγγιστούν πολύ καλό. από τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς συναρτήσεις 

της κ α τ α ν ο μ ή ς γ ά μ α ή της κ α τ α ν ο μ ή ς Welbull. Δεν συμβαίνει όμως το ίδιο με τ ις 

συναρτήσεις της μεταβλητής Υ. 

Γ ι α να πάρουμε τις εκφράσεις των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας κ α ι 

κ α τ α ν ο μ ή ς της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, D, κ α ι του χρόνου διακοιχής, Β, α ρ κ ε ί να α ν τ ι 

κ α τ α σ τ ή σ ο υ μ ε σ τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (2.7.13) μ έ χ ρ ι (2.7.16) τ α χ=α κ α ι y = b. - e θ α 

πρέπει ν α σημειώσουμε ό τ ι παρόλο που το μοντέλο περιγραφής των D κ α ι Β, έ χ ε ι 

συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς με κάπως πολύπλοκες α ν α λ υ τ ι κ έ ς ε κ φ ρ ά σ ε ι ς , εν τούτοις 

χρησιμοποιε ί μόνο μ ι α π α ρ ά μ ε τ ρ ο (πέρα από την ω που έ χ ε ι ε ι σ α χ θ ε ί γ ι α την 

περιγραφή των χρόνων διαδοχής), την παράμετρο δ. Αυτό πρέπει να θεωρηθεί σαν 

ε ν α σημαντικό πλεονέκτημα του. 

Heputç t6i6tnu<; τικ σονάρτησης ε(χ) 
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Συμβολίζουμε με τ(χ) : e"
x
 / χ. Οι συναρτήσεις ε και τ συνδέονται με τις σχέσεις 

« d 

KD • I mm , x(x) ·- - - e(x) 
χ dx 

Οι ακόλουθες σχέσεις είναι προφανείς: 

lin τ(χ) : •» , 11« τ(χ) : 0 (α) 

χ->0* χ->+« 

Ισχύουν οι ακόλουθες προϋποθέσεις για την ι(χ): (t) είναι ορισμένη και θετική σε κάθε υποδιάστημα 

(θ,β], (2) είναι ολοκληρ*σιμη σε κάθε κλειστό υποδιάστημα του (0, μ], (3) ισχύει η πρ»τη από τις impa

navi» σχέσεις (α), και (4) το ακόλουθο όριο: 

lin χ τ(χ) ; lin e"
x
 = i 

x->ot x->0t 

έχει μη μηδενική τιμή. Κατά συνέπεια (βλ. ϋανιελίδης [1974]), το ολοκλήρβμα 

! t(x)dx 
0 

θα αποκλίνει, άρα 

lin ε(χ) -- +« (pi) 

χ->0» 

Εζ άλλου επειδή για κάθε x>i ισχύει τ(χ) < e~
x
, θα είναι 

« « 

ε(χ) = / xiiìd? < | e'Ul - e'11 

χ χ 

και κατά συνέπεια 

lin ε(χ) : 0 (02) 

χ-Η« 

εν», α?ού νια κάθε ακέραιο ν > ο ισχύει 

lin x V * : lin x»/e
x
 = ... : lin vì/ex : 0 

X->+« x->t« X - H » 

παίρνοντας unófη και την παραπάνβ ανισότητα, θα έχουμε 

lin χ
ν
 ε(χ) : ο (yi) 

χ->+* 

Τέλος για κάθε ν > ο ισχύει 

-τ(χ) e"
x
/x 

lin χ
ν
 ε(χ) : lin ε(χ) / χ"

ν
 = lin : lin = lin χ

ν
 β*

χ
/γ 

χ->0+ χ->0+ χ->0+ -νχ~ίν*1Ì χ.)}^ νχ"(
ν
*Ί x->0t 

και τελικά 
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lin x
v
 ε(χ) : 0 

x->0+ 
(lì) 

Υπολογισμός μερικών Αασικων ολοκληρ8μάτ6ν 
θα υηολογΐσουμε μερικά βασικά ολοκληρώματα που δα χρησιμοποιηθούν για την απόδειξη τβν σχέσεβν της 
υποπαραγράφου. 

« e~£ 

f) Το ολοκλήρβμα J — αξ 

x ξ
2 

Ισχύει (βλ. Spieçel I197S], σελ. 85) 

ί — ϋζ : -

ί
ν
 (ν-1)ξ 

1 e-t 
/ αξ 

v-i
 ν

.,
 ξ

ν-1 
(δ) 

Κατά συνέπεια 

I — dg : 

Χ ξ ι \ 

» it e"» 

- ; — d( 

ξ=χ χ ί 

οπότε προκύπτει 

• e'i e"
x 

Ι — αξ ζ ε (χ) 
χ ξ

2
 χ 

• e"£ 
2) Το ολοκλήρωμα J — ύ\ 

χ ξ
3 

(ε) 

Εφαρμόζοντας την (δ) έχουμε 

; — dì : 
χ ξ̂  η 

- - / — αξ 
ξ:Χ 2 Χ ξ

2 

οπότε, χρησιμοποιώντας και την (ε) προκύπτει 

« e"£ e"
x
 ) 

; — αξ : 
χ ξ

3
 2χ

2
 ? 

Γ * 
ε (χ) 

και τελικά 

«> e ξ »-χ 

; — dξ : — 
Χ ξ

3
 2χ 

1 

χ 

• — e (χ) 
2 

«1 

3) Το ολοκλήρωμα S ε(ξ) 4\ 
χ 

Εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό ζ : ξ/η <=> η : ξ/ζ, που συνεπάγεται ότι αζ = (-ξ/η2)όη, βα έχουμε 



Ο β"ί/1 ξ 1 e'î/Π 
e(U = - / dn : J dn 

1 ξ/η n
2
 Ο η 

Κατά. τον ίδιο τρόπο θα έχουμε 

* e
-
* Ο e-ί/Ί ξ 1 1 

J — it, - - ! — dn : — J e-i/Π dn 
i ( 2 ι (ξ/n)

2
 π

2 
ξ ο 

και 

.
 e
-< ο e-ί/Π ξ ι ι 

Ι — ά{ -. - ! — dn : —: / η e-ί/π dn 
ξ ί° ι (ξ/n)

3
 π

2 
{' ο 

Κατά συνέπεια 

r 1 e-ί/Π 
; -J ε(ξ) αξ ι ; 

χ χ
 L
 0 η 

dn dξ -. S 
ο 

• e-t/1 
J αξ 
χ π 

t 
dn : J 

ο 

Παίρνοντας υπ6?π τις (θ) και (ε) θα έχουμε 

S ε(ξ) dξ -- β-χ
 - χε(χ) 

χ 

4) Το ολοκλήρβμα J ξ ε(ξ) Η 
χ 

Προχ»ρούυε με τον ίδιο τρόπο όπβς «το προηγούμενο: 

Ι ζ e(() i\ -- M 
χ χ 

f e-ί/Π 
I dn 
ο n 

αξ : ί 
ο 

* e-t/n 
J ξ d{ 

L
 χ Π 

dn : 

ι i 
: χ ι e-x/i dn • ! n e" x / n

 dn 
ο ο 

Παίρνοντας unófn τις (θ), (ι) και (ε), (ζ) θα έχουμε 

! ξ eU) d? : χ* 
e"* 

ε(χ) 

χ 

• χ
2 

e-* t 1 
_ (— . ,) 4 — 

2χ χ 2 

Και τελικά 

; ξ ε(ξ) U : β-
χ 

χ 

χ i 

— t — 

2 2 
- e(χ) — 

2 

Απόδειξη T6V (2.7.13) και (2.7.14) 

Χρησιμοποιούμε τη σχέση (2.7.11) και έχουμε 
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Μ Μ Ο 

f x ( x ) : ί f X , Z < x > z I d z : J β δ ε " δ χ " β ζ dz + ; [ 2 » x e - ( 6 + e > z / ζ 2 ] dz 
x x x 

To τελευταίο ολοκλήρβμα *6γβ της (ε) βα είναι 

«
 e
-(&*e)z - e"

1

 e
-(

6 +
»)x 

2»χ / dz -- 2e(6te)x J — dt = 2β(δ+ο)χ — - 2β(δ*»)χ ε((δ*β)χ) 

χ ζ
2
 (δ+»)χ t

2
 (δ+β)χ 

Κατά συνέπεια 

f
x
(x) : & ν (

δ Η
»

χ
 + 2»ε

_
Ι

δ
*

β
>

χ
 - 2β(δ*ι>)χ ε((δ«»)χ) 

οπότε προκύπτει άμεσα π (2.7.13) 
Ολοκληρβνοντας την ( 2 . 7 . 1 3 ) βς προς χ έχουμε 

β a « 

1 - F x ( x ) -- ; f x ( U di : (δ*2β) J e-ί^+ο>ξ α ξ . 2 , ( 8 t § , ; ξ ε ( ( δ + β ) ί ) d* 
X X χ 

Το τελευταίο ολοκλήρβμα, αν λάβουμε υπόψη και την (Ι) γράφεται: 

« 2e « e 
2»(δ*β) ί ξ ε((δ+»)ζ) di : — | t e(t) dt : — ε-(

δ
**)

χ
 [(Ste)xH] - e(6t»)x

2
 ε((δι»)χ) 

χ θ+« (δ+β)χ 6ts 

και επομένβς 

δ+2» e 
1 - F

x
(x) : e

_
(

6 < 8
'

x
 - »χ ε

_
<

δ 4
» )

χ
 e

_
(*

t e
!

x
 + *(δ+β)χ

2
 ε{(δΗ>)χ) 

δ+e δ+e 

: e
- ( 6

+
* )

x
 - ex ε - (

δ 4 β
)

χ
 + e(6+e)x

2
 ε((δ*β)χ) 

οπότε προκύπτει άμεσα η (2.7.14) 

Απόδειξη τ»ν (2.7.15) και (2.7.16) 

Ισχύει 

*ν,ζ<ϊ·
ζ
)
 : f

x,z(
z
-r-

z
) 

και κατά συνέπεια 

ίγ(Υ) -- Î ίχ,ζ(ζ-τν) «ζ 
1 

Επομένβς από την (2.7.11) προκύπτει 

« α 

fy(y) : ί βδε-
δ
(

ζ
-ΐΊ-»

ζ
 dz • ; [2e(z-y)e-(*

te
>

z
 / ζ

2
] dz 

y y 

« « « 

-. ·δβδ
* ; e-(

6 t e
l

z
 dz t 2β f \ f t t * * U ι ζ] dz - 2ey / [

6
-(

δ
*

β
)

ζ
 / ζ

2
] dz 

y y y 
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Το προτελευταίο ολοκλήρβμα είναι too με ε((δ*β)γ) και ίο τελευταίο έχει υηολογtoxei παραπανβ. Άρα 

•δ 
f Y (y) : — e 6 ' t-tf^ìl t 2β ε((δ+β)γ) - 2β t'IWt • 2β(δ*β)γ ε((δ+·)γ) 

δ te 

οπότε προκύπτει άμεσα π (2.7.15) 
Ολοκλαρονοντας την (2.7.15) βς προς γ έχουμε 

» »δ · m » m 
» - F

Y
{x) = / fy(?) H ·- — ; e"·* d( - 2t J

 e
-(

5 t
»)i d{ • 2» / ε((δ*βΚ)οί • 2»(δ+») ; ζε((δ+»)ξ) dì 

y 5+· y y y y 

Ta δύο τελευταία ολοκληρώματα υπολογίζονται ano τις (κ) και (Μ (Ρλ. και προηγούμενους αντίστοιχους 
υπολογισμούς), και έτσι παίρνουμε 

δ 2β 2β 1 
Ι . F

Y
(x) : — e"·» f i W f • — e-(

8 +
»)y - 2»y t((6»)y) • β β - (

δ + β
) * (y t — ) 

δ(β δ+β δ te δ*β 

- β{δ4β)γ2 t((S*t)y) 

δ Ι 

:
 — e"

6
" t ee-<

5
*»ly (y • — ) - «y[2 • (δ*β)γ) ε((δ+β)γ) 

δ+β δ te 

οπ*τε προκύπτει άμεσα π (2.7.16) 

2 . 7 . 3 . Περί θώρι ες κ α ι δ ε σ μ ε υ μ έ ν ε ς ροπές των μεταΒλπτών 

Στην υποπαράγραφο αυτή δ ί ν ε τ α ι έ ν α σύνολο από εκφράσεις ροπών πρώτης κ α ι 

δεύτερης τάξης, δεσμευμένων κ α ι περιθωρίων, των μεταβλητών Χ κ α ι Υ, όπως ορί

στηκαν στην προηγούμενη υποπαράγραφο. Οι εκφράσεις αυτές προκύπτουν αναλυτικά 

από τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς κ α ι οι αποδείξεις τους υπάρχουν στο 

τέλος της υποπαραγράφου. 

Οι δεσμευμένες ροπές της Χ γ ια δεδομένη τ ιμή της Ζ υπολογίζονται εύκολα 

από τ η ν (2.7.10) κ α ι ε ί ν α ι : 

1 r ζ 1 η 

Ε [ Χ | Ζ ] = e ~ 5 z + ( 2 . 7 . 1 9 ) 
δ L 3 δ -I 

1 Γ ζ 2 4 ζ Ί Γ ζ 1 " ] 2 

V a r [ X | Z ] = e _ 5 z + - e - 2 5 2 + 
R 2 t. ? 3 K J L s κ J 

( 2 . 7 . 2 0 ) 

Οι " α ν τ ί σ τ ρ ο φ ε ς " δεσμευμένες ροπές, δηλαδή ο ι ροπές της Ζ γ ι α δεδομένη 

τ ιμή της Χ έχουν πολύπλοκες αναλυτ ικές εκφράσεις. Γ ια παράδειγμα: 
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δ θ - ( δ + ω ) χ (χ + 1 / ω ) + 2 ω χ ε ( ( δ + ω ) χ ) 

Ε [ Ζ | Χ ] = ( 2 . 7 . 2 1 ) 
(δ+2ω)β~ (δ+ω) χ _ 2ω(5+ω)χ ε ( ( 5 + ω ) χ ) 

OL περιθώριες ροπές της Χ υπολογίζονται με βάση χις α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς δεσμευ

μ έ ν ε ς ροπές κ α ι την συνάρτηση πυκνότητας π ιθανότητας της Ζ, δηλ. την (2.7.5), 

κ α ι έχουν τ ι ς ακόλουθες εκφράσεις: 

1 ω 
Ε [ Χ ] = - ( 2 . 7 . 2 2 ) 

δ+ω 3 ( 5 + ω ) 2 

1 ω ω 2 

V a r [ X ] = ( 2 . 7 . 2 3 ) 
( δ + ω ) 2 3 ( δ + ω ) 3 9 ( δ + ω ) 4 

ενώ η σ υ ν δ ι α σ π ο ρ ά των Χ κ α ι Ζ δ ί ν ε τ α ι από τ η σχέση 

1 δ-ω 
C o v [ X , Z ] = + ( 2 . 7 . 2 4 ) 

( δ + ω ) 2 3 ( δ + ω ) 3 

Οι περιθώριες ροπές της Υ μπορούν να υπολογιστούν ά μ ε σ α από τ ι ς α ν τ ί 

σ τ ο ι χ ε ς περιθωριες ροπές των Χ κ α ι Ζ (λόγω της (2.7.4)), κ α ι ε ί ν α ι : 

δ ω 
Ε[Υ] = + , ( 2 . 7 . 2 5 ) 

ω ( δ + ω ) 3 ( δ + ω ) 2 

1 1 25-ω ω 2 

V a r [ Y ] = — ( 2 . 7 . 2 6 ) 
ω 2 ( δ + ω ) 2 3 ( 5 + ω ) 3 9 ( δ + ω ) 4 

ενώ η σ υ ν δ ι α σ π ο ρ ά των Χ κ α ι Υ ε ί ν α ι 

5 ω 2 

C o v [ X , Y ] = + ( 2 . 7 . 2 7 ) 
3 ( δ + ω ) 3 9 ( δ + ω ) 4 

Λόγω της στοχαστικής εξάρτησης μεταξύ Χ κ α ι Υ οι δεσμευμένες ροπές της Υ 

γ ι α δεδομένη τ ι μ ή της Χ (η α ν τ ί σ τ ρ ο φ α ) δεν ε ί ν α ι ί σ ε ς με τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς περι

θώριες ροπές. Οι ε κ φ ρ ά σ ε ι ς τους ε ί ν α ι γ ε ν ι κ ά πολύπλοκες. Γ ι α παράδειγμα η 

Ε[Υ|Χ] δ ί ν ε τ α ι από τη σχέση 

5 ε-(δ+ω)χ (χ + 1 / ω ) + 2 ω χ ε ( ( δ + ω ) χ ) 

Ε [ Υ | Χ ] = : - Χ ( 2 . 7 . 2 8 ) 
( δ + 2 ω ) ε ~ ( 5 + ω ) χ - 2 ω ( δ + ω ) χ ε ( ( δ + ω ) χ ) 

που ε ί ν α ι ά μ ε σ η σ υ ν έ π ε ι α της (2.7.21). 

Το μ έ τ ρ ο της σ τ ο χ α σ τ ι κ ή ς εξάρτησης μ ε τ α ξ ύ των Χ κ α ι Υ δ ί ν ε τ α ι από το 

συντελεστή συσχέτισης 

Ρ Χ Υ = C o v [ X , Y ] / { V a r [ X ] -Var-[Y] ] 1 / 2 
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Επειδή στην π ρ ά ξ η ι σ χ ύ ε ι 5 >> ω, η (2.7.27) δ ίνε ι Cov[X,Y] & 1/3δ2, κ α ι οι (2. 

7.23) κ α ι (2.7.26) δίνουν α ν τ ί σ τ ο ι χ α Var[X] «ί 1/δ2 και Var[Y] Ri 1/ω2. Επομένως 

Ρχγ & ω/3δ, δηλαδή η τιμή του συντελεστή συσχέτισης είναι πολύ μικρή. 

Οι ροπές των αρχικών μεταβλητών, δηλαδή της διάρκειας βροχής, D, και του 

χρόνου δ ι α κ ο π ή ς , Β, προκύπτουν ά μ ε σ α από τις αντ ίστοιχες ροπές των Χ κ α ι Υ. 

Έ τ σ ι έχουμε 

μ 0 = E [ D ] = Ε [ Χ ] , σ 0

2 = V a r [ D ] = V a r [ X ] 

μ Β = Ε [ Β ] = E [ Y ] + c , σ Β

2 = V a r [ B ] = V a r [ Y ] ( 2 . 7 . 2 9 ) 

°"D,V = Cov[D,V] = C o v [ X , Z ] , o D > B = Cov[D,B] = Cov[X,Y] 

Δεδομένου ότι το μοντέλο έχει μ ια μόνο παράμετρο, τη δ, χρε ιάζεται μόνο 

μια ροπή για τον καθορισμό αυτής της παραμέτρου. Αν για το σκοπό αυτό επιλέ

ξουμε την μο, τότε η δ δ ίνεται από τη σχέση 

1 - 2ωμο + ( 1 - 4 ω μ 0 / 3 ) 1 / £ 

δ = ( 2 . 7 . 3 0 ) 
2 U D 

που ε ί ν α ι σ υ ν έ π ε ι α της (2.7.22). 

Απόδειξη της (2.7.19) 

Χρησιμοποιώντας την (2.7.(0) έχουμε 

e"
6
* ζ -δχ 

ζ ζ e νί ζ e 
ElXIZl - - i t i (χ,ζ) dx : δ Ι xe" 5 x

 αχ • 2 f χ
2
 dx -- δ (xtt/δ) 

0
 χ , ζ

 ο ζ
2
 0 -δ 

ζ β
_ δ ζ

 χ
3 

+ 2 
0 ζ

2
 3 

1 1 .-δζ ,3 1 t 
e"

5 z
 (ζ t — ) * 2 : e'

6 z
 ( — • — ) 

δ δ ζ
2
 3 δ 3 δ 

Απόδειξη της (2.7.20) 

Χρησιμοποιώντας την (2.7.10) έχουμε 

e-*
z
 ζ »-δχ 

ζ ζ e νί ζ e 
£[Χ

2
|Ζ] = Χ χ

2
 f (χ,ζ) dx : δ ; x V

8 x
 dx t 2 J χ

3
 dx : δ (xti/δ) 

0
 Χ 1 2

 0 ζ
2
 0 -δ 

ζ ε"
δ ζ
 χ

3 

+ 2 
0 ζ

2
 3 

Ε
-δχ 

: 6 (χ
2
+2χ/δ+2/δ

2
) 

-δ 

ζ ε"
δ ζ
 χ

4 

• 2 
0 Ζ

2
 4 

e-*
z
 ζ< 2ζ 2 

-δζ
 ( ζ

2
 t
 — { — )

 t
 ι 

δ δ
2
 Ζ

2
 4 

Και τελικά 
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2 ζ
2
 2ζ 2 

Ε |Χ
2
1ZI ε'

δ ζ
 ( — * — + — ) 

δ
2
 2 δ δ

2 

Από τις (α) και (2.7.19) παίρνουμε 

2e η 2 
Var[X|Zl = Ε|Χ2|Ζ] - Ε(Χ|Ζ] 2 : ε " δ ζ ( — • — t — ) -

Γ Ι 

δ2 
δ 2 L δ 

,2 

- - 6 " δ Ζ ( — • — ) 

,2 2 Ie 2ζ 2 1 2ζ 2 z i 
-, e" 6 2 ( — • — • — ) • ε ' δ ζ ( — • — ) - ε" 2 δ ζ { — • — ) 2 

δ 2 2 δ δ 2 δ 2 3δ δ 2 3 δ 

1 ζ 2 4ζ ζ 1 
: e -6z ( — t ) . β -2δζ ( — t )2 

δ
2
 2 3δ 3 δ 

Απόδειξη της (2.7.21) 

Ισχύει: 

• " *Χ,Ζ<
Χ
·

Ζ
) ' " 

ΕΙΖΙΧ] : Ι Ζ ί
Ζ
|χ(Χ,Ζ) dZ : ; Ζ ΟΖ : J Ζ ίχ,

Ζ
(Χ,Ζ) dZ 

Χ Χ ίχ(Χ) ίχ(Χ) Χ 

Αντικαθιστώντας στην παραπανβ την ίχ
>ζ
(χ,ζ) από την (2.7.11) παίρνουμε 

1 « 1 · 2ixe-(
5
*»)

z
 »δε"

δ χ
 <· 2βχ 

Ε [Ζ | Χ] : / ζ e6e-
5 x
'

e z
 dz + — — ; ζ dz : ; ζ e"

e z
 dz t 

f
X
(x) x 

δε"
δ χ 

f
x
(x) χ f

x
(x) χ f

X
(X) 

1 2ex δ β
-
(

δ + β
)

χ
 2ex 

:
 e

-»X (χ t — ) • ε((δ*β)χ) : (χ ι j/ί] t ε((δ+β)χ) 

f
X
(x) » τχ(χ) ΐχ(Χ) ΐχ(Χ) 

Ηε αντικατάσταση της ίχ(Χ) οπό την (2.7.13) προκύπτει π (2-7.21) 

Απόδειξη της (2.7.22) 

Χρησιμοποιώντας τις (2.7.5) και (2.7.19) έχουμε 

« « 1 « ζ « 1 
Ε(Χ] : / Ε[Χ|Ζ] f

z
(z) dz : ; — ee-»

z
 dz - ; — e"

6 2
 #e"

e z
 dz - | — e"

6 z
 ee"»

2
 dz : 

0 « δ 0 3 ο δ 

1 β β 1 β 

δ 3(δ+β1
2
 δ(δ<β) δ+» 3(δ»β)

2 

Απόδειξη της (2.7.23) 

Χρησιμοποιώντας τις (2.7.5) και (α) έχουμε 

Ε[Χ
2
] : ί Ε[Χ

2
|Ζ] f

z
(z) dz 

Ο 



« Ζ' « 22 * 2 
: ; — ee'

e z
 dz - ; — e"

6 z
 ee"

e z
 dz - / — e"

5 z
 Μ "

ί Ζ
 dz - J — e"

6 z
 ee"

9 2
 dz 

Ο δ
2
 0 2 0 δ 0 δ

2 

26 2β 2 » 
._ .

 :
 [(δ*β)

2
 - βδ - β(δ+»)] 

δ
2
 (δ+»|

3
 δ(δ*β)

2
 δ

2
{6+β) δ

2
(δ+β)

2
 (δ4β)

3 

.Τεϋικα 
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Ε ( Χ
2] -. 

(δ+β)
2
 (δ*ο)

3 

AITÒ τις (?) και (2.7.22) προκύπτει 

2 
VarIX] : ΕΙΧ

2
] - Ε[Χ]

2
 = 

,2 

(δ+e)
2
 (δ*β)

3 

β Ι 2» 

δ+» 3(δ+»)
2
 J 

β
2
 1 »2 

(Β) 

(δΜ>)
2
 (δ*»)

3
 (δ*β)

2
 3(δ*»)

3
 9(δ«>)

4
 (δ+*)

2
 3(δ+»)

3
 9(δ*β}

4 

ΑπΟδειξρ m (2.7.24) 

Ισχύει : 

»Ζ α Ζ « 
Ε|ΧΖ] : ; J χζ f

X i Z
(x,z) dx dz : J ζ f

z
(z) ; χ ίχ|

Ζ
(χ,ζ) dx dz : / ζ f

z
(z) Ε[Χ|Ζ] dz 

Ζ:0 Χ:0 Ζ:0 Χ=0 Ο 

Λνιικαβιοιβντας στην παραπανβ την f
z
(z) από την (2.7.5) και την Ε [Χ t Ζ1 από ιην (2.7.20) παίρνουμε 

« »ζ e »ζ Ι 
Ε[ΧΖ] : ; dz - / β ζ ε - Ι δ + 0 > ζ ( — + — ) dz 

0 δ ο 3 δ 

: — / ze-» z dz J z 2 e - ( 6 t » ! z dz S z e " ^ * » ) 2 dz 

δ Ο 3 0 δ Ο 

και μειά η ς πράξεις: 

1 2β β 

Ε[ΧΖ] : 
δ » 3(δ*»|

3
 δ(δ*β)

2 

Καια συνέπεια 

(Υ) 

2» β i Ι 

C o v [ X , Z ] : Ε[ΧΖ] - Ε ( Χ ] Ε ( Ζ ) -- + 

δ β 3{δ*β)3 δ(δ+») 2 β(δ*») 3(β+δ) 2 

f 2» f 

δ β 3(δ+») 3 δ(δ*β) 2 »(δ+e) 3(β+δ) 2 



1 6 8 

(6t» ) 2 - « 2 - 6(5*») δ*β - 2» i δ-β 

δβ(δ+β)2 3(&*ö)3 (δ+β)2 3(δ+β) 3 

ΑπΟδειξη της (2.7.25) 

Λόγβ της εκθετικής κατανομής της Ζ ισχύει E[ZJ -- 1/β, εν» π Ε(Χ] δίνεται από tnv (2.7.23) . Συνεπώς 

l i e δ β 
E IVI : Ε [Ζ) - Ε [Χ] : — • : • 

α (δ»*>) 3(6«>)
2
 <*(δ+») 3(δ+»)

2 

Απόδειξη της (2.7.26) 

Ισχύει: 

YarlY] : ¥ar[Z) - Var[X] - 2CovlX,Y] 

οπότε παίρνοντας υπό?η ότι Var[Z] : i/e
2
 και αντικαθιστβντας τους όρους του μ' μέλους από τις αντί

στοιχες εκφράσεις παίρνουμε: 

i l e e
2
 2δ 2»? 

e
2
 (δ*»)

2
 3(δπ»)

3
 9(δ+β)

4
 3(δΗ»

3
 9(δ+β|

4 

i 1 2δ-β β
2 

β
2
 (δ*β)

2
 3(δ*β)

3
 9(δ+β)

4 

Απόδειξη της (2.7.27) 

Ισχύει: 

Cov[X,Yl : CovtX.Z] - Var[X] 

οπότε αντικαθιστβντας στην παραπανβ τα Cov[X,ZJ και Var[Y] από τις αντίστοιχες εκφράσεις παίρνουμε: 

t δ-β i β β
2
 δ β

2 

(δ+β)
2
 3(δ*β)

3
 (δ+e)

2
 3(δ»β)

3
 9(δ+β)

4
 3(δ+β)

3
 9(δ+β)

4 

Απόδειξη της (2.7.30) 

Η (2.7.22) γρα»εται: 

μρ (δ*»)
2
 - (δ+β) + β/3 - 0 

Λύνοντας την παραπανβ βς προς (δ+β) παίρνουμε 

i ! ( M » M D / 3 )
, / 2 

δ te : 
2
PD 

και στη συνέχεια 

Ι - 2βμ
Β
 ! (l-4w

D
/3)

f
/

2 

ç 

2ÜD 
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Η μικρότερη από τις δύο ρίζες είναι αρνητική 6ταν |ΐρ << )/β, και συνεπβς απορρίπτεται. 

2 . 7 . 4 . Ε φ α ρ μ ο γ ή - * Ε λ ε γ χ ο ς τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ 

θ α ε λ έ γ ξ ο υ μ ε χώρα χο θ ε ω ρ η τ ι κ ό σ χ ή μ α που π ε ρ ι γ ρ ά ψ ε ι τ ι ς χ ρ ο ν ι κ έ ς μ ε τ α 

β λ η τ έ ς V, D κ α ι Β, ως προς τ η ν προσαρμογή τ ο υ μ ε τ α π ρ α γ μ α τ ι κ ά δ ε δ ο μ έ ν α . Σ τ ο ν 

π ί ν α κ α 2.1 δ ί ν ο ν τ α ι ο ι Θ ε ω ρ η τ ι κ έ ς ρ ο π έ ς α ' κ α ι β' τ α ζ η ς τ ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν , που 

έ χ ο υ ν υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί μ ε τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς τ η ς π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς υ π ο π α ρ α γ ρ ά φ ο υ , σ ε σ ύ γ κ ρ ι σ η 

μ ε τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς ροπές. Οι β α σ ι κ έ ς π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι ω κ α ι β υ π ο λ ο γ ί 

σ τ η κ α ν α π ό τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (2.6.15) κ α ι ( 2 . 7 . 3 0 ) , α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 1 8 Π α ρ α τ η ρ ε ί τ α ι ό τ ι 

γ ε ν ι κ ά υ π ά ρ χ ε ι κ α λ ή σ υ μ φ ω ν ί α των θ ε ω ρ η τ ι κ ώ ν κ α ι ε μ π ε ι ρ ι κ ώ ν ροπών. Ε ι δ ι κ ό τ ε ρ α 

γ ι α τ ο υ ς σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς σ υ σ χ έ τ ι σ η ς PQB» π α ρ ό λ ο που πολλές φ ο ρ έ ς ε μ φ α ν ί ζ ο υ ν α ν τ ί 

θ ε τ ο πρόσημο, κ α ι π ά λ ι μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α δ ε χ τ ο ύ μ ε ό τ ι ο ι ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τ ι μ έ ς συμφωνούν 

μ ε χ ι ς θ ε ω ρ η τ ι κ έ ς , μ ε τ η ν έ ν ν ο ι α ό τ ι η υ π ό θ ε σ η ό τ ι ο ι α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς τ ι μ έ ς ε ί ν α ι 

ί σ ε ς δ ε ν μ π ο ρ ε ί ν α α π ο ρ ρ ι φ θ ε ί μ ε τ ι ς γ ν ω σ τ έ ς σ τ α τ ι σ τ ι κ έ ς μεθόδους. Πιο σ υ γ κ ε 

κ ρ ι μ έ ν α , α ς ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε τ ο δ ε ί γ μ α του Απριλίου τ ο υ σ τ α θ μ ο ύ Χ ά λ α ρ α , θ ε ω ρ ώ ν τ α ς 

ό τ ι η σ τ α τ ι σ τ ι κ ή σ υ ν ά ρ τ η σ η : 

1 Γ 1+f 

— in — 
2 L i_ f 

1+R 
Q = ' 

- R -> 

όπου R ο δ ε ι γ μ α χ ι κ ό ς σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς σ υ σ χ έ τ ι σ η ς τ ω ν D κ α ι Β, α κ ο λ ο υ θ ε ί περίπου 

κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή μ ε μ έ σ η τ ι μ ή κ α ι τ υ π ι κ ή α π ό κ λ ι σ η 

1 Γ 1 

— i n -
2 L 1 

μ = ι n ι ßß. 
1 + Ρ _ _ 

= 0 . 0 4 0 , σ = ( Ν - 3 ) - 1 / 2 = 0 . 1 0 3 
Q Q «-PDB -1 

υ π ο λ ο γ ί ζ ο υ μ ε ό χ ι τ α 95*/. ό ρ ι α ε μ π ι σ τ ο σ ύ ν η ς τ η ς R ε ί ν α ι -0.16 κ α ι +0.24. Σ τ η ν 

π ρ α γ μ α τ ι κ ό τ η τ α χο δ ι α σ χ η μ α εμπιστοσύνης τ η ς R ε ί ν α ι α κ ό μ α μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ο λόγω των 

α σ ύ μ μ ε τ ρ ω ν κ α τ α ν ο μ ώ ν των D κ α ι Β (η παραπάνω υπόθεση γ ι α τ η ν Q θ α ίσχυε ε π α 

κ ρ ι β ώ ς α ν ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς D κ α ι Β α κ ο λ ο υ θ ο ύ σ α ν κ α ν ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή ) . Κ α τ ά σ υ ν έ 

π ε ι α ο δ ε ι γ μ α τ ι κ ό ς σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς r = -0.05 δ ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι σ η μ α ν τ ι κ ά από τ ο θ ε ω ρ η 

τ ι κ ό σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή σ υ σ χ έ τ ι σ η ς png = 0.04, σ ε ε π ί π ε δ ο 5/.. 

Ο ο υ σ ι α σ τ ι κ ό τ ε ρ ο ς όμως έ λ ε γ χ ο ς ά φ ο ρ α τ ι ς π ε ρ ι θ ώ ρ ι ε ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α 

ν ο μ ή ς τ ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν . Γ ι α τ ι ς μ ε χ α β λ η χ έ ς D κ α ι Β ο έ λ ε γ χ ο ς Κολμογκόροφ-Σμίρ-

ν ο φ , κ α ι μ α λ ι σ χ α σ ε έ ν α α υ ξ η μ έ ν ο ε π ί π ε σ ο ε μ π ι σ χ ο σ ύ ν η ς 10>ί, έ δ ε ι ξ ε ό χ ι ο ι θ ε ω -

ρ η χ ι κ έ ς σ υ ν α ρ χ ή σ ε ι ς κ α χ α ν ο μ ή ς που π ρ ο χ α θ η κ α ν ε ί ν α ι κ α τ ά λ λ η λ ε ς . 

Τ α σ χ ή μ α τ α που α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν , σ τ α ο π ο ί α δ ί ν ο ν τ α ι ο ι θ ε ω ρ η τ ι κ έ ς κ α ι ο ι 

18. Για τα δεδομένα τοιι Ηαΐου του σταθμού Τρφυνο, ο υπολογισμός του e έγινε με τη σχέση (2.6.14) 
(βλ. και υποσημείβση 16). ' 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2.1 
ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΘΕΩΡΗΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΕΜΠΕΙΡΙΚΩΝ ΡΟΠΩΝ 

ΤΩΝ ΧΡΟΝΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΤΟΥ ΕΠΕΙΣΟΔΙΟΥ ΒΡΟΧΗΣ 

ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ ΣΤΑΘΜΟΣ : TPΙ ΒΟΥΝΟ 
Παράμετρος Απρίλιος Μάιος Απρίλιος Μάιος 

M Ê Y . Δ ε ί γ μ α χ ο ς 

Χ ρ ό ν . Δ ι α χ ω ρ ι σ μ ο ύ 

Παράμετρος 

11 

Μέση τ ι μ ή 

i t i t 

ft t t 

Τ υ π ι κ ή α π ό κ λ ι σ η 

t t t t 

t i t t 

Σ υ ν δ ι α σ π ο ρ ά 

Σ υ ν χ . σ υ σ χ ε τ ί σ η ς 

Ν 

e 

ω 

δ 

Ην 

HD 

H B 

σ ν 

σ ο 

<>Β 

σ 0 Β 

PDB 

Σημείωση: Η πρώτη σειρά, αντιστοιχεί 

9 8 

7 

0 . 0 1 1 3 0 

0 . 0 7 7 0 2 

9 5 . 51 
1 0 0 . 9 9 

1 0 . 84 
1 0 . 8 4 

8 3 . 6 7 
9 0 . 15 

8 8 . 5 1 
1 0 6 . 4 1 

1 1 . 0 7 
9 . 0 7 

8 7 . 39 
1 0 6 . 4 9 

3 7 . 50 
- 4 9 . 6 2 

0 . 04 
- 0 . 0 5 

στις ©ε&ρητtKéç 

107 

6 

0 . 0 1 1 8 5 

0 . 1 0 0 2 0 

9 0 . 39 
91 . 2 3 

8 . 6 1 
8 . 6 1 

81 . 78 
8 2 . 6 2 

8 4 . 3 9 
1 0 2 . 9 6 

8 . 76 
7 . 6 2 

8 3 . 6 5 
1 0 2 . 5 5 

2 3 . 84 
2 5 . 4 4 

0 . 0 3 
0 . 0 3 

τιμές τβν παραμέτρων 

86 

6 

0 . 0 1 4 9 5 

0 . 0 8 2 0 5 

7 2 . 9 1 
7 4 . 7 8 

9 . 78 
9 . 78 

6 3 . 13 
6 5 . 00 

6 6 . 9 1 
8 0 . 26 

1 0 . 0 3 
9 . 9 8 

6 5 . 70 
7 9 . 8 0 

3 0 . 2 5 
- 2 6 . 3 7 

0 . 0 5 
- 0 . 0 3 

71 

7 

0 . 0 1 2 4 4 

0 . 0 8 8 2 8 

8 7 . 4 1 
8 7 . 4 1 

9 . 5 2 
9 . 5 2 

7 7 . 89 
7 7 . 8 9 

8 0 . 4 1 
1 0 5 . 7 5 

9 . 7 1 
1 1 . 0 1 

7 9 . 4 6 
1 0 5 . 9 3 

2 8 . 9 7 
- 7 9 . 6 1 

0 . 0 4 
- 0 . 0 7 

και η (εύτερη στις εμπειρικές 

ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς τ ω ν μ ε τ α β λ η τ ώ ν σ ε χ α ρ τ ί Welbull,
1 9
 δ ε ί χ ν ο υ ν 

19. Όλες οι συναρτήσεις κατανομής αυτής της εργασίας έχουν παρασταθεί σε χαρτί liefbull, που είναι το 
πιο κατάλληλο yια τη μορφή τβν συναρτήσεβν που χρησιμοποιούνται (ανάλογο χαρτί κατανομής γάμα δεν 
μπορεί να κατασκευαστεί). Επιπλέον σε όλα τα σχετικά σχήματα έχουν χαραχθεί και τά όρια ιου 
στατιστικού ελέγχου Κολμογκόροι-Σμίρνο*, για το εξεταζόμενο επίπεδο σημαντικότητας (ουνήθβς 10ϊ), 
βστε να μαίνεται με αντικειμενικό τρόπο η συμ^βνία θεβρητικβν και εμπειρικών συναρτήσεβν κατανομής, 
και να διαπιστώνεται το μέγε&ος τβν σχετικβν αποκλίσεβν. Για τη σχεδίαση τβν εμπειρικβν κατανομβν είτε 
χρησιμοποιείται το σύνολο τβν στοιχείβν του κάβε δείγματος, όταν το πλήθος τους είναι μικρό, είτε 
παραλείπονται μερικά σημεία, όταν το πλήθος είναι σχετικά μεγάλο (πχ. 100), είτε τέλος χαράσσονται 
μόνο χαρακτηριστικά σημεία, nou αντιστοιχούν στα όρια καθορισμένβν κλάσεβν, όταν το πλήθος είναι πολύ 
μεγάλο (πχ. 1000). Στις δύο πρβτες περιπτβσεις ο υπολογισμός της εμπειρικής συχνότητας κάθε σημείου 
γίνεται από τον γνβστό χύπο F : i-n/(Ktt), και στην τελευταία στηρίζεται στο σχετικό πίνακοποιημένο 
ιστόγραμμα. 
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παραστατ ικά χην καταλληλότητα των συναρτήσεων κατανομή? που προτείνονται. 

Το σχήμα. 2.8 αφορά την κατανομή του χρόνου διάδοχης V. Η θεωρητική κ α τ α 

νομή ε ί ν α ι εξ ορισμού ε κ θ ε τ ι κ ή με πυκνότητα που δ ί ν ε τ α ι από την (2.6.10). Γ ι α 

κ ά θ ε ε ξ ε τ α ζ ό μ ε ν ο δ ε ί γ μ α έχουν χαραχθεί κ α ι οι καμπύλες του ελέγχου Κολμογκό

ροφ-Σμίρνοφ, γ ι α επίπεδο σ η μ α ν τ ι κ ό τ η τ α ς 50Χ (δηλαδή το επίπεδο που χρησιμο

ποιήθηκε γ ι α τον καθορισμό του χρόνου διαχωρισμού, e). 

Τό σχήμα 2.9 α ν α φ έ ρ ε τ α ι στην κ α τ α ν ο μ ή Χής δ ι ά ρ κ ε ι α ς επεισοδίου βροχής, 

D. Η προτεινόμενη συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς (2.7.14) φ α ί ν ε τ α ι ν α τ α υ τ ί ζ ε τ α ι με τ ις 

συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς γάμα κ α ι Weibull, όπου οι παράμετροι των τελευταίων υπο

λ ο γ ί σ τ η κ α ν με τ η μέθοδο των ροπών, με βάση τ ι ς θεωρητικές ροπές του π ί ν α κ α 

2.1. Η ε κ θ ε τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή δ ι α κ ρ ί ν ε τ α ι από την προτεινόμενη, χωρίς όμως να απέ

χ ε ι σ η μ α ν τ ι κ ά . Τ α ό ρ ι α του ελέγχου Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ, γ ι α επίπεδο 10Χ, που 

έχουν χαραχθεί, αφορούν την προτεινόμενη συνάρτηση κατανομής. 

Τέλος το σχήμα 2.10 α ν α φ έ ρ ε τ α ι στην κ α τ α ν ο μ ή του χρόνου διακοπής της 

βροχής, Β. Εκτός από την προτεινόμενη συνάρτηση κατανομής (2.7.16) έχουν χ α ρ α 

χ τ ε ί κ α ι οι συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς γ ά μ α , Welbull κ α ι εκθετ ική· Από τη σύγκριση 

προκύπτει ότ ι η προτεινόμενη κατανομή προσαρμόζεται καλύτερα στα εμπειρικά δε

δομένα, με αμέσως επόμενη την γάμα κ α ι τ ε λ ε υ τ α ί α την ε κ θ ε τ ι κ ή . Μάλιστα σημει

ώ ν ε τ α ι ό τ ι η προτεινόμενη κατανομή προσαρμόζεται πολύ κ α λ ά προς την εμπειρική 

γ ι α μ ι κ ρ έ ς τ ι μ έ ς του χρόνου δ ι α κ ο π ή ς , 2 0 όπως κ α ι στις μεγάλες. Γ ι α ενδιάμεσες 

τ ι μ έ ς του Β, μ ε τ α ξ ύ 10 κ α ι 40 ώρες, φ α ί ν ε τ α ι ν α υπάρχει κ ά π ο ι α συστηματ ική 

απόκλιση των εμπειρικών δεδομένων, αλλά πάντα μέσα σ τ α όρια της παραμέτρου Δ 

του ελέγχου Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ, γ ι α επίπεδο 10Χ. Πάντως κ α ι στις ενδιάμεσες 

δ ι ά ρ κ ε ι ε ς η προτεινόμενη κ α τ α ν ο μ ή υπερέχει, σε σύγκριση με τ ι ς άλλες τρεις. 

20. Κατά τον Rauäkivi [1979] το πρόβλημα όλβν tsv κατανομίν nou έχουν προταθεί yια την 8 είναι rç 
προσαρμογή στις μικρές διάρκειες (Ρλ. και m l . I0S). , 
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ι * y Α. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΙ (C=7h) /' . » · / 
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Β. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

Εκθετική συνάρτηση κατανομής . 

Ό ρ ι α 50% σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ έλεγχου . \ 
Κολμογκόροψ-Σμίρνοφ ' ^ Χ . 
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y ι 
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Χ . ι ι Ι. · . . ι 

ι 

(c=6h) / .χ 
i 'y 

/ *y 

s y?m* 
s y s 

* jp y * y* y 

Ssf/ ' > / 
Oi*· ' 

*v '/ 

" 

* 
-' 

, ! , ! , Ι , Ι , ι : I I i 
0.5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 9<> 99 

Συνάρτηση κατανομής Γν(ν) [Χ] 
99.5 

Σχήμα 2.8 : Συνάρτηση κατανομής του χρόνου διαδοχής, V. 
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Γ. ΣΤΑΘΜΟΣ TPIBOYNO - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ (C=6h) / # · y 

ι '*/ 

/ ^^ 

/ > / / " ' S " . ' 

Εκθετική συνάρτηση κατανομές \ ,'/£',' 
\ y Λ''/' Ό ρ ι α 50/ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ έλεγχου \ S s^S 

Κολμογκοροφ-ΣμίρνοΦ \\ ν ' y*'/ 

ν / ·<* y χ / . · ' 
- ' Χ . ' 

-' / ϋ ' ' / ' * ' χ « · · ' 
- " / #· • 

*» / ··· / ,«.-* > / * * * ' 

— " · " ' ' ' " ' · V ' " / 

* * / ' 
* / ^ ' 

y ' / 
j / / 

* χ ' 
/ ,' 

* / ' 

/ ι Ι Χ ! | ' Ι ! Ι t ! Ι ! t Ι Ι 

! / ! ι ·, Ι II ι ; ι Ι ι Ι , Ι ; Ι ι ! ι I t Ι ! Ι 
0.5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 99.5 

Συνάρτηση κατανομής Fv(v) [Χ] 

Δ. ΣΤΑΘΜΟΙ TPIBOYNO - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ (c=7h) 

_ Εκθετική συνάρτηση κατανομής 

Όρια 50'/. στατιστικού έλεγχου 
Κολμογκόροφ-ΣμιρνοΦ 

0.5 20 30 40 50 60 70 80 90 95 

Συνάρτηση κατανομής- Fy(v) 
99 99.5 

Σχήμα a.a. (ouvéxeia): Συνάρτηση κατανομής του χρόνου διαδοχής, V. 
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Συνάρτηση κατανομής (2.7.14) ν / ' j f ,''' 
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Β. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς ( 2 . 7 . 1 4 ) 

Ό ρ ι α 10Χ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ε λ έ γ χ ο υ \ 
Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ \ \ \ 

Ν*, 

fi· · · . 
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1 
0.5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 99.5 

Συνάρτηση κατανομής Fp(d) ['/.] 

Σχήμα 2.9 : Συνάρτηση κατανομής της διάρκειας βροχής, D. 
Οι συναρτήσεις κατανομής Γάμα και Welbull πρακτικό, ταυτίζονται με την (2.7.14) 
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Γ. ΣΤΑΘΜΌΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

Συνάρτηση κατανομής (2.7.14) » 

Ό ρ ι α \0'λ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
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~~ Δ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

Συνάρτηση κατανομής (Η.7.14) * 
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Σχήμα ε.9 (ouvéxeta) : Συνάρτηση κατανομής της διάρκειας βροχής, D. 
Οι συναρτήσεις κατανομής Γάμα και Weibull πρακτικά ταυτίζονται με την (2.7.14) 
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Ευναρχηση κ α χ α ν ο μ ή ς (2.7,16) 
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Β. ΕΤΑΘΜΟΕ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΕ ΜΑΙΟΣ (C=6h) 

Ευναρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς (2.7.16) 

Ό ρ ι α 10/C σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
Κολμογκόροφ-Εμίρνοφ 
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Συνάρτηση κατανομής Fß(b) [Ζ] 

Εχήμα 2.10 : Ευναρχηση κατανομής του χρόνου διακοπής, Β. 
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Δ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ (C=7h) 

Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς (2.7.16) 

Ό ρ ι α 10Ζ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ έλεγχου 
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ο 5 
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Σ χ ή μ α Η.10 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του xpóvou διακοπής, Β. 
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3.8. Η ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΟΥ ΥΨΟΥΣ ΒΡΟΧΗΣ 

2.8.1. Γενικά 

Στην παράγραφο αυχή θα ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε τ ι ς ι δ ι ό τ η τ ε ς της μεταβλητής "ύψος 

επε ισοδίου βροχής, Η". Γ ι α τη λ ε ι τ ο υ ρ γ ί α του μοντέλου επιμερισμού α π α ι τ ε ί τ α ι 

να ε ί ν α ι γνωστή η δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής γ ια δεδομένη δ ι ά ρ κ ε ι α , 

κ α ι γ ι ' αυτό το ενδιαφέρον μας θα επικεντρωθεί σε αυτή τη δεσμευμένη κατανομή, 

θεωρητικό, κ α ι η περιθώρια συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς ε ί ν α ι πλήρως γνωστή, αν ε ί ν α ι 

γνωστή η εν λόγω δεσμευμένη συνάρτηση. 

Γ ι α λόγους απλοποίησης των υπολογισμών κ α ι συμβατότητας με το μοντέλο 

επιμερισμού, στην παράγραφο αυτή η δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής D θα θεωρηθεί ως δ ιακριτή 

μ ε τ α β λ η τ ή , με τ ι μ έ ς d = 1,2,3,... ώρες. Γ ι α το μοντέλο επιμερισμού ενδιαφέρουν 

ο ι δ ι ά ρ κ ε ι ε ς d > 2 ωρών. Μια πρώτη διερεύνηση των ιδιοτήτων της δεσμευμένης 

κ α τ α ν ο μ ή ς έ δ ε ι ξ ε ό τ ι υπάρχει κάποια ε ν ι α ί α συναρτησιακή μορφή γ ι α δ ιάρκειες 

d > 2, η οποία όμως δεν ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι κ α ι σε δ ι ά ρ κ ε ι ε ς 1 ώρας. Γ ι α το λόγο αυτό 

ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι χωριστά η κατανομή του ύψους βροχής δ ιάρκε ιας 1 ώρας. 

Μια παραδοχή που έ χ ε ι γ ί ν ε ι πολύ συχνά, π ρ ο κ ε ι μ έ ν ο υ ν α κ α θ ο ρ ι σ τ ε ί η 

δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής γ ι α δεδομένη δ ι ά ρ κ ε ι α ε ί ν α ι ό τ ι η μέση 

έ ν τ α σ η τ ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ βροχής ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ η της δ ι ά ρ κ ε ι α ς , με ε κ θ ε τ ι κ ή 

(συνήθως) κ α τ α ν ο μ ή (βλ. υποπαράγρ. 2.2.5). Η παραδοχή αυτή δεν χρησιμοποιήθηκε 

στην παρούσα ε ρ γ α σ ί α , γ ι α τ ί , όπως διαπιστώθηκε, θα οδηγούσε σε σοβαρές α ν α 

κ ρ ί β ε ι ε ς , ι δ ι α ί τ ε ρ α στην περιγραφή της εσωτερικής δομής του επεισοδίου βροχής. 

Πάντως, όπως θα φ α ν ε ί παρακάτω η εν λόγω παραδοχή μπορεί να θεωρηθεί ως μ ια 

ε ι δ ι κ ή οριακή περίπτωση των γενικότερων παραδοχών αυτής της εργασίας. 

Οι σ χ ε τ ι κ έ ς παρατηρήσεις κ α ι ε ρ γ α σ ί ε ς γ ι α τη διατύπωση κ α ι τον έλεγχο 

των υποθέσεων που αφορούν τη δεσμευμένη κατανομή του ύψους βροχής, στηρίχθηκαν 

σ τ α παράλληλα ιστορικά δ ε ί γ μ α τ α των μεταβλητών D-Η (βλ. παραρτήματα Β.1 έως 

Β.4). Η ε π ε ξ ε ρ γ α σ ί α των δειγμάτων έ γ ι ν ε με την εξής μεθοδολογία: Το σύνολο των 

ιστορικών επεισοδίων βροχής χωρίστηκε σε κ λ ά σ ε ι ς , έ τ σ ι ώστε ο ι εμφανιζόμενες 

δ ι ά ρ κ ε ι ε ς να β ρ ί σ κ ο ν τ α ι μ έ σ α σε προκαθορισμένα γ ια κ ά θ ε κλάση όρια d m 1 n κ α ι 
dmax> ο π ο υ ή πρώτη κλάση π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι τ α επε ισόδια με δ ι ά ρ κ ε ι α 1 ώρας ( d m 1 n = 
dmax = 1)· Τ α όρ ια επιλέχτηκαν σε τρόπο ώστε ο ι κ λ ά σ ε ι ς να ε ί ν α ι περίπου ισο

δύναμες κ α ι να περιλαμβάνουν 20 περίπου επεισόδια η κ ά θ ε μια. Κατά τον τρόπο 

αυτό από έ ν α δ ε ί γ μ α πχ. 100 επεισοδίων βροχής σχηματίσαμε 5 επί μέρους δείγ-

μ α τ α - κ λ ά σ ε ι ς των 20 επεισοδίων, στο κ α θ έ ν α από τ α οποία η δ ι ά ρ κ ε ι α μπορεί να 

θεωρηθεί περίπου σταθερή, ίση με το μέσο όρο των διαρκειών που περιλαμβάνονται 

στην κλάση. 
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Ζ.8.2. Δεσμευμένες ροπές 

Σ τ α σ χ ή μ α τ α 2.11 κ α ι 2.12 έχουν α π ε ι κ ο ν ι σ τ ε ί οι μέσες τ ι μ έ ς κ α ι ο ι τυπι

κ έ ς αποκλίσεις του ύψους βροχής α ν ά κλάση, συναρτήσει της μέσης δ ιάρκε ιας της 

κ λ ά σ η ς , γ ι α δ ι ά ρ κ ε ι ε ς d > 2 ωρών. Π α ρ α τ η ρ ε ί τ α ι ό τ ι κ α ι σ τ ι ς δύο περιπτώσεις η 

παρατηρούμενη μεταβολή μπορεί να αποδοθεί με γραμμικές συναρτήσεις. 

Συνεπώς μπορούμε να δεχτούμε τ α ακόλουθα: 

E[H|D] = (α + 3 ) μ φ - b 

Î V a r [ H | D ] } l / 2 = ( α > 3 ) σ φ 

(2.8.1) 

(2. 8.2) 
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Σ χ ή μ α 2.11 : Μεταβολή της μέσης τιμής του ύψους επεισοδίου βροχής συναρτήσει 
της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής. 
Τ α σ η μ ε ί α αντ ιστοιχούν στ ις εμπειρ ικές τ ι μ έ ς των δε ιγματ ικών κλάσεων κ α ι ο ι 
σ υ ν ε χ ε ί ς γ ρ α μ μ έ ς στην εξίσωση (2.8.1). 
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όπου a, b, μφ κ α ι σφ π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι κ α ι d > 1. Για d = 1 οι αντ ίστοιχες ροπές δί

νονται από τις ανεξάρτητες παραμέτρους μΗ1 και σ ^ 2 , δηλαδή: 

E [ H | D = 1 ] = μ Η 1 , V a r [ H | D = 1 ] = σ Η 1 2 ( 2 . 8 . 3 ) 

Συνεπώς για την πλήρη περιγραφή των δεσμευμένων ροπών απαιτούνται συνολικά. 6 
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Σχήμα 2.12 : Μεταβολή της τυπικής απόκλισης του ύψους επεισοδίου βροχής συναρ
τήσει της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής. 
Τα σημεία αντιστοιχούν στις εμπειρικές τιμές των δειγματικών κλάσεων (βλ. και 
ε π ε ξ ή γ η σ η στο κ ε ί μ ε ν ο , σελ. 181). Οι σ υ ν ε χ ε ί ς γραμμές αντιστοιχούν στην 
ε ξ ί σ ω σ η (2.8.2). 



181 

Οι σ υ ν ε χ ε ί ς γ ρ α μ μ έ ς σ τ α σχήματα 2.11 κ α ι 2.12 αντ ιστο ιχούν στ ις τ ε λ ι κ έ ς 

τ ι μ έ ς των παραμέτρων. Ας σημε ιωθεί ό τ ι στο σχήμα 2.12 υπάρχουν δύο ειδών 

σημε ία που αντιπροσωπεύουν τ α ε μ π ε ι ρ ι κ ά δεδομένα: τ α α ρ χ ι κ ά (άσπροι κύκλοι), 

που α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τυπικές αποκλίσεις όπως υπολογίστηκαν από 

κ ά θ ε δ ε ι γ μ α τ ι κ η κλάση, κ α ι τ α διορθωμένα (μαύροι κύκλοι) σ τ α οποία έ χ ε ι γ ί ν ε ι 

αναγωγή της τυπικής απόκλισης, σε τρόπο ώστε ν α α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί σε επεισόδια ε ν ι 

α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς ίσης με τη μέση δ ι ά ρ κ ε ι α της κλάσης. Η σύγκριση θεωρητικών κ α ι 

εμπειρικών τυπικών αποκλίσεων θα πρέπει να γ ί ν ε τ α ι με βάση τ α διορθωμένα ση

μ ε ί α . Η εν λόγω διόρθωση ε π ι β ά λ λ ε τ α ι από το γεγονός ό τ ι η υπολογιζόμενη από 

κ ά θ ε δε ιγματ ικη κλάση διασπορά έχε ι δύο συνιστώσες: η πρώτη αντ ιστοιχε ί κ α θ α ρ ά 

στη δ ιασπορά του ύψους βροχής κ α ι η δεύτερη στη διασπορά της δ ι ά ρ κ ε ι α ς που 

α ν α γ κ α σ τ ι κ ά υπάρχει στ ις βροχοπτώσεις κ ά θ ε κλάσης. Όπως αποδεικνύεται στο 

τέλος της υποπαραγράφου, η διόρθωση της διασποράς δ ί ν ε τ α ι από τη σχέση: 

σ δ 2 = σ α 2 - ° "DK 2 < σ Φ 2 + ^Φ 2 > ( 2 . 8 . 4 ) 

όπου σ 5 2 η διορθωμένη τ ιμή της διασποράς μ ι α ς συγκεκριμένης δειγματικής κ λ ά 

σης, σ α

2 η α ν τ ί σ τ ο ι χ η αρχ ική τ ιμή, όπως υπολογίζεται από τη δ ε ι γ μ α τ ι κ η κλάση, 

κ α ι σ ρ κ

2 η διασπορά της δ ιάρκειας στη δειγματικη κλάση. Στην πραγματικότητα η 
σ 0 κ 2 ε ί · ν α ι πολύ μ ικρή, ε κ τ ό ς από την τ ε λ ε υ τ α ί α κλάση, με τ α μ ε γ α λ ύ τ ε ρ α όρια 

δ ι ά ρ κ ε ι α ς , όπου έ χ ε ι σ η μ α ν τ ι κ ή τ ιμή. Γ ι ' αυτό μόνο τ α τ ε λ ε υ τ α ί α σημεία των 

αντ ίστοιχων σημειοσειρών διαφέρουν, ενώ τ α υπόλοιπα τ α υ τ ί ζ ο ν τ α ι . Επισημαίνεται 

ό τ ι δεν χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι α ν τ ί σ τ ο ι χ η διόρθωση των δειγματικών μέσων τιμών (βλ. από

δειξη στο τέλος της υποπαραγράφου). 

Από τ ι ς παραπάνω σχέσεις (2.8.1) κ α ι (2.8.2) μπορούμε ν α οδηγηθούμε στην 

παραδοχή ότ ι η μεταβλητή 

Η + b 
φ = ( 2 . 8 . 5) 

D + a 

π ρ α κ τ ι κ ά ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ η της D,21 κ α ι έ χ ε ι μέση τ ιμή μ Φ κ α ι τυπική απόκλιση 

σ φ . Ε ί ν α ι προφανές ό τ ι ο ι σ χ έ σ ε ι ς (2.8.1) κ α ι (2.8.2) προκύπτουν ά μ ε σ α από την 

(2.8.5). Ας σημειωθεί ό τ ι η μεταβλητή Φ τ α υ τ ί ζ ε τ α ι με τη μέση έ ν τ α σ η επεισο

δίου βροχής ό τ α ν b = a = 0. 

Απόδειξη της σχέσης jì.8.4) 

Έστ» d
n
j„ και ómìl τά όρια τ»ν διαρκειον μιας δερματικής κλάσης, και μ

Β|(
 και O p / η μέση τιμή και η 

διασπορά της διάρκειας βροχής στη δειγματικη κλάση. Οι παράμετροι αυτές αντιστοιχούν στις εξής θεβ-

21. Βέβαια είναι αναπόφευκτη κάποιου είδους στοχαστική εξάρτηση μεταξύ Φ και Ο (για bfo), δεδομένου 
ότι η ανισότητα Η > ο συνεπάγεται ότι • > b/(D«a). < 
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ρητικές ροπές: 

Ρ
0 κ
 -> ElD|i

B l n
 < D ί d

B a x
l , σ

0 κ

2
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B
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n
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B 8 X
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Κατά παρόμοιο τρόπο η ιιπολογιζόμενη anô τη δειγματική κλάση διασπορά τοιι ύφους βροχής, σ
α

2
 αντιστοι

χεί στη θεωρητική δεσμευμένη διασπορά 

«α
2
 -> »ap[H|d

B ( n
 < D < d

B a x
] 

evè η διορθωμένη τιμή σ
6

2
 πρέπει να αντιστοιχεί σε σταθερή διάρκεια ίση με Ε[D|d

m
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n
 < D < d „

a x
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σ
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2
 -> Var(H|D : E[D|d
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a 8 X
]) 

Αλλά λόγβ της σχέσης (2.δ.2) βα είναι 

Var[H|D : μ
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 • a )
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φ

2
 (α) 

Εξ άλλου, θεβρβντας την 0 βς διακριτή μεταβλητή (χβρίς πάντβς αυτ6 να παίζει ρόλο ιιαρά μόνο στο συμβο
λισμό) θα έχουμε 
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1 

Αλλά. με εφαρμογή της (γ) προκύπτει 

(δ) 
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E(H
2
|D:ElD|d

Bjn
<0<d

fflax
]) : (0φ

2
Ηΐ

φ

2
) (E[D|d

Bin
 < D < d

n a x
l )

2 

(e) 
• [23(σ

φ

2
*μ

φ

2
) - 2ομ

φ
] EtD|d

Bll)
 < D < d

n a x
] • a

2
^

2
^

2
) t b

z
 - 2ab μ

φ 

Atatρέντας κατά μέλη τις (δ) και (ε) και κάνοντας πράξεις προκύπτει 

E!H2|d„,ft < 0 < d B a x l : E(H2|D=ElD|dB)ft<D<dBaxl) • ( W ) »aMDUiie * ° * < W « ) 

Εξ άλλου για ιη δεσμευμένη μέση τιμή E[H|d
n j n
 < D < d

n a x
} προχβροντας με τον ίδιο τρόπο δπβς παραπάν» 

έχουμε: 

°iiax d«ax dnax 
E[H|d B j n i 0 < d B a x ] : E ElHIDrd} pK(d) : μ„ I d pK(d) M a ï r b| Σ pK(d) 

d = d«iin d : d n i f l d : d » i n 

= μ» E[D|d B l l ) < D < d n a x ] • (a μφ - b) = (E[D|d a ) n < D < d n a x l t a) μ* - b 

οπάτε παίρνοντας υπόψη την (2.8.1) προκύπτει: 

E|H|tfBln < 0 i d B a x l = E(H|D = E|D|dn 1 n<D<dB a x]} (η) 

Ας σημει»»εί 6τι η σχέση (η) εξηγεί γιατί δεν χρειάζεται αντίστοιχη διορ&βση τβν εμπειρικών μέσβν 
τιμβν στο διάγραμμα δεσμευμένης μέσης τιμής συναρτήσει της διάρκειας. 
Υψβνοντας στο τετράνβνο την (η) και α$αιρ»ντας απο την (ζ) προκύπτει 

Var[H|d
Ria
 < D < d

n a x
] = Var(H|0=E[D|d

nin
<D<d

Bax
]) • (σ

φ

2
+μ,

2
) Var[D|d

njn
 < D < d

B a x
] (β) 

Αντικαβιστέντας στην (9) τις αντίστοιχες δερματικές ροπές παίρνουμε 

ο
α

2
 : ο"δ

2
 • (σ

φ

2
 • μ

φ

2
) σ

0 κ

2 

απ' άπου προκύπτει άμεσα η (2.8.4) 

2 . θ . 3 . Π β ρ ι θ ώ ρ ι ε ς ρ ο π έ ς 

Οι π ε ρ ι θ ώ ρ ι ε ς ροπές χης μ ε τ α β λ η τ έ ς Η μ π ο ρ ε ί ν α υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν μ ε β ά σ η χις 

ε κ φ ρ ά σ ε ι ς τ ω ν δ ε σ μ ε υ μ έ ν ω ν ροπών (2.8.1) κ α ι (2.8.2) κ α ι τ ι ς ροπές τ η ς D. Κ α τ ' 

αρχήν ε ι σ ά γ ο υ μ ε τους α κ ό λ ο υ θ ο υ ς συμβολισμούς που βοηθούν σ τ η ν έ κ φ ρ α σ η των σ χ έ 

σεων περιθωρίων ροπών: 

μ 0 = E [ D ] , σ 0

2 = V a r [ D ] , μ Η = Ε [ Η ] , σ Η

2 = V a r [ H ] , s D H = C o v [ D , H ] , 

ρ 1 = P r ( D = 1 ) , μ 0 1 = E [ D | D = 1 ] = 1 , μ Η ι = E [ H | D = 1 ] , σ Η * 2 = V a r [ H | D = 1 ] , 

μ 0 * = E [ D | D > 1 ] , σ 0 * 2 = V a r [ D | D > 1 ] , 

μ Η * = E [ H | D > 1 ] , σ Η ) (

2 = V a r [ H | D > 1 ] , s D H * = C o v [ D , H | D > 1 ] 

Μ ε τ α ξ ύ των π α ρ α π ά ν ω ομάδων π α ρ α μ έ τ ρ ω ν ισχύουν ο ι ακόλουθες σχέσεις: 

UD = ( 1 - P I ) U D K + P1^D1 ( 2 . 8 . 6 ) 

μ Η = ( 1 - P ^ U H * + Ρ ι μ Η 1 < ( 2 . 8 . 7 ) 
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Ö D 2 + U D 2 = O-Pl) (ó"D*2+^D*2> + P I U D I 2 (2.8.8) 

ο
Η
£

+
μ

Η
£ - (1-pi)(σ

Η
*

2
+μ

Ηκ

2
) + ρ,(σ

Η 1

2
+μ

Η 1

2
) (2.8.9) 

^ H + ^ D ^ H = ( 1 " Ρ 1 ) ^ D H Î Î + W D ^ H H * ) + P1^D1^H1 ( 2 . 8 . 1 0 ) 

OL περιθώριες ροπές της D, υποτίθεται ότι ε ίναι γνωστές από τις σχέσεις 

της παραγράφου 2.7. Επίσης ε ίναι γνωστή και η πιθανότητα pj, αφού μπορεί να 

υπολογιστεί α π ό την α ν τ ί σ τ ο ι χ η συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς (2.7.15). Επειδή εδώ η 

δ ι ά ρ κ ε ι α θεωρείται ως διακριτή μεταβλητή, ενώ η κατανομή (2.7.15) α ν α φ έ ρ ε τ α ι 

σε συνεχή μεταβλητή, θα θεωρηθεί ότι ρ̂  = FQ(1.5). Ακόμη επειδή η fp(d) μπορεί 

να προσεγγιστεί με την εκθετική κατανομή μπορούμε τελικά να δεχτούμε: 

Pi = 1 - e x p ( - 1 . 5 / M D ) ( 2 . 8 . 1 1 ) 

Οι ροπές του ύψους βροχής, μμ* και σ Η * 2 , καθώς και η συνδιασπορά σρ Η κ , μπορούν 

να προσδιοριστούν συναρτήσει των αντίστοιχων ροπών της D και των παραμέτρων a, 

t>, U-φ, κ α ι σ Φ , με τις ακόλουθες σχέσεις: 

Ι-Ή* = (UDx + a ) ^ - b ( 2 . 8 . 1 2 ) 

σ Η κ 2 = ( σ φ 2 + μ φ 2 ) σ 0 * 2 + ( μ ο * + 3 ) 2 σ φ 2 ( 2 . 8 . 1 3 ) 

°"DH* = t%°"D*2 (Ζ.β. 14) 

Κατά συνέπεια με τη χρησιμοποίηση όλων των παραπάνω σχέσεων μπορούν να 

υπολογιστούν οι περιθώριες ροπές του ύψους βροχής, μ^ κ α ι σ^ 2 , κ α θ ώ ς κ α ι η 

συνδιασπορά σρ^· Η άμεση έκφραση των εν λόγω ροπών συναρτήσει των 6 παραμέτρων 

ε ίναι κάπως πολύποπλοκη και γι' αυτό παραλείπεται. 

λπόΕειζη T6V ji,8.8) εος (2.8.10) 

Έστβ p(d) : Pr(D=d) και p,(d) = Pr(D=d|D>1). Προφανές ιοχΰει: 

Pi«f) = P(d) / 0-P|) 

Έατβ tapa η τυχούσα αμοιβαία ροπή τβν (D,H) τάξης ( i , j ) . θα ε ίναι : 

Eio'HJ] : Σ ; d'hJ im{h,û) m ) dh = t' p(i) ; hi fH |D(M) dh • ι s-ihi fH |D(h> f l) fU) dh ·. 
i--\ 0 0 d=2 0 " 

- Pol' P( ! hj f
H|D(

h
>') «Ih * E X d W f

H
|

D
(h,d) (t-p,)p,(d) dh 

0 d=2 0 

Η παράμετρος MQ^ = 1 μπήκε παραπάνβ οε αντικατάσταση του 1, yia λόγους διαστατικής ομογένειας. Τελικά 

E[D'HJ] : ρ,μ
01
' E[HÌ|D-tl t {1-ρ,)Ε[0'Η^0>1) (α) 

Ηε εφαρμογή της (α) για τις κατάλληλες κάθε |ορά τιμές Τ»Ϋ ί και j, τιροκύπτοιιν οι (2.8.6) ε»ς (2.8.10) 
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Απόδειξη Tev (2.8.12) και <?.8.13) 

Κ (2.8.12) προκύπτει εύκολα από την σχέση (η) της υποπαραγράφου 2.8.2, αν τεθεί d„j
n
 : 2 και d

n a x
 : «. 

Ηε τον ίδιο τρόπο προκύπτει και η (2.8.13) από τη σχέση (θ) της υποπαραγράφου 2.8.2. 

Απόδειξη της (2.8.Μ) 

Ισχύει: 

Ε[0Η|0>Ι] : Σ / dh f (h,d) ρ (d) dh : Σ 
d=2 0 «l

D
 « d:2 

! h f (h,d) dh 
Ο HID 

d ρ (d) : Σ £[H|D:d] d ρ (d) 
1
 d:2

 l 

= Η ί 4* p,(d) • (ap$ - b) Σ d p,(d) -- μφ(ο·ρ,2
+μρ,

2
) + (3μ

(
 - b) μ

0 ι 

2 2 

Παίρνοντας υπ6φη και την (2.8.12) βα έχουμε 

EIDHIDM] : μ^ββ,
2
 • 1(μο,*3)μ$ - bl μ

0
, = μ^σρ,

2
 + μ

Η
, μρ, 

οπότε προκύπτει 

Cov [0,Ηi D> 11 : μ<,σ0 ι

2 

2 . 8 . 4 . Αριθϋπτ ι κ έ ς χ ι μ έ ς των παραμέτρων κ α ι ροπών 

Οι α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς των παραμέτρων κ α ι των ροπών του ύψους βροχής φ α ί 

ν ο ν τ α ι στον π ίνακα 2.2. Οι τ ιμές αυτές υπολογίστηκαν από τ α ιστορικά δ ε ί γ μ α τ α 

με μεθοδολογία που α ν α λ ύ ε τ α ι στην παραγραψο 2.11. 

2.8.5. Συναρτήσεις κατανομής 

Προκειμένου ν α ολοκληρωθεί το μοντέλο περιγραφής του ύψους βροχής, θα 

δεχτούμε ό τ ι η δεσμευμένη κατανομή του γ ια δεδομένη δ ι ά ρ κ ε ι α ε ί ν α ι η κατανομή 

γ ά μ α . Οι παράμετροι της κατανομής μπορούν να υπολογιστούν από τη δεσμευμένη 

μέση τ ιμή κ α ι διασπορά με τη μέθοδο των ροπών. Μια προσεγγιστική ε ικόνα της 

προσαρμογής της κ α τ α ν ο μ ή ς γάμα στα ιστορικά, δεδομένα δ ί ν ε ι το σχήμα 2.13. Ι ' 

αυτό έ χ ε ι σ χ ε δ ι α σ τ ε ί γ ια κ ά θ ε δειγματική κλάση, με καθορισμένα όρια δ ιάρκε ιας, 

η εμπειρική συνάρτηση κατανομής, σε σύγκριση με την συνάρτηση κατανομής γάμα. 

Η τ ε λ ε υ τ α ί α υπολογίστηκε με ροπές που προκύπτουν από τ ι ς (2.8.1) κ α ι (2.8.2), 

γ ι α δ ι ά ρ κ ε ι α ίση μέ τη μέση δ ι ά ρ κ ε ι α της δ ε ι γ μ α τ ι κ ή ς κλάσης. Με τ α δεδομένα 

α υ τ ά δεν ε ί ν α ι δυνατό ν α γ ί ν ε ι ακριβής στατ ιστ ικός έλεγχος της καταλληλότητας 

της κ α τ α ν ο μ ή ς γ ά μ α , ως δεσμευμένης συνάρτησης κατανομής, γ ι α τ ί τ α δεδομένα 

κ ά θ ε κλάσης δεν έχουν σταθερή δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής. Όμως η καλή προσαρμογή που 

π α ρ α τ η ρ ε ί τ α ι στο σχήμα 2.13 ε ί ν α ι μ ι α σαφής ένδε ιξη της κ α τ α λ λ η λ ό τ η τ α ς της 

κατανομής. 
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Όπως α ν α φ έ ρ θ η κ ε κ α ι στην αρχή της παραγράφου, η περιθώρια συνάρτηση 

κ α τ α ν ο μ ή ς του ύψους βροχής ε ί ν α ι θεωρητικώς γνωστή, κ α ι έ χ ε ι πυκνότητα που 

δ ί ν ε τ α ι από τη σχέση: 

00 

f H ( h ) = Σ f H | D ( h , d ) p ( d ) ( 2 . 8 . 1 5 ) 
d=1 

όπου η f H | D (h,d) ε ί ν α ι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας γάμα, με παραμέτρους 

που ε ί ν α ι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς του d, κ α ι η p(d) μπορεί ν α υπολογιστε ί από την (2.7. 

1 4 ) . 2 2 Στην π ρ α γ μ α τ ι κ ό τ η τ α η f^iti) δεν μπορεί να υπολογιστεί α ν α λ υ τ ι κ ά με 

την (2.8.15), λόγω της πολύπλοκης μορφής της. Μπορούμε όμως να θεωρήσουμε ότ ι 

κ α τ α ν ο μ ή της Η ε ί ν α ι κατά. προσέγγιση γ ά μ α , με παραμέτρους που υπολογίζονται 

από τ ι ς ροπές μμ κ α ι σ Η

2 . Μ ά λ ι σ τ α , επε ιδή μ Η ίκ σ Η (όπως προκύπτει από τον 

π ί ν α κ α 2.2), η εν λόγω κ α τ α ν ο μ ή θα ε ί ν α ι πολύ κ ο ν τ ά στην ε κ θ ε τ ι κ ή . Το θ έ μ α 

αυτό δεν θα α ν α λ υ θ ε ί δ ι ε ξ ο δ ι κ ό τ ε ρ α , γ ι α τ ί στο μοντέλο επιμερισμού χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι 

μόνο η δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής, κ α ι όχι η περιθώρια. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 . 2 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΚΑΙ ΡΟΠΕΣ ΤΟΥ ΥΨΟΥΕ ΕΠΕΙΣΟΔΙΟΥ ΒΡΟΧΗΣ 

Παράμετρος 

Διάρκεια βροχής 

Μέγ.Δε ίγματος 
Μέση τιμή 

Τυπική απόκλιση 

Διάρκεια βροχής 

Μέγ.Δε ίγματος 

Παράμετρος 
ti 

It 

II 

Ε> = 1 

Ν 

MHI 
σ
Η1 

Ε> > 1 

Ν 
a 
b 

μφ 
όφ 

ΣΤΑΘΜΟΣ : 

Απρ ίλιος 

ώρα 

9 
1 . 83 

2.33 

Φρα 

89 
3. 00 
1 .02 
0.575 
0.325 

ΧΑΛΑΡΑ 
Μάιος 

1 1 
1 . 80 

1 .46 

96 
3. 00 

2.82 

0.938 

0.438 

ΣΤΑΘΜΟΣ : 

Απρίλιος 

15 
2.88 

4.21 

71 
9.00 

3.93 

0.562 

0.236 

TPΙ ΒΟΥΝΟ 

Μάιος 

16 
2. 24 

2.43 

55 
1 1 . 00 

5. 15 
0.663 
0. 254 

Μέση τ ι μ ή μ Η 7 . 0 2 ( 7 . 0 2 ) 8 . 2 1 ( 8 . 2 1 ) 6 . 8 0 ( 6 . 8 0 ) 8 . 3 8 ( 8 . 3 8 ) 
Τ υ π ι κ ή α π ό κ λ ι σ η σ Η 8 . 5 8 ( 7 . 5 1 ) 1 0 . 2 9 ( 9 . 3 4 ) 7 . 5 6 ( 7 . 5 2 ) 8 . 6 7 ( 9 . 4 6 ) 
Σ υ ν δ ι α σ π ο ρ ά Oç>n 6 9 . 7 5 6 6 . 0 4 55,. 08 6 3 . 2 5 
Σ υ ν τ . σ υ σ χ έ τ ι σ η ς P D H 0 . 7 3 0 . 7 3 Ç · 7 ^ 0 . 7 5 

Σημείβση: Οι τιμές που είναι σε παρενθέσεις αντίπροσβπεύουν εμπειρικές ροπές, υπολογισμένες άμεσα από 
το δείγμα. 

22. Αν η D θεβρηθεί συνεχής μεταβλητή τότε το άθροισμα στην (2.8.15) πρέπει να αντικατασταθεί με το 
αντίστοιχο ολοκλήρωμα, και η ρ(β) με την iß(d). 
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10 20 30 40 50 60 70 SO 90 95 99 

Δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής FH/p(h,cl) [Χ] 

4 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90, 95 99 

Δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής F^jQ(h,d) [/.] 

Σχήμα Η.13 : Δεσμευμένη κατανομή του ύψους βροχής για δεδομένη διάρκεια. 
Οι συνεχείς γραμμές αντιστοιχούν στην κατανομή γάμα και οι διακεκομμένες στις 
εμπειρικές κ α τ α ν ο μ έ ς των δειγματικών κλάσεων. 
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60 

•IO 

Α. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής F^/p(tì,d) [Χ] 

60 

40 

ε ε 

Ο 10 

CQ. 8 

5 
ο 
ίο 
ο 
b 
2 
t 
u 
Cn 
Ο 
ά-
Χ 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0.1 

- Α. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ „ ^ - * -. 
— f ^ - " " ^ 

^ — _---*" "~Ζ^ >-ν θεωρητ ικές ροπές 

^ y ^ ; y* ·α = ι 

d - U H I D -

[h·] [mm] 

, 
_ ^ > ^ y S 1 2.24 
^ / s 3·* 4.17 

,S^S 6 δ. 18 
— / ' χ 10 8.84 

• ' / · " ' ' 24 1 8. 16 

! , ^ ι Ι ι Ι ι Ι ι Ι ι Ι , Ι ι Ι · . Ι ι Ι 

°H!D 2 

[mm2] 

5.91 
12.65 
18.65 
28.45 
79.03 

I I I . 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 . 

Δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής FH/D(h,d) ['/.] 

Σχήμα 2.13 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής για δεδομένη 
δ ι ά ρ κ ε ι α . 
Οι συνέχε ις γραμμές αντιστοιχούν στην κατανομή γάμα και οι διακεκομμένες στις 
εμπειρικές κατανομές των δειγματικών κλάσεων. 
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2 . 9 . Η ΕΣΩΤΕΡΙΚΗ ΔΟΜΗ ΤΟΥ ΕΠΕΙΣΟΔΙΟΥ ΒΡΟΧΗΣ 

2 . 9 . 1 . Γ ε ν ι κ ά χαρακτηρίσωικά. της εσωτερικής δομής κ α ι διισκολ ΐ ε ς 
στην περιγραφή της 

Με τον όρο "εσωτερική δομή του επεισοδίου βροχής" εννοούμε τ ι ς σ τ ο χ α 

σ τ ι κ έ ς ι δ ι ό τ η τ ε ς των τυχαίων μεταβλητών, οι οποίες αναφέρονται σε χρονικό, δ ι α 

στήματα που περιλαμβάνονται μέσα σε έ ν α επεισόδιο βροχής. Τέτοιες μεταβλητές 

ε ί ν α ι η σ τ ι γ μ ι α ί α έ ν τ α σ η βροχής, κ α ι το ωριαίο ύψος βροχής, που κυρίως θα μ α ς 

απασχολήσει. Οι ιδ ιότητες που θα εξετάσουμε ε ί ν α ι οι συναρτήσεις κατανομής κ α ι 

η στοχαστική εξάρτηση των μεταβλητών. 

Οδηγός μας γ ι α τη μ ε λ έ τ η της εσωτερικής δομής θα ε ί ν α ι μ ε ρ ι κ έ ς α ρ χ ι κ έ ς 

διαπιστώσεις γ ι α τη συμπεριφορά του ωριαίου ύψους βροχής, που βγήκαν από την 

ανάλυση των ιστορικών δεδομένων. Αυτές ε ί ν α ι οι ακόλουθες: 

1 . Τα ω ρ ι α ί α ύψη βροχής α π ο τ ε λ ο ύ ν μ ι α μη μ ό ν ι μ η σ τ ο χ α σ τ ι κ ή 

α ν έ λ ι ξ η . Δ ι α π ι σ τ ώ ν ε τ α ι ό τ ι τ α σ τ α τ ι σ τ ι κ ό , χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ό , 

τ ο υ ς μ ε τ α β ά λ λ ο ν τ α ι με τ ο χ ρ ό ν ο , αλλά. κ α ι με τ η δ ι ά ρ κ ε ι α 

β ρ ο χ ή ς . 

2. Η μέση τ ι μ ή τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής ε ν γ έ ν ε ι μ ε ι ώ ν ε τ α ι 

με τ η ν α ύ ξ η σ η τ η ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς . Αυτό σ υ μ φ ω ν ε ί με τ η ν γ ε ν ι κ ή 

ε μ π ε ι ρ ι κ ή ε ι κ ό ν α που έ χ ο υ μ ε γ ι α τ ο φ α ι ν ό μ ε ν ο τ η ς β ρ ο χ ή ς . 

3. Οι μ έ σ ε ς τ ι μ έ ς των ω ρ ι α ί ω ν υψών βροχής ε μ φ α ν ί ζ ο υ ν ο μ ο ι 

ό τ η τ α σ τ η χ ρ ο ν ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή τ ο υ ς μέσα σ τ ο ε π ε ι σ ό δ ι ο β ρ ο 

χ ή ς , αν α δ ι α σ τ α τ ο π ο ι η θ ε ί η κ λ ί μ α κ α τ ο υ χρόνου ( β λ . κ α ι 

υποπαράγραφο 2 . 2 . 5 ) . Συνεπώς η ε π ί δ ρ α σ η τ ο υ χρόνου τ σ τ ο 

μέσο ω ρ ι α ί ο ύψος μ π ο ρ ε ί να ε κ φ ρ α σ τ ε ί ως συνάρτηση τ ο υ 

α δ ι α σ τ α τ ο π ο ι η μ έ ν ο υ χρόνου θ = t / D (όπου τ ο τ μ ε τ ρ ι έ τ α ι 

από τ η ν έ ν α ρ ξ η τ ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ ) . 

4 . Η τ υ π ι κ ή α π ό κ λ ι σ η τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής ε ί ν α ι π ε ρ ί π ο υ 

γ ρ α μ μ ι κ ό , α ν ά λ ο γ η τ η ς μέσης τ ι μ ή ς . 

5. Η π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν η μη μ ο ν ι μ ό τ η τ α δεν ε ξ α ν τ λ ε ί τ α ι μόνο σ τ α 

μέσα σ τ α τ ι σ τ ι κ ά , χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά , τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους, αλλά. 

αφορά, κ α ι τ ο υ ς σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς α υ τ ο σ υ σ χ έ τ ί σ η ς . Σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν α 

δ ι α π ι σ τ ώ ν ε τ α ι ό τ ι ο σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς α υ τ ο σ υ σ χ έ τ ί σ η ς α ' τ ά ξ η ς 

τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους σαφώς α υ ξ ά ν ε ι με τ η ν αύξηση τ η ς δ ι ά ρ 

κ ε ι α ς β ρ ο χ ή ς . Α ν τ ί θ ε τ α , δ ε ν ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι σαφής ε π ί δ ρ α σ η 

τ ο υ χρόνου σ τ ο ν εν λόγω σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή . 
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Οι διαπιστώσεις αυτές θα τεκμηριωθούν πιο κάτω. Προς το παρόν θα εξετά

σουμε τις δυνατότητες κατάρτισης ενός απλού σχετικά, θεωρητικού μοντέλου, που 

να ανταποκρίνεται σε αυτές τις διαπιστώσεις, και, ει δυνατόν, να τις εξηγεί. 

Είναι κατ' αρχήν σκόπιμο ένα τέτοιο μοντέλο να διατυπωθεί με βάση τη στιγμιαία 

ένταση βροχής, και στη συνέχεια να παραχθούν οι ιδιότητες του ωριαίου ύψους. 

Κατ' αρχήν τα πιο σύγχρονα μοντέλα που περιγράφονται στην παράγραφο 2.3, 

και που στηρίζονται στις σημειακές ανελίξεις, επιτυγχάνουν την κομψή μαθηματι

κή περιγραφή και την εξήγηση του ρυθμού εμφάνισης των επεισοδίων βροχής και 

της εσωτερικής δομής των επεισοδίων, άλλα δεν περιγράφουν, ούτε βέβαια εξηγούν 

την μη μονιμότητα του ύψους ή της έντασης βροχής. Επίσης δεν δέχονται καμία 

επίδραση της διάρκειας βροχής, σε καμία μεταβλητή (άλλωστε συνήθως αποφεύγουν 

να ορίσουν τη διάρκεια βροχής). Άλλα παλιότερα μοντέλα, όπως πχ. των Bras και 

Rodriguez-Iturbe [1976α] ή των Grace και Eagleson [1966], δέχονται και περι

γράφουν την μη μονιμότητα στο χρόνο, χωρίς όμως να δέχονται επίδραση της διάρ

κειας βροχής. Στα τελευταία η έκφραση της μεταβολής των στατιστικών χαρα

κτηριστικών με το χρόνο περιγράφεται από καμπύλες αδιαστατοποιημένου χρόνου. 

Για ενδεικτικούς λόγους θα διατυπώσουμε και θα εξετάσουμε συγκριτικά δύο 

απλά γενικευμένα θεωρητικά μοντέλα που να παίρνουν υπόψη τη μη μονιμότητα. Και 

στα δύο θα κάνουμε την παραδοχή ότι οι επιδράσεις του χρόνου και της διάρκειας 

είναι διαχωρίσιμες. Στο πρώτο θα εκφράσουμε το χρόνο σε απόλυτη μορφή (τ) και 

στο δεύτερο σε αδιαστατοποιημένη μορφή (θ = t/D). Στα δύο μοντέλα η μη μόνιμη 

ανέλιξη της στιγμιαίας έντασης βροχής, Ξ, μπορεί να μονιμοποιηθεί με την εισα

γωγή μιας συνάρτησης της διάρκειας και μιας του χρόνου, ως εξής: 

Μοντέλο 1 : Z(D,t) = Κ1(D) •g1 ( t ) ·Ψ1 ( t ) (2.9.1) 

Μοντέλο 2 : Ξ(Ο,Θ) = k 2 ( D ) · g 2 ( θ ) · Ψ 2 ( θ ) (2.9.2) 

όπου οι Ψι(τ) και Ψ2(θ) ε ίναι μόνιμες στοχαστικές ανελίξεις, θα θεωρήσουμε 

ακόμα ότι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της μονιμοποιημένης ανέλιξης σε κάθε ένα 

από τα μοντέλα έχει την ακόλουθη μορφή: 

Μοντέλο 1 : Corr[Ψ1 ( t , ) , Ψ 1 ( τ 2 ) ] = R 1 (11 1 - t 2 | ) (2.9.3) 

Μοντέλο 2 : Corr [Ψ 2 (θ 1 ) ,„Ψ2(Θ2) ] = R 2 (|e 1 -e 2 |) (2.9.4) 

Εύκολα μπορεί να αποδειχτεί ότι, εφόσον αναφερόμαστε σε ένα επεισόδιο 

βροχής δεδομένης διάρκειας, οι συναρτήσεις R1 ή R2 είναι ταυτόχρονα και συναρ

τήσεις αυτοσυσχέτισης των ανελίξεων Z(D=d,t) ή Ξ(υ=σ.,θ). Ας εξετάσουμε τώρα 

τις συνέπειες των δύο μοντέλων πάνω στο ωριαίο ύψος βροχής. Το ωριαίο ύψος Χ̂  

ορίζεται κατά περίπτωση από τις σχέσεις 
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ίΔ ίΔ 

Μοντέλο 1 : Χ, = χ i(D,t) dt = k}(D) Χ 9ι(ΐ)Ψ
1
(Ι) dt 

(1-1)Δ (1-1)Δ 

ίΔ ΙΔ 
Μ ο ν τ έ λ ο 2 : Χ1 = Χ E ( D , t / D ) d t = k 2 ( D ) Χ g 2 ( ΐ / ΰ ) Ψ 2 ( t / D ) d t 

( ί - 1 ) Δ ( 1 - 1 ) Δ 

όπου Δ = 1 ώρα κ α ι i = 1,2,..,D/A. Το μ ο ν τ έ λ ο 1 δ ί ν ε ι 

ΙΔ 
ECXi |D=d] = ^ ( α ) μψ, Χ g ^ t ) dt «J k 1 (d) · μ ψ Γ 9 1 ( t ^ ·Δ 

(1-ΌΔ 

ΙΔ 1Δ 

VarCXilDrd] = ̂
2
(α) σ

ψ 1

2
 X Χ 9ι(ΐι)9ι(ΐ

2
) R

1
(|t

1
-t

2
|) dt

1
dt

2 

(1-1)Δ (1-1)Δ 

* k ,
2
^ ) ^

2
^

2
^ ) · ^ 

ΙΔ ja 
cov[X1 >Xj|D=d] = k ^ d ) σ ψ 1

2 χ Χ β ι < ΐ Μ ) β ι ( ΐ 2 ) R ^ i t - , - ^ ! ) d t , d t 2 

( ί-1)Δ (J-1)A 

* k 1

2 ( d ) - o v 1

2 - g 1 ( t 1 ) g 1 ( t j ) - m 1 ( | 1 - j | ) 

όπου μψι κ α ι σ ψ 1 η μέση τ ι μ ή κ α ι τυπική απόκλιση της μόνιμης ανέλιξης Ψ ,̂ t^ = 

( ί-0.5)Δ (το μ έ σ ο του χρονικού δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς [(ί-1)Δ, ίΔ]), ̂  το ολοκλήρωμα της 

Rl(|t^-t 2 |) σ τ η σ χ έ σ η της δ ι α σ π ο ρ ά ς , που δεν ε ξ α ρ τ ά τ α ι από το 1 (αψού η Ψ̂  

ε ί ν α ι μ ό ν ι μ η α ν έ λ ι ξ η ) , κ α ι m^ τ ο α ν τ ί σ τ ο ι χ ο ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α σ τ η σχέση της 

συνδιασποράς, συνάρτηση της διαφοράς |i-j|. 

Το μοντέλο 2 δ ί ν ε ι α ν τ ί σ τ ο ι χ α : 

ίΔ 
E[Xj|D=d] = k 2 ( d ) μψ2 Χ 9 2 ( t / d ) d t Ss k 2 ( d ) · μ ψ 2 · 9 2 ( θ 1 ) ·Δ 

0-1)Δ 

ΙΔ ίΔ 
VarCXilD^d] = k 2

2 ( d ) σ ψ 2

2 Χ Χ 9 2 ( t 1 / d ) g 2 ( t 2 / d ) R 2 ( I t 1 - t 2 l / d ) d t , d t 2 

( ί-1)Δ (1-1)Δ 

«s ̂ 2 ( α ) · σ ψ 2

2 · 9 2

2 ( θ 1 ) · 1 2 ( α ) 

ίΔ άΔ 
CovlXi .Xj IDrd] = k 2

2 ( d ) σ Ψ 2

2 χ S 9 2 ( t 1 / d ) g 2 ( t 2 / d ) R 2 ( | t 1 - t 2 | / d ) d t 1 d t 2 

( ί-1)Δ ( j -1)Ä 

fc k 2
2 (d ) ^ ^ - g ^ e ^ g ^ e j ) -m2(d, | i - j | ) 

όπου μ ψ 2 κ α ι σ ψ 2 η μέση τ ιμή κ α ι τυπική απόκλιση της μόνιμης ανέλιξης Ψ2, θ, = 

(1-0.5)A/d (το μ έ σ ο του χρονικού δ ι α σ τ ή μ α τ ο ς [( ί-1)Δ/α, ΙΔ/d]), 1 2 το ο λ ο κ λ ή 

ρωμα της R 2 ( | t 1 - t 2 | / d ) στη σχέση της δ ιασποράς, που ε ί ν α ι συνάρτηση του d, 

ά λ λ α όχι κ α ι του 1 (αφού η Ψ2 ε ί ν α ι μόνιμη ανέλιξη), κ α ι m 2 το α ν τ ί σ τ ο ι χ ο ολο-
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κλήρωμα στη σχέση της συνδιασποράς, συνάρτηση του d κ α ι της διαφοράς |i-j|. 

Συγκρίνοντας χα α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α των δύο μοντέλων διαπιστώνουμε ότ ι (1) το 

μέσο ωριαίο ύψος βροχής δ ί ν ε τ α ι κ α ι σ τ α δύο μοντέλα από παρόμοιες σχέσεις, (2) 

στο πρώτο μοντέλο η τυπική απόκλιση του ωριαίου ύψους βροχής ε ί ν α ι ανάλογη της 

μέσης τ ι μ ή ς του, πράγμα που δεν σ υ μ β α ί ν ε ι με το δ ε ύ τ ε ρ ο μ ο ν τ έ λ ο (λόγω της 

lgid)), κ α ι (3) το δ ε ύ τ ε ρ ο μ ο ν τ έ λ ο προβλέπει ό τ ι η α υ τ ο σ υ σ χ έ τ ι σ η του ωριαίου 

ύψους βροχής ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τη δ ι ά ρ κ ε ι α , ενώ το πρώτο προβλέπει μ ι α σταθερή 

συνάρτηση αυτοσυσχετισης, ανεξάρτητη της δ ιάρκειας. Έτσι , κ α ν έ ν α από τ α δύο 

μ ο ν τ έ λ α δεν εξηγεί ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ ά την εμπειρική συμπεριφορά του ωριαίου ύψους 

βροχής, όπως ε κ τ έ θ η κ ε στην αρχή της υποπαραγράφου. Η αποτυχία του πρώτου μο

ντέλου ε ί ν α ι η σταθερή του συνάρτηση αυτοσυσχέτισης, κ α ι του δεύτερου ο μ ε τ α 

βλητός συντελεστής διασποράς του. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ό τ ι η π ρ α γ μ α τ ι κ ό τ η τ α ε ί ν α ι πολύ πιο σύνθετη, κ α ι 

δεν μπορεί να εξηγηθεί από τ α παραπάνω απλά μοντέλα. Η αποτυχία των μοντέλων 

μπορεί ν α σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι ο ι ε π ι δ ρ ά σ ε ι ς του χρόνου κ α ι της συνολικής δ ι ά ρ κ ε ι α ς 

του επεισοδίου στην α ν έ λ ι ξ η της έ ν τ α σ η ς βροχής δεν ε ί ν α ι δ ιαχωρίσιμες, ή ό τ ι η 

χρονική κ α τ α ν ο μ ή της βροχής μέσα στο επεισόδιο δεν μπορεί να αποδοθεί απόλυτα 

ούτε από τον αδιαστατοποιημένο ούτε από τον πραγματικό χρόνο. Πάντως σε κάθε 

περίπτωση η μ α θ η μ α τ ι κ ή " α φ α ί ρ ε σ η " της μη μον ιμότητας ε ί ν α ι α ρ κ ε τ ά πολύπλοκο 

ζήτημα. 

Λόγω των παραπάνω δυσκολιών, εγκαταλείποντας την μαθηματική κομψότητα, 

θα προσπαθήσουμε να δώσουμε έ ν α περιγραφικό μοντέλο της συμπεριφοράς του ωρι

αίου ύψους βροχής, που να συμφωνεί με την πραγματικότητα, χωρίς όμως να την ε 

ξ η γ ε ί . 

2 . 9 . 3 . Το μ ο ν τ έ λ ο π ε ρ ι γ ρ α φ ή ς τ ο ι ι ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής 

Χωρίς να ασχοληθούμε πλέον με τη σ τ ι γ μ ι α ί α ένταση βροχής, θα βασίσουμε 

τ ι ς υποθέσεις μας απ' ε υ θ ε ί α ς στο ωριαίο ύψος βροχής, θ α ασχοληθούμε μόνο με 

τ ι ς βροχοπτώσεις με δ ι ά ρ κ ε ι α μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η από μ ί α ώρα (για τ ι ς βροχοπτώσεις 

δ ι ά ρ κ ε ι α ς 1 ώρας το ωριαίο ύψος τ α υ τ ί ζ ε τ α ι με το ύψος επεισοδίου βροχής), θ α 

δεχτούμε α ρ χ ι κ ά ό τ ι οι επιδράσεις της δ ι ά ρ κ ε ι α ς του επεισοδίου κ α ι της χρον ι

κής θέσης μ έ σ α σε αυτό ε ί ν α ι διαχωρίσιμες. Ακόμη θα δεχτούμε ό τ ι η μη μονιμό

τ η τ α του ωριαίου ύψους στο χρόνο περιγράφεται καλύτερα από τον αδιαστατοποιη

μένο χρόνο t / D . Έ τ σ ι μπορούμε να γράψουμε: 

Χΐ = k ( D ) -g{QO -Zi ( 2 . 9 . 5 ) 

όπου θ^ = ( i - o . 5 ) / D κ α ι Ζ^ τ υ χ α ί α μ ε τ α β λ η τ ή μ ε σ τ α τ ι σ τ ι κ ά χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ α της δ ι ά ρ κ ε ι α ς D κ α ι της σ χ ε τ ι κ ή ς χρονικής της θέσης θ}. Κ α τ ' 
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ε π έ κ τ α σ η μπορούμε ν α θεωρούμε όχι κ α ι η περιθώρια συνάρτηση κατανομής της Zj 

ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ η του D κ α ι του Qy Λόγω των παραπάνω ιδιοτήτων της, η μ ε τ α 

βλητή Z j θα α π ο κ α λ ε ί τ α ι "ομογενοποιημένο ωριαίο ύψος βροχής". Ε ί ν α ι ευνόητο 

ό τ ι ο ι δ ι α δ ο χ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς (Ζ,, i=1,2,..,D) ε ί ν α ι σ τ ο χ α σ τ ι κ ά ε ξ α ρ τ η μ έ ν ε ς 

μ ε τ α ξ ύ τους. Μάλιστα, γ ια να συμφωνεί το μοντέλο με την πραγματικότητα ε ί μ α σ τ ε 

υποχρεωμένοι ν α δεχτούμε ό τ ι ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς αυτοσυσχέτισης εξαρτώνται από τη 

δ ι ά ρ κ ε ι α του επεισοδίου. Έ τ σ ι ο παραπάνω χαρακτηρισμός "ομογενοποιημένο" 

ε ί ν α ι καταχρηστικός αφού η ανεξαρτησία από τη δ ι ά ρ κ ε ι α D των περιθωρίων κ α τ α 

νομών των Ζ,, δεν ε π ε κ τ ε ί ν ε τ α ι κ α ι στην από κοινού συνάρτηση κατανομής τους. 

Ως προς τη μορφή της αυτοσυσχέτισης των Ζ θα θεωρήσουμε ό τ ι ε ί ν α ι Μαρκοβιανή, 

με συντελεστή αυτοσυσχέτισης α ' τάξης ρ·)(α), α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο της χρονικής θέσης. 

Από την (2.9.5) προκύπτουν ο ι ακόλουθες δεσμευμένες ροπές της Χ: 

E C X i l D r d ] = k ( d ) - g ^ i ) · μ ζ ( 2 . 9 . 6 ) 

Var[Xj|D = d] = k
2
(d) - g

2
^ ) ·σ

ζ

2
 (2.9.7) 

όπου μ ζ η μέση τ ι μ ή κ α ι σ ζ

2 ή διασπορά της 7.\ (προφανώς α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς του i). 

Παρατηρούμε ό τ ι ι σ χ ύ ε ι η ι δ ι ό τ η τ α της α ν α λ ο γ ί α ς τυπικής απόκλισης κ α ι μέσης 

τ ιμής του ωριαίου ύψους, κ α ι αυτό α ν ε ξ ά ρ τ η τ α από τη μορφή των συναρτήσεων k(d) 

κ α ι g ( e ) . 

θ α προχωρήσουμε τώρα στον καθορισμό των συναρτήσεων k(d) κ α ι g(&). Γ ια 

το σκοπό αυτό θα αξιοποιήσουμε κ α ι τ ι ς σχέσεις των ροπών του ύψους επεισοδίου 

βροχής, που δόθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο. Προφανώς ισχύει 

d 
E[H|D=d] = Σ Ε [ Χ 1 | D = d ] 

i =1 

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω τις (2.8.1) και (2.9.6) θα έχουμε 

d 

(α + 3)μ
Φ
 - b = k ( d ) ^

z
 ·Ε g ^ ) 

1 = 1 

και τελικά 

(d+a
1
)μ

φ 

K(d) = (2.9.8) 

G(d) μ
ζ 

όπου 

a
1
 = a - b/μφ (2.9.9) 

d 

G(d) = Ε 9(θ,) (2.9.10) 

1 =1 
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i/d 
θεωρώντας ότι g (θ,) Ri ci S 9(©) de, θα έχουμε 

( 1 - D / c l 

1 
G(d) fc d s 9 ( θ ) de = d G1 ( £ . 9 . 1 1 ) 

0 

όπου xo G1 ε ί ν α ι σ τ α θ ε ρ ά . Σ η μ ε ι ώ ν ε τ α ι ό τ ι η (2.9.11) ε ί ν α ι απόλυτα ακριβής, αν 

η g(0) ε ί ν α ι γραμμική συνάρτηση. Επειδή έχουμε ε ι σ ά γ ε ι δύο αυθαίρετες συναρ

τ ή σ ε ι ς , τ ι ς k(d) κ α ι g(e), δ ι α θ έ τ ο υ μ ε δύο β α θ μ ο ύ ς ε λ ε υ θ ε ρ ί α ς ως προς τ ι ς 

παραμέτρους που υπεισέρχονται, κ α ι έ τ σ ι παίρνουμε 

G1 = 1 ( 2 . 9 . 1 2 ) 
κ α ι 

μζ = μφ ( 2 . 9 . 1 3 ) 

Έ τ σ ι η ( 2 . 9 . 8 ) γ ί ν ε τ α ι 

d + a^ 
k ( d ) = ( 2 . 9 . 14) 

d 

Η μορφή της g(0) μπορεί να θεωρηθεί ό τ ι ε ί ν α ι πολυωνυμική. Από δοκιμές 

που έ γ ι ν α ν , με πολυώνυμα μέχρι 3ου βαθμού, προέκυψε ότ ι εν γένε ι μόνο ο πρωτο

βάθμιος όρος ε ί ν α ι σημαντ ικός, κ α ι γ ι ' αυτό τ ε λ ι κ ά θεωρήθηκε 

9 ( θ ) = g 0 + g^e ( 2 . 9 . 1 5 ) 

όπου λόγω της (2.9.12) θα είναι 

90 = 1 - 9ΐ/2 (2.9.16) 

Απομένει πλέον ο καθορισμός της μεταβολής του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

α ' τάξης συναρτήσει του d, δηλαδή της συνάρτησης p^(d). Συνδέοντας τη διασπορά, 

του ύψους επεισοδίου βροχής, με τ ι ς δ ιασπορές κ α ι συνδιασπορές των ωριαίων 

υψών βροχής, θα έχουμε 

d d 
V a r [ H | D = d ] = Σ Σ C o v [ Χ 1 , Χ j | D = d ] 

i = 1 j = 1 

d d-1 d 
= Σ V a r [ X 1 | D = d ] + 2 Σ Σ C o v [ X 1 , Χ j I D = d ] 

1 = 1 1=1 j = i +1 

όπου, μ ε τ ά την παραδοχή ό τ ι η ακολουθία των 2.\ ε ί ν α ι Μαρκοβιανή, κ α ι λόγω της 

ι σ ό τ η τ α ς των συντελεστών αυτοσυσχέτισης των Χ^ κ α ι Zj, θα ε ί ν α ι 

C o v [ X i , X j | D = d) = { P i t d n J - 1 { V a r t X i ] V a r [ X j ] I 1 / 2 

Από τ ι ς δύο παραπάνω σ χ έ σ ε ι ς κ α ι τ ι ς (2.8.2) κ α ι (2.9.7) προκύπτει 
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d 
( d + a ) 2 o 0

2 = k 2 ( d ) o z

2 Σ g 2 ^ ) 
i = 1 

d-1 d 
: 2 / ri\ η-,Ζ + 2 k 2 ( d ) o z

2 Σ Σ { p 1 ( d ) } J - 1 β ί θ ^ β ί θ ι ) 
1=1 j = 1 + 1 

απ' όπου π α ί ρ ν ο υ μ ε 

d-1 d (d + a)2a<j>2 1 d 
Σ Σ { P i C d n J - 1 g c e ^ g c e j ) = Σ g 2 ( 9 i ) 

1=1 j = 1 + 1 2 k 2 ( d ) o z

2 2 1=1 

και τελικά, σε πιο σύντομη μορφή 

d-1 
Σ A, (d) . { P i (ci) 51 = A 0 ( d ) ( 2 . 9 . 17) 

i = 1 
μ ε 

και 

(d + a)2o<j>2 1 d 
Α 0 (cl) = Σ g 2 ( e , ) ( 2 . 9 . 1 8 ) 

2 κ 2 ( α ) σ ζ

2 2 i = 1 

d-1 
Ai (d) = Σ g ( e j ) g ( 0 J + 1 ) , 1 = 1 , 2 , . . . , d - 1 ( 2 . 9 . 1 9 ) 

J = 1 

H ε ξ ί σ ω σ η (2.9.17) σε σ υ ν δ υ α σ μ ό με τ ι ς (2.9.18) κ α ι (2.9.19), κ α θ ο ρ ί ζ ε ι 

πλήρως χη μορφή της Pi(d). Η μορφή αυτή δεν μπορεί να προσδιοριστεί α ν α λ υ τ ι κ ά . 

Όμως ο προσδιορισμός του ρ^ μπορεί να γ ί ν ε ι με α ρ ι θ μ η τ ι κ ή μέθοδο, ό τ α ν ε ί ν α ι 

γνωστό το d. Ουσιαστ ικά π ρ ό κ ε ι τ α ι γ ι α τον υπολογισμό μ ι α ς ρίζας (Γ) της πολυ-

ωνυμικής εξίσωσης (2.9.17), βαθμού d-1, τ έ τ ο ι α ς ώστε - 1 < Γ < + 1 . Ο υπολογισμός 

μπορεί να γ ί ν ε ι εύκολα με τη μέθοδο Newton-Raphson. Ο σχετικός επαναληπτικός 

τύπος θα ε ί ν α ι 

= Γ ' 

r d - 1 η r d - 1 -, 
Σ A ( d ) - r ' 1 - A (d) / Σ ΙΑ ( d j - r ' 1 " 1 ( 2 . 9 . 2 0 ) 

L1 = i 1 0 J L1 = 1 1 J 

όπου r ' κ α ι Γ " ε ί ν α ι δύο δ ι α δ ο χ ι κ έ ς προσεγγίσεις της Γ. Μια α π ο τ ε λ ε σ μ α τ ι κ ή 

αρχική εκτ ίμηση εκτ ίμηση Γ 0 της Γ ε ί ν α ι 

[ 2 A 0 ( d ) + d - 1 ] - [ ( d - 1 ) 2 - 4 A 0 ( d ) ] 1 / 2 

r 0 = ( 2 . 9 . 2 1 ) 
2 [ A 0 ( d ) + d ] 

Η (2.9.21) ε ί ν α ι μ ι α π ρ ο σ ε γ γ ι σ τ ι κ ή λύση της (2.9.17), γ ι α την περίπτωση 

που g(Q) - 1. Ας σημειωθεί ό τ ι η τ ε λ ι κ ή λύση που β ρ ί σ κ ε τ α ι με την (2.9.20) δεν 

α π έ χ ε ι πολύ από την παραπάνω α ρ χ ι κ ή ε κ τ ί μ η σ η , κ α ι γ ι ' αυτό το β' μέλος της 

(2.9.21) μπορεί να θεωρηθεί ως προσεγγιστική συναρτησιακή έκφραση της P^(d). 



1 9 6 

OL υποθέσεις του περιγραφικού μοντέλου της ωριαίας βροχόπτωσης, θα ελεγ

χθούν στις επόμενες υποπαραγράφους με βάση τα πραγματικά, δεδομένα βροχόπτωσης. 

Απόδειξη της (2.9.2t) 
Για g(6) : 1 δα είναι Aj(d) = d-i, οπότε η (2.9.!7) παίρνει ιη μορ*ή 

d-l 
I (d-l) Γ' : A

0
(d) (ο) 

όπου θέσαμε r : p((d). Το α' μέλος της παραπάνβ είναι μικτή πρόοδος και δίνεται ano την εξής σχέση 

d-t d(t-r
d
) ι - dr

0
"

1
 t (d-l)r

d 

Σ (d-i) r
1
 : -d * r 

i:1 f-r (f-r)
2 

και μετά τις πράξεις 

d-t d - t - dr t r
d t t 

E (d-t) r' : r 
i:t (t-r)

2 

Συνεπές η (a) γράφεται 

d - t - dr + r
d + t 

r
 , A

0
(d) (β) 

(i-r)
2 

και ισοδύναμα 

-r"*
1
 • (A

0
(d)+d] r

2
 - [2A

0
(d)*d-t] r • A

0
(d) = ο (γ) 

Δεδομένου ότι |r| < t, για μεγάλα d ισχύει r
0 4
* ί 0 και έτσι μπορούμε να παραλείψουμε στην (γ) τον 

αντίστοιχο όρο. Το τριβνυμο που απομένει έχει διακρίνουσα 

4 -- |2A
0
(d)td-tl

2
 - [A

0
(d)*dl A

0
(d) : (d-t)

2
 - 4A

0
(d) (δ) 

Υπό την προϋπόθεση δτι η Α είναι θετική (σχετικά βλ. στο τέλος της επόμενης υποπαραγράφου την απόδειξη 
της (2.9.22)), θα έχουμε 

(2A
0
(d)*d-t) ί [(α-1)

2
-4Α

0
(α)1

,
/

? 

Γο
 . 

ZlA»(dMdl 

Παρατηρούμε ότι για p^(d) -- 0 η (2 .9 . Î Î ) δίνει Aö(d) - 0. Η οριακή α«τι\ πχρίπτβση επαληθεύεται από την 
μικρότερη από τις δύο παραπάνβ ρίζες του r, και κατά συνέπεια η μεγαλύτερη απορρίπτεται. Προκύπτει 
έτσι η ( 2 . 9 . 2 t ) . 

2 . 9 . 3 . Παράμετροι και ροπές xou μοντέλου περί γραφής ÎOU ωριαίου 
ύψους Β ρ ο χ ή ς 

Το π α ρ α π ά ν ω περιγραφικό μοντέλο, που ολοκληρώθηκε με τις σχέσεις υπολο

γισμού των συντελεστών αυτοσυσχέτισης, έχει μόνο 2 παραμέτρους, πέρα από αυτές 
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που χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ο ύ ν τ α ι γ ι α τ ο ύψος τ ο υ ε π ε ι σ ο δ ί ο υ βροχής. Α υ τ έ ς ε ί ν α ι η g^, που 

π ε ρ ι γ ρ ά φ ε ι τ η μη μ ο ν ι μ ό τ η τ α ως προς τ ο ν ( α δ ι α σ χ α τ ο π ο ι η μ έ ν ο ) χ ρ ό ν ο , κ α ι η τ υ 

π ι κ ή α π ό κ λ ι σ η τ ο υ ο μ ο γ ε ν ο π ο ι η μ έ ν ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής, σ ζ . Μια κ α τ ά προσέγ

γ ι σ η α ν ι σ ο τ ι κ ή σ χ έ σ η που π ρ έ π ε ι ν α α κ ο λ ο υ θ ε ί η σ ζ ε ί ν α ι η ε ξ ή ς : 

σ r 2 f 1 0 2 + a 
— Ζ > max , f 2 
σ Φ L 5 2 + a} 

( 2 . 9 . 2 2 ) 

Η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς g 1 θεωρητ ικό, δ ε ν υ π ό κ ε ι τ α ι σ ε κ α ν έ ν α περιορισμό. 

Η δ ι α δ ι κ α σ ί α ε κ τ ί μ η σ η ς των π α ρ α π ά ν ω π α ρ α μ έ τ ρ ω ν , μ α ζ ί κ α ι μ ε τ ι ς υ π ό λ ο ι 

πες π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς τ ο υ σ υ ν ο λ ι κ ο ύ μ ο ν τ έ λ ο υ , π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι σ τ η ν π α ρ ά γ ρ α φ ο 2.11. Οι 

τ ι μ έ ς που πήραν σ τ α δ ε ί γ μ α τ α που ε ξ ε τ ά σ τ η κ α ν φ α ί ν ο ν τ α ι σ τ ο ν π ί ν α κ α 2.3. 

Πριν προχωρήσουμε σ τ ο ν υπολογισμό των περιθωρίων ροπών του ω ρ ι α ί ο υ ύψους 

βροχής, θ α ο ρ ί σ ο υ μ ε τ η β ο η θ η τ ι κ ή μ ε τ α β λ η τ ή 

Υΐ = 9(&0 'Ζ] = Χ , / k ( D ) ( 2 . 9 . 2 3 ) 

που θ α α π ο κ α λ ο ύ μ ε " μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ έ ν ο ω ρ ι α ί ο ύψος βροχής". Η περιθώρια κ α τ α ν ο μ ή 

τ η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς α υ τ ή ς ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ η τ η ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς , ά λ λ α ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τ ο 1 ή 

τ ο θ-j. Ο ι ρ ο π έ ς τ ο υ Υ^ δ ί ν ο ν τ α ι α π ό τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς 

Ε [ Υ ΐ 1 = 9 ( 9 ^ · μ Ζ = JEEXi I D = d ] / k ( d ) ( 2 . 9 . 2 4 ) 

V a r C Y i ] = g 2 ( e - | ) - a z

2 = V a r [ X 1 | D = d ] / k 2 ( d ) ( 2 . 9 . 2 5 ) 

Οι π ε ρ ι θ ώ ρ ι ε ς ροπές μ γ = Ε[Υ] κ α ι σ γ 2 = v a r [ Y ] , χωρίς τ η δ έ σ μ ε υ σ η τ η ς σ χ ε τ ι κ ή ς 

χ ρ ο ν ι κ ή ς θ έ σ η ς 1, δ ί ν ο ν τ α ι από τ ι ς α κ ό λ ο υ θ ε ς σ χ έ σ ε ι ς , που α π ο δ ε ι κ ν ύ ο ν τ α ι σ τ ο 

τ έ λ ο ς τ η ς υποπαραγράφου: 

μγ = μ Ζ = μ Φ ( 2 . 9 . 2 6 ) 

σ γ

2 m σ ζ

2 + ( g 1

2 / 1 2 ) ( a z

2 + μ ζ

2 ) ( 2 . 9 . 2 7 ) 

Με τ η β ο ή θ ε ι α τ ω ν π α ρ α π ά ν ω ροπών μπορούν τ ώ ρ α ν α υπολογιστούν ο ι α ν τ ί 

σ τ ο ι χ ε ς π ε ρ ι θ ώ ρ ι ε ς ροπές τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής, Χ. Οι σ χ ε τ ι κ έ ς ε κ φ ρ ά σ ε ι ς 

α π ο δ ε ι κ ν ύ ο ν τ α ι επίσης σ τ ο τ έ λ ο ς της υποπαραγράφου κ α ι ε ί ν α ι : 

U D * + a i 
μχ = μγ ( 2 . 9 . 2 8 ) 

HD* 

. - μ + a - | 2 λ β 2 

σ 2 = _D_* L σ

 2 + 1— (σ 2 + μ 2 ) ( 2 . 9 . 2 9 ) 
χ L μ ο χ J Y U D K 2 Υ Υ 

όπου μρχ = E[D|D>1] ( β λ . υ π ο π α ρ α γ ρ . 2.8.3) κ α ι τ ο λ ε ί ν α ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς κ α τ ά 

π ρ ο σ έ γ γ ι σ η ί σ ο ς μ ε 1 ( α κ ρ ι β έ σ τ ε ρ α μ π ο ρ ε ί ν α θ ε ω ρ η θ ε ί λ = \Î<Q/9> όπου μρ η μ έ σ η 

δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής σ ε ώρες). , 
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Οι α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς όλων π α ρ α μ έ τ ρ ω ν κ α ι ροπών τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής, 

γ ι α τ α ι σ τ ο ρ ι κ ά , δ ε ί γ μ α τ α που ε ξ ε τ ά σ τ η κ α ν , φ α ί ν ο ν τ α ι σ τ ο ν π ί ν α κ α 2.3. Γ ε ν ι κ ά , 

π α ρ α τ η ρ ε ί τ α ι κ α λ ή συμφωνία θ ε ω ρ η τ ι κ ώ ν ροπών, που π ρ ο β λ έ π ο ν τ α ι από τ ο μ ο ν τ έ λ ο , 

κ α ι α ν τ ί σ τ ο ι χ ω ν ε μ π ε ι ρ ι κ ώ ν ροπών. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.3 
ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΚΑΙ ΡΟΠΕΣ ΤΟΥ ΩΡΙΑΙΟΥ ΥΨΟΥΣ ΒΡΟΧΗΣ (Χ) 

ΚΑΙ ΤΩΝ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΩΝ ΤΟΥ Υ ΚΑΙ Ζ 
(Διάρκεια βροχής > 2 ώρες) 

Παράμετρος 

Μέγ.Δείγματος Ν 

Ανεξ. παράμετρος ĝ  

Παράμετρος g
0
=1-g^/2 

a^a-b/μφ 

ΣΤΑΘΜΟΣ : 
Απρίλιος 

1053 

-0.417 

1 . 209 

1 .23 

ΧΑΛΑΡΑ 

Μάιος 

91 1 

-0.851 

1 .426 

0 

ΣΤΑΘΜΟΣ : 

Απρίλιος 

826 

-0.597 

1 . 299 

1 .97 

ΤΡΙΒΟΥΝΟ 
Μάιος 

660 

0 

1 

3.26 

Μέση τιμή μ
ζ
 0.575 0.938 0.562 0.663 

0 . 5 8 3 0 . 9 3 4 0 . 5 6 7 0 . 6 6 6 

» » μγ 0.575 0.938 0.562 0.663 
0 . 5 7 8 0 . 9 4 2 0 . 5 6 0 0 . 6 6 6 

" μ
χ
 0.635 0.938 0.658 0.864 

0 . 6 3 7 0 . 9 4 2 0 . 6 5 5 0 . 8 4 7 

Τυπική απόκλιση σ
ζ
 0.872 1.549 0.890 0.990 

0 . 8 7 2 1 . 5 4 9 0 . 9 6 5 1 . 0 8 7 

" " σ γ 0 . 8 8 1 1 . 6 1 2 0 . 9 0 8 0 . 9 9 0 
0 . 8 4 5 1 . 6 2 1 0 . 9 0 9 1 . 0 8 7 

" " σ
χ
 0.975 1.612 1.083 1.332 

0 . 9 3 2 1 . 6 2 1 1 . 0 5 0 1 . 3 9 1 

[ημείβση (: Η ηρότη σειρά αντιστοιχεί στις βεβρητικές τιμές τον ponév και η δεύτερη στις εμπειρικές. 
' 2: Οι ανεξάρτητες παράμετροι είναι οι g) και σ?. Όλες οι υπόλοιπες (παράμετροι και θεβρη-

τικές ροπές) υπολογίζονται συναρτήσει αυτόν. 

AnòSeUn τικ (2.9.2?) 

Όπβς και στην απόδειξη της (2.9.21) βα θεβρήσουμε g(6) : 1. Ηε τη συνθήκη αυτή από την (2.9.18), με 

Βάση και την (2.9.14) παίρνουμε 
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d2(dta)2o0
2 d 

Aô(d) : 

Για να είναι θετική η διακρίνουσα Α της σχέσης (δ) της unonapaypà^ou 2.9.2., θα πρέπει 

2d
2
(d*a)

2
ff«

2 

(d-1)
2
 > 2d 

(d+a,)
2
a

z

2 

Κανονιάς πράξεις στην παραπάνβ παίρνουμε 

σ
ζ
 2

1
/

2
 d (d+a) 

ff« (d+a
f
) (d

2
+1)'/

2 

Σιην περίπτβση που το a
(
 είναι αρκετά μικρότερο του a (όπβς συμβαίνει συνήθβς), η συνάρτηση του β' 

μέλους της (α) είναι ιθίνουσα βς προς d, δεδομένου άτι (d
2
*1)'/

2
 ί d. Τότε αρκεί η ανισότητα (α) να 

ισχύει για τη μικρότερη τιμή του d (d=2), δηλαδή 

σ
ζ
 2 IO*/

2
 (2ta) 

ff« 5 (2+a,) 

Στην περίπτβση που τα a και a
(
 είναι ίσα. yia να ισχύει η (α), αρκεί το πρβτο μέλος να είναι > f2. 

Απόδειξη της (2.9.26) 

Η μέση τιμή του Υ σε μια βροχόπτωση διάρκειας d θα είναι 

d 

E M •- (1/d) Σ ΕΙΥ,Ι 

ί = 1 

Απά την (2.9.23) προκύπτει 

d 

EIYl -- Ο/ο) μ
Ζ
 Σ 9(θ,) 

και λόγ» τβν (2.9.10), (2.9.11) και (2.9.12) παίρνουμε 

Ε[Υ1 : (t/d) μ
ζ
 d 6, -- μ

ζ 

Απόδειξη της (2.9.27) 

Κατά παρόμοιο τρόπο, όπβς προηγούμενα, έχουμε: 

d d d 

Ε[Υ
2
1 : (1/d) Σ E[Yj

2
l r (i/d) Σ 9

2
(β,)Ε[Ζι

2
1 : (1/d) (σ

ζ

2
+μ

ζ

2
) Σ 9

2
(θ,) (S) 

Το τελευταίο άθροισμα στην παραπάνβ σχέση μπορεί να υπολογιστεί κατά προσέγγιση από τη σχέση 

d 1 

Σ 9
2
(θ

(
) % d G

2
, όπου G

2
 : J g

2
(6)de 

i:1 0 
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Αντικαθιστώντας στην ΧΕλευχαία την g(9) από την (2.9.14) παίρνουμε 

1 
6? = S (9ο+

9|θ)
2
όθ

 :
 9

0
* • 9ο9( • 9,

2
/3 

Ο 

και χρησιμοποιβντας και την (2.9.16) 

6? : 1 • 9,*/4 - g, + g, - 9,
2
/2 • 9,

2
/3 : 1 • g,

?
/12 

Κατά συνέπεια 

E[Y
2
] * (ttg,

2
/12)(c

z

?
^

z

2
) 

και 

Var[Yl : EIY
2
] - E

2
[Y) t σ

ζ

2
 • (β|

Ζ
/Ι2)(0ζ

Ζ
*ΡΖ

2
) 

Απ65ειξπ xiK (2.9.28) 

Παίρνοντας υπόρ tov τρόπο με χον οποίο σχηματίζεται ο πληθυσμός τβν βριαίον ufèv βροχής, σχις 
βροχοπτώσεις με διάρκεια 2 epév και ave, θα έχουμε 

ΕΙΧΙ = 

2E[X|D:2|p (2) • 3ΕIX|D=3]ρ (3) t ... r « 
J. fil. 

2PDi(2) • 3p D ï ( 3 ) + 
Σ dE|X|D:d]p (d) 

m=2 Dï 
l dP (d) 
d:2 D« 

(ï) 

6nou Pß,(d) : Pr(D:d|D>1). Προφονβς το άθροισμα του παρονομαστή είναι ίσο με μ
0 ι
. Για τον υπολογισμό 

του αριθμητή παίρνουμε υπό»η τις σχέσεις (2.9.23) (που συνεπάγεται Χ = k(0) Υ) και (2.9.14) (που δίνει 
την kfd)), οπότε έχουμε: 

Ε dE|X|D=dlp
D
,(d) = Ι (d+a,)pDï(d) = μ 0

, ι a, 
d:2 d=2 

Ηε αντικατάσταση τον παραπάνβ στην (y) προκύπτει άμεσα η (2.9.28) 

Απόδειξη της (2.9.29) 

Σε αναλογία με τα παραπανβ έχουμε 

Ε[Χ
Ζ
] : Σ dE[X

2
|D=d]p (d) 

D« 
/ Σ dP. (d) 

L
d=2 Di L

d=2 

AUd ισχύει 

E(X
2
|D:d] : k*(d) E[Y

2
1 : (1 t 2a,/d t a,?/d

2
) (σ

γ

2
 • μ

γ

2
) 

και κατά συνέπεια ο αριθμητής του Ρ' μέλους της (δ) θα είναι 

(δ) 

Ε dE[X*|D-.d)p
0l
(d) : (σ

γ

2
*μ

γ

2
) Σ (d • 2a, • a,

2
/d) p

D l
(d) : (σ

γ

2
*μ

γ

2
) [p

D l
 • 2a, + 3,

2
(Ηλ)/μ

0
,} 

d=2 d=2 

• ( U H , ) (o
Y
^|i

Y

2
) [(Dp, • 2a,)

2
 4 Ha,

2
] 

όπου τέθηκε 
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m · 
— : Σ p 0 l ( d ) / d 
»Di d : 2 

Held τα παραπάνβ η (δ) γίνεται 

(p t t l + 2 a , ) 2 • i a , 2 

(e) 

E[X< · (o y 2 t |i Y

2 ) 

PO«2 

(ζ) 

Αν ατη σχέση 

Var(X] : Ε[Χ2] - Ε2[Χ] 

αντικαταστήσουμε τα Ε[Χ
2
] και Ε[Χ] από τις (ζ) και (2.9.28) αντίστοιχα, θα πάρουμε την (2.9.29). 

Απομένει ο υπολογισμός της τιμής της παραμέτρου λ. θεβρβντας ότι η κατανομή της διάρκειας, »ς συνεχούς 
μεταβλητής, είναι κατά προσέγγιση η εκθετική, με παράμετρο (Ι/μρ), θα έχουμε 

r (ί*0.5 
Ρ (α) = 
Di 

-υ/μ_ 

ί 0/μ ) e du 
d-0.5 

και συνακόλουθα 

•1.5/μ. 

Ε Ρ ( d ) / d : 

d=2 Οι 

-υ/μ 
ί Ο/μ ) e D ( t/u) du 

L 1.5 

•1.5/μ 1 1.5 ί.5/μ 
— ε( — ) e 

μο Η 

(η) 

όπου η συνάρτηση ε(χ) έχει οριστεί με τη σχέση (2.7.17). Επειδή ο παραπάνβ όρος επηρεάζει πολύ λίγο 
την διασπορά σχ

2
, θα αναζητήσουμε προσεγγιστικές εκφράσεις του όρου ε(χ). Ηια προσεγγιστική έκφραση 

κατάλληλη για την υπόνη περίπτωση είναι η ακόλουθη: 

ε(χ) e
x
 * 

χ+1/6 

(θ) 
x(xtl) 

Η παραπάνβ μπορεί να δικαιολογηθεί από το γεγονός ότι η συνάρτηση Α(χ) : χ(χ+!)ε(χ) μπορεί να προσεγ
γιστεί από τη συνάρτηση Β(χ) = (χ+ΐ/6)6"

χ
, και αυτό επειδή ισχύει 

40 α Μ «ι 

J A(x)dx : ! B(x)dx (: 7/6) και J XA(X)dX : ! XB(X)dX (: U/6) 
0 0 0 0 

Η παραπάνβ προσεγγιστική σχέση επιβεβαιώθηκε και αριθμητικά. Από τις (ε), (η) και (θ) παίρνουμε 

μ
0
, 1.5/μ,) t i/8 1+μ

0
/9 

Ι»λ ί = μρ, 
μ

Β
 (1.5/μ

0
) (1.5/μρΗ) 1.5+μρ 

θεβρβντας ότι 1.5*μ
Β
 * μ

0 ι
 παίρνουμε τελικά 

Η λ * 1 + μ
0
/9 ή λ ί μ

0
/9 

όπου το μρ εκφράζεται σε ώρες. Για τα Βροχομετρικά δεδομένα που εξετάστηκαν ισχύει μρ « 9 βρες και 
συνεπώς η τιμή του λ είναι περίπου ίση με 1. 
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2.9.4 ' Ελεγχος TOU μοντέλου : Α. Η επίδραση της διάρκειας 

Η β α σ ι κ ή σ χ έ σ η τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ ( 2 . 9 . 5 ) , που π ε ρ ι γ ρ ά φ ε ι χο δ ι α χ ω ρ ί σ ι μ ο των 

ε π ι δ ρ ά σ ε ω ν χης δ ι ά ρ κ ε ι α ς κ α ι τ η ς χ ρ ο ν ι κ ή ς θ έ σ η ς σ τ ο ω ρ ι α ί ο ύψος βροχής, έ χ ε ι 

σ α ν σ υ ν έ π ε ι α έ ν α σ τ α θ ε ρ ό σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή δ ι α σ π ο ρ ά ς τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής, δηλαδή 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο κ α ι τ η ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς , κ α ι τ η ς χ ρ ο ν ι κ ή ς θ έ σ η ς . Π ρ ά γ μ α τ ι , ο ι σ χ έ σ ε ι ς 

( 2 . 9 . 6 ) κ α ι ( 2 . 9 . 7 ) δ ί ν ο υ ν : 

{ V a r C X i I D = d ] ] 1 / 2 σ ζ 

e t 
ECX-j |D = d ] ^ Ζ 

( 2 . 9 . 3 0 ) 

Α.ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΙ Β.ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

"Ο 2.0 
Ci 

* 1 8 
ι^, 1.8 
Lg 
\ 

\ 1*6 

Μ 1.4 
Ο 

^ 1.2 
<ί 
^-

1.0 

# σ γ / μ γ = 1 . 5 2 7 

ι , ι 
12 16 20 24 28 

d [h] 

Γ.ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ-ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

20 24 28 

d [h] 

Δ.ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ-ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

-

-

— 

-

- · 
, ι - ι 

• 

σγ/μ.γ=1.486 
•ν, 

-

ι , ι , Ι . ι 

• 

ι 
12 16 20 24 28 

d [h] 

Σ χ ή μ α 2.14 : Δ ε σ μ ε υ μ έ ν ο ς σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς δ ι α σ π ο ρ ά ς ωρια ίου ύψους βροχής γ ι α δ ε δ ο 
μ έ ν η δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής. 
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Ο αντίστοιχος συντελεστής δ ιασποράς του ωριαίου ύψους για την περίπτωση 

που η χρονική θέση (ί) δεν ε ίναι καθορισμένη, μπορεί να εξαχθεί με τη βοήθεια 

της (2.9.£3) κ α ι είναι*. 

Î V a r [ X | D = d ] } 1 / 2 σ γ 

= e t ( 2 . 9 . 3 1 ) 
E[X|D = dj μγ 

όπου οι σγ κ α ι μ γ δ ί ν ο ν τ α ι α π ό τ ις (2.9.27) κ α ι (2.9.26). 

1-8 

1.6 

1.4 -

1.2 -

Uj L O 

0.8 -

0.6 -

0.4 

1.8 

1.6 

•ο 

Α.ΕΤΑΘΜΟΕ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΕ ΑΠΡΙΛΙΟΣ! 

d+1 .23 
E [ Χ | D = d ] 

y 
= 0 . 5 7 7 

I • 1 J L· 

1.8 

1.6 
* ~ ï 

e FS 
^ 
" ~ l 

XJ 
Q 

X 
>-~l 

Ui 

1.4 

1.2 

1.0 

0.8 

0.6 -

0.4 

-

• 

Β.ΕΤΑΘΜΟΕ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΕ MAIOE 

• 

E[X|D 

, ι , I 

= d) : 

• 

, ! 

: 0 . 9 4 2 
• 

, I , I . 1 , 

8 12 16 20 24 28 
d [h] 

8 12 16 20 24 28 

d [h] 

X 
1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

Γ.ΕΤΑΘΜ.ΤΡΙΒΟΎΝΟ-ΜΗΝΑΕ ΑΠΡΙΛΙΟΕ 

J ι 1 ι I 1 L 

1.8 

0.6 

0.0 

Δ.ΕΤΑΘΜΤΡΙΒΟΥΝΟ-ΜΗΝΑΕ MAIOE 

d + 3 . 2 6 
E [ X | D = d ) = 0 . 6 6 6 

i . i . t , ι , ι , ι 

12 16 20 24 23 

d [h] 
8 12 16 20 24 28 

d [h] 

Σ χ ή μ α 2.15 : Δ ε σ μ ε υ μ έ ν η μ έ σ η τ ι μ ή τ ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους Βροχής γ ι α δ ε δ ο μ έ ν η 
δ ι ά ρ κ ε ι α Βροχής. 



204 

Η πρώτη από τ ις δύο παραπάνω σχέσεις ε ί ν α ι αρκετά, δύσκολο να ελεγχθεί με 

βάση πραγματικά, δεδομένα, γ ι α τ ί απαιτε ί ασυνήθιστα μεγάλο μέγεθος δείγματος. Η 

δεύτερη μπορεί να ελεγχθεί πιο εύκολα, με τη μεθοδολογία των δειγματικών κ λ ά 

σεων, που περιγράφηκε στην παράγραφο 2.6. Τέτοιο ι έλεγχοι παρουσιάζονται στο 

σχήμα 2.14. Τ α εμπειρικά, σ τ ο ι χ ε ί α , που αντ ιστοιχούν σ τ α σημεία του σχήματος, 

υπολογίστηκαν από όλα τ α ωρια ία ύψη μ ι α ς δειγματικής κλάσης ενώ χρησιμοποιή

θηκαν ίδ ιες κ λ ά σ ε ι ς με α υ τ έ ς της παραγράφου 2.8. Το μοντέλο (συνεχής γραμμή) 

δεν έ ρ χ ε τ α ι σε α ν τ ί θ ε σ η με τ α ε μ π ε ι ρ ι κ ά σημε ία, αν κ α ι θα μπορούσε να γ ί ν ε ι 

δ ε κ τ ή κ α ι μ ι α μικρή αύξηση του συντελεστή διασποράς, με την αύξηση της δ ιάρ

κ ε ι α ς . 

Αυτό που θα πρέπει α κ ό μ α να ε λ ε γ θ ε ί ε ί ν α ι η μορφή της συνάρτησης K(d), 

που δ ί ν ε τ α ι από την εξίσωση (2.9.14). Ο έλεγχος μπορεί να β α σ ι σ τ ε ί στη σχέση 

E[X|D = d ] = k ( d ) · μ γ ( 2 . 9 . 3 2 ) 

που ε ί ν α ι σ υ ν έ π ε ι α της (2.9.23). Τ έ τ ο ι α ς μορφής έλεγχοι παρουσιάζονται στο 

σχήμα 2.15. Οι έ λ ε γ χ ο ι α υ τ ο ί β α σ ί σ τ η κ α ν σ τ ι ς ί δ ι ε ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς μ έ σ ε ς τ ι μ έ ς , 

όπως κ α ι οι προηγούμενοι. Γ ε ν ι κ ά παρατηρείται καλή συμφωνία του μοντέλου με τ α 

εμπειρικά δεδομένα. 

2 . 9 . 5 . Έ λ ε γ χ ο ς του μ ο ν τ έ λ ο υ : Β. Η επίδραση της χρονικής θέσης 

Στην υποπαράγραφο αυτή ο έλεγχος θα βασιστε ί στο μετασχηματισμένο υψος 

βροχής Υ, το οποίο δεν ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τη δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής, παρά μόνο από τη χρο

ν ι κ ή θέση. Η εξ ίσωση ορισμού της μεταβλητής Υ , (2.9.23), έ χ ε ι ως συνέπεια τη 

σχέση: 

Ε [ Υ ι 3 { V a r [ Y i ] J 1 / 2 

9 ( θ ι ) = = ( 2 . 9 . 3 3 ) 

UZ σ Ζ 

Ας ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε κ α τ ' αρχήν το δεύτερο σκέλος της (2.9.33), δηλαδή την ισό

τ η τ α του δεύτερου κ α ι τρ ίτου μέλους. Τα εμπειρικά σ τ α τ ι σ τ ι κ ά χαρακτηριστ ικά 

της μεταβλητής Υ}, δηλαδή η μέση τ ιμή κ α ι η διασπορά της, που αντ ιστο ιχούν σε 

μ ι α σ υ γ κ ε κ ρ ι μ έ ν η τ ι μ ή του θ^ = (1-0.5)/d, μπορούν να υπολογιστούν με τον εξής 

τρόπο: (α) σε κ ά θ ε ε π ε ι σ ό δ ι ο βροχής, δ ι ά ρ κ ε ι α ς d > 2 ώρ., κ α θ ο ρ ί ζ ε τ α ι η χρο

ν ι κ ή θέση i από τον τύπο 1 = r o u n d ^ d + O . S ) , (β) ε π ι λ έ γ ε τ α ι από κ ά θ ε επεισόδιο 

βροχής το ωρια ίο ύψος βροχής Χ^ κ α ι έ τ σ ι σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι έ ν α δ ε ί γ μ α μεγέθους 

ίσου με το πλήθος των επεισοδίων βροχής, (γ) με μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ό του δ ε ί γ μ α τ ο ς 

των Xi με βάση τη σχέση Υ·| = X-j/k(d), σ χ η μ α τ ί ζ ε τ α ι το α ν τ ί σ τ ο ι χ ο δ ε ί γ μ α των 

Υ1( κ α ι (δ) υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι τ α σ τ α τ ι σ τ ι κ ά χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά του τ ε λ ε υ τ α ί ο υ . Στο 

σχήμα 2.16 έχουν γ ί ν ε ι α π ε ι κ ο ν ί σ ε ι ς των εμπε ιρ ικών μέσων τιμών κ α ι τυπικών 
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αποκλίσεων γ ι α τ ι μ έ ς του θ^ από 0 μέχρι 1, με ι σ ο δ ι α σ τ α σ η 0.10. Παρατηρούμε 

ό τ ι ο ι ε ν λόγω ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τ ι μ έ ς συμφωνούν με το β' σκέλος της (2.9.33). 

1.6 

Ν 
\ 1.4 

^ 

» 1.2 

Ν LO 

0.8 

0.6 

0.4 

Α.ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ 

ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

μ / μ 
Υ θ Ζ 

V Λ/" \/5 
/ο 

J ι L 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

θ - t/d 
1.6 

h N 
b 1.4 

ί
ο 1.2 

\ 

h \ 

^ 

Ν 1.0 

>- 0.8 

0.6 

0.4 

Γ.ΣΤΑΘΜΟΣ TP Ι ΒΟΥΝΟ 

ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

μ /μ 
Υ

θ
 ζ 

*ν 
σ /σ 

J . L 

1.6 

*> 1.4 

.Φ 

Ö 1.2 

Ν 1.0 

Β.ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ 

ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

^ 
Φ 

0.8 if 

0.6 

0.4 

Γ> ^ \ \ 

Λ 
U /μ 

' ι_ 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

<9 - t/d 
1.6 

Ν 

Ö 1.4 

Ο 1.2 

^ 

Ν| 1.0 

>~ 0.8 

0.6 

0.4 

Δ.ΣΤΑΘΜΟΣ T P Ι ΒΟΥΝΟ? 
ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ S 

ι 
ι 
ι 

s* 
fr* Α~ Λ 

μ / μ 
Υ θ ζ 

; 

—/—\Α 
» \ fi 

Υ θ ζ \\// 
tf 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.0 0.2 M 0.6 0Λ 1.0 

0 - t/d 
0.8 I.O 

0 - t/d 
Σχήμα 2.16 : Συγκριτική ε ι κ ό ν α της μεταβολής της μέσης τιμής κ α ι τυπικής από
κλισης του μετασχηματ ισμένου ωριαίου ύψους βροχής (Υ) συναρτήσει του α δ ι α σ τ α -
τοποιημένου χρόνου (θ). 

Ας ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε χώρα την ε π ι λ ε γ ε ί σ α γραμμική μορφή της συνάρτησης g(9), 

που δ ί ν ε τ α ι από την εξ ίσωση (2.9.15). Ο σ χ ε τ ι κ ό ς έλεγχος μπορεί να β α σ ι σ τ ε ί 

στο πρώτο σ κ έ λ ο ς της (2,9.33), δηλαδή στην εξίσωση E[Y-j] = 9(θ,)μγ. Στο σχήμα 

2.17 γ ί ν ε τ α ι σύγκριση των εμπειρ ικών μέσων τιμών των διαφόρων δ ε ι γ μ ά τ ω ν , 

υπολογισμένων με τη δ ι α δ ι κ α σ ί α που περιγραφηκε παραπάνω, με τ ι ς θεωρητικές 

μέσες τ ι μ έ ς που προβλέπονται από την εν λόγω εξίσωση. Παρατηρείται ότ ι η γραμ

μική ως προς θ έκφραση της g(0) προσαρμόζεται σε α ν ε κ τ ό επίπεδο προς τ α εμπει

ρ ι κ ά σ τ ο ι χ ε ί α , ε κ τ ό ς από μ ι α περίπτωση (Σταθμός Τρίβουνο - Μήνας Μάιος), Γ ι α 
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0.9 

A1.ΣΤΑΘΜΟΙ ΧΑΛΑΡΑ 

ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΙ 

0.8 -
Φ 

0.7 -

0.6 -

0.5 -

0.4 -

0.3 

• 

• Μοντέλο ( g 1 = -o.417) 

^ 

• 

r^cN 
Εμπειρικές V/*4^ 

τ ι μ έ ς * 
2<d<45 

ι Ι , ι Ι . Ι ι Ι , , . > 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 

θ = t/d 

Α2.ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ 

ΜΗΝΑΙ ΑΠΡΙΛΙΟΙ 
0.9 

Φ ΟΛ - Μ ο ν τ έ λ ο (g4 = -o.417) 

0.4 

0.3 

Ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς 
τ ι μ έ ς 
2<d<9 

10<d<45 -J 
-j I , ! 1 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 

θ = t/d 

1.5 

1.4 

B1.ΙΤΑΘΜΟΙ ΧΑΛΑΡΑ 

ΜΗΝΑΙ ΜΑΙΟΣ 

0.5 

0.4 

0.3 

2 < d < 4 0 

•·» Ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τ ι μ έ ς 

\ 

Μ ο ν τ έ λ ο ( g ^ - 0 . 8 5 1 ) 

J , L 

1.5 

Β 2 . Σ Τ Α Θ Μ Ο Σ Χ Α Λ Α Ρ Α 

ΜΗΝΑΣ Μ Α Ι Ο Σ 

0.2 0.4 0.6 0.8 
θ = t/d 

1 

0.5 -

0.4 -

0.3 

Μ ο ν τ έ λ ο 
( g ^ - O . 8 5 1 ) 

\ \ · 
Ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς χ 

τιμές \ 
2<d<7 \ \\ 

Ρ - " 
8 < d < 4 0 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 
θ - t/d 

Σ χ ή μ α 2.17 ι Σ ύ γ κ ρ ι σ η θ ε ω ρ η τ ι κ ή ς κ α ι ε μ π ε ι ρ ι κ ή ς μ ε τ α β ο λ ή ς τ η ς μ έ σ η ς τ ι μ ή ς τ ο υ 
μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ έ ν ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής (Υ) σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι του α δ ι α σ τ α τ ο π ο ι η μ έ ν ο υ 
χ ρ ό ν ο υ ( θ ) . 
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Π ΣΤΑΘΜΟΣ TPΙ ΒΟΥΝΟ 
ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 
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- Εμπειρικές τ ι μ έ ς ^ 
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, Ι , Ι . ! . Ι , 
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0.9 
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Δ1.ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ 

ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 
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.Γ2.ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ 
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Σχήμα 2.17 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Σύγκριση θεωρητικής κ α ι εμπειρικής μεταβολής της μέσης 
τ ιμής του μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ έ ν ο υ ωριαίου ύψους βροχής (Υ) συναρτήσει του α δ ι α σ τ α -
τοποιημένου χρόνου (θ). 

α υ τ ή την τ ε λ ε υ τ α ί α περίπτωση ε ξ ε τ ά σ τ η κ ε α κ ό μ α η έκφραση της g(9) με δ ε υ τ ε 

ροβάθμιες κ α ι τρ ιτοβάθμιες εξισώσεις ως προς θ, άλλα κ α ι πάλι τ α αποτελέσματα 

δεν ήταν ικανοποιητικά.. Η περαιτέρω έρευνα στο εν λόγω θέμα θεωρήθηκε άσκοπη, 

κ α ι εν τ έ λ ε ι υ ι ο θ ε τ ή θ η κ ε κ α ι εδώ η γραμμική συνάρτηση (2.9.15) με g^ = Ο. 

Στους κλάδους Α2 έως Δ2, του σχήματος 2.17., έχουν χ α ρ α χ θ ε ί ο ι ε μ π ε ι 

ρικές μέσες τ ι μ έ ς του Υ^, υπολογισμένες από δύο δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ έ ς αλλά. ισοδύναμες 



208 

ως προς χο μέγεθος δ ε ι γ μ α τ ι κ έ ς κ λ ά σ ε ι ς , όπου η μ ι α π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι χα επεισόδια 

βροχής με μ ικρές δ ι ά ρ κ ε ι ε ς , κ α ι η άλλη χα επεισόδια με μ ε γ ά λ ε ς δ ι ά ρ κ ε ι ε ς . Η 

σχεχική ομοιόχηχα των δύο ομάδων καμπυλών μεχαξύ χους επ ιβεβαιώνε ι χην υιο

θέτηση χου αδιασχατοποιημένου χρόνου θ, ανχ ί χου πραγμαχικού χρόνου χ, γ ια χην 

περιγραφή χης επίδρασης χου χρόνου σχα σχαχισχικά χαρακχηρισχικά χου ωριαίου 

ύψους βροχής. 

2 . 9 . 6 . Έ λ ε γ χ ο ς χου μ ο ν τ έ λ ο υ : Γ. Η ο μ ο γ έ ν ε ι α της μεταβλητής Ζ_. 

Βεβαίως η μη μονιμόχηχα χης βροχόπχωσης σε μικρή χρονική κ λ ί μ α κ α ε ί ν α ι 

α ρ κ ε χ ά πολύπλοκο φαινόμενο, κ α ι δεν περιμένουμε όχι με χην εισαγωγή χων συναρ-

χήσεων k(d) κ α ι g(6) έ χ ε ι δοθεί η πλήρης περιγραφή χης. Σε πολλές ε ρ γ α σ ί ε ς χο 

θ έ μ α έ χ ε ι ανχιμεχωπισχεί δ ι α φ ο ρ ε τ ι κ ά (βλ. κ α ι υποπαράγρ. 2.2.5). Η πιο κοινή 

μέθοδος κ α χ α χ ά σ σ ε ι χις βροχοπχώσεις σε διαφορικούς χύπους, αποδίδονχας μ ι α 

συγκεκριμένη αδιασχατοποιημένη χρονική καχανομή σε κάθε χύπο. Η καχανομή αυτή 

ε ί χ ε δ ί ν ε χ α ι από έ ν α γράφημα (πχ. Grace και Eagleson [1966]), ε ί χ ε από έ ν α 

σύνολο αριθμηχικών παραμέχρων (πχ. Bras και Rodriguez-Iturbe [1976]). Ανχίθεχα 

σχο μονχέλο που προχείνεχαι εδώ, θεωρείχαι έ ν α ς ε ν ι α ί ο ς χύπος βροχόπχωσης με 

μ ι α ο υ σ ι α σ χ ι κ ά παράμεχρο χρονικής κ α χ α ν ο μ ή ς (χην g^), ενώ χα σ χ α χ ι σ χ ι κ ά 

χαρακχηρισχικά επηρεάζονχαι κ α ι από χη δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής. Έ τ σ ι χο μονχέλο αυχό 

ε ί ν α ι πολύ απλούστερο, κ α ι πιο εύχρηστο. Β έ β α ι α ε ί ν α ι πιο πολύπλοκο από ά λ λ α 

μ ο ν τ έ λ α που περιγράφουν χη βροχόπχωση σαν μόνιμο φαινόμενο, όπως χα μονχέλα 

σημειακών ανελίξεων. 

Σχην υποπαράγραφο αυχή θα εξεχάσουμε αν ο προχεινόμενος χρόπος " α φ α ί 

ρεσης" χης μη μον ιμότητας, μέσω της μεταβλητής Ζ, οδηγεί σε α ν ε κ τ ά αποτελέ

σ μ α τ α . Το μοντέλο προβλέπει ότ ι τ α σ τ α τ ι σ τ ι κ ά χαρακτηριστ ικά χου ομογενοποι

ημένου ύψους βροχής, Ζ, δεν μ ε χ α β ά λ λ ο ν χ α ι με χο χρόνο. Συνεπώς η εμφανιζόμενη 

μεχαβληχόχηχα χους θα πρέπει να ε ξ η γ ε ί τ α ι από τη θεωρία πιθανοχήτων. Αυχό 

σ η μ α ί ν ε ι ό τ ι η ε μ π ε ι ρ ι κ ή μ έ σ η τ ι μ ή κ α ι η α ν τ ί σ τ ο ι χ η τυπική α π ό κ λ ι σ η , που 

υπολογίζονται από έ ν α δ ε ί γ μ α γ ι α μ ι α τυχούσα χρονική θέση θ,, δεν θα πρέπει να 

διαφέρουν σημαντ ικά από χην προβλεπόμενη από χο μονχέλο χιμή μ ^ ή ο-^· 

Οι σ χ ε χ ι κ ο ί έ λ ε γ χ ο ι γ ί ν ο ν τ α ι σ τ α σχήμαχα 2.18 (μέση χιμή) κ α ι 2.19 (χυ-

πική απόκλιση). Σχα σχήμαχα αυχά α π ε ι κ ο ν ί ζ ο ν τ α ι (α) χα εμπειρικά χαρακχηρι

σ χ ι κ ά χων δε ιγμάχων χης μ ε τ α β λ η τ ή ς Ζ, γ ι α τ ι μ έ ς του θ, από 0 μέχρι 1, με ι σ ο -

δ ι ά σ τ α σ η 0.10, που υπολογίστηκαν με τρόπο α ν τ ί σ τ ο ι χ ο με αυτόν της μεταβλητής 

Υ, όπως π ε ρ ι γ ρ ά φ ε τ α ι στην προηγούμενη υποπαράγραφο, (β) οι προβλεπόμενες από 

χο μονχέλο α ν χ ί σ τ ο ι χ ε ς θεωρηχικές χ ιμές κ α ι (γ) χα όρια εμπιστοσύνης χων τ ε -

λευχαίων, γ ι α επίπεδο εμπισχοσύνης 95'/.. Τα όρια εμπιστοσύνης υπολογίσχηκαν με 

μεθόδους Monte-Car lo, με ηλεκχρονικό υπολογιστή, γ ι α τ ί σχην προκειμένη περί-
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πχωση δεν ισχύουν ούτε κατά. προσέγγιση (ειδικά, για την τυπική απόκλιση) οι 

κλασικοί τύποι της κανονικής κατανομής, και αυτό λόγω της μεγάλης ασυμμετρίας 

της κατανομής της Ζ. Για τον υπολογισμό αυτό χρησιμοποιήθηκαν οι κατανομές της 

Ζ που προσδιορίζονται στην υποπαράγραφο 2.9.8, και με βάση αυτές έγινε η παρα

γωγή των τυχαίων αριθμών που απαιτεί η μέθοδος Monte-Carlo. 

Από τ α σχήματα αυτά διαπιστώνουμε ότ ι , με μία εξαίρεση, τ α εμπειρικά 

χαρακτηριστικό, βρίσκονται μέσα στα αντίστοιχα χους όρια εμπιστοσύνης 95/.. Η 

εξαίρεση αναφέρεται στο δείγμα του σταθμού Τρίβουνο για το μήνα Μάιο, και εξη

γε ίτα ι από την αποτυχία της γραμμικής μορφής της συνάρτησης g(Q) στο εν λόγω 

δείγμα. Και πάλι όμως η μέγιστη απόκλιση που παρατηρείται βρίσκεται μέσα στα 

όρια εμπιστοσύνης 99Χ, κ α ι μπορεί να θεωρηθεί ως ανεκτή. 

2.9.7. ' Ελεγχος του μοντέλου : &. Οι συντελεστές αυτοσυσχέτίσης 
της μεταβλητής Ζ. 

Οι σχετικές με την συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των ωριαίων υψών βροχής θεω

ρήσεις του περιγραφικού μοντέλου ε ίνα ι συνοπτικά, οι εξής: 

1. Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης α ' τάξης του ομογενοποιημέ

νου ύψους βροχής, ρ ^ δ ε ν ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τη χρονική θέση 

θ, . (υπόθεση) 

2. Ο συντελεστής αυτός ε ξ α ρ τ ά τ α ι από τη χρονική δ ι ά ρ κ ε ι α 

της βροχόπτωσης κ α ι μπορεί να υπολογ ιστε ί από τη σχέση 

( 2 . 9 . 1 7 ) . (συνέπεια άλλων υποθέσεων) 

3. Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της μεταβλητής Ζ ε ί ν α ι Μαρ-

κ ο β ι α ν ή , δηλαδή ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης κ τάξης ε ί 

ν α ι ρ Κ Ζ = Ρ1ΖΚ· (υπόθεση). 

Ας σημειωθεί ότι στο περιγραφικό μοντέλο ο συντελεστής αυχοσυσχέτισης 

της μεταβλητής Ζ ορίζεται μόνο μέσα στο επεισόδιο βροχής, κ α ι όχι έξω από 

αυτό. Το ίδιο ισχύει, βέβαια, κα ι για το συντελεστή αυτοσυσχέτισης του ωριαίου 

ύψους βροχής Χ, ο οποίος μάλιστα, όταν αναφερόμαστε σε ένα επεισόδιο βροχής 

καθορισμένης διάρκειας, ε ίνα ι ίσος με τον αντίστοιχο συντελεστή της Ζ. Συνεπώς 

σε ένα επεισόδιο βροχής διάρκειας d, έχει νόημα να μιλάμε για συντελεστές 

αυτοσυσχέτισης τάξης το πολύ d-1. 

Για τον έλεγχο της πρώτης θεώρησης έχει συνταχθεί το σχήμα 2.20. Ε' αυτό 

δίνονται οι εμπειρικές τιμές του συντελεστή αυτοσυσχέτισης ρ^» υπολογισμένες 

από τα δείγματα για διάφορες τιμές του θ-|, με τη μεθοδολογία που αναπτύχθηκε 

προηγούμενα. Μάλιστα κάθε δείγμα χωρίστηκε σε δύο κλάσεις, μια με χα επεισόδια 

Φ 
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Η δ ε ύ τ ε ρ η θ ε ώ ρ η σ η ε λ έ γ χ ε τ α ι μ ε τ α σ χ ή μ α τ α 2.20 κ α ι 2.21.Από τ ο σ χ ή μ α 

2.20 π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι σ τ ι ς β ρ ο χ ο π τ ώ σ ε ι ς μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς ρ ^ 

ε ί ν α ι μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ο ι . Α κ ό μ α φ α ί ν ε τ α ι ό τ ι ο ι μ έ σ ε ς τ ι μ έ ς των ε μ π ε ι ρ ι κ ώ ν σ υ ν τ ε 

λ ε σ τ ώ ν συμφωνούν μ ε τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς τ ι μ έ ς τ ο υ μ ο ν τ έ λ ο υ , που προκύπτουν από τ η 

σ χ έ σ η ( 2 . 9 . 1 7 ) , γ ι α δ ι ά ρ κ ε ι α ί σ η μ ε τ η μ έ σ η δ ι ά ρ κ ε ι α τ η ς κ ά θ ε δ ε ι γ μ α τ ι κ ή ς 

κ λ ά σ η ς . 

Α. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ Β. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 
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Σ χ ή μ α 2.21 : Μ ε τ α β ο λ ή τ ο υ σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή α υ τ ο σ υ σ χ έ τ ι σ η ς πρώτης τ ά ξ η ς του ο μ ο γ ε ν ο 
π ο ι η μ έ ν ο υ ω ρ ι α ί ο υ ύψους βροχής σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι τ η ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς ε π ε ι σ ο δ ί ο υ βροχής (d). 
Οι σ υ ν ε χ ε ί ς γ ρ α μ μ έ ς α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς θ ε ω ρ η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς που προβλέπονται από τ ο 
μ ο ν τ έ λ ο κ α ι τ α σ η μ ε ί α σ τ ι ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τ ι μ έ ς α ν ά δ ε ι γ μ α τ ι κ ή κ λ ά σ η . 
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Τα παραπάνω επιβεβαιώνονται, με μεγαλύτερη σαφήνεια από το σχήμα 2.21. 

Εδώ οι εμπειρικοί σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς συσχέτισης υπολογίστηκαν από όλες τ ι ς τ ιμές του 

Ζ, χωρίς δ ι ά κ ρ ι σ η χρονικής θέσης, ενώ χρησιμοποιήθηκαν περισσότερες από 2 

δ ε ι γ μ α τ ι κ έ ς κ λ ά σ ε ι ς . Οι συνεχείς γραμμές αντ ιστοιχούν στ ις θεωρητικές τ ι μ έ ς 

του ρ.|2» που προέκυψαν από α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς επιλύσεις της εξίσωσης (2.9.17). Η συμ

φωνία εμπειρικών κ α ι θεωρητικών τιμών ε ί ν α ι ικανοποιητική, θ α πρέπει να τ ο ν ι 

σ τ ε ί ό τ ι σε ορισμένες περιπτώσεις ο ι τ ι μ ή του εμπειρικού συντελεστή συσχέτισης 

ε ί ν α ι α ρ ν η τ ι κ ή γ ι α μ ι κ ρ έ ς δ ι ά ρ κ ε ι ε ς βροχής (2-3 ώρες). Β έ β α ι α ο ι α υ τ έ ς ο ι 

α ρ ν η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς δεν ε ί ν α ι σ η μ α ν τ ι κ έ ς (πχ. σε επίπεδο σ η μ α ν τ ι κ ό τ η τ α ς 5/ί), άλλα 

δεν έχουμε λόγο κ α ι να τ ι ς απορρίψουμε αφού έχουν κάποα λογική: Εε μ ι α δίωρη 

βροχόπτωση ε ί ν α ι πολύ πιθανό μ ι α ισχυρή έ ν τ α σ η βροχής την πρώτη ώρα να α κ ο 

λ ο υ θ ε ί τ α ι από μ ι α ήπια έ ν τ α σ η τη δεύτερη ώρα, κ α ι αντίστροφα. Άλλωστε, όπως 

φ α ί ν ε τ α ι στο σχήμα 2.21, το μοντέλο προσαρμόζεται α ρ κ ε τ ά κ α λ ά κ α ι στις αρνη

τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς του συντελεστή αυτοσυσχέτισης. 

Τέλος η τ ρ ί τ η θεώρηση ε λ έ γ χ ε τ α ι με το σχήμα 2.22. Εδώ έχουν χρησιμο

ποιηθεί μόνο δύο δ ε ι γ μ α τ ι κ έ ς κ λ ά σ ε ι ς , με σκοπό να έχουμε σχετικό, μεγαλύτερο 

πλήθος δεδομένων σε κάθε κλάση, ώστε να προσδιορίσουμε με ικανοποιητική α κ ρ ί 

β ε ι α τους εμπειρικούς σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς αυτοσυσχέτισης μεγαλύτερης τάξης. Μάλιστα 

στην πρώτη κλάση χρησιμοποιήθηκαν τ α επεισόδια με δ ι ά ρ κ ε ι α μεγαλύτερη των 3 

ωρών, ώστε ν α μπορούμε να υπολογίσουμε σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς αυτοσυσχέτισης με τ ά ξ η 

μέχρι 3. Όπως φ α ί ν ε τ α ι στο εν λόγω σχήμα οι εμπειρικές τ ιμές συμφωνούν με το 

Μαρκοβιανό μοντέλο σε ικανοποιητικό βαθμό. 

ι 

2.9.θ. Η κατανομή του ομογενοποιημένου ωριαίου ύψους βροχής 

Ετο π ε ρ ι γ ρ α φ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο ωριαίου ύψους βροχής δεν έ χ ε ι επιβληθεί κ α μ ι ά 

δέσμευση α ν α φ ο ρ ι κ ά με την περιθώρια συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του ωριαίου ύψους 

βροχής Χ ή του αντίστοιχου ομογενοποιημένου ύψους Ζ. Συνεπώς μπορούμε να χρη

σιμοποιήσουμε κ α τ ά περίπτωση όποια κατανομή τ α ι ρ ι ά ζ ε ι στο κ ά θ ε δείγμα. Είναι 

σκόπιμο να χρησιμοποιήσουμε δ ι π α ρ α μ ε τ ρ ι κ ή συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς , ώστε να μη 

χ ρ ε ι α σ τ ε ί ν α ε ι σ ά γ ο υ μ ε κ α ι ά λ λ ε ς παραμέτρους στο μοντέλο πέρα από τ ι ς δύο 

πρώτες ροπές, που έχουν ήδη μ ε λ ε τ η θ ε ί . 

Ετο σχήμα 2.23 έχουν α π ε ι κ ο ν ι σ τ ε ί οι εμπε ιρ ικές συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς 

των τεσσάρων ιστορικών δειγμάτων της μεταβλητής Ζ. Επίσης έχουν χαραχθεί οι 

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς γ ά μ α κ α ι Welbull, με παραμέτρους υπολογισμένες με τη 

μέθοδο των ροπών, συναρτήσει των \ι-£ κ α ι σ ^ 2 . Όπως φ α ί ν ε τ α ι από τη σύγκριση 

κ α ι οι δύο συναρτήσεις προσαρμόζονται κ α λ ά σ τ α δε ίγματα. Ετις μικρές τ ιμές της 

μ ε τ α β λ η τ ή ς υπερέχε ι η κ α τ α ν ο μ ή Weibull, ε κ τ ό ς από μ ι α περίπτωση (Τρίβουνο-

Μάιος) που υπερέχει η κατανομή γάμα. 
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Ό σ ο αφορά, την κ α τ α ν ο μ ή χου π ρ α γ μ α τ ι κ ο ύ ύψους βροχής μπορούμε ν α 

θεωρήσουμε ό τ ι ε ί ν α ι όμοια με την α ν τ ί σ τ ο ι χ η κ α τ α ν ο μ ή xnç Ζ (Weibull ή γάμα). 

Οι παράμετροι της μπορούν να υπολογιστούν με τη μέθοδο των ροπών από τ α μ χ κ α ι 

σ χ 2 , που δ ί ν ο ν τ α ι από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (2.9.28) κ α ι (2.9.29) α ν τ ί σ τ ο ι χ α . Έ ν α πα

ράδειγμα τ έ τ ο ι α ς συνάρτησης κατανομής δ ί ν ε τ α ι στο σχήμα 2.5. 

2.9.9. Η πιθανότητα μηδενισμού xou ωριαίου ύψους βροχής 

Το θέμα της παρουσίας χρονικών περιόδων με πρακτικά μηδενικό ωριαίο ύψος 

βροχής μ έ σ α σε έ ν α επεισόδιο βροχής έ χ ε ι ήδη συζητηθεί στ ις υποπαραγράφους 

2.6.1 κ α ι 2.6.5. Δεδομένου ό τ ι α ν ι σ χ ύ ε ι (Χ=0) τ ό τ ε κ α ι (Ζ=0) (λόγω της (2.9. 

5)), η συχνότητα Po των μηδενικών τιμών του ωριαίου ύψους βροχής τ α υ τ ί ζ ε τ α ι με 

την αντίστοιχη συχνότητα μηδενισμού της μεταβλητής Ζ. Κατ' επέκταση όσων α ν α 

φέρθηκαν στ ις υποπαραγράφους 2.6.1 κ α ι 2.6.5, μπορούμε να θεωρήσουμε: 

ρ 0 = F z ( 0 . 0 5 ) ( 2 . 9 . 3 4 ) 

Από το σχήμα 2.23 ε π ι β ε β α ι ώ ν ε τ α ι ό τ ι η παραπάνω σχέση ισχύει σε ι κ α ν ο 

ποιητ ικό βαθμό (το πιο "χαμηλό" σημείο της εμπειρικής κ α τ α ν ο μ ή ς α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί 

σ τ ι ς μ η δ ε ν ι κ έ ς τ ι μ έ ς του Ζ), χωρίς ν α α π α ι τ ε ί τ α ι τροποποίηση της θεωρητικής 

συνάρτησης κ α τ α ν ο μ ή ς της Ζ (Weibull ή γάμα). Οι α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς των ρ 0 κ α ι 

F z (o.05) φ α ί ν ο ν τ α ι κ α ι στον π ί ν α κ α 2.4. 

Πάντως α ν η ε μ φ α ν ι ζ ό μ ε ν η δ ι α φ ο ρ ά μ ε τ α ξ ύ της θεωρητικής τ ι μ ή ς της 

F z (0.05) κ α ι της ε μ π ε ι ρ ι κ ή ς PQ, ξ ε π ε ρ ν ά τον επιθυμητό βαθμό α κ ρ ί β ε ι α ς , τ ό τ ε 

μπορούμε να εισάγουμε σαν επιπλέον παράμετρο της κατανομής την ρ 0 , κ α ι να τρο

ποποιήσουμε αντ ίστο ιχα την θεωρητική συνάρτηση κατανομής στην περιοχή των χ α 

μηλών τ ιμών της μεταβλητής (πχ. στο δ ι ά σ τ η μ α z < 0.10). Β έ β α ι α σε αυτή την 

περίπτωση η τροποποίηση επ ιφέρει κ α ι μ ι α μεταβολή στ ις ροπές της κ α τ α ν ο μ ή ς . 

Γ ι α να αναιρέσουμε την μεταβολή αυτή θα πρέπει να κάνουμε μ ια διόρθωση στις 

παραμέτρους της θεωρητικής κατανομής. Παρακάτω αποδεικνύεται ότ ι αν η τροπο

ποίηση της συνάρτησης κ α τ α ν ο μ ή ς της Ζ πραγματοποιείται στο διάστημα (0, 0,10), 

τ ό τ ε οι παράμετροι της θεωρητικής κατανομής θα πρέπει να υπολογίζονται από τ ις 

εξής διορθωμένες ροπές: 

μ
Ζ
' = μ

ζ
 - 0.05 Δρ (2.9.35) 

σ
ζ
'

2
 = σ

ζ

2
 + 0.1 Δρ (μ

ζ
 - 0.05) (2.9.36) 

όπου 

Δρ = F
z
(0.05) - ρ

0
 (2.9.37) 

Ετην πράξη οι διορθώσεις αυτές ε ί ν α ι ασήμαντες. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 2 . 4 
ΕΜΠΕΙΡΙΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ ΜΗΔΕΝΙΣΜΟΥ ΤΟΥ ΩΡΙΑΙΟΥ ΥΨΟΥΣ ΒΡΟΧΗΣ ( ρ 0 ) 

ΚΑΙ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ( Ρ Γ ( Ζ < 0 . 0 5 ) = F Z ( 0 . 0 5 ) ) 
( Δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής > 2 ώρες) 

ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ 
Α π ρ ί λ ι ο ς Μάιος 

ΣΤΑΘΜΟΣ : TPΙ ΒΟΥΝΟ 
Α π ρ ί λ ι ο ς Μάιος 

Σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς 

Π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι κ α τ α ν ο μ ή ς 

Weibui 1 

b=0.443 

c=0.680 

) 0.202 

0. 177 

Welbul1 

b=0.670 

0=0.634 

0. 175 

0. 140 

Welbul1 

b=0.411 

c=0.652 

0. 223 

0.213 

γάμα 

κ=0.452 

λ=0.679 

0. 241 

0.289 

Θεωρ. σ υ χ ν ό τ η τ α F z ( 0 . 0 5 ) 0 . 2 0 2 

Ε μ π ε ι ρ . " p 0 

Απόδειξη TBV (2.9.35) και (g.9.36) 

θα θεβρήσουμε ôxt η τροποποίηση <"Π συνάρτηση κατανομής νίνεται για τιμές ιης ζ στό διάστημα (0,0 .10) . 
Αν to μέγεθος Αρ : F z (0.05) - ρ 0 είναι θετικό (αρνητικό), τότε η τροποποίηση επιοέρει μια μείβση (αύ
ξηση) της πυκνότητας πιθανότητας στο διάστημα (θ,ο.05) πού κατά μέσο όρο είναι Αρ/0.05, και μια ίση σε 
απόλυτο μέγεθος αύξηση (μείβση) της πυκνότητας πιθανότητας στο διάστημα (0.05,0.15) . Οι αντίστοιχες 
μεταβολές στην πρ4τη και δεύτερη ροπή θα ε ίναι : 

Αμζ ί (0.05/2) ι 0.05 ι (-Αρ/0.05) t (3ι0.05/2) ι 0.05 ι (tAp/0.05) : 0.05Αρ 

Αμ2Ζ * (0 .05/2) 2 ι 0.05 ι (-Αρ/0.05) t (3ι0 .05/2) 2 ι 0.05 ι (+Δρ/0.05) : 0.005Αρ 

(α) 

(Ρ) 

Αν μ
ζ
' και σ

ζ
'

2
 είναι οι διορθβμένες κεντρικές ροπές της θεβρητικής συνάρτησης κατανομής (Veibull ή 

γάμα), τότε θα πρέπει 

μ
ζ
' t Αμ

ζ
 : μ

ζ 

σ
ζ
'

2
 • μ

ζ
'

2
 • Αμ

2 Ζ
 -. σ

ζ

?
 t μ

ζ

2 

Από τις (α) και (γ) προκύπτει άμεσα η (2.9.35). Εξ άλλου από τις ίδιες σχέσεις παίρνουμε 

μ
ζ

2
 - μ

ζ
'

2
 -- •2(Αμ

ζ
)μ

ζ
 - (Αμ

ζ
)

2
 * +0.1 Αρ μ

ζ 

Από τις (β), (δ) και (ε) προκύπτει η (9.9.36). 

Μ 

(5) 

(ε) 
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2.10. Η ΒΡΟΧΟΠΤΩΣΗ ΣΕ ΜΗΝΙΑΙΑ ΒΑΣΗ 

2 . 1 0 . 1 . Γενικά. 

Στην παράγραφο αυτή θα μελετηθούν οι ιδιότητες των μεταβλητών που περι

γράφουν τη Βροχόπτωση σε μην ια ία βάση. Πιο συγκεκριμένα θα μελετηθούν οι μ ε τ α 

βλητές μηναίο ύψος βροχής (S), μ η ν ι α ί α δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής (U) κ α ι μηναίος αριθμός 

ε π ε ι σ ο δ ί ω ν βροχής (Ν). Οι ι δ ι ό τ η τ ε ς των μ ε τ α β λ η τ ώ ν αυτών θα ε ξ α χ θ ο ύ ν ως 

συνέπειες των ιδιοτήτων των μεταβλητών του επεισοδίου βροχής, χωρίς την ε ι σ α 

γωγή πρόσθετων παραμέτρων. Η μόνη πρόσθετη υπόθεση που θα γ ίνε ι άφορα την στο

χ α σ τ ι κ ή εξάρτηση των μεταβλητών S κ α ι U, που θα θεωρηθεί γραμμική. 

2 . 1 0 . 2 . Ο μ η ν ι α ί ο ς α ρ ι θ μ ό ς ε η ε ι σ ο δ ίων βροχής (Ν) 

Συνήθως δεν αποδίδεται μεγάλη σημασία στη μεταβλητή αυτή, άλλα η μελέτη 

της π ρ ο τ ά σ σ ε τ α ι , γ ι α τ ί διευκολύνει τη μελέτη των άλλων μεταβλητών. 

Η κατανομή της μεταβλητής Ν μπορεί να προκύψει από την κατανομή του χρό

νου διαδοχής. Η τ ε λ ε υ τ α ί α ε ί ν α ι (φραγμένη) ε κ θ ε τ ι κ ή εξ ορισμού, με πυκνότητα 

π ι θ α ν ό τ η τ α ς την (2.6.10). Αν αγνοηθεί η επίδραση του χρόνου διαχωρισμού, τ ό τ ε 

μπορούμε να θεωρήσουμε ότ ι κατανομή του Ν ε ί ν α ι Poisson, δηλαδή 

- λ λν 
p y = Ρ Γ ( Ν = ν | τ ) = e , ν = 0 , 1 , 2 , . . . ( 2 . 1 0 . 1 ) 

ν ! 
με παράμετρο 

λ = ωτ = τ / μ ν 

όπου τ η δ ι ά ρ κ ε ι α του μήνα, ε κ φ ρ α σ μ έ ν η σε ώρες, ω η παράμετρος της εκθετ ικής 

κ α τ α ν ο μ ή ς του χρόνου διαδοχής, κ α ι μγ η μέση τ ιμή του χρόνου διαδοχής. 

Ακριβέστερα η κ α τ α ν ο μ ή του Ν μπορεί να αποδοθεί με την ακόλουθη σχέση, 

που π α ί ρ ν ε ι υπόψη κ α ι την επίδραση του e (η απόδειξη στο τέλος της υποπαρα

γράφου): 

( λ - κ ν ) ν _ λ _ κ ν -
Ρ ν = ΡΓ(Ν = ν | τ ) = (1+κ) e , ν * 0 , 1 , . . . ,m ( 2 . 1 0 . 2 ) 

ν ! 
όπου 

λ = ωτ = τ / ί μ γ - ο ) , 

κ = ωο = ο / ( μ ν - ο ) 

m = [ τ / c ] = [ κ λ ] 

Ο αριθμός m ε ί ν α ι η μέγιστη τ ιμή που μπορεί να πάρει το ν, που στην προκειμένη 
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περίπτωση είναι πεπερασμένη. Το σύμβολο [Χ] εδώ σημαίνει to ακέραιο μέρος του 

αριθμού χ. 

Οι ροπές της μεταβλητής Ν μπορούν να υπολογιστούν από τις σχέσεις: 

m m 
μ Ν = Σ ν ρ ν , σ Ν

2 = Σ ν ρ ν - μ Ν

2 

ν = 1 ν=1 

Αν η κ α τ α ν ο μ ή του Ν δ ίνεται από τη σχέση (2.10.1), τότε βάσει των γνωστών ιδι

οτήτων της κατανομής Poisson θα έχουμε 

μΝ = ° N 2 = λ = ωτ = τ / μ ν ( 2 . 1 0 . 3 ) 

Αν όμως χρησιμοποιηθεί γ ια την κ α τ α ν ο μ ή του Ν η σχέση (2.10.2), τ α π ρ ά γ μ α τ α 

είναι αρκετά, περίπλοκα, γιατί οι παραπάνω γενικές σχέσεις ροπών δεν μπορούν να 

οδηγήσουν σε απλούς τύπους. Ο προσδιορισμός των ροπών σε αυτή την περίπτωση 

μπορεί ν α γίνει μόνο αριθμητικό.. Με συστηματική αριθμητική διερεύνηση κ α τ α 

στρώθηκαν οι ακόλουθες προσεγγιστικές σχέσεις, που δίνουν αναλυτικά τις ροπές, 

με ικανοποιητική ακρίβεια: 

λ ωτ τ 
μ

Ν
 = = = (2.10.4) 

1+κ 1+ωο μγ 
και 

σ
Ν

2
/ μ

Ν
 = 1/(1+κ)

2 

απ' όπου προκύπτει 

λ ωτ (μ
ν
-ο)

2
τ 

σ
Ν
2 _ - - (2.10.5) 

( 1 +κ)
 3
 ( 1 +C0C)

 3
 μ γ

3 

Απόδειξη της (MO.?) 

Έστβ Η ο αριθμός tev επεισοδίβγ βροχής στο διάστημα [Ο,τ). Η πιθανότητα να πραγματοποιηθούν Ν:Ϋ επει
σόδια βροχής στο εν λόγ» διάστημα, ήτοι η ΡΓ(Ν:Υ | Τ ) , θα είναι 

Pr(N:v|T) : Pr(N>v|T) - Pr(H>vt1) = Pr(V
f
+V

2
+...+V

y
 < i) - Pr(Vjt¥

2
*...•V

¥t
, < τ) : 

-- Pr(«
v
 < τ) - Pr(*

v t )
 < τ) -- F (τ) - F (τ) 

*ν
 ¥

ν+1 

όπου Vj ο χρόνος διαδοχής του επεισοδίου i με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την (2.6.10) (»ραγμέγη 

εκθετική), και ¥j = V-| +Vg+...*V|. Υπολογίζεται πρβτα n συνάρτηση κατανομής της Wj. 

F (f) : PriV^Vgt +V| < ») : Pr(Y|-C • Vg-C t ...* Vj-C < W-ÌC) : ΡΓ (Ζ, *Z? +.. . tZj < »-ÎC) 

όπου η μεταβλητές Zj -- Vj-c έχουν κοινή εκθετική κατανομή με παράμετρο ο, και κατά συνέπεια 
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F (») -. Γ. ( t - i c ; i ,e) W 

0 παραηάνβ συμβολισμός σημαίνει ότι η Vj ακολουθεί την κατανομή Γάμα με παραμέτρου; i και e. Πετά τα 
impanivi ία έχουμε 

ΡΓ(Η:ν|τ) : Γκ (τ-vc; ν, β) - Γκ (T-(vt l )c; ν+1, ο) 

T-VC I-VC-C 

β ' 

( v - i ) ! 
t ' - e-»» d« -

1 

B v * l 
ν .-»*,< - t " e"B ,dt 

ν! 

Το δεύτερο από τα παραπανβ ολοκληρώματα το διασπούμε σε δύο, μέ όρια (0, τ-vc) και (τ-vc-c, T - V C ) , και 
παράλληλα εφαρμόζουμε την ολοκλήρβση κατά παράγοντες, βάζοντας l-(l/*)e"

e,
|' = e "

M
, οπότε παίρνουμε 

T-VC T-VC 

Pr(N--VlT) : 
ν ν 

,ι-ΐ e"»» di • — (T-VC)
V t-^-W -

(v-t)i ν! (v-U! 

T-VC 

e
v M 

vi 
- ι \ "M

d· 

T-VC-C 

0 πρέτος και ο τρίτος όρος του μ' μέλους της napanàvt απαλείφονται. Το ολοκλήρβμα στον τελευταίο όρο 
αναφέρεται σε ένα πολύ περιορισμένο διάστημα, α*ού πάντοτε e << τ. Έτσι μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η 
συνάρτηση μέσα στο ολοκλήρβμα είναι σταθερή στο διάστημα (τ-vc-c, τ-vc) και ίση με την τιμή της στο 
σημείο τ-vc, οπότε ία έχουμε: 

»
ν
 ν -e(T-vc) *

ν+(
 ν -e(T-vc) 

Pr(H:v|T) ί — (τ-vc) e • e (τ-vc) e 

ν! ν! 

και τελικά 

l»(x-vc))
v
 .

# ( T
.»ej 

Pr(N:v|T) * e (1κ#) 
v! 

Αν θέσουμε λ = βτ και κ = oc, τότε προκύπτει η (2.10.2) 

2 . 1 0 . 3 . Το μ η ν ι α ί ο ύφος βροχής (S) 

θεωρητικά, η συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του μηνιαίου ύψους βροχής (S), αν θεω

ρηθεί ότι τα ύψη βροχής των διαφόρων επεισοδίων ε ίναι ανεξάρτητες μεταβλητές 

με συνάρτηση κατανομής F^(h), δίνεται από τη σχέση 

m 
F ( s ) = ρ + Σ! ρ F ( s ) 

S Ο ν = ι ν S v 

( 2 . 1 0 . 6 ) 
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όπου η ρ ν έ χ ε ι ο ρ ι σ τ ε ί σ τ η ν π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η υ π ο π α ρ ά γ ρ α φ ο , κ α ι F g v ( s ) η σ υ ν ά ρ τ η σ η 

κ α τ α ν ο μ ή ς τ η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς S v = Ηι+Η2+...+Η ν. Ε α ν η μ ε τ α β λ η τ ή Ν δ ε ν ε ί ν α ι φ ρ α γ 

μ έ ν η , τ ό τ ε σ τ ο π α ρ α π ά ν ω ά θ ρ ο ι σ μ α τ ο m θ α πρέπει ν α θεωρηθεί οο. Στην περίπτωση 

που η F^th) ε ί ν α ι γ ά μ α μ ε π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς μ ( μ ο ρ φ ή ς ) κ α ι ρ ( κ λ ί μ α κ α ς ) , η κ α τ α ν ο μ ή 

τ η ς S y μ π ο ρ ε ί ν α υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί α ν α λ υ τ ι κ ά : θ α ε ί ν α ι κ α ι α υ τ ή γ ά μ α μ ε π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς 

ν μ κ α ι ρ. Αν ε π ι π λ έ ο ν θ ε ω ρ η θ ε ί ό τ ι η κ α τ α ν ο μ ή τ ο υ α ρ ι θ μ ο ύ ε π ε ι σ ο δ ί ω ν βροχής 

α ν ά μ ή ν α ε ί ν α ι P o i s s o n ( σ χ έ σ η 2.10.1), τ ό τ ε η σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς τ ο υ S π α ί ρ 

ν ε ι τ η ν α κ ό λ ο υ θ η μ ο ρ φ ή ( β λ . κ α ι Eagleson [1978], κ α θ ώ ς κ α ι υ π ο π α ρ ά γ ρ α φ ο 2.2.1). 

[ οο λ ν -ι 

1 + Σ Ρ ( ν μ , p s ) ( 2 . 1 0 . 7 ) 
ν= 1 ν ! -* 

όπου η σ υ ν ά ρ τ η σ η Ρ() ε ί ν α ι η μ ή πλήρης σ υ ν ά ρ τ η σ η γ ά μ α τ ο υ Pearson, δ η λ α δ ή 

p s 

Ι 
0 

Γ PS η 
Ρ ί ν μ , ρ ε ) = γ ( ν μ , ρ 5 ) / Γ ( ν μ ) = χ e " 2 - z v U - 1 d z / Γ ( ν μ ) ( 2 . 1 0 . 8 ) 

Η σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς (2.10.7), που θ α τ η ν α π ο κ α λ ο ύ μ ε σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α 

ν ο μ ή ς E a g l e s o n ε ί ν α ι α ρ κ ε τ ά πολύπλοκη σ τ ο υ ς υ π ο λ ο γ ι σ μ ο ύ ς κ α ι δ ε ν ε ξ υ π η ρ ε τ ε ί 

σ τ α μ ο ν τ έ λ α π ρ ο σ ο μ ο ί ω σ η ς . Ό π ω ς π ρ ο έ κ υ ψ ε α π ό α ρ ι θ μ η τ ι κ ή δ ι ε ρ ε ύ ν η σ η ο ι τ ι μ έ ς 

της συνήθως β ρ ί σ κ ο ν τ α ι α ν ά μ ε σ α σ τ ι ς τ ι μ έ ς των σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν κ α τ α ν ο μ ή ς γ ά μ α κ α ι 

Welbul l (βλ. κ α ι ε π ό μ ε ν η υ π ο π α ρ ά γ ρ α φ ο , κ α θ ώ ς κ α ι σ χ ή μ α 2.25). Μ ά λ ι σ τ α σ τ ι ς 

μ ι κ ρ έ ς τ ι μ έ ς τ η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς η ε ν λόγω σ υ ν ά ρ τ η σ η π ρ ο σ ε γ γ ί ζ ε ι π ε ρ ι σ σ ό τ ε ρ ο τ η ν 

σ υ ν ά ρ τ η σ η W e i b u l l , ε ν ώ σ τ ι ς μ ε γ ά λ ε ς ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι π λ η σ ι έ σ τ ε ρ α σ τ η ν γ ά μ α . Οι 

α π ο κ λ ί σ ε ι ς π ά ν τ ω ς ε ί ν α ι μ ι κ ρ έ ς , κ α ι έ τ σ ι μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α τ η ν προσεγγίσουμε μ ε μ ι α 

από α υ τ έ ς . Γ ι α τ ι ς ε φ α ρ μ ο γ έ ς που σ χ ε τ ί ζ ο ν τ α ι μ ε τ ο μ ο ν τ έ λ ο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ ε ί ν α ι 

π ρ ο τ ι μ ό τ ε ρ ο ν α τ η ν προσεγγίζουμε μ ε τ η σ υ ν ά ρ τ η σ η κ α τ α ν ο μ ή ς γ ά μ α . 

Ο ι ροπές τ η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς S μπορούν ν α υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν α π ό τ η ν γ ε ν ι κ ή σ χ έ σ η 

(2.10.6), χωρίς ν α ε ί ν α ι α π α ρ α ί τ η τ ο ν α π ρ ο σ δ ι ο ρ ι σ τ ε ί ο τύπος τ η ς κ α τ α ν ο μ ή ς των 

Ν κ α ι Η. Οι σ χ ε τ ι κ έ ς ε ξ ι σ ώ σ ε ι ς ε ί ν α ι ο ι α κ ό λ ο υ θ ε ς , κ α ι α π ο δ ε ι κ ν ύ ο ν τ α ι σ τ ο 

τ έ λ ο ς τ η ς υποπαραγράφου. 

US = U H U N ( 2 . 1 0 . 9 ) 

σ 5

2 = σ Η

2 μ Ν + μ Η

2 σ Ν

2 ( 2 . 1 0 . 1 0 ) 

Μ ε τ ά τ α π α ρ α π ά ν ω μπορούμε ν α θεωρούμε ό τ ι η κ α τ α ν ο μ ή τ ο υ μ η ν ι α ί ο υ ύψους 

β ρ ο χ ή ς ε ί ν α ι κ α τ ά π ρ ο σ έ γ γ ι σ η γ ά μ α , μ ε π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς που υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι μ ε τ η 

μ έ θ ο δ ο τ ω ν ροπών κ α ι τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (2.10.9) κ α ι (2.10.10). Οι ρ ο π έ ς τ η ς μ ε τ α 

β λ η τ ή ς Η που υ π ε ι σ έ ρ χ ο ν τ α ι σ τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς α υ τ έ ς υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι α π ό τ ι ς (2.8.7) 

κ α ι ( 2 . 8 . 9 ) , κ α ι ο ι α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς ρ ο π έ ς τ η ς μ ε τ α β λ η τ ή ς Ν α π ό τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (2.10. 

4 ) κ α ι ( 2 . 1 0 . 5 ) . 
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Σχήμα 2.24 , : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του μηνιαίου ύψους βροχής, S. 
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Σχήμα 2.24 (συνέχεια): Συνάρτηση κατανομής του μηνιαίου ύψους βροχής, S. 
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Γ ι α τον έλεγχο των παραπάνω συμπερασμάτων π α ρ α τ ί θ ε τ α ι το σχήμα 2.24, 

όπου έχουν χ α ρ α χ τ ε ί ο ι θεωρητικές κατανομές νάμα κ α ι Welbull , σε συνδυασμό με 

τ ι ς εμπειρ ικές κ α τ α ν ο μ έ ς των μηνιαίων υψών βροχής. Επισημαίνεται ό τ ι οι παρά

μ ε τ ρ ο ι των θεωρητικών κατανομών δεν υπολογίστηκαν από τ ις ροπές των δειγμάτων 

αυτών ά λ λ α από τ ι ς θεωρητικές ροπές, βάσει των παραπάνω σχέσεων. Η σύγκριση 

δ ε ί χ ν ε ι ό τ ι η προσαρμογή κ α ι των δύο θεωρητικών κατανομών προς την εμπειρική 

ε ί ν α ι ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ ή . 

Απόδειξη τον (2.10.9) κι» (2.10.10) 

Έστβ ρ
ν
 : Pr(H=viT) ν = 1,2,—n (Στην περίπτβση της κατανομής Poisson E;» evé στην περίπτβση της 

κατανομής (2.10.2) το «ι είναι πεπερασμένο). 
Ισχύουν τα απόλουβα 

n 
Σ ν ρ

ν
 : μ

Ν 

ν:1 

n 
Ε ν

2
 ρ

ν
 : «ο* • μ

Μ

2 

V--1 

Ος συνέπεια της (2.10.6), η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της S είναι 

i 

*$(») = Σ ρ f (s) , s > 0 (α) 
»ri

 Ϋ S
V 

Το άθροισμα S
v
 : Hj*H^...tH

v
 έχει ροπές 

μ : ν μ
Η
 , σ * = ν σ

Η

2
 (&) 

Su Ou 

Από τις (α) και (β) μπορούμε να υπολογίσουμε τις ροπές της S. 

« « η η « η R 

μ -- 0 ρ • ! s f (s) ds : J s Σ ρ f (s) ds = Ε ρ J s t (s) ds : Σ ρ μ = μ
Η
 Σ ν ρ

Ϋ
 = μ

Η
μ

Ν 

S 0
 6
 S 0 V:1 *

 S
V V:1

 V
 0 h V:1

 V S
V V=i 

Αποδείχθηκε έτσι η (2.10.9). Εζ άλλου 

• « η ι · - ' n 

σ * • μ * ζ ο ρ * Χ s
2
f (s) ds = Χ s

2
 Σ ρ f (s) ds = Σ ρ J s

2
f (s) ds : Σ ρ (σ

 2
*μ *) , · 

S S 0. g S φ y
:
( V Sy V = 1

 ν
 0 ^V V:t ' ^V &V 

R Β 

-- σ Η

? Ε ν p ¥ • μ Η

2 Ε ν 2 ρ ν = σ Η

2 μ Η t μ Η

2 ( β Η 2 + Ι Ή £ ) 
ν=1 »-1 

Αντικαθιστώντας στην παραπανβ το μ3 και λύνοντας »ς προς σ
5
* παίρνουμε την (2.10.10) 
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2 . 1 0 . 4 . Η μ η ν ι α ί α δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής (U] 

Ό σ α αναφέρθηκαν στην προηγούμενη υποπαράγραφο γ ια το μηνιαίο ύψος βρο

χής ισχύουν (με μ ικρές τροποποιήσεις) κ α ι γ ι α τη μ η ν ι α ί α δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής. Αφού 

η κ α τ α ν ο μ ή της δ ι ά ρ κ ε ι α ς του επε ισοδίου βροχής πρακτικά, τ α υ τ ί ζ ε τ α ι με την 

κ α τ α ν ο μ ή γάμα (προσεγγίζοντας μ ά λ ι σ τ α την ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή που ε ί ν α ι ε ιδ ική 

περίπτωση της γ ά μ α ) , η κ α τ α ν ο μ ή της μηνιαίας δ ιάρκε ιας μπορεί να αποδοθεί από 

μ ι α σχέση παρόμοια με την (2.10.7). Και εδώ μπορεί να χρησιμοποιηθεί η κ α τ α 

νομή γ ά μ α (ή η Weibull) ως προσέγγιση της κ α τ α ν ο μ ή ς της μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς 

βροχής. 

Οι ροπές της μ η ν ι α ί α ς δ ιάρκε ιας βροχής θα δ ίνονται από σχέσεις παρόμοιες 

μ ε τ ι ς (2.10,9) κ α ι (2.10.10), ή τ ο ι 

"-U = HD^N ( 2 . 1 0 . 1 1 ) 

<*U2 = 0"D2^N + U D 2 < 7 N 2 ( 2 . 1 0 . 1 2 ) 

όπου ο ι ροπές της D δ ί ν ο ν τ α ι από τ ι ς (2.7.29), (2.7.22) κ α ι (2.7.23). 

Ο έλεγχος των παραπάνω συμπερασμάτων γ ί ν ε τ α ι μέσω του σχήματος 2.25, 

όπου έχουν χ α ρ α χ τ ε ί ο ι θ ε ω ρ η τ ι κ έ ς κ α τ α ν ο μ έ ς γ ά μ α , Weibull κ α ι Eagleson, σε 

συνδυασμό με τ ι ς εμπειρ ικές κατανομές των μηνιαίων διαρκειών βροχής. Και εδώ 

ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι των θεωρητικών κατανομών δεν υπολογίστηκαν από τ ι ς ροπές των 

δειγμάτων αυτών α λ λ ά από τ ι ς θεωρητικές ροπές, β ά σ ε ι των παραπάνω σχέσεων. Η 

σύγκριση δ ε ί χ ν ε ι ό τ ι η προσαρμογή όλων των θεωρητικών κ α τ α ν ο μ ώ ν προς τ ι ς 

ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς ε ί ν α ι ι κανοποιητ ική. 

2 . 1 0 . 5 . Ι τ ο χ α σ τ ι κ ή εξάρτηση μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς κ α ι μηνιαίοι} 
ύψους βροχής 

Όπως α ν α φ έ ρ θ η κ ε κ α ι στην αρχή της παραγράφου, η στοχαστ ική εξάρτηση 

μ ε τ α ξ ύ του μηνιαίου ύψους κ α ι της μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής θα θεωρηθεί γραμ

μική. Γ ι α την ποσοτική έκφραση της εξάρτησης αυτής χ ρ ε ι ά ζ ε τ α ι μόνο η συνδια-

σπορά τους σ 5 υ· Αυτή μπορεί να υπολογιστεί με την ακόλουθη σχέση, χωρίς την 

εισαγωγή άλλων παραμέτρων (η απόδειξη στο τέλος της υποπαραγράφου): 

σ 5 υ = C o v [ S , U ] = σ 0 Η μ Ν + μ Η μ 0 σ Ν

2 ( 2 . 1 0 . 1 3 ) 

όπου η συνδιασπορά μ ε τ α ξ ύ της δ ιάρκειας κ α ι του ύψους επεισοδίου βροχής υπολο

γ ί ζ ε τ α ι από τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (2.8.10) κ α ι (2.8.14). Ο συντελεστής συσχέτισης των S 

κ α ι U δ ί ν ε τ α ι από την προφανή σχέση: 

PSU = °SU / ( °S°U) ( 2 . 1 0 . 1 4 ) 

όπου τ α og κ α ι συ δ ί ν ο ν τ α ι από τ ι ς (2.10.10) κ α ι (2.10.12) α ν τ ί σ τ ο ι χ α . 
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Α. ΕΤΑΘΜΟΕ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΕ ΑΠΡΙΛΙΟΕ 

Ό ρ ι α 10'/. σχαχ ισχ ικου ελέγχου 
Κολυ,ογκόροΦ-ΕμίρνοΦ s \ 

(ν ια την κ α τ α ν ο μ ή Γάμα) Ν\ 
"~ Ευναρχηση κ α τ α ν ο μ ή Γ ά μ α . +' 

Ευναρχηση ^ 4 ^ ' 
καχανομής E a g l e s o n v ^ ^ ^ « " ^ / 

^Sw' ι ^ ^ , * ' 
^ " ^ •£' 

-^»^ ί> \ 
.•*>' Ευναρχηση καχανομης Weibull ' 

.·<" ί ,<£' ί 
<.' Ι Ι Ι Ι • ι 
• ι ι ι Ι Ι ι Ι ι I I I Ι 

/ / 

/ 

S 
s / / / 
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I I I ! 
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* * ^^ 

, " " " " ' 
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M M 1 
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Συνάρτηση κατανομής Fy(u) [X] 
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Β. ΕΤΑΘΜΟΕ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΕ MAIOE 

Ό ρ ι α \QV. σχαχισχικού έλεγχου 
Κ ολμ ο γκόροφ-Εμίρνοφ 

(για χην καχανομή Γώ,μα) 

Ευναρχηση καχανομης Γάμα 

Ευναρχηση 
καχανομής Weibuì1> 

S*" 

? S' 

-ν 
J _ 

Ευναρχηση καχανομης Eagleson 

J L 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 

Συνάρτηση κατανομής Fy(u) [Χ] 
99 

Ε χ ή μ α 2.25 : Ευναρχηση καχανομης χης μηνιαίας διάρκειας βροχής, U. 
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Γ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΙ 

Ό ρ ι α 10Ζ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
Κολμογκοροψ-ΣμίρνοΦ ν „ ^ 

(γ ια την κ α τ α ν ο μ ή Γάμα) N x . . . - - " ' " ' 

Συνάρτηση κατανομής Γάμα», K^^r \ ^ 

^-·· / ^ Σ υ ν ά ρ τ η σ η κατανομής Eagleson 

^Συνάρτηση κατανομής Weibulì 

, , ì ι . ι ι , 

, _, 

/ 

χ / χ. / 

l!. Ι , ! . ! 1 , 1 I 
20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Γυ(υ) [Χ] 
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Δ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

Ό ρ ι α 10/ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ έλεγχου 
Κολμογκόροφ-Σμίρνοψ 

(για την κατανομή Γάμα) 

• € 

--" 

- Συνάρτηση κατανομής Γαμα\ 

> ν 

,ί' 

20 

10 

• \ 

ίΚ 
<•-

"Συνάρτηση κατανομής Eagleson 

'Συνάρτηση κατανομής Weibulì 

I 1 1 1 Ι Ι 1 ! 1 Ι 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fü(u) [Χ] 

Σ χ ή μ α 2.25 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κατανομής της μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, U. 
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OL δεσμευμένες ροπές της μεταβλητής U γ ια δεδομένη τιμή του S προκύπτουν 

άμεσα από τ ις κλασικές σχέσεις της θεωρίας πιθανοτήτων 

E[U|S = S] = ^ s + c 0 ( 8 . 10. 15) 

V a r [ U | S = s ] = a y 2 ( 1 - p s u

2 ) ( 2 . 1 0 . 1 6 ) 
όπου 

<h = Psu σ υ/ σ ε» c 0 = ^U - C1US (2.10.17) 

Ο έλεγχος των παραπάνω συμπερασμάτων γ ί ν ε τ α ι με το σχήμα 2.26, όπου 

έχουν α π ε ι κ ο ν ι σ τ ε ί τ α ε μ π ε ι ρ ι κ ά δεδομένα σε ά ξ ο ν ε ς (s,u) καθώς κ α ι η ε υ θ ε ί α 

παλινδρόμησης τους, υπολογισμένη από τ α εμπειρικά χαρακτηριστ ικά των δε ιγμά

των, σε συνδυασμό με την σχέση (2.10.15). Η σύγκριση δ ε ί χ ν ε ι ό τ ι η προσαρμογή 

του παραπάνω θεωρητικού σχήματος προς τ α εμπειρικά δεδομένα ε ί ν α ι ικανοποιη

τ ι κ ή . 2 3 

Απόδειξη της (2.10.13) 

Ισχύει 

CovlHj.Dj] : σ
Ρ Η
, Cov[H,,Dj] : 0 (νια 1*j) 

Κατά αυνέπεια 

Cov(S
v
,Uyl : Cov((H,tH

2
*...tH

Y
), (Ο,+D^...tO,)] = vo

D
„ 

Κ αμοιβαία συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας τβν S
y
,U

v
 είναι 

n 
f (s,u| : Σ ρ f (s.u) (s.u > 0) (α) 
SU

 y
-_| Y SyUy 

H αμοιβαία ροπή περί την αρχή τάξης (1,1) τβν S και ϋ είναι 

« « « » a n « « 

Cov[S,U] t μ μ = ; J s u f (s,u) dsdu : | J s u Σ ρ f (s,u) dsdu : Σ ρ S S s u f (s,u) dsdu 
S U

 0
 ο su

 0 0 y:(
 V S,U

¥
 v=1 » 0 0 s

v
u

v 

η » * 

: Σ ρ (Cov[S ,U ] + μ μ ) : σ Σ vp * μ μ Σ » V : σ
0 Η
μ

χ
 t μ ^ Ν Ν ^ ο

2
) 

y.J V V V Sy Uy DH y
:
j V H D y

:
J V 

Αντικαθιστέπας ατην παραπανβ τα μ5 κ·11 Μυ κ α ι λύνοντας »ς προς CovlS.ll·) παίρνουμε τη σχέση (2.Ιδ. 13). 

Η.10.6. Αριθμπιικές τιμές των ροπών και παραμέτρων 

Οι α ρ ι θ μ η τ ι κ έ ς τ ι μ έ ς των ροπών κ α ι παραμέτρων της μηνιαίας βροχόπτωσης, 

23. Για την εξήγηση της απόκλισης στις μέσες τιμές που εμφανίζεται στο σταθμό Τρίβουνο, το μήνα Hat ο 
βλέπε επόμενη υποπαράγραφο. 

http://CovlS.ll�
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που χρησιμοποιήθηκαν παραπάνω, φ α ί ν ο ν τ α ι στον πίνακα 2.5. Εκτός από τ ις τ ιμές 

που προκύπτουν από το θεωρητικό σχήμα που αναπτύχθηκε, φ α ί ν ο ν τ α ι γ ι α λόγους 

σύγκρισης κ α ι οι εμπε ιρ ικές τ ι μ έ ς που υπολογίστηκαν απ' ε υ θ ε ί α ς από τ α ι σ τ ο 

ρικό, δ ε ί γ μ α τ α . Σημειώνεται ό τ ι στο σταθμό Τρίβουνο υπάρχουν σποραδικές ε λ λ ε ί 

ψεις τ α ι ν ι ώ ν ορισμένα χρόνια. Γ ι α τ α χρόνια α υ τ ά δεν ήταν δυνατό να υπολογι

στούν μ η ν ι α ί ε ς δ ι ά ρ κ ε ι ε ς βροχής ενώ μπόρεσαν ν α υπολογιστούν τμηματικές δ ι ά ρ 

κ ε ι ε ς ορισμένων επεισοδίων που έχουν κ α τ α γ ρ α φ ε ί . Αυτός ε ί ν α ι ο λόγος που ε μ φ α 

ν ί ζ ε τ α ι η απόκλιση σ τ ι ς θεωρητικές ροπές (που ο υπολογισμός τους στηρίχτηκε σε 

όλα τ α κ α τ α γ ρ α μ μ έ ν α επεισόδια) κ α ι στ ις α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς (που υπολογί

σ τ η κ α ν μόνο από τ α χρόνια που δεν υπάρχει κ α μ ί α έλλειψη). Οι αποκλίσεις ε ί ν α ι 

πιο μ ε γ ά λ ε ς τον Μάιο, όπου, γ ι α τον παραπάνω λόγο, έ ν α έ τ ο ς με μεγάλο ύψος 

βροχής δεν πάρθηκε υπόψη στους υπολογισμούς των μηνιαίων εμπειρικών ροπών. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 . 5 
ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΘΕΩΡΗΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΕΜΠΕΙΡΙΚΩΝ ΡΟΠΩΝ ΚΑΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ 

ΜΗΝΙΑΊΑΣ ΒΡΟΧΌΠΤΩΣΗΣ 

Παράμετρος 

Μέγ. δείγματος 

επεισοδίων βροχής 
Αριθμός ετών με 

πλήρη (& ελλιπή) 
δεδομένα 

Μέση τιμή 

II II 

Η II 

Τυπική απόκλιση 

II II 

« II 

Συντ.συσχέτισης 

μ
Ν 

us 

nu 

σ
Ν 

°"S 

σ
υ 

PSU 

ΣΤΑΘΜΟΣ : 

Απρίλιος 

98 

13 (13) 

7.53 

7.54 

52.92 

52.92 

81 .71 

81 .69 

2.54 

3.23 

29.57 

27.61 

41 .03 

41 .85 

0. 84 

0.89 

ΧΑΛΑΡΑ 

Μάιος 

107 

13 (13) 

8.23 

8.23 

67.57 

67. 55 

70.86 

70. 15 

2.67 

3.24 

36.83 

25. 55 

34. 1 1 

22. 78 

0. 83 

0. 70 

ΣΤΑΘΜΟΣ : 
Απρίλιος 

86 

8 (9) 

9.87 

9.88 

67. 15 

69. 18 

96.57 

99.50 

2.88 

3. 36 

30.82 

31 . 82 

42. 28 

46. 70 

0.84 

0.88 

ΤΡΙΒΟΥΝΟ 

Μάιος 

71 

6 (9) 

8. 51 

8.67 

71 .32 

62. 33 

81 .03 

79.83 

2.68 

3.67 

33.85 

34. 17 

38. 15 

40.87 

0. 86 

0.97 

[πμείβοη: Η πρΰτη σειρά αντιστοιχεί στις 9ε·ρητικές τιμές τ»ν παραμέτρβν και η δεύτερη οτις εμπειρικές 
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Μ ο ν τ έ λ ο : 
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- ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΙ / , ' 

/ ,' 
/ y 

y y 
/y 

/y 
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/ s / S 

y ' \ 
ySy ^ Α π ε υ θ ε ί α ς παλινδρόμηση: Sis 

y>\ · u = 1.35s + 10.30 ( r = 0 . 8 9 ) 

y* 

r · 

j Ι... ι .J... , ι , Ι , Ι ι I , I , I , 1 , 
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Μηνιαία διάρκεια βροχής U [h] 
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Β. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ / 

/ 

Α π ε υ θ ε ί α ς παλινδρόμηση: / 

U = 0 . 6 2 s + 2 7 . 9 9 (Γ = 0 . 7 0 ) 

Μ ο ν τ έ λ ο : 

u = 0 . 7 7 s + 18.69 ( r = 0 . 8 3 ) 

_j__ l ι L 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 

Μηνιαία διάρκεια βροχής υ [ή] 

Σ χ ή μ α 2 . 2 6 : Σ υ σ χ έ τ ι σ η ύψους κ α ι δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής σ ε μ η ν ι α ί α β ά σ η . 
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Γ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ -

" 
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Μοντέλο: Χ f 

u = 0.97s + 11.86 ( r = 0 . 8 6 ) v X /' 
\y y 
χ y 

/ * / y 

X y* χΑπευθείας παλινδρόμηση: 
A y 

/*.' u = 1.16s + 7.51 ( r = 0.97) 
X '* X y 

X y 
X y 

X y 
X s 

A' · 
x* · Xy 

Xy 
y ^ 

, ! , I , 1 , I . 1 . 1 , 1 , I , 1 , 1 , 1 , 1 , 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240' 260 280 

Μηνιαία διάρκεια βροχής U [h] 

Σχήμα 2.26 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συσχέτιση ύψους κ α ι δ ιάρκειας βροχής σε μηνιαία βάση. 
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2.11. ΟΙ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΒΡΟΧΗΣ ΚΑΙ Η ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΟΥΣ 

2.11.1. Ανακεφαλαίωση του uovxeXou βροχής και τον παραμέτρων xou 

Στις παραγράφους 2.6 μέχρι 2.10 καταστρώθηκε έ ν α συνολικό θεωρητικό σχή

μα γ ι α την περιγραφή της βροχόπτωσης από την ωρια ία μέχρι τη μ η ν ι α ί α χρονική 

κλίμακα, το μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής με εσωτερική δομή. Το μοντέ

λο αυτό δ ι α ρ θ ρ ώ ν ε τ α ι από πέντε επιμέρους τ μ ή μ α τ α , που περιγράφουν διάφορες 

όψεις της βροχόπτωσης. Παρακάτω συνοψίζονται τ α τμήματα αυτό. κ α ι οι παράμετροι 

που χρησιμοποιούν: 

1
· Ορισμός και κριτήριο εντοπισμού επεισοδ ίου βροχής 

Βασίζεται στην παραδοχή ότι τα επεισόδια βροχής είναι 

ανεξάρτητα και οι χρόνοι έναρξης τους αποτελούν ανέλιξη 

Pol35οη. 

Παράμετροι : χρόνος διαχωρισμού (e) και ένταση ανέλιξης 

Polsson (ω). 

2. Κατανομή των χρονικών μεταβλητών του επεισοδ ίου βροχής 

Βασίζεται σε μια μόνο υπόθεση, που αφορά, τη δεσμευμένη 

κατανομή της διάρκειας βροχής, όταν είναι γνωστός ο χρό

νος διαδοχής του επεισοδίου βροχής. 

Παράμετρος: η μοναδική παράμετρος της εν λόγω δεσμευμέ

νης συνάρτησης κατανομής (δ). 

3
· Κατανομή του ύψους επε ισοδ ίου βροχής 

Στο τμήμα αυτό εξετάζεται κυρίως η δεσμευμένη κατανομή 

του ύψους βροχής για δεδομένη διάρκεια, που θεωρείται 

ότι αποδίδεται από τη συνάρτηση κατανομής γάμα. Η ανά

λυση βασίζεται σε δύο γραμμικές σχέσεις που δίνουν τη 

δεσμευμένη μέση τιμή και τη δεσμευμένη τυπική απόκλιση 

του ύψους βροχής συναρτήσει της διάρκειας. 

Παράμετροι : Χρησιμοποιούνται 6 συνολικά παράμετροι, από 

τις οποίες οι 4 (a, b, μ
Φ
 και σ

Φ
) χρειάζονται για την 

έκφραση των παραπάνω γραμμικών σχέσεων, και οι υπόλοιπες 

2 (μμι>
 σ

Η θ εκφράζουν τη μέση τιμή και τυπική απόκλιση 

του ύψους βροχής όταν η διάρκεια βροχής είναι 1 ώρα. 

4. Εσωτερική δομή του επεισοδ ίου βροχής 

Εδώ ουσιαστικά εξετάζονται οι ιδιότητες του ωριαίου ύ-
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ψους βροχής. θεωρείται όχι η μη μονιμότητα του στο χρό

νο, μπορεί να περιγράψει από μια γραμμική συνάρτηση του 

αδιαστατοποιημένου χρόνου (g(9)). Η επίδραση της διάρ

κειας βροχής στα στατιστικά χαρακτηριστικό, του ωριαίου 

ύψους βροχής υποτίθεται ότι αποδίδεται από μια υπερβο

λική συνάρτηση της διάρκειας (κ (α)). Το ομογενοποιημένο 

ωριαίο ύψος βροχής (που προέρχεται από μετασχηματισμό 

του ωριαίου ύψους βροχής με τις δύο παραπάνω συναρτή

σεις), θεωρείται ότι έχει Μαρκοβιανή αυτοσυσχΕτιση και 

περιθώρια συνάρτηση κατανομής Wei bull ή γάμα. Ο συντε

λεστής αυτοσυσχέτίσης πρώτης τάξης είναι αύξουσα συνάρ

τηση της διάρκειας του επεισοδίου βροχής. 

Παράμετροι : Η συνάρτηση g(θ) ορίζεται με μια ανεξάρτητη 

παράμετρο (g^). Για την κατανομή του ομογενοποιημένου 

ύψους βροχής χρειάζεται μια ακόμα ανεξάρτητη παράμετρος 

(σ^). Τέλος κάτω από ορισμένους όρους μπορεί να απαι

τηθεί μια ακόμη παράμετρος, η πιθανότητα μηδενισμού του 

ωριαίου ύψους βροχής μέσα στο επεισόδιο (ρ
0
). 

5
· Περιγραφή της βροχόπτωσης σε μηνιαία βάση 

Εδώ παράγονται οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομής του 

μηνιαίου ύψους βροχής, της μηνιαίας διάρκειας βροχής και 

του μηνιαίου αριθμού επεισοδίων βροχής. θεωρείται ότι η 

στοχαστική εξάρτηση μηνιαίου ύψους και μηνιαίας διάρ

κειας βροχής περιγράφεται από μια γραμμική σχέση. 

Παράμετροι ; Δεν χρησιμοποιείται καμιά πρόσθετη παράμε

τρος. 

2.11.2. Κατάταξη και γενική μεθοδολογ ία εκτ ίμησης των παραμέτρων 

Συνολικά οι ανεξάρτητες παράμετροι του μοντέλου φτάνουν κ α τ ά μέγιστο τις 

12. Ε ί ν α ι σκόπιμο, όπου μπορούμε, να αντ ικαταστήσουμε ανεξάρτητες παραμέτρους 

που δεν έχουν άμεσο φυσικό νόημα με ά λ λ ε ς , πιο εύχρηστες. Έ τ σ ι στη θέση της ω 

θ α χρησιμοποιήσουμε την μέση τ ι μ ή του χρόνου διαδοχής μ ν (=1/ω+ο), στη θέση 

της δ τη μ έ σ η δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής μρ (η σχέση της με τη δ δ ί ν ε τ α ι από την (2.7. 

22)), κ α ι σ τ η θέση της μ Φ το μέσο ύψος επεισοδίου βροχής μ Η ( σ υ ν δ έ ε τ α ι με την 

μ φ μ ε τ ι ς σ χ έ σ ε ι ς (2.8.12) κ α ι (2.8.7)). 

Το σύνολο των παραμέτρων που διαμορφώνεται μετά από αυτές τις μετατάξεις 

μπορεί να κ α τ α τ α χ τ ε ί στις ακόλουθες ομάδες: 
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1. Παράμετροι σ χ ε τ ι κ έ ς με τον ορισμό των επεισοδίων Βροχής 

( e , Ρ0) . 
2. Μέσες τ ι μ έ ς των μεταβλητών του επε ισοδίου βροχής ( μ ν , 

3. Σ τ α τ ι σ τ ι κ ά χαρακτηριστ ικό, του ύψους βροχής δ ι ά ρ κ ε ι α ς 1 

ώρας ( μ Η 1 , σ Η 1 ) . 

4. Παράμετροι συσχέτισης ύψους κ α ι δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής ( a , b, 

σφ) . 

5. Παράμετροι ωριαίου ύψους βροχής (g^ , σ^) . 

Η δ ι α δ ι κ α σ ί α καθορισμού του χρόνου διαχωρισμού e έ χ ε ι α ν α λ υ τ ι κ ά 

περιγραφεί στην παράγραφο 2.6. Κατά τη διαδικασία καθορισμού του e μπορεί να 

εκτιμηθεί κ α ι η ρ 0 , ως ο λόγος της διάρκειας που εμφανίζεται μηδενική ένταση 

βροχής προς τη συνολική διάρκεια των επεισοδίων βροχής (σε αθροιστική βάση). 

Ακόμα η ίδια παράμετρος μπορεί να υπολογιστεί άμεσα από ένα δείγμα ωριαίας 

βροχόπτωσης. 

Οι παράμετροι των κατηγοριών 2 κ α ι 3 μπορούν να εκτιμηθούν με την κλα

σική μεθοδολογία από τα αντίστοιχα δείγματα. Ειδικά, η παράμετρος μ\/ είναι σκό

πιμο να υπολογίζεται από τη σχέση (2.6.15). 

Οι υπόλοιπες παράμετροι απαιτούν ειδικό τρόπο υπολογισμού, που θα αναλυ

θεί στις επόμενες υποπαραγράφους. 

2.11.3. Εκτ ίμηση της ομάδας παραμέτρων (a, b, σ
Φ
) 

Στην ομάδα αυτή κανονικά ανήκει και η εξαρτημένη παράμετρος μφ. Αυτή 

μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των (a,b) και των μέσων τιμών του ύψους και της 

διάρκειας βροχής, (με τη δέσμευση ότι η τελευταία ε ί ν α ι μεγαλύτερη από 1 ώρα), 

από τη σχέση (2.8.12), που μπορεί να γραφεί με τη μορφή 

UH*
 + b 

μ Φ = (2.11 . 1) 
UD* + a 

Η αντίστοιχη σχέση για τη σ φ ε ί ν α ι η (2.8.13), που μετασχηματίζεται στην 

επόμενη 

σφ2 = ( 2 . 1 1 . 2 ) 
Ö D * 2 + (μο«+3) 2 

Αν ε ίνα ι γνωστά τα a κ α ι b, τότε από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτουν τα 

μ φ κα ι σφ. Οι μέσες τιμές μ 0 κ και μ Η χ που υπεισέρχονται στις παραπάνω σχέσεις 
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μπορούν ν α υπολογιστούν από τ α UQ κ α ι μμ με βάση τ ι ς σχέσεις (2.8.6) κ α ι (2. 

8.7) (Ο τρόπος υπολογισμού των μ ^ κ α ι μμ περιγραφηκε στην προηγούμενη υποπα

ράγραφο). Η τ ι μ ή της διασποράς σρ* 2 μπορεί να υπολογιστεί θεωρητικά, συναρτήσει 

του μ 0 , μ ε δ ι α δ ο χ ι κ ή ε φ α ρ μ ο γ ή των σ χ έ σ ε ω ν (2.7.29), (2.7.22), (2.7.23), κ α ι 

(2.8.8). Τέλος η διασπορά σ^* 2 μπορεί ν α υπολογιστεί συναρτήσει της σ^ 2 από τη 

σχέση (2.8.9), όπου η τ ε λ ε υ τ α ί α Θα πρέπει ν α υπολογιστεί υποχρεωτικά, από το 

δείγμα. Πάντως η δ ι α δ ι κ α σ ί α απλοποιείται αν όλα τ α παραπάνω στατιστικά, χαρα

κτηριστικά, εκτιμηθούν ά μ ε σ α από τ α α ν τ ί σ τ ο ι χ α δ ε ί γ μ α τ α που περιλαμβάνουν επει

σόδια βροχής με δ ι ά ρ κ ε ι α μεγαλύτερη της μιας ώρας. Έ τ σ ι δεν ε ί ν α ι απαραίτητο 

να καταφύγουμε στην εφαρμογή των σχέσεων που αναφέρονται παραπάνω. Οι διαφορές 

που προκύπτουν από την τ ε λ ε υ τ α ί α μέθοδο ε ί ν α ι ασήμαντες. 

Ας έρθουμε τώρα στον τρόπο εκτίμησης των παραμέτρων a κ α ι b. Η μ ια απ' 

α υ τ έ ς μπορεί να ε κ τ ι μ η θ ε ί με τη μέθοδο της γραμμικής παλινδρόμησης. Βέβαια η 

μέθοδος α υ τ ή μπορεί ν α ε κ τ ι μ ή σ ε ι δύο π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς , αλλά. ήδη η σχέση (2.11.1) 

που έχουμε χρησιμοποιήσει, ε ί ν α ι μ ι α από τ ι ς εξ ισώσεις υπολογισμού παραμέτρων 

της γραμμικής παλινδρόμησης. Επομένως μπορούμε να καταστρώσουμε μόνο μια ακόμα 

εξίσωση, θ α θεωρήσουμε λοιπόν ό τ ι ε ί ν α ι γνωστή η a, κ α ι θα αναπτύξουμε τον 

τρόπο προσδιορισμού της b. 

Η μέθοδος της γραμμικής παλινδρόμησης υπαγορεύται από τη γραμμική σχέση 

(2.8.1). Πρέπει όμως ν α λάβουμε υπόψη ό τ ι η μέθοδος στην κ λ α σ ι κ ή της μορφή 

προϋποθέτει ό τ ι η δεσμευμένη διασπορά, των μεταβλητών που συσχετίζονται ε ί ν α ι 

σταθερή. Συνεπώς η μέθοδος θα μπορούσε να εφαρμοστεί με τη μορφή της παλιν

δρόμησης μ ε τ α ξ ύ των μεταβλητών h-d, αν η δεσμευμένη διασπορά. Var[H|D] ήταν 

σ τ α θ ε ρ ή . Αυτό όμως δεν σ υ μ β α ί ν ε ι , όπως δ ε ί χ ν ε ι η σχέση (2.8.2). Συνεπώς θα 

πρέπει να κάνουμε έ ν α κατάλληλο μετασχηματισμό της μεταβλητής h, που να δ ίνε ι 

σταθερή διασπορά., ανεξάρτητη της d. Ένας κατάλληλος μετασχηματισμός επιτυγ

χ ά ν ε τ α ι με τη μεταβλητή 

Η + b 
Φ = 

D + a 

που έ χ ε ι σταθερή διασπορά., ίση με σ φ 2 . Στην περίπτωση αυτή η γραμμική μορφή 

ε κ φ υ λ ί ζ ε τ α ι στη σχέση E[0|D] = μ Φ . θ α απαιτήσουμε λοιπόν την ελαχιστοποίηση 

της συνάρτησης σφάλματος 

Η + b - 2 

L ( a , b ) = Ε| μ 1 
L D + a «J 

Επειδή όμως κ α ι το μφ ε ί ν α ι συνάρτηση των a κ α ι b, που δ ί ν ε τ α ι από την (2.11. 

1), η παραπάνω σχέση γ ί ν ε τ α ι 
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[ H + b μ + b η 
ω 

D + a μπ* + a
 J 

Η + b μ + b 

L(a,b) = E| ti* Ι (E. 11.3) 

HD* 

Κατά. συνέπεια π τιμή του b θα δίνεται από τη σχέση 

äL(a,b) 
= 0 

ôb 

που αν λυθεί ως προς b δίνει την ακόλουθη τελική σχέση 

Μ-Η* 1
 M-H* 

"•1 
MD*+a HDx+a ( U D * + a ) 2 

b = ( 2 . 1 1 . 4 ) 

E 2 E 1 

UDK + a ( U D * + a > 2 

όπου 

E1 = EC1/(D + a ) ] , E£ = E [ 1/(D + a ) 2 ] , 

E 3 = E [ H / ( D + a ) ] , κ α ι E 4 = E [ H / ( D + a ) 2 ] 

Οι όροι Ê  έως E 4 στην παραπάνω εξίσωση υπολογίζονται από το δείγμα, ως μέσοι 

όροι των αντίστοιχων μεταβλητών. 

Μια περιοριστική σχέση που θα πρέπει να υ φ ί σ τ α τ α ι μ ε τ α ξ ύ των (a, b, μφ), 

ε ί ν α ι η ε ξ ή ς : 

b > a μ φ ( 2 . 1 1 . 5 ) 

Η σχέση α υ τ ή προκύπτει από την εύλογη παραδοχή, ό τ ι η μέση έ ν τ α σ η του ε π ε ι 

σοδίου βροχής δεν μπορεί να α υ ξ ά ν ε ι με την αύξηση της δ ιάρκε ιας βροχής. Συνε

πώς σε περίπτωση που η τ ι μ ή της b που προκύπτει από την (2.11.4) δεν ι κ α ν ο 

ποιε ί την (2.11.5), θ α πρέπει ν α τ ρ ο π ο π ο ι ε ί τ α ι α ν ά λ ο γ α . 

Η μορφή της συνάρτησης L(a,b) επ ιβεβαιώνε ι το γεγονός ό τ ι η παράμετρος a 

δεν μπορεί να υπολογιστεί από αυτή, με τρόπο όμοιο με αυτόν της b. Παρατηρούμε 

ό τ ι ό τ α ν το a τ ε ί ν ε ι στο ά π ε ι ρ ο , η L τ ε ί ν ε ι στο Ο, κ α ι συνεπώς ο μ η δ ε ν ι σ μ ό ς 

της μερικής παραγώγου της L ως προς a θα έ δ ι ν ε a=oo. Ακόμα σημειώνουμε όχι η 

συνάρτηση L ουσιαστικό, α π ο τ ε λ ε ί μέτρο της σ φ 2 . Στην πράξη πάντως η τ ιμή της 

δ ι α φ έ ρ ε ι λ ίγο από την τ ι μ ή που υ π ο λ ο γ ί ζ ε τ α ι από τ η σχέση (2.11.2). Από τ ι ς δύο 

τ ι μ έ ς ε π ι λ έ γ ε τ α ι τ ε λ ι κ ά α υ τ ή που δ ί ν ε ι η εξ ίσωση (2.11.2), γ ι α τ ί α υ τ ή δ ι α τ η ρ ε ί 

τη διασπορά, του ύψους βροχής. 

Γ ι α την παράμετρο a δεν έ γ ι ν ε δυνατό να δοθεί αναλυτικός τρόπος ε κ τ ί μ η 

σης της, όμοιος με αυτόν των άλλων παραμέτρων. Έ τ σ ι χρησιμοποιήθηκε μ ι α επα

ναληπτική μέθοδος εκτ ίμησης, που π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι χα εξής βήματ α: (α) Ε π ι λ έ γ ε τ α ι 
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μ ι α δ ο κ ι μ α σ τ ι κ ή τ ι μ ή του a, (β) υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι b, μ φ κ α ι σ φ , με 

τ η ν π α ρ α π ά ν ω μ ε θ ο δ ο λ ο γ ί α , κ α θ ώ ς κ α ι η a^ (=a-b/^<p) (γ) κ α τ α ρ τ ί ζ ο ν τ α ι ο ι 

κ α μ π ύ λ ε ς τ η ς δ ε σ μ ε υ μ έ ν η ς τ υ π ι κ ή ς α π ό κ λ ι σ η ς του ύψους βροχής κ α ι της 

δ ε σ μ ε υ μ έ ν η ς μέσης τ ι μ ή ς του ωρια ίου ύψους βροχής, συναρτήσει της δ ι ά ρ κ ε ι α ς 

β ρ ο χ ή ς ( α υ τ έ ς των σ χ η μ ά τ ω ν 2.12 κ α ι 2.15), (δ) σ υ γ κ ρ ί ν ο ν τ α ι ο ι ε ν λόγω 

κ α μ π ύ λ ε ς προς τ α ε μ π ε ι ρ ι κ ά σημε ία κ α ι (ε) τ ε λ ι κ ό , ε π ι λ έ γ ε τ α ι η τ ιμή του a που 

δ ί ν ε ι την κ α λ ύ τ ε ρ η προσαρμογή των θεωρητικών καμπυλών προς τ α ε μ π ε ι ρ ι κ ά 

σ η μ ε ί α . Σ η μ ε ι ώ ν ε τ α ι ό τ ι η τ ι μ ή του a 1 μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι ό τ α ν α λ λ ά ζ ε ι τ ο a (όχι 

πάντως έ ν τ ο ν α ) . Η τ ι μ ή του a<\ κ α θ ο ρ ί ζ ε ι τ ι ς συναρτήσεις δεσμευμένων μέσων 

τ ι μ ώ ν κ α ι τ ο υ ύψους ε π ε ι σ ο δ ί ο υ βροχής, κ α ι του ωριαίου ύψους βροχής. Στη 

δ ε ύ τ ε ρ η περίπτωση η επίδραση ε ί ν α ι ε ν τ ο ν ό τ ε ρ η , κ α ι γ ι ' αυτό χρησιμοποιείται το 

α ν τ ί σ τ ο ι χ ο δ ι ά γ ρ α μ μ α γ ια τη σύγκριση με τ α εμπειρικό, σημεία. 

Απόδειξη της (2.H.4) 

Παραγβγίζοντας την (2.11.3) »ς προς b και εζυονοντας με μηδέν παίρνουμε 

0 : Ε 

0 : Ε 

ι- Η+0 

• Ota 

Γ Η 

• Ota 

Γ Η 1 
α - F 
0 - Ε | 

(Ota) 2 · 

μ tb ι 
. JlJL_ 

μ ta • 
Οι 

M H . ] 
μ ta 

Οι 

Γ 1 

• Ota 

r 1 

• Ota 

» r 1 ι 
. HJL C 

μ ta 
Di 

•Ota 

1 -, 

μ ta • 
Di 

1 ι 

μ ta ' 
Οι 

<:> 

t E 

r b b ι 

• Ota μ ta • 
Οι 

1 r H ι μ 

μ ta 
Οι 

Ota (μ„ ta)? 
Di 

r i Ι " . 

• Dta μ ta -
Di 

<:> 

r 1 ! 2 r 1 1 
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(Dta)2 

, , ,. Γ 

μο 
ta 

I 
•Dta· 

I 

(μ t a ) 2 

Di 

Ani την επίλυση της τελευταίας βς προς b προκύπτει η (2.11.4) 

2 . 1 1 . 4 . Εκτ ί μ η σ η των παραμέτρων g ^ κ α ι ο-£ 

Ο προσδιορισμός της παραμέτρου g^ μπορεί να στηριχτεί ακόλουθη σχέση που 

αποδεικνύεται στο τέλος της υποπαραγράφου: 

Ε [ Χ 1 | D = d , H = h ] = g(Qi) h/d ( 2 . 1 1 . 6 ) 

Από τη σχέση αυτή μπορούμε να οδηγηθούμε στον προσδιορισμό των συντελεστών της 

γ ρ α μ μ ι κ ή ς συνάρτησης g(0) με γραμμική παλινδρόμηση μ ε τ α ξ ύ των μεταβλητών 

[ξ-pXi 'd/h] κ α ι [e-j=(1-0.5)/d]. Η μέθοδος μπορεί ν α ε π ε κ τ α θ ε ί κ α ι γ ια την πε

ρίπτωση που η g(Q) ε ί ν α ι πολυωνυμική συνάρτηση. Παρατηρούμε ό τ ι με τη μέθοδο 

α υ τ ή η g^ προσδιορίζεται ανεξάρτητα από οποιαδήποτε άλλη παράμετρο του μοντέ

λου, αφού π α ί ρ ν ο ν τ α ι υπόψη μόνο τ α πρωτογενή σ τ ο ι χ ε ί α χ, h κ α ι d. Ε ί ν α ι σ κ ό -
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πιμο κ α χ ά χον υπολογισμό χων συνχελεσχών χων εξισώσεων χης παλινδρόμησης (δη

λαδή χων αθροισμάχων χης μορφής Ι ζ ^ θ ^ ) η συνεισφορά, όλων χων επεισοδίων βροχής 

να ε ί ν α ι ισοδύναμη. Αυχό δεν συμβαίνει αυχόμαχα, γιαχί χα επεισόδια με μικρό-

χερη δ ι ά ρ κ ε ι α έχουν λ ι γ ό χ ε ρ α χ^. Γ ι α ν α ισοσχαθμισχούν οι συνεισφορές χων 

επεισοδίων θα πρέπει χα αθροίσμαχα Σξ>ίθκ κ ά θ ε επεισοδίου να πολλαπλασιάζονχαι 

με έ ν α όρο ανχισχρόφως ανάλογο χης διάρκειας. 

Ι χ ι ς εφαρμογές που έ γ ι ν α ν σχην ε ρ γ α σ ί α αυχή η παράμεχρος g^ βρέθηκε να 

ε ί ν α ι αρνηχική (εκχός από μ ι α περίπχωση που ε ί χ ε ασήμανχη χιμή), κ α ι οι συνχε-

λ ε σ χ ε ς γ ρ α μ μ ι κ ή ς συσχέτ ισης Ρξ@ β ρ έ θ η κ α ν ν α κ υ μ α ί ν ο ν χ α ι από -0.103 μέχρι 

-0.205. Ας σημειωθεί όχι οι συνχελεστες αυχοί ε ί ν α ι σημανχικοί , λόγω χου μ ε γ ά 

λου πλήθους χιμών χ-, (πχ. γ ι α πλήθος σημείων Ν=1000 κ α ι γ ι α μονόπλευρο έλεγχο 

σε επίπεδο σημανχικόχηχας 10/., ο συνχελεσχής γραμμικής συσχέχισης ε ί ν α ι σημαν-

χικός αν ε ί ν α ι απολύχως μεγαλύχερος από χην χιμή 0.040) 

Αφού προσδιορισχεί η παράμεχρος g^, σχη συνέχε ια ε ί ν α ι δυναχό, με μ ε τ α -

σχημαχισμό χων χιμών χ, χου δ ε ί γ μ α τ ο ς , ν α σχημαχισχούν ο ι χ ι μ ε ς z-j, κ α ι ν α 

υπολογισχεί η ε μ π ε ι ρ ι κ ή χυπική απόκλιση χους από χον γνωσχό χύπο χης σ χ α τ ι -

σχ ικής. Έ χ σ ι παίρνουμε μ ι α πρώχη προσέγγιση χης χιμής χης σ^· Η χιμή αυχή 

μπορεί να διορθωθεί σχη συνέχε ια, σε χρόπο ώσχε να επιχευχθεί η καλύχερη δυνα-

χή προσαρμογή της συνάρχησης p^(d) (σχέση (2.9.17) κ α ι σχήμα 2.21) προς χους 

εμπειρικούς συντελεστές αυτοσυσχετισης α ' χάξης. 

Απόδειξη χης (2.11.6) 
Λπδ χη σχέση (2.9.5), παίρνοντας unófη όχι χα σχαχισχικα χαρακτηρκτΐΐκα. χης Ζ| δεν εξαρχ*νχαι απ6 ιη 
διάρκεια και χη χρονική θέση, έχουμε 

E|Xj|D:d,H=h] : k(d) g(9j) p
z ) H

(h) (α) 

όπου ιέθηκε μ
Η
|

ζ
(h) : Ε[Ζ|ΙH=h]. Παίρνοντας χο άθροισμα χ»ν αναμενομένβν xipév xev Xj yia όλες χις 

χιμές χου 1, έχουμε 

d d 
E E|Xj|0=d,H=h] : k(d) μ

z
,

H
(h) E g(»j) 

i:1 Ì:1 

Α Μ ά ισχύει 

d d 
E E|X,|D--d,H:hl = E[ Σ X,|D=d,H=hI -- E[H|D=d,U=h] = h 
1 = 1 1 = 1 

εν» λόγβ χβν σχέσεβν (2.9.10), (2.9.Π) και (2.9.12) ισχύει 

d 

ι g(9j) •• d 

(Η τελευταία σχέση ισχύει ακριβές «χην περίπτβση που η g(») είναι γραμμική συνάρτηση και καχα προσέγ-

m 
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νιση αν είναι πολυ»νυμική ανύχερου Βαθμοί).) 
Έισι η (Ρ) παίρνει τη μορ»ή 

h : k ( d | i p Z | | | ( h ) (V) 

Ηε διαίρεση καια μέλη ιβν (α) και (ν) προκύπτει η (2.f i .6) 

2 . 1 1 . 5 . Απλοποϊησπ του μοντέλου και με ίωση του αριθμού των 
παραμέτρων 

Το μοντέλο που διατυπώθηκε ε ίναι δυνατό να πάρει απλούστερες μορφές με 

διάφορους τρόπους. Η απλοποίηση οδηγεί σε μείωση του αριθμού των παραμέτρων, 

αλλά. και σε μείωση της α κ ρ ί β ε ι α ς με την οποία περιγράφεται το φαινόμενο της 

βροχόπτωσης. Γενικά είναι δυνατό να γίνουν πολλαπλές απλοποιήσεις, ανάλογα με 

τον επιθυμητό βαθμό ακρίβειας στην προσομοίωση του φαινομένου. 

Οι κύριες π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι του μοντέλου ε ί ν α ι οι (e, μ ν , μρ· UH)· Αυτές περι

γράφουν ουσιώδη χαρακτηριστικό, της βροχής, και σε καμιά, περίπτωση δεν μπορεί 

να παραλειφθούν για λόγους απλοποίησης. Ειδικότερα ο χρόνος διαχωρισμού e, ενώ 

δεν έχε ι πολύ σημαντικό ρόλο από φυσική άποψη, όμως αποτελεί την παράμετρο 

ορισμού των επεισοδίων βροχής, κ α ι γι ' αυτό ε π η ρ ε ά ζ ε ι ά μ ε σ α τ ις υπόλοιπες 

κύριες παραμέτρους. (Για παράγειγμα στο σταθμό Χάλαρα στο δείγμα του Απριλίου 

αν θεωρηθεί c=1 ώρα προκύπτει μ ν =47.3 ώρες, ενώ για την τελική τιμή c=7 ώρες 

προκύπτει μγ=95.5 ώρες). Η σημασία των άλλων τριών παραμέτρων είναι προφανής 

από φυσική άποψη. 

Η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς ρ 0 που περιγράφει την πιθανότητα μηδενισμού του ωριαίου 

ύψους βροχής μέσα στο επεισόδιο ε ίναι μικρής σημασίας, και μπορεί ν α παραλη

φθεί χωρίς ουσιαστικές επιπτώσεις. Άλλωστε όπως εξηγήθηκε στην υποπαράγραφο 

2.2.9, η εν λόγω πιθανότητα δίνεται με ικανοποιητική προσέγγιση από τη θεωρη

τική συνάρτηση κατανομής του ομογενοποιημένου ύψους βροχής. 

Οι παράμετροι μ^ι και σ^ι» που περιγράφουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά 

του ύψους βροχής δ ι ά ρ κ ε ι α ς μιας ώρας, μπορούν ν α παραλειφθούν, αν δεν ε ίναι 

απαραίτητη η ακριβής αναπαράσταση των βροχοπτώσεων αυτής της διάρκειας. Σε 

αυτή την περίπτωση θα δεχτούμε ότι οι σχέσεις υπολογισμού δεσμευμένων ροπών 

του ύψους βροχής (2.8.1) κ α ι (2.8.2) ε π ε κ τ ε ί ν ο ν τ α ι κ α ι στ ις δ ι ά ρ κ ε ι ε ς 1 ώρας. 

Αν αγνοήσουμε το φαινόμενο της μη μονιμότητας της βροχόπτωσης στο χρόνο 

μπορούμε να παραλείψουμε την παράμετρο ĝ  ή, ακριβέστερα, να θεωρήσουμε g^=o. 

Η παράλειψη των υπόλοιπων παραμέτρων θα πρέπει να περιμένουμε ότι ε ισά

γει αρκετά σοβαρές ανακρίβειες. Πάντως δεν μπορεί να θεωρηθεί "απαγορευμένη", 

αφού αρκετά μοντέλα της βιβλιογραφίας κάνουν χρήση παραδοχών που ισοδυναμούν 

με τέτοιες απλοποιήσεις του μοντέλου που προτείνεται εδώ. Για παράδειγμα στις 

ε ρ γ α σ ί ε ς των Eagìeson [1978] και Bras και Rodriguez-Iturbe [1976a] γ ίνεται 
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χρήση της υπόθεσης ό τ ι η μέση έ ν τ α σ η επεισοδίου βροχής ε ί ν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ η της 

δ ι ά ρ κ ε ι α ς του κ α ι ακολουθεί την ε κ θ ε τ ι κ ή κατανομή. Η υπόθεση αυτή ισοδυναμεί 

με μ ι α απλοποιημένη μορφή του μοντέλου που προτείνουμε, η οποία προκύπτει αν 

τ ε θ ε ί a=b=o κ α ι σφ=μφ=μμ/μρ· Στην περίπτωση αυτή μειώνονται οι παράμετροι του 

μοντέλου κ α τ ά 3. Μια λιγότερο δ ρ α σ τ ι κ ή απλοποίηση, με μείωση του αριθμού των 

παραμέτρων κ α τ ά 1, προκύπτει αν θεωρήσουμε a^o ή ο=8μφ. Η θεώρηση αυτή ε ί ν α ι 

λ ιγότερο ανακριβής από την a=b=0, κ α ι έ χ ε ι το πλεονέκτημα να δ ί ν ε ι ωριαία ύψη 

βροχής με σ τ α τ ι σ τ ι κ ά χαρακτηριστ ικά που δεν εξαρτώνται από τη δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής. 

Μια α κ ό μ α απλοποίηση του μοντέλου προκύπτει αν η ο-£ υπολογίζεται από την 

α ν ι σ ο τ ι κ ή σχέση (2.9.22) με τη θεώρηση ό τ ι η α ν ι σ ό τ η τ α ισχύει στο όριο. Όπως 

φάνηκε από τις εφαρμογές, η απλοποίηση αυτή στην πράξη δεν ε ί ν α ι κ α ι τόσο α ν α 

κ ρ ι β ή ς . 

Η "έσχατη" απλοποίηση του μοντέλου, προκύπτει αν γίνουν παράλληλα όλες 

ο ι παραπάνω απλοποιήσεις, οπότε θα χρησιμοποιούνται μόνο οι 4 β α σ ι κ έ ς παρά

μ ε τ ρ ο ι . Πάντως στην ε ρ γ α σ ί α αυτή το μοντέλο χρησιμοποιήθηκε στην πλήρη του 

μορφή χωρίς κ α μ ι ά απλοποίηση. 



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο 3 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΚΑΙ ΕΛΕΓΧΟΣ 
ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ 

3.1. ΓΕΝΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

3.1.1. Ε ισαγωγή 

Αυτό το τ ρ ί τ ο κ ε φ ά λ α ι ο α ν α φ έ ρ ε τ α ι στην υλοποίηση, την εφαρμογή κ α ι τον 

έλεγχο του μοντέλου επιμερισμού της σημειακής βροχόπτωσης. Ουσιαστικά η υλο

ποίηση του μοντέλου αποτελε ί τη σύνθεση των δύο προηγούμενων κ ε φ α λ α ί ω ν , τ α 

οποία καλύπτουν α ν τ ί σ τ ο ι χ α το γεν ικό πρόβλημα του επιμερισμού κ α ι τη μοντελο

ποίηση της σημειακής βροχόπτωσης. Το προτεινόμενο γενικό σχήμα επιμερισμού, 

που α ν α λ ύ ε τ α ι στο πρώτο κ ε φ ά λ α ι ο , ε ί ν α ι εν γ έ ν ε ι συμβατό με το μοντέλο που 

π ε ρ ι γ ρ ά φ ε ι τη βροχόπτωση, όπως α υ τ ό σ χ η μ α τ ο π ο ι ε ί τ α ι στο δεύτερο κ ε φ ά λ α ι ο . 

Π ρ ά γ μ α τ ι , το π ρ ο τ ε ι ν ό μ ε ν ο ε π ι μ ε ρ ι σ τ ι κ ό σχήμα έ χ ε ι την ε υ ε λ ι ξ ί α να λε ιτουργεί 

με μ ε τ α β λ η τ ό αριθμό βημάτων επιμερισμού κ α ι μεταβλητές χρονικές κλ ίμακες, κ α ι 

επίσης ε ί ν α ι κατάλληλο γ ια στοχαστικές μεταβλητές με κατανομή γάμα κ α ι με Μαρ-

κοβιανή συσχέτιση. Οι όροι αυτοί ε ί ν α ι απαραίτητοι γ ια την εφαρμοσιμότητα του 

στον επιμερισμό της σημειακής βροχόπτωσης, όπου ο αριθμός των χρονικών βημάτων 

ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ δεν ε ί ν α ι σ τ α θ ε ρ ό ς (πχ. ω ρ ι α ί α ύψης ενός επεισοδίου βροχής), ο ι 

ε μ φ α ν ι ζ ό μ ε ν ε ς μ ε τ α β λ η τ έ ς ακολουθούν κατανομές γάμα ή κοντινές προς αυτή (πχ. 

Weibuïl), κ α ι εμφανίζουν συσχέτιση Μαρκοβιανού τύπου (ωριαία ύψη βροχής) ή δεν 

εμφανίζουν κ α μ ί α συσχέτιση (ύψη βροχής διαδοχικών επεισοδίων). 

Λόγω της ε ιδ ικής διαλείπουσας μορφής που παρουσιάζει η βροχόπτωση στο 

χρόνο, ε ί ν α ι σκόπιμο να γ ί ν ε τ α ι αντ ιμετώπιση του σχετ ικού επιμεριστ ικού προ

βλήματος σε δύο φάσεις. Η πρώτη φάση έχε ι στόχο τον επιμερισμό της βροχόπτωσης 

σε μεμονωμένα ( α ν ε ξ ά ρ τ η τ α ) επεισόδια βροχής, ενώ η δεύτερη φάση προχωρεί στο 

εσωτερικό των επεισοδίων, μέχρι κ α ι την ωρια ία χρονική κ λ ί μ α κ α . Οι δύο φάσεις 

χαρακτηρίζονται με τους όρους εξωτερικός επιμερισμός κ α ι εσωτερικός επιμερι

σμός. Β έ β α ι α ο πυρήνας του μοντέλου επιμερισμού παραμένει ο ίδιος κ α ι στις δύο 

φ ά σ ε ι ς , δεδομένου ό τ ι το επ ιμεριστ ικό σχήμα που αναπτύχθηκε έχε ι την απαιτου

μένη γ ε ν ι κ ό τ η τ α ώστε να τ ι ς καλύψει κ α ι τ ι ς δύο. Ας σημειωθεί ό τ ι ο εξωτερικός 

επιμερισμός δεν π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι μόνο τον προσδιορισμό των υψών βροχής α ν ά επε ι

σόδιο, α λ λ ά κ α ι το χρονικό εντοπισμό των επεισοδίων, ο οποίος πραγματοποιείται 

πάλι με το ίδιο επ ιμεριστ ικό σχήμα. 

Η γ ε ν ι κ ή ε ι κ ό ν α των δύο φάσεων επιμερισμού δ ί ν ε τ α ι με σχηματικό τρόπο 

στο σχήμα 3.1. Αναλυτικότερα τ α επιμέρους χαρακτηριστ ικά της κάθ,ε φάσης περι

γράφονται στις υποπαραγράφους που ακολουθούν. 
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Σχήμα 3.1 : Σχηματική ε ι κ ό ν α των δύο φάσεων επιμερισμού της σημειακής βροχό
πτωσης. 

3 . 1 . 2 . Η φάση του ε ξ ω τ ε ρ ι κ ο ύ ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ 

θ α υποθέσουμε ότ ι στο ξεκίνημα της φάσης αυτής ε ί ν α ι γνωστά τ α ακόλουθα 

μεγέθη, σε μηνιαία βάση, που αποτελούν την αφετηρία αυτής της φάσης: 

- το συνολικό ύψος βροχής του μήνα (s), 

- ο α ρ ι θ μ ό ς των επεισοδίων βροχής (π), κ α ι 

- η συνολική δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής στο μήνα (u). 

Η β α σ ι κ ή μ ε τ α β λ η τ ή α φ ε τ η ρ ί α ς ε ί ν α ι β έ β α ι α η πρώτη, δηλαδή το μ η ν ι α ί ο ύψος 

βροχής. Η τ ι μ ή της κ α ν ο ν ι κ ά δεν αφορά το μοντέλο επιμερισμού. Η τ ι μ ή αυτή 

προέρχεται ε ί τ ε από άλλο μοντέλο (συνθετική τιμή) ε ί τ ε από μετρήσεις (ιστορική 

τ ιμή) . Παρόμοια συμβαίνουν κ α ι με τ ι ς άλλες δύο μ ε τ α β λ η τ έ ς α φ ε τ η ρ ί α ς . Γ ι α 

λόγους πληρότητας του μοντέλου, όμως, έχουν ενσωματωθεί μερικές πρόσθετες δ ι α 

δ ι κ α σ ί ε ς , που επιτρέπουν την παραγωγή μιας ή περισσοτέρων μεταβλητών αφετηρί

α ς , έ τ σ ι ώστε να μπορεί να λε ιτουργήσει α κ ό μ α κ α ι στην περίπτωση που οι μ ε τ α 

βλητές α φ ε τ η ρ ί α ς δ ί ν ο ν τ α ι μ ε ρ ι κ ώ ς (πχ. μόνο το μ η ν ι α ί ο ύψος βροχής) ή δεν 



245 

δ ί ν ο ν τ α ι καθόλου. Οι δ ιαδ ικασίες αυτές περιγράφονται αναλυτικά, στην υποπαρά

γραφο 3.2.4. 

Ο στόχος αυτής της φάσης επιμερισμού ε ί ν α ι να παραχθούν τ α ακόλουθα με

γέθη, σε βάση επεισοδίου βροχής: 

- το ύψος βροχής α ν ά επεισόδιο, 

- η α ν τ ί σ τ ο ι χ η δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής, κ α ι 

- ο (απόλυτος) χρόνος έναρξης κ ά θ ε επεισοδίου. 

Γ ι α τον καθορισμό των χρόνων έναρξης αρκε ί να ε ί ν α ι γνωστοί οι χρόνοι διαδοχής 

των επεισοδίων ή, ι σ ο δ ύ ν α μ α , οι χρόνοι διακοπής της βροχής. Η παραγωγή των · 

τιμών των μεταβλητών αυτών μπορεί να γ ίνε ι με τριπλή εφαρμογή του γενικού επι

μ ε ρ ι σ τ ι κ ο ύ σχήματος, με τη σειρά, κ α ι με τον τρόπο που περιγράφεται παρακάτω. 

1. Παραγωγή των χρόνων διαδοχής των επεισοδ ίων βροχής 

Η παραγωγή των χρόνων διαδοχής γίνεται με εφαρμογή του 

μοντέλου επιμερισμού, σύμφωνα με τη βασική σχέση: 

n 
Σ (ν,-e) = τ* (3.1.1) 
1=1 

όπου 

τ * = τ - α + β - η ο 

« και τ είναι η διάρκεια του μήνα, e ο χρόνος διαχωρισμού, 

α η χρονική διάρκεια από την αρχή του μήνα μέχρι τη 

στιγμή της έναρξης του πρώτου επεισοδίου του μήνα, και β 

είναι η αντίστοιχη με την α χρονική διάρκεια αλλά για 

τον επόμενο μήνα. Οι διάρκειες α και β μπορούν να παρα

χθούν ως τυχαίοι αριθμοί. Ειδικά αν το μοντέλο λειτουρ

γεί για όλους τους μήνες του έτους, τότε η διάρκεια α 

είναι γνωστή από τον επιμερισμό του προηγούμενου μήνα. 

Οι συναρτήσεις κατανομής των α και β είναι εκθετικές 

(επειδή η ανέλιξη των εμφανίσεων των επεισοδίων βροχής 

ε ίναι Polsson). 

Οι ροπές των τμηματικών μεταβλητών (v^-c) είναι 

μτ = μ
ν
 - e, Ο] - μ

ν
 (3.1.2) 

και οι συντελεστές αυτοσυσχέχίσης είναι προφανώς μηδε

νικοί. 



Παραγωγή των διαρκειών των επεισοδ ίων Βροχής 

Η βασική σχέση επιμερισμού για την παραγωγή των διαρ

κειών βροχής είναι 

n 
Σ d

1
 = u (3.1.3) 

i = 1 

Οι ροπές των τμηματικών μεταβλητών είναι 

μ, = 1/5 , ay = 1/5 (3.1.4) 

όπου 5 είναι η παράμετρος της κατανομής της διάρκειας 

επεισοδίου βροχής, που δίνεται από τη σχέση (2.7.30). Η 

επιλογή των τιμών 1/5 αντί των μ
0
 και σ^ δικαιολογείται 

από την ειδικής μορφής συνάρτηση κατανομής της διάρκειας 

βροχής, που προκύπτει με συνδυασμό μιας εκθετικής και 

μιας τριγωνικής κατανομής. Σημειώνεται ότι το μοντέλο 

επιμερισμού χρησιμοποιεί μόνο το εκθετικό τμήμα της 

συνάρτησης κατανομής, ενώ το τριγωνικό το χειρίζεται μια 

παράλληλη αλλά ανεξάρτητη διαδικασία. Πιο συγκεκριμένα 

το μοντέλο επιμερισμού παράγει τις αρχικές τιμές των 

διαρκειών βροχής βάσει της εκθετικής κατανομής, που αν 

αυτές είναι μεγαλύτερες από τους αντίστοιχους χρόνους 

•διαδοχής, τροποποιούνται κατάλληλα, από την παράλληλη 

διαδικασία, με βάση την τριγωνική κατανομή (βλ. υποπα

ράγραφο 3.Ε.Ζ) . 

Οι συντελεστές αυτοσυσχετίσης των τμηματικών μεταβλητών 

είναι μηδενικοί. 

Παραγωγή των υψών των επεισοδ ίων βροχής 

Η βασική σχέση επιμερισμού για την παραγωγή των υψών 

βροχής είναι 

n ·. ' 
Σ hi = s - (3.1.5) 
i = 1 

Οι ροπές των τμηματικών μεταβλητών εξαρτώνται τώρα από 

τις γνωστές από το προηγούμενο βήμα διάρκειες των επει

σοδίων, και είναι 

μ 1 = ( ο ^ + θ ί μ φ - b, Oj = ( d , + a ) σ φ γ ι α d>1 
( 3 . 1 . 6 ) 

μ ι = U H I » ° Ί = σ Η 1 YtCL d = 1 
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Οι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς α υ τ ο σ υ σ χ έ τ ί σ η ς ε ί ν α ι κ α ι π ά λ ι μ η δ ε ν ι κ ο ί . 

Ορισμένοι φυσικοί περιορισμοί που τ ί θ ε ν τ α ι γ ια τ ι ς τμηματ ικές μεταβλητές 

(όπως αυτός που άφορα τη σχέση χρόνου διαδοχής κ α ι δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής) ε ξ ε τ ά 

ζ ο ν τ α ι ι δ ι α ί τ ε ρ α στην υποπαράγραφο 3.2.2. 

3 . 1 . 3 . Η φάση τοιι εσωτερικού ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ 

Στη φάση αυτή του επιμερισμού α ν τ ι μ ε τ ω π ί ζ ε τ α ι χωριστά το κ ά θ ε επεισόδιο 

βροχής. Στο ξ ε κ ί ν η μ α αυτής της φάσης ε ί ν α ι γνωστά για κάθε επεισόδιο τ α εξής 

σ τ ο ι χ ε ί α : 

- τ ο ύψος βροχής του επεισοδίου (h), κ α ι 

-η δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής του επεισοδίου (d). 

Στόχος αυτής της φάσης ε ί ν α ι να παραχθούν τ α d ωριαία ύψη βροχής του 

κ ά θ ε επεισοδίου βροχής. Η β α σ ι κ ή σχέση επιμερισμού ε ί ν α ι 

d 
Σ X 1 J J = h l ( 3 . 1 . 7 ) 

j = 1 

Οι ροπές των τμηματικών μεταβλητών εξαρτώνται από τη δ ιάρκεια βροχής κ α ι 

από τη σ χ ε τ ι κ ή χρον ική θέση ( j -o.5)/d, κ α ι ε ί ν α ι 

d + a 

( 3 . 1 . 8 ) 

°"Ζ 
° j = ^J 

HZ 

Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης α ' τάξης των τμηματικών μεταβλητών ε ξ α ρ 

τ ά τ α ι από τη δ ι ά ρ κ ε ι α του επεισοδίου κ α ι υπολογίζεται από τη σχέση (£.9.17). 

3 . 1 . 4 . Η κωδικοπο ίπση τοιι μοντέλου σε πρόγραμμα η λ ε κ τ ρ ο ν ι κ ο ύ 
υηολογισχή 

Το μ ο ν τ έ λ ο έ χ ε ι κωδικοποιηθεί σε πρόγραμμα η λ ε κ τ ρ ο ν ι κ ο ύ υπολογιστή, 

γραμμένο σε γλώσσα Pascal. Το σχετ ικό πρόγραμμα με τον τ ίτλο DisagModel φ α ί 

ν ε τ α ι στο παράρτημα Α.4. Το πρόγραμμα περιγράφεται συνοπτικά στο σχήμα 3.2. 

Στην α ρ ι σ τ ε ρ ή στήλη του σχήματος παρουσιάζεται η δομή του προγράμματος, με τ α 

μεμονωμένα τμήματα που το συγκροτούν. Στη δεξ ιά στήλη παρουσιάζεται η πορεία 

που α κ ο λ ο υ θ ε ί τ α ι στην εκτέλεση του προγράμματος. Τα βέλη δείχνουν τη σύνδεση 

των διάφορων τμημάτων του προγράμματος μεταξύ τους,καθώς κ α ι τη σχέση δομής 

του προγράμματος κ α ι πορείας υπολογισμών. 

J - V . i> 

+ g 
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Όπως φαίνεται από χο σχήμα, ο πυρήνας του προγράμματος, ο οποίος περι

λαμβάνει τον επιμεριστικό αλγόριθμο, αποτελείται από 4 επί μέρους διαδικασίες 

(υποπρογράμματα), που εκτελούν τις ακόλουθες εργασίες: 

1. Διαδικασ ία υπολογισμού δεσμευμένων ροπών των τμηματικών 

μεταβλητών 

Σε μια εισαγωγική φάση υπολογίζει όλες τις παραμέτρους 

που χρησιμοποιούνται καθολικά σε όλα τα βήματα του μο

ντέλου. Στις επόμενες φάσεις, μια για κάθε βήμα επιμε

ρισμού, υπολογίζει τη δεσμευμένη μέση τιμή και διασπορά 

της τρέχουσας τμηματικής μεταβλητής, για τη δεδομένη τι

μή της προηγούμενης τμηματικής μεταβλητής. Χρησιμοποιεί 

τις σχέσεις της υποπαραγράφου 1.6.4. 

2. Διαδικασ ία υπολογισμού ροπών της αναλογικής μεταβλητής 

Σε κάθε βήμα επιμερισμού υπολογίζει κατ' αρχήν τις περι-

θώριες ροπές της αναλογικής μεταβλητής, και στη συνέχεια 

τις δεσμευμένες ροπές της για τη δεδομένη τιμή της α

θροιστικής μεταβλητής. Χρησιμοποιεί τις σχέσεις (1.5. 

37), (1.5.25), (1.5.38), (1.5.32) και (1.5.39). 

3. Διαδικασ ία παραγωγής τυχαίων αριθμών 

Παράγει την τιμή της αναλογικής μεταβλητής και μετά υπο

λογίζει τις αντίστοιχες τιμές των τμηματικών μεταβλητών. 

Η διαδικασία αυτή μαζί με την προηγούμενη συναρθρώνουν 

το μοντέλο διχασμού. 

4. Διαδικασ ία ελέγχου και παγ ίωσης των τμηματικών μετα

βλητών 

Ελέγχει την τιμή της τρέχουσας τμηματικής μεταβλητής, η 

οποία παράγεται με την διαδικασία αριθ. 3, σε ότι αφορά 

την τήρηση ορισμένων φυσικών περιορισμών που πρέπει να 

ικανοποιεί. Οι φυσικοί περιορισμοί εί,ναι διαφορετικοί 

για κάθε μεταβλητή που επιμερίζεται.
1
· Αν ο έλεγχος δεν 

αποβεί θετικός τότε τροποποιείται κατάλληλα η τιμή της 

μεταβλητής. Με την εκτέλεση και αυτής της διαδικασίας 

οριστικοποιείται η τιμή της τμηματικής μεταβλητής κάθε 

βήματος. 

1. Οι »υσικοί περιορισμοί και η αντιμετώπιση χους εξετάζονται ιδιαίτερα, στην υποπαράγραφο 3.2.2. 
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Έ ν α σύνολο από παράλληλες δ ιαδικασίες, που επιγραμματικά, φ α ί ν ο ν τ α ι στο 

σχήμα 3.2, εξυπηρετούν διάφορες λειτουργίες συνυφασμένες με το πρόγραμμα, όπως 

γ ι α π α ρ ά δ ε ι γ μ α την επίλυση εξισώσεων με τη μέθοδο Newton-Raphson (που χ ρ ε ι 

ά ζ ε τ α ι σ τ ο ν υπολογισμό των σ υ ν τ ε λ ε σ τ ώ ν α υ τ ο σ υ σ χ έ τ ι σ η ς του ωρια ίου ύψους 

βροχής), την εκτύπωση ή τη φύλαξη σε μ α γ ν η τ ι κ ά α ρ χ ε ί α των αποτελεσμάτων του 

μοντέλου, κ α ι τέλος έ ν α π ρ ο κ α τ α ρ κ τ ι κ ό έλεγχο των αποτελεσμάτων. Ο έλεγχος· 

αυτός π ε ρ ι λ α μ β ά ν ε ι τη σύγκριση των θεωρητικών μέσων τιμών κ α ι διασπορών μιας 

σε ιράς στοχαστ ικών μεταβλητών, με τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς εμπειρικές τ ι μ έ ς τους, όπως 

προκύπτουν από τ α σ υ ν θ ε τ ι κ ά , δ ε ί γ μ α τ α που π α ρ ά γ ο ν τ α ι . Ε π ι σ η μ α ί ν ε τ α ι ό τ ι 

πληρέστεροι έλεγχοι των συνθετικών δειγμάτων μπορούν να γίνουν με το πρόγραμμα 

AnalData, που υπάρχει στο π α ρ ά ρ τ η μ α Α.5, τ ο οποίο ε ί ν α ι κ α τ ά λ λ η λ ο γ ι α την 

ε π ε ξ ε ρ γ α σ ί α ε ί τ ε ιστορικών, ε ί τ ε συνθετικών δεδομένων. 
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ΔΟΜΗ ΤΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ ΠΟΡΕΙΑ ΤΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 

ΕΛΕΓΧΟΣ ΕΙΣΟΔΟΥ & ΕΞΟΔΟΥ 

Έλεγχος λειτουρ. περιφερειακών 
Διάβασμα'και γράψιμο αρχείων 

ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

Υπολογισμοί στατιστικών χαρα
κτηριστικών δειγμάτων/μητρώων. 
Μέθοδος Newton-Raphson κλπ. 

κ ΣΥΝΑΡΤ. ΠΑΡΑΓ. ΤΥΧΑΙΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

Κατανομές: ομοιόμορφη, εκθετική 
γάμα, βήτα, Poisson, ειδικές 

ΠΥΡΗΝΑΣ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ 

1. Διαδικασία υπολογισμού δεσμ. 
ροπών τμηματικών μεταβλητών 

2. Διαδικασία υπολογισμού ροπών 
αναλογικής μεταβλητής 

3. Διαδικασία παραγωγής τυχαίων 
αριθμών 

4. Διαδικασία ελέγχου & παγίω
σης των τιμών των μεταβλητών 

ΑΡΧΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ 

Μηδενισμός μεταβλητών 
Υπολογισμός βασικών παραμέτρων 

— > ΕΝΔΙΑΜΕΣΕΣ ΥΠΟΛΟΓ. ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ 

Υπολογ. ροπών των μεταβλητών 
Υπολογ. συντελεστών αυτοσυσχβτ. 

ΕΙΔΙΚΕΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤ. ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ 

Παραγωγή τιμών μηνιαίων μεταβλ. 

ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤ. 

ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΜΟΡΦΟΠΟΙΗΜ.ΕΚΤΥΠΩΣΗΣ 

ΑΡΧΙΚΕΣ ΕΡΓΑΣΙΕΣ 

Μηδενισμός μεταβλητών 
Χειρισμός περιφερειακών 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Επιθυμητό μήκος συνθ. χρονοσειρών 
Μην. ύψη και διαρκ. δεδομένα ή όχι 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΒΑΣΙΚΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΕΞΑΡΤΗΜΕΝΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ 

ΚΑΘΟΡΙΣΜΟΣ ΜΗΝΙΑΙΩΝ ΤΙΜΩΝ S, U, Ν 

Δυνατότητα α: Εισαγωγή απ' εξω 

Δυνατότητα β: Άμεση παραγωγή,ήτοι 
β1) παραγωγή του ύψους βροχής S 
β2) παραγωγή αριθ. επεισ. N|S 
β3) παραγωγή διάρκειας UIS.N 

ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΣ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΣ 

1. Επιμερισμός των χρόνων διαδοχής 
(διάρκεια μήνα —> ν) 

2. Επιμερισμός της διαρκ. βροχής 

(U -> D) 

3. Επιμερισμός του ύψους βροχής 

(S -> Η) 

1? 
ΕΣΩΤΕΡΙΚΟΣ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΣ 

1. Υπολογισμός συντελ. αυτοσυσχετ. 

2. Επιμερισμός σε ωριαία ύψη βροχ. 

(Η -> Χ) 

ι—> ΑΡΧΙΚΟΣ ΕΛΕΓΧΟΣ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

J - * 
ΕΚΤΥΠΩΣΕΙΣ & ΑΡΧΕΙΟΘΕΤΗΣΕΙΣ 

Εκτύπωση ή φύλαξη σε δ ισκέτες των 
συνθετ. χρονοσειρών γ ι α περαιτέρω 
χρήση 

Σχήμα 3.2 : Η δομή κ α ι η πορεία υπολογισμών του προγράμματος ηλεκτρονικού υπολο
γιστή γ ι α τον επιμερισμό της σημειακής βροχόπτωσης. 
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3 . 2 . ΕΙΔΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ÎCATA ΤΗΝ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ 

3 . 2 . 1 . Ο χ ε ι ρ ι σ μ ό ς της π ι θ α ν ό τ η τ α ς μηδενισμού των τμηματ ικών 
μεταβλητών. Ο χ ε ι ρ ι σ μ ό ς της κατανομής Wei bui Τ. 

Το γενικό δυναμικό επιμεριστικό σχήμα, όπως έχει αναπτυχθεί στο κεφάλαιο 

1, ε ί ν α ι κατάλληλο για στοχαστικές μεταβλητές με συνεχή συνάρτηση κατανομής, 

τύπου γάμα. Το σχήμα αυτό επεκτάθηκε για να μπορεί να καλύπτει και μεταβλητός 

με ασυνεχείς συναρτήσεις κατανομής (βλ. υποπαράγραφο 1.5.8). Η επέκταση αυτή 

προβλέπει την παραγωγή της αναλογικής μεταβλητής Ρ σε δύο βήματα, όπου στο 

πρώτο βήμα καθορίζεται αν η τιμή της τμηματικής μεταβλητής θα συμπέσει με το 

σημείο ασυνέχειας ή όχι. 

Στην περίπτωση του επιμερισμού της σημειακής βροχόπτωσης, το πρόβλημα 

της ασυνέχειας στη συνάρτηση κατανομής, το συναντούμε μόνο κατά. τη φάση του 

εσωτερικού επιμερισμού, επειδή το ωριαίο ύψος βροχής μπορεί να πάρει και μηδε

νικές τιμές. Το θέμα της παρουσίας μηδενικών τιμών του ωριαίου ύψους βροχής 

έχε ι αναλυθεί στο κεφάλαιο 2 (υποπαράγραφοι 2.6.1, 2.6.5 κ α ι 2.9.9). Το συμπέ

ρασμα της ανάλυσης αυτής συνοψίζεται στα εξής: 

Α. Η έντονα ασύμμετρη συνάρτηση κατανομής του ωριαίου ύψους 

βροχής δ ι κ α ι ο λ ο γ ε ί την εμφάνιση πρακτικό, μηδενικών τιμών 

της μεταβλητής (δηλαδή τιμών που ε ί ν α ι κάτω από το ό ρ ι ο 

στρογγύλευσης προς το 0, ή τ ο ι το 0.05) με σημαντικό, μ ε 

γάλη π ιθανότητα F 0 . 2 

Β. Η παρατηρούμενη ε μ π ε ι ρ ι κ ή συχνότητα μηδενισμού του ω ρ ι 

α ί ο υ ύψους βροχής ρ 0 ε ί ν α ι πολύ κοντά στην παραπάνω θεω

ρ η τ ι κ ή πιθανότητα F 0 . 

Γ. Η διαφορά. Ap = F 0 - p 0 μπορεί να ε ί ν α ι ε ί τ ε θ ε τ ι κ ή , ε ί τ ε αρ-

ν η τ ι κ ή . 

Ό τ α ν η κατανομή του ωριαίου ύψους βροχής ε ίνα ι γάμα, κ α ι η διαφορά. Δρ 

ε ί ν α ι ασήμαντη, τότε το δυναμικό επιμεριστικό σχήμα μπορεί να χρησιμοποιηθεί 

χωρίς καμιά, προσθήκη. Είναι σαφές ότι σε αυτή την περίπτωση τα δείγματα των 

μεταβλητών Χ που θα παραχθούν, θα περιέχουν μηδενικές τιμές με την επιθυμητή 

συχνότητα ρ 0 (=F0). Ι ε κάθε άλλη περίπτωση, για να διατηρηθεί η συχνότητα 

μηδενισμού ρ 0 , το μοντέλο χρειάζεται κάποια ειδική τροποποίηση. Μάλιστα ο 

2. Εδ4 to F
0
 αυμβοϋζει την πιθανότητα F

x
(0.05):Pr(X<0,05). Η τιμή αυτή Είναι περίπου Un και με ιη» 

Fz(0.ö5) (PL υποπαράγραφο 2.9.9). 
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τύπος χης επέκτασης του μοντέλου που προτάθηκε στην υποπαράγραφο 1.5.8 δεν 

ε ίνα ι ο κατάλληλος για την περίπτωση που εξετάζουμε. Αυτό φαίνεται καλύτερα 

στην περίπτωση που η Δρ ε ίνα ι θετική, οπότε ο ρόλος της τροποποίησης/επέκτασης 

του μοντέλου ε ίνα ι να περιορίσει τις παραγόμενες από το γενικό σχήμα μηδενικές 

τιμές, κ α ι όχι βέβαια να προσθέσει κ α ι άλλες. 

Μια απλή απάντηση στο πρόβλημα αυτό μπορεί να δοθεί με τον ακόλουθο πρα

κτικό τρόπο, που ε ίνα ι εύκολος στην εφαρμογή αλλά χωρίς θεωρητική πληρότητα. Η 

μέθοδος χρησιμοποιεί την ακόλουθη βασική παράμετρο 

1/ΡΜ - 1 
q

0 = ( 3
. 2 . 1) 

1/Pm - 1 

όπου 

p
m
 = min(p

0
, F

0
) 

ρ
Μ
 = max(p

0>
 F

0
) 

και η ρ 0 ε ί να ι η επιθυμητή πιθανότητα μηδενισμού του ωριαίου ύψους βροχής, ίση 

με την εμπειρική τιμή της, ενώ η F0 αντιστοιχεί πάντα στην κατανομή γάμα (στο 

σημείο χ=0.05), κ α ι αυτό ανεξάρτητα από το ποια κατανομή έχει τελικά υιοθετη

θεί για το ωριαίο ύψος βροχής. Από τον ορισμό της q 0 προκύπτει ότι 0<q0<1. Η 

κωδικοποίηση της μεθόδου ε ίνα ι η εξής: 

1. Παράγεται η τ ι μ ή του Χ από τη δ ι α δ ι κ α σ ί α διχασμού του 

γ ε ν ι κ ο ύ μοντέλου επιμερισμού κ α ι σ τ ρ ο γ γ υ λ ε ύ ε τ α ι (με 1 

δεκαδικό ψ η φ ί ο ) . 

2. Στην περίπτωση που ι σ χ ύ ε ι Po<F0 κ α ι εφόσον προέκυψε Χ=0, 

[ή στην περίπτωση που PQ>FQ
 κ α ι εφόσον προέκυψε Χ > 0 ] , 

ε κ τ ε λ ο ύ ν τ α ι τ α ακόλουθα 

2α. Παράγεται ένας τ υ χ α ί ο ς αριθμός ρ, από την ομοιόμορφη 

κατανομή ( 0 , 1 ) 

2β. Αν p<q 0 , τ ό τ ε η τ ι μ ή του Χ υ ι ο θ ε τ ε ί τ α ι κ α ι η δ ι α δ ι 

κασία προχωρεί στα επόμενα βήματα ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ . 

2γ. Αλλιώς επαναλαμβάνεται ο αλγόριθμος από το βήμα 1. 

3. Σε α ν τ ί θ ε τ η περίπτωση υ ι ο θ ε τ ε ί τ α ι η τ ι μ ή του Χ κ α ι η 

δ ι α δ ι κ α σ ί α προχωρεί στο επόμενο βήμα ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ . 

Όπως αποδεικνύεται παρακάτω, ο αλγόριθμος αυτός επιτρέπει τη διατήρηση 

της πιθανότητας μηδενισμού της τμηματικής μεταβλητής Χ, στην επιθυμητή τιμή 

της (Ρο)> ο,λλά μόνο κάτω από τ ις προϋποθέσεις ότ ι (α) δεν υπάρχει συσχέτιση 
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μ ε τ α ξ ύ χων διαδοχικών τμηματ ικών μεταβλητών, κ α ι (β) δεν υπάρχει εξάρτηση της 

π ιθανότητας ρ 0 από την τ ιμή της αθροιστ ικής μεταβλητής. Επειδή στην πραγμα

τ ι κ ό τ η τ α δεν ι σ χ ύ ε ι κ α μ ι ά , από α υ τ έ ς τ ι ς δύο προϋποθέσεις, δεν θα πρέπει ν α 

περιμένουμε ό τ ι η παραπάνω μέθοδος δ ι α τ η ρ ε ί την πιθανότητα ρ 0 , παρά. μόνο ό τ ι 

β ε λ τ ι ώ ν ε ι την αρχ ική π ιθανότητα μηδενισμού F 0 , πλησιάζοντας την προς την ρ 0 , 

κ α ι προσαρμόζει κ α τ ά λ λ η λ α την συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς στην περιοχή των μικρών 

τιμών της μεταβλητής. 

Με την ί δ ι α μΕθοδο μπορούμε ν α χ ε ι ρ ι σ τ ο ύ μ ε κ α ι τ ι ς περιπτώσεις που η 

κ α τ α ν ο μ ή του ωριαίου ύψους βροχής ε ί ν α ι η Welbun, παρά. η γάμα. Όπως φ α ί ν ε τ α ι 

από το σχήμα 2.23, ο ι δύο κ α τ α ν ο μ έ ς δ ι α φ έ ρ ο υ ν ο υ σ ι α σ τ ι κ ά , μόνο στ ις μ ικρές 

τ ι μ έ ς της μεταβλητής (κάτω από 0.2 mm). Έ τ σ ι αν χρησιμοποιήσουμε την παραπάνω 

μΕθοδο με πανοποιότυπο τρόπο, υπολογίζοντας το F 0 κ α ι πάλι από την κ α τ α ν ο μ ή 

γ ά μ α , τ ό τ ε η αρχ ική κ α τ α ν ο μ ή γ ά μ α , που θ α βδινε το γεν ικό επιμεριστικό σχήμα, 

θα ανορθωθεί στ ις μ ικρές τ ι μ έ ς της μεταβλητής, πλησιάζοντας προς την κατανομή 

Weibull. Το μέτρο αυτής της ανόρθωσης δεν μπορεί πάντως να δοθεί ποσοτικά.. Η 

μέθοδος δεν ε ί ν α ι η κ α λ ύ τ ε ρ η δ υ ν α τ ή , αλλά. έδωσε α ν ε κ τ ά , α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α (βλ. 

υποπαράγραφο 3.3.5). Μια κ α λ ύ τ ε ρ η κ α ι γενικότερη αντιμετώπιση του θέματος θα 

μπορούσε ν α γ ί ν ε ι με επέμβαση στον πυρήνα του επιμεριστικού σχήματος, δηλαδή 

στο μοντέλο διχασμού. Η μέθοδος αυτή θα απαιτούσε μ ια κατάλληλη διαφοροποίηση 

της συνάρτησης κατανομής της αναλογικής μεταβλητής. 

Σ η μ ε ι ώ ν ε τ α ι ό τ ι η παραπάνω μέθοδος, ό τ α ν ε φ α ρ μ ό ζ ε τ α ι , επιφέρει μ ια (όχι 

σημαντική) τροποποίηση στις ροπές των τμηματικών μεταβλητών. Γ ι α την επαναφορά, 

των ροπών σ τ ι ς π ρ α γ μ α τ ι κ έ ς τους τ ι μ έ ς , πρέπει να γ ί ν ο ν τ α ι ο ι διορθώσεις της 

υποπαραγράφου 2.9.9 ( σ χ έ σ ε ι ς (2.9.35)-(2.9.37)). 

Απ65ειζπ της καταλΧ^λ6τπτας του αλγορi&tiQU 

Η απόδειξη γίνεται για την περίπτβση που ισχύουν οι δύο παραπανβ προϋποθέσεις, οπότε η ρ
0
 δεν εξαρ

τάται ούτε απο την τιμή της αθροιστικής μεταβλητής, ούτε απ6 προηγούμενες τμηματικές μεταβλητές, θα 
εξετάσουμε την περίπτωση p

0
<F

0
. Η απόδειξη της περίπτωσης pô>F0 είναι πανομοιότυπη. 

Έστβ ότι ο παραπανβ αλγόριθμος εφαρμόστηκε, βς προς το Ρήμα Ι, Ν συνολικό, fopéç, όπου ο αριθμός Ν 
είναι αρκετά μεγάλος. Το πλήθος τον τιμήν του Χ που ήδη από το πρβτο βήμα είναι μεγαλύτερες από μηδέν 
είναι 

Η, : N-(l-Fo) 

και το πλήθος τβν μηδενικών τιμόν ίου Χ στο πρώτο βήμα του αλγορίθμου είναι 

Ν(> - H-fj 

λπό τις Ν
0
 μηδενικές τιμές του Χ, τελικά υιοθετούνται στο δεύτερο βήμα οι Η

0
, όπου 

"ο - Η
0
·ς

δ
 : H-F

4
-q

4 

Κατά συνέπεια το σύνολο τβν τιμβν του Χ που τελικό, υιοθετούνται είναι 



2 5 4 

Ν) * Η
0
 : N-(1-F

0
'(1-q

0
)) 

και επομενβς η συχνότητα τον μηδενικβν τιμον οίο σύνολο τ&ν υιοθετούμενβν τιμδν είναι 

Η
0
 Fo'lo 

ΡΓ(Χ:0) ζ : (α) 
Η

t
 *Η

0
 t-F

0
tF

0
q

e 

Αλλα από την (3.2.1) προκύπτει 

1-Fo 
F o
.q

0
 . 

i/Po - < 

Αντικαθιστώντας την παραπάνβ σχην (α) κάνοντας τις πράξεις παίρνουμε 

ΡΓ(Χ--Ο) : ρ
0 

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι ο εξεταζόμενος αλγόριθμος φέρνει την συχνότητα μηδενισμού τβν τμηματικ*ν 
μεταβλητών στο επιθυμητό επίπεδο ρδ. 

3 . 2 . 2 . Π ε ρ ι ο ρ ι σ μ ό i nou α κ ο λ ο υ θ ο ύ ν οι τ μ η μ α χ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς και 
α ν τ ι μ ε τ ώ π ι σ η τ ο υ ς 

Σε κάθε φάση του επιμερισμού της σημειακής βροχόπτωσης, είτε αυτός άφορα 

το ύψος βροχής, ε ί χ ε κ ά π ο ι α χρονική μεταβλητή, μπαίνουν ορισμένοι φυσικοί 

περιορισμοί για τις τμηματικές μεταβλητές. Οι περιορισμοί αυτοί ενσωματώνονται 

σε ένα ειδικό τμήμα του μοντέλου επιμερισμού, το τμήμα που στο σχήμα 3.2 α ν α 

φέρεται ως " δ ι α δ ι κ α σ ί α ελέγχου και παγίωσης των τιμών των μεταβλητών". Με το 

διάγραμμα πορείας που ακολουθείται, πρώτα παράγονται από το μοντέλο οι τιμές 

των τμηματικών μεταβλητών χωρίς ν α παίρνονται υπόψη οι περιορισμοί, κ α ι στη 

συνέχεια ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι αν οι τ ιμές α υ τ έ ς ικανοποιούν τους περιορισμούς. Σε αντ ί

θετη περίπτωση τροποποιούνται κατάλληλα οι τιμές των μεταβλητών. Τελικά πάντα 

οι τιμές που βγαίνουν από το μοντέλο ικανοποιούν τους φυσικούς περιορισμούς. 

Παρακάτω δίνονται οι διάφοροι περιορισμοί που ισχύουν κ α τ ά περίπτωση. 

1. Επιμερισμός σε χρόνους διαδοχής 

Η ελάχιστη τ ι μ ή του χρόνου διαδοχής vj. ε ί ν α ι (c + 4) ώρες, 

όπου e ε ί ν α ι ο χρόνος διαχωρισμού. 

2. Ε π ι μ ε ρ ι σ μ ό ς σε δ ι ά ρ κ ε ι ε ς ε π ε ι σ ο δ ίων βροχής 

Η ε λ ά χ ι σ τ η δ ι ά ρ κ ε ι α ε ί ν α ι 1 ώ ρ α . 3 Η μ έ γ ι σ τ η δ ι ά ρ κ ε ι α 

ε ί ν α ι ( v - c ) ώ ρ ε ς , όπου ν ε ί ν α ι ο α ν τ ί σ τ ο ι χ ο ς χ ρ ό ν ο ς δ ι α -

3. 0 φυσικός περιορισμός είναι ότι η διάρκεια είναι μεγαλύτερη του μηδενός. Η ελάχιστη τιμή της 1 èpaç 
είναι λογιστικός περιορισμός που προκύπτει από το γεγονός ότι το μοντέλο δεν 'αναγνβρίζει* χρονικό, 
διαστήματα μικρότερα της έρας. 
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δοχής, και e ο χρόνος διαχωρισμού. Εάν η συνθήκη αυτή 

δεν τηρείται, τότε η διάρκεια του επεισοδίου υπολογίζε

ται εκ νέου, ως τυχαίος αριθμός από την τριγωνική κατα

νομή (0, v-c). Σε αυτό το σημείο παίρνεται υπόψη το 

τριγωνικό τμήμα της δεσμευμένης κατανομής της διάρκειας 

βροχής για δεδομένη ,τπ,μή του χρόνου διαδοχής, όπως περι-

γραφηκε στην παράγραφο 2.7. 

3. Επιμερισμός σε ύψη επεισοδ ίων βροχής 

Για κάθε διάρκεια βροχής υπάρχει ένα ελάχιστο ύψος βρο

χής, που καθορίζεται από το συνδυασμό των εξής τριών πε

ριορισμών: α) ότι το ελάχιστο ωριαίο ύψος βροχής είναι ή 

0.0 ή 0.1 mm, β) ότι το πρώτο και το τελευταίο ωριαίο 

ύψος βροχής είναι υποχρεωτικά, μη μηδενικό., dpa η ελάχι

στη τιμή τους είναι 0.1 mm, και γ) ότι δεν επιτρέπεται 

να βρίσκονται σε σειρά περισσότερες από e ώρες με 

μηδενικό ύψος βροχής. Αποδεικνύεται ότι το ελάχιστο ύψος 

του επεισοδίου βροχής που επιβάλλουν οι περιορισμοί 

αυτοί, δίνεται από τη σχέση 

h
m 1 n
 = 0.1 · [(d + 2c-2) div e] (3.2.2) 

όπου το σύμβολο d1v συμβολίζει ακέραιο πηλίκο της διαί

ρεσης, d είναι η διάρκεια του επεισοδίου σε ώρες και e 

ο χρόνος διαχωρισμού. Μια πιο χονδροειδής αλλά ασφα

λέστερη προσέγγιση του θέματος (η οποία χρησιμοποιείται 

τελικά στο μοντέλο) προκύπτει αν θεωρηθεί ότι η μέση 

ένταση του επεισοδίου βροχής στην πράξη δεν είναι ποτέ 

μικρότερη από 0.1 mm/h, οπότε το ελάχιστο ύψος του επει

σοδίου βροχής προκύπτει 

h
m 1 n
 = 0. 1 -d (3.2.3) 

4
• Enιμερισμός σε ωριαία ύψη βροχής 

Το ελάχιστο όριο του ωριαίου ύψους βροχής είναι ή 0,0 ή 

0.1 mm. Οι παράγοντες που καθορίζουν ποια είναι η ελά

χιστη τιμή σε μια συγκεκριμένη ώρα αναφέρθηκαν στο προ

ηγούμενο εδάφιο. 

Οι έλεγχοι αυτοί ας σημειωθεί ό τ ι πραγματοποιούνται στο τέλος κάθε κ λ ή 

σης της δ ι α δ ι κ α σ ί α ς διχασμού. Μάλιστα οι έλεγχοι αφορούν όχι μόνο την παραγό

μενη από το μοντέλο διχασμού τμηματική μεταβλητή (Χ), αλλά κ α ι το άθροισμα των 
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υπόλοιπων προς επιμερισμό μεταβλητών (Υ). Οι περιορισμοί γ ια τ ις μεταβλητές Υ 

προκύπτουν από τους αντίστοιχους περιορισμούς των Χ. 

3.2.3. Γεννήτριες τυχαίων αριθμών 

Η λε ιτουργία του μοντέλου επιμερισμού, όπως κ α ι κ ά θ ε μοντέλου σ τ ο χ α σ τ ι 

κής προσομοίωσης, β α σ ί ζ ε τ α ι στην παράγωγη τυχαίων αριθμών. Γ ια την παράγωγη 

τυχαίων αριθμών ( α κ ρ ι β έ σ τ ε ρ α ψευδοτυχαίων) από τον ηλεκτρον ικό υπολογιστή 

Êxouv α ν α π τ υ χ θ ε ί κ α ι ε ί ν α ι γνωστοί από τη β ιβλ ιογραφία διάφοροι αλγόριθμοι , 

ανάλογα με την συνάρτηση κατανομής των τυχαίων αριθμών. Το μοντέλο επιμερισμού 

χρησιμοποιεί τυχαίους αριθμούς από τ ι ς κ α τ α ν ο μ έ ς ομοιόμορφη, τριγωνική, ε κ θ ε 

τ ι κ ή , γ ά μ α , βήτα κ α ι Poisson, καθώς κ α ι από μ ε ρ ι κ έ ς μη τυποποιημένες κ α τ α ν ο 

μές. Οι σ χ ε τ ι κ ο ί αλγόριθμοι που χρησιμοποιήθηκαν γ ια τ ις τυποποιημένες κ α τ α ν ο 

μές φ α ί ν ο ν τ α ι στο παράρτημα Δ της ε ρ γ α σ ί α ς , κ α ι στο παράρτημα Α.3 δ ί ν ε τ α ι η 

κωδικοποιημένη μορφή τους σε γλώσσα Pascal. Στην υποπαράγραφο που ακολουθεί 

ε ξ ε τ ά ζ ε τ α ι μ ι α ε ι δ ι κ ή περίπτωση γεννήτρ ιας τυχαίων αριθμών, που αναπτύχθηκε 

γ ι α τ ι ς α ν ά γ κ ε ς του μοντέλου. 

3.2.4. Παραγωγή των μεταβλητών αφετηρ ίας y ta τη φάση εξωτερικού 
επιμερισμού. 

Οι μ ε τ α β λ η τ έ ς α φ ε τ η ρ ί α ς στη φάση του εξωτερικού επιμερισμού ε ί ν α ι το 

μ η ν ι α ί ο ύψος βροχής, η μ η ν ι α ί α δ ι ά ρ κ ε ι α κ α ι ο αριθμός των επεισοδίων βροχής 

κ α τ ά τη δ ι ά ρ κ ε ι α του μήνα. Όπως α ν α φ έ ρ θ η κ ε κ α ι στην υποπαράγραφο 3.1.2, η 

παραγωγή των τιμών αυτών των μεταβλητών δεν ε ί ν α ι θέμα του μοντέλου επιμερι

σμού, α λ λ ά οι σ χ ε τ ι κ έ ς δ ι α δ ι κ α σ ί ε ς ενσωματώθηκαν στο τ ε λ ι κ ό μοντέλο, γ ι α να 

μπορεί να λειτουργήσει κ α ι αυτόνομα από άλλα μοντέλα. 

Το θεωρητ ικό υπόβαθρο γ ι α την αντ ιμετώπιση του εν λόγω ζητήματος έ χ ε ι 

αναπτυχθεί στην παράγραφο 2.10. Οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομής των παρα

πάνω μεταβλητών α φ ε τ η ρ ί α ς ε ί ν α ι γνωστές, κ α ι όχι ι δ ι α ί τ ε ρ α περίπλοκες, κ α ι γ ι ' 

αυτό η παραγωγή τιμών της κ ά θ ε μ ι α ς από τ ις μεταβλητές δεν παρουσιάζει ι δ ι α ί 

τ ε ρ ε ς δυσκολίες. Το πρόβλημα α ν α κ ύ π τ ε ι επειδή οι τ ι μ έ ς των τριών μεταβλητών 

δεν μπορούν ν α παραχθούν χωριστά η μ ι α από την άλλη, γ ι α τ ί προφανώς ε ί ν α ι 

μεταξύ τους έντονα στοχαστικά εξαρτημένες. 

Γ ι α κ ά θ ε τ ρ ι ά δ α τιμών των μεταβητών η παραγωγή μπορεί να γ ί ν ε ι σε τ ρ ί α 

β ή μ α τ α , όπου σε κ ά θ ε βήμα π α ρ ά γ ε τ α ι η τ ιμή μ ι α ς μεταβλητής. Ας καθορίσουμε 

κ α τ ' αρχήν ό τ ι η σ ε ι ρ ά παραγωγής των τιμών θα είναι? 

μην ια ίο ύψος —> αριθμός επεισοδίων βροχής —> μην ια ία δ ι ά ρ κ ε ι α 

Με δεδομένη α υ τ ή τη σ ε ι ρ ά , η παραγωγή του μηνιαίου ύψους βροχής θα β α σ ι σ τ ε ί 
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στην περιθώρια συνάρτηση κατανομής του. Η παράγωγη του αριθμού των επεισοδίων 

βροχής θα βασιστεί στη δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής του, για δεδομένο ύψος 

βροχής. Τέλος η παραγωγή της μηνιαίας διάρκεια βροχής θα γίνει με βάση την 

δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής της, για δεδομένο ύψος βροχής και δεδομένο πλή

θος επεισοδίων. 

Το πρώτο βήμα στην παραπάνω διαδικασία είναι απλό: Το μηνιαίο ύψος βρο

χής παράγεται ως τυχαίος αριθμός από την κατανομή γάμα, με ροπές που δίνονται 

από τ ις σχέσεις (2.10.9) κ α ι (2.10.10). 

Για να καθοριστεί ο αλγόριθμος του δεύτερου βήματος, θα πρέπει να ορι

στεί η δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής του αριθμού επεισοδίων βροχής. Ουσια

στικά, απαιτείται να καθοριστούν οι πιθανότητες 

Pr(N = v|S = s, τ) 

όπου s η δεδομένη τιμή του μηνιαίου ύψους βροχής, και τ η χρονική διάρκεια του 

μήνα. Στο τέλος της υποπαραγράφου αποδεικνύεται ότι οι εν λόγω πιθανότητες δί

νονται από τη σχέση 

Ρ ( n ) - f (s) 
Pr(N=n|S = s ^ ) = ^ SJ3 γ ι α s>0, n>0 

m 
Σ Ρ ( J ) - f (s) 

j=1 N S n 

Pr (N=0| S = s , ^ = 0 γ ι α s>0 

Pr(Ν=0|5=0,τ) = 1 

όπου ΡΝ(Π) = ΡΓ(Ν=π|τ), (δ ίνεται από τη σχέση (2.10.2), και κατά. προσέγγιση 

από την (2.10.1)), m ε ίναι ο μέγιστος αριθμός επεισοδίων βροχής (m=eo αν χρησι

μοποιε ίτα ι η σχέση (2.10.1)), κ α ι η f s n ( s ) = -fs|NÎs»n) ε 1 ν α ι Π δεσμευμένη 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του μηνιαίου ύψους βροχής για δεδομένο αριθμό 

επεισοδίων, ή, ισοδύναμα, η περιθώρια συνάρτηση κατανομής της μεταβλητής Sn, 

που ορίζεται στην υποπαράγραφο 2.10.3. Η τελευταία θα είναι γάμα, με παραμέ

τρους π·μ και ρ, όπου μ και ρ οι παράμετροι της κατανομής γάμα του ύψους επει

σοδίου βροχής (βλ. υποπαράγρ. 2.10.3, σελ. 223). Δηλαδή είναι: 

ρ η μ . 3 η μ - 1 . e - p s 

f S n ( s ) = (3.2.5) 
Γ(ημ) 

Ο συνδυασμός των εξισώσεων (3.2.4), (3.2.5) και (2.10.2) περιγράφει την 

υπό μελέτη δεσμευμένη κατανομή του Ν κατά τρόπο αρκετά πολύπλοκο. Είναι 

δύσκολο να καθοριστεί η γεννήτρια του Ν με αναλυτικό τρόπο, από χο' συνδυασμό 

των παραπάνω σχέσεων. Γι' αυτό θα αναπτύξουμε μια προσεγγιστική γεννήτρια 

(άλλωστε στην πράξη οι περισσότερες γεννήτριες τυχαίων αριθμών είναι προσεγ-

(3.2.4) 



258 

γιστικές). Παρατηρούμε όχι η παράμετρος μ στην πραζη λύγο διαφέρει από το 1 

(αφού η κατανομή του ύψους επεισοδίου βροχής ε ίνα ι κοντά, στην εκθετική), κ α ι 

έτσι μπορεί να θεωρηθεί κατά. προσέγγιση ίση με 1. Τότε θα έχουμε 

p ( p s ) n _ 1 - e - P s 

fSn(s) = ( 3 . 2 . 6 ) 
(n-1) ! 

Παρατηρούμε όχι το δεύτερο μέλος χης (3.2.6) μπορεί να θεωρηθεί ως η συναρ-

χηση πιθανότητας μιας μεταβλητής Κ, με τιμή (η-1), η οποία έχει κατανομή Pois

son με παράμετρο (ps). Πράγματι για την εν λόγω κατανομή Poisson ισχύει 

( p s ) n - 1 . e - p s 
p K ( n - 1 ) = Pr(K=n-1) = 

(n-1) ! 

και κατά συνέπεια μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 

f
Sn
(s) = Ρ·ρχ(η-1) 

οπότε η πρώτη από τις σχέσεις (3.2.4) μπορεί να πάρει χη μορφή: 

PN(n)·Ρκ(
η
-

1
) 

Pr(N = n|S = s,x) = • (3.2.7) 

m 

ι PN(J) -PKU-U 

j = 1 

Η σχέση (3.2.7) μας επιτρέπει να καταστρώσουμε τον ακόλουθο αλγόριθμο 

για την τυχαία παραγωγή του η: 

1. Παράγεται ένας τ υ χ α ί ο ς αριθμός η^ από την κατανομή P o i s 

son με παράμετρο (ps) = s/μχ. Ο αριθμός αυτός α ν τ ι σ τ ο ι 

χ ε ί στην κατανομή χης μεχαβληχής Κ. 

2. Παράγεχαι ενχελώς ανεξάρχηχα ένας χυχαίος αριθμός η 2 από 

χην χροποποιημενη καχανομή Ρ ο ί ε ε ο η , δηλαδή την ( 2 . 1 0 . 1 ) . 

Ο αριθμός αυτός α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί στην κατανομή της μεχαβληχής 

Ν.4 

3. Ελέγχεχαι αν ι σ χ ύ ε ι η 1 + 1 = η 2 · 

4. · Επαναλαμβάνονχαι χα βήμαχα 1 έως 3, μέχρι να αποβεί θε-

χ ι κ ό ς ο έ λ ε γ χ ο ς τ ο υ β ή μ α τ ο ς 3 . Σ ε α υ τ ή τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η ο 

ζ η τ ο ύ μ ε ν ο ς α ρ ι θ μ ό ς n θ ε ω ρ ε ί τ α ι ί σ ο ς μ ε τ ο ν α ρ ι θ μ ό n g . 5 

4. Η καταστρβση της γεννήτριας για αυτή την κατανομή είναι αρκετά απλή και στηρίζεται στην προέλευση 
αυτής της κατανομής απ6 τη φραγμένη εκθετική. 0 αλγόριθμος (σε γλΦσσα Pascal) της γεννήτριας υπάρχει 
στο παράρτημα Α.4 (σελ. Α.4.8). 

5. Επειδή υπάρχει κίνδυνος να μη ικανοποιηθεί η συνθήκη τερματισμού του αλγορίθμου, ακόμα και μετά από 
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Η απόδειξη γ ι α το γεγονός όχι ο παραπάνω αλγόριθμος δίνε ι τυχαίους α ρ ι θ 

μούς που ακολουθούν την κ α τ α ν ο μ ή (3.2.7) δ ί ν ε τ α ι στο τέλος της υποπαραγράφου. 

Απομένει τώρα η μ ε λ έ τ η του τρίτου βήματος, προκειμένου να κ α θ ο ρ ι σ τ ε ί η 

μέθοδος γ ι α την παραγωγή της μηνιαίας δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής. Ουσιαστικό, πρέπει να 

καθοριστεί η δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής 
F U | S , N ( u . s » n ) = Pr(U<u|S=s,N=n) 

όπου u η σ υ ν ο λ ι κ ή δ ι ά ρ κ ε ι α βροχής, s η δ ε δ ο μ έ ν η τ ι μ ή του μ η ν ι α ί ο υ ύψους 

βροχής, κ α ι π ε ί ν α ι ο δ ε δ ο μ έ ν ο ς α ρ ι θ μ ό ς των επεισοδίων βροχής του μήνα. Η 

παραπάνω συνάρτηση κατανομής ε ί ν α ι ταυτόσημη με την 

F ( u , s , n ) = P r ( U <u|S =s) 
U n | S n n n 

H εν λόγω κ α τ α ν ο μ ή δεν ε ί ν α ι εύκολο να υπολογιστεί α ν α λ υ τ ι κ ά . Έ τ σ ι θα 

κάνουμε την υπόθεση ότ ι η συνάρτηση κατανομής γάμα ε ί ν α ι κατάλληλη για έκφραση 

της παραπάνω δεσμευμένης κατανομής. Η υπόθεση αυτή ε ί ν α ι εύλογη, δεδομένου ότ ι 

κ α ι οι περιθώριες κ α τ α ν ο μ έ ς των U n κ α ι S n ε ί ν α ι γ ά μ α . Γ ια τον πλήρη προσδιο

ρισμό της εν λόγω συνάρτησης κ α τ α ν ο μ ή ς α ρ κ ε ί ν α ε ί ν α ι γνωστές οι αντ ίστοιχες 

ροπές α ' κ α ι " β' τ α ζ η ς , δηλαδή ο ι 

E[U n |S n =s] = E[U|S=s,N=n] κ α ι V a r [ U n | S n = s ] = Var[U|S=s,N=n] 

Γ ι α τον προσδιορισμό των ροπών αυτών θα δεχτούμε ό τ ι η στοχαστική ε ξ ά ρ 

τηση μ ε τ α ξ ύ των U n κ α ι S n ε ί ν α ι γραμμική. Έ τ σ ι θα έχουμε 

σ 
U

n
S

n 

E[U
n
|S

n
 = s] = (s - μ ) + μ 

σ
 2 S

n
 U

n 

Sn 

σ 2 
2 u n s n 

V a r [ U n | S n = s ] = σ 
U n σ 2 

S n 

Παίρνοντας υπόψη τ ι ς σχέσεις υπολογισμού των ροπών των U n κ α ι S n συναρ

τ ή σ ε ι των αντ ίστοιχων ροπών των D κ α ι Η (βλ. αποδείξε ις υποπαραγράφων 2.10.3 

κ α ι 2.10,5), θα έχουμε τ ι ς εξής τ ε λ ι κ έ ς σχέσεις 

πολύ μεγάλο αριθμό δοκιμέν, γι' αυτό καθορίζεται ένας μέγιστος αριθμός επαναλήψεβν, και αν φθάσουμε 
τον αριθμό αυτό χ»ρίς επιτυχία, τότε θεβρείται ότι ο αριθμός n είναι το ημιάθροισμα του ζεύγους 
αριθμόν (n

f
M, ng), οι οποίοι παρουσίασαν την ελάχιστη. δια»ορά μεταξύ τους. Ο σχετικός αλγόριθμος (σε 

γλοσσα Pascal) υπάρχει στο παράρτημα Α.4 (σελ.Α.4.18). ' 
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E [ U n | S n = s ] = 
°HD 

(s - η μ Η ) + ν μ 0 ( 3 . S . 8 ) 

V a r [ U IS =s] 
η η 

_Η£_ 
D σ Η 2. 

( 3 . 2 . 9 ) 

Από τις ροπές αυτές υπολογίζονται οι παράμετροι της κατανομής γάμα, και 

στη συνέχεια παράγεται η συνολική διάρκεια βροχής από την αντίστοιχη γεννήτρια 

τυχαίων αριθμών. 

Απόδειξη της (3.2.<) 

Για λόγους απλοποίησης τον συμβολισμών θα παραλείπουμε δέσμευση που αναφέρεται στη χρονική διάρκεια 
του μήνα (τ), άλλα να εννοούμε πάντα ότι το συμβάν Ν:π αναφέρεται στο χρόνο τ. Δηλαδή θα συμβολίζουμε: 
Pr(N=n) : Pr(H=n|T) (και απλούστερα Ρ

Ν
(π)) και Pr(N-.n|S:s) : Pr(N=ntS=s,t). Από τη θεβρία πιθανοτήτβν 

έχουμε 

Pr(N:n|S:s) : Pr(H:n|s<S<stds) : Pr(N:n,s<S<stds)/Pr(s<S<stds) => 

Pr(N=n|S:s) : Pr(s<S<s*ds|N:n)-Pr(N:n)/Pr(s<8<stds) 

Αλλα ισχύει 

Pr(s<S<s+ds|H:n) = f
S
|n(s,n)-ds 

και 

Pr(s<S<s+ds) : f
s
(s)'ds 

όπου η 

(a) 

m 

m 

(5) 

είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της S
n
 ; Β^*Hg+...•()„, και η f

s
(s) είναι η συνάρτηση πυκνό

τητας πιθανότητας της S. Μάλιστα λόγ» της (2.10.6) θα είναι 

Γ ti 

fs(s) = I PNlnl-fsiNlM) : Σ PN(n)-fs
n
(

s
) 

n=1 n:1 

Λντικαθιστβντας τους διάφορους όρους της (α) από τις (β), (ν) και (δ) παίρνουμε 

*Sn<s)-dS'Pn(n) f
s
„(s)-p

N
(n) 

(ε) 

Pr(N=n|S:s) 
f

s
(s)-ds f

S
(

s
) 

Τέλος με αντικατάσταση στην παραπάνβ της f
s
(s) από την (ε), προκύπτει η πρβτη σχέση από τις (3.2.4). 

Οι άλλες δύο είναι προφανείς. 

Απόδειξη της καταλληλότητας του αλγορίθμου παραγ»γής του αριθμού επεισοδίων Βροχής Η 

θα αποδείξουμε ότι ο αλγόριθμος που περιγρά$ηκε παραπάνβ δίνει τυχαίους αριθμούς που ακολουθούν την 
κατανομή (3.2.7). 
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θα αποδείξουμε Ott ο αλγόριθμος που περιγράοηκε παραπάνβ δίνει τυχαίους αριθμούς που ακολουθούν την 
κατανομή (3.2.7). 
θεβρούμε ότι ο αλγόριθμος εφαρμόζεται επί Q συνεχείς φορές για την παραγβγή Q τιμβν του Η. Έστβ R ο 
συνολικός αριθμός τβν επανάληψιν που απαιτήθηκαν για την παραγβγή και τβν Q τυχαίβν αριθμόν Η. Ο 
αριθμός R είναι το πλήθος τβν τυχαίβν αριθμβν N

t
 και Η

2
. Εφόσον τα R και Q είναι αρκετά μεγάλα (θεβ-

ρητικά όταν τείνουν στο άπειρο) θα είναι: 

Q : R-Pr(H
i
*1:H

2
) 

και κατά συνέπεια 

« 

Q -- R· Σ Pr(H
t
--j-1, H

2
:j) 

J--1 

εν» λόγβ της ανεξαρτησίας στη διαδικασία παραγβγής τιμών τον Μ) και Ν
? 

• 

Q : R· Σ Pr(H,:j-i)-Pr(H
2
:j) (ζ) 

Έστβ τώρα ότι ¥(Β) είναι το πλήθος όσον από τους Q τυχαίους αριθμούς που παρήχθησαν είναι ίσοι με π. 
Προφανβς θα ισχύει ¥(1)t¥(2)t¥(3)+...**(») : Q. Εξ Αλλου λόγβ της μεθόδου που ακολουθήθηκε για την 
παραγβγή τβν αριθμβν, θα είναι 

¥{n) = R-Pr(H,:n-1)-Pr(N
2
:n) (η) 

Από τις σχέσεις (ζ) και (η) προκύπτει ότι η σχετική συχνότητα με την οποία εμφανίζονται ο Γ V(n) 
τυχαίοι αριθμοί που είναι ίσοι με η, στο σύνολο τβν Q τυχαίβν αριθμβν που παρήχθησαν, είναι 

*(π) R-Pr(H,:n-1)'Pr(N
2
:n) 

Ρ(Η:Π): : (β) 
Q n 

R· Σ Pr(N,:j-l)-Pr{N
2
:j) 

M 
Αλλα στην παραπάνβ σχέση το R απλοποιείται, ενβ λόγβ του τρόπου παραγβγής τβν n

t
 και η

2
 ισχύει: 

Pr(Hj--n-i) : Ρκ(η-Ι) και Pr(H
?
=n) : ρ

Μ
(π). 

Επομένβς οι τυχαίοι αριθμοί που παράγονται από τον αλγόριθμο έχουν κατανομή την (3.2.7). 
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3.3. ΕΛΕΓΧΟΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ 

3.3.1. Γενικά 

Η μέθοδος γ ι α τον έλεγχο ενός μοντέλου προσομοίωσης ε ί ν α ι απλή: Παράγε

τ α ι από το μ ο ν τ έ λ ο μ ι α σ ε ι ρ ά από σ υ ν θ ε τ ι κ έ ς χ ρ ο ν ο σ ε ι ρ έ ς , υ π ο λ ο γ ί ζ ο ν τ α ι ο ι 

δ ι ά φ ο ρ ε ς ουσιώδεις σ τ α τ ι σ τ ι κ έ ς π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι των συνθετικών χρονοσειρών, κ α ι 

ε λ έ γ χ ο ν τ α ι ως προς την συμφωνία τους με τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς θεωρητικές π α ρ α μ έ 

τρους. Γ ι α τον έλεγχο του μοντέλου επιμερισμού της σημειακής βροχόπτωσης πραγ

ματοποιήθηκαν τ έ σ σ ε ρ ι ς ξεχωριστές εφαρμογές του μοντέλου, με τ ις οποίες έγ ινε 

παραγωγή ισάριθμων συνθετικών χρονοσειρών. Οι θεωρητικές παράμετροι του μοντέ

λου σε α υ τ έ ς τ ι ς εφαρμογές θα μπορούσαν να πάρουν οποιεσδήποτε τ ι μ έ ς , α λ λ ά 

θεωρήθηκε σκόπιμο να τους δοθούν πραγματικές τ ιμές. Έ τ σ ι χρησιμοποιήθηκαν οι 

4 ομάδες παραμέτρων των σταθμών Χ ά λ α ρ α κ α ι Τρίβουνο, γ ια τους μήνες Απρίλιο 

κ α ι Μάιο, όπως υπολογίστηκαν στο κ ε φ ά λ α ι ο 2. Τα χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ά μεγέθη των 

συνθετικών χρονοσειρών φ α ί ν ο ν τ α ι στον πίνακα 3.1. 

Ο υπολογισμός των διάφορων σ τ α τ ι σ τ ι κ ώ ν παραμέτρων από τ ι ς συνθετ ικές 

χρονοσειρές έ γ ι ν ε με το πρόγραμμα AnalData (βλ. παράρτημα Α.5). Τα αποτελέ

σ μ α τ α όλων των σχετικών υπολογισμών του προγράμματος αυτού (που ε ί ν α ι α ρ κ ε τ ά 

μακροσκελείς) δ ίνονται σ τ α παραρτήματα Γ.5 έως Γ.8. 

Ετις αμέσως επόμενες υποπαραγράφους, καθώς κ α ι στους πίνακες κ α ι τ α σχή

μ α τ α που τ ι ς συνοδεύουν παρουσιάζονται τ α αποτελέσματα όλων των ελέγχων του 

μοντέλου επιμερισμού σημειακής βροχόπτωσης. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 . 1 
ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ ΤΩΝ ΣΥΝΘΕΤΙΚΩΝ ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΩΝ 
ΠΟΥ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΘΗΚΑΝ Γ Ι Α ΤΟΝ ΕΛΕΓΧΟ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ 

Χ α ρ α κ τ η ρ . μ έ γ ε θ ο ς 
ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ 
Α π ρ ί λ ι ο ς Μάιος 

ΣΤΑΘΜΟΣ : TPΙ ΒΟΥΝΟ 
Α π ρ ί λ ι ο ς Μ ά ι ο ς 

Α ρ ι θ μ ό ς ετών 

Α ρ ι θ μ ό ς 
ε π ε ι σ ο δ ί ω ν βροχής 

5 0 

3 7 1 

50 

4 1 9 

50 

5 0 9 

50 

4 2 1 

Αριθμός ωριαίων 
υψών βροχής 

α. συνολικός 
β. με διάρκεια > 1 h 

4079 

4033 

3594 

3528 

4876 

4792 
4001 

3941 
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3 . 3 . 2 . Σύγκριση μέσων τιμών και Tunικών αποκλ ίσεων 

Στους π ί ν α κ ε ς 3.2 κ α ι 3.3 παρουσιάζονται συγκριτικά οι μέσες τιμές και 

οι τυπικές αποκλίσεις του συνόλου των υδρολογικών μεταβλητών που χρησιμοποιεί 

το μοντέλο επιμερισμού σημειακής βροχόπτωσης, καΘώς και των βασικών μετασχημα

τισμών τους, οι οποίοι έχουν ε ισαχθεί στο κεφάλαιο 2. Για κ ά θ ε μεταβλητή και 

για κ ά θ ε εφαρμογή του μοντέλου δ ί ν ε τ α ι έ ν α ζεύγος τιμών. Η πρώτη είναι η θεω

ρητική τιμή που προκύπτει από τις παραμέτρους του μοντέλου βροχής, με τις σχέ

σε ις του κ ε φ α λ α ί ο υ 2, κ α ι η δεύτερη ε ί ν α ι η εμπειρ ική, η οποία υπολογίστηκε 

από το αντίστοιχο συνθετικό δείγμα. Ακόμα στον πίνακα δίνονται και οι αποκλί

σεις των δύο τιμών ως ποσοστό επί τοις ε κ α τ ό . Οι μεταβλητές που αναφέρονται 

στη μηνιαία βροχόπτωση, κανονικό, δεν αφορούν το μοντέλο επιμερισμού, αλλά. για 

λόγους πληρότητας έχουν περιληφθεί και αυτές στους πίνακες. 

Προκειμένου ν α πραγματοποιήσουμε έ ν α στατιστικό έλεγχο για την ισότητα 

των θεωρητικών κ α ι εμπειρικών μέσων τιμών θα θεωρήσουμε ότι για οποιαδήποτε 

μ ε τ α β λ η τ ή α ν α φ ο ρ ά ς Χ, με θεωρητική μέση τιμή μ κ α ι τυπική απόκλιση σ, η 

στατιστιστική συνάρτηση 

χ μ - μ 

σ / f n 

όπου Χμ η δ ε ι γ μ α τ ι κ ή μέση τιμή και η το μέγεθος του δείγματος, ακολουθεί την 

τυποποιημένη κανονική κατανομή. Κατά συνέπεια, με ένα έλεγχο σε επίπεδο σημαν

τ ι κ ό τ η τ α ς 5Χ, δ ε ν θ α απορρίψουμε την υπόθεση ότι η εμπειρική μέση τιμή ε ίναι 

ίση με την α ν τ ί σ τ ο ι χ η θεωρητική, α ν γ ια τη σχετ ική απόκλιση των δύο τιμών 

(ήτοι την (Χμ-μ)/μ) ισχύει η σχέση 

σ 1 Χμ - μ σ 1 
- 1.96 < < 1.96 

μ f r i μ μ f n 

Στον π ί ν α κ α 3.2 παρατηρούμε ότι για τις μεταβλητές που αναφέρονται στη 

χρονική βάση του επεισοδίου βροχής, οι οποίες έχουν συντελεστή διασποράς (σ/μ) 

π ε ρ ί π ο υ ίσο με 1, η μέγ ιστη σχετική απόκλιση μέσων τιμών ε ί ν α ι 7.1Χ (η τιμή 

αυτή α ν α φ έ ρ ε τ α ι στο χρόνο δ ι α κ ο π ή ς γ ια το Σταθμό Χάλαρα και για το μήνα 

Απρίλιο). Για την περίπτωση αυτή τα όρια της παραπάνω ανισότητας είναι 

σ 1 8 7 . 3 9 1 
ί 1.96 = 1.96 * * = 1 0 . 6 3 / 

μ f n 8 3 . 6 7 f 3 7 1 

και κ α τ ά συνέπεια η υπόθεση της ισότητας των δύο τιμών γίνεται αποδεκτή. Εννο

ε ί τ α ι ότι κατά. με ίζονα λόγο αυτό ισχύει και για όλες τις άλλες μεταβλητές της 

ίδ ιας ο μ ά δ α ς , που εμφανίζουν μικρότερες σχετικές αποκλίσεις. 
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Π Ι Ν Α Κ Α ! 3 . 2 
Σ Υ Γ Κ Ρ Ι Σ Η ΘΕΩΡΗΤΙΚΩΝ ΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ ΤΩΝ ΥΔΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

ΜΕ Τ Ι Σ ΕΜΠΕΙΡΙΚΕΣ ΜΕΣΕΣ Τ Ι Μ Ε Σ ΤΩΝ ΣΥΝΘΕΤΙΚΩΝ ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΩΝ 

Υ δ ρ ο λ ο γ ι κ ή μ ε τ α β λ η τ ή 
ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ ΣΤΑΘΜΟΣ : T P Ι ΒΟΥΝΟ 
Α π ρ ί λ ι ο ς Μ ά ι ο ς Α π ρ ί λ ι ο ς Μ ά ι ο ς 

Μ η ν ι α ί α Β ρ ο χ ό π τ ω σ η 
Α ρ ι θ . ε π ε ι σ ο δ ί ω ν 
Β ρ ο χ ή ς α ν α μ ή ν α μ ^ 

Μ η ν . ύ ψ ο ς β ρ ο χ ή ς HS 

Μ η ν . δ ι α ρ κ . β ρ ο χ ή ς μ υ 

7 . 5 3 
7 . 4 2 

- 1 . 5Χ 

5 2 . 9 2 
5 3 . 3 1 

0 . 7Χ 

81 . 7 1 
81 . 5 8 
- 0 . 27. 

8 . 2 3 
8 . 38 
1 . 8Χ 

6 7 . 5 7 
71 . 73 

6 . 2 * 

7 0 . 86 
71 . 8 8 

1 . 47. 

9, 
10, 

1 . 

67, 

66, 

-0, 

96, 

97, 

1 , 

72, 

70, 

-3, 

9, 

9, 

-2, 

63, 

60. 

-4, 

6, 

6, 

-3, 

0, 

0, 

1 . 

,87 
, 18 

, ΟΧ 

, 15 

, 74 

,6Χ 

,57 

,52 

, ΟΧ 

91 

,09 

,9Χ 

, 78 

, 57 

, 1Χ 

, 13 

,52 
, 17. 

, 80 

,55 

, 7 Χ 

, 562 

,569 

,2Χ 

8, 
8, 

- 1 . 

71 , 
7 0 , 
- 0 . 

51 
4 2 
1Χ 

32 
9 2 
6Χ 

81 . 0 3 
8 0 . 0 2 
- 1 . 2Χ 

Ε π ε ι σ ό δ ι ο β ρ ο χ ή ς 
Χ ρ ό ν ο ς δ ι α δ ο χ ή ς μν 

Δ ι ά ρ κ ε ι α β ρ ο χ ή ς μρ 

Χ ρ ό ν ο ς δ ι α κ ο π ή ς μβ 

Ύ ψ ο ς ε π ε ι σ . β ρ ο χ ή ς μμ 

Μ ε τ α σ χ η μ . ύ ψ ο ς 
ε π ε ι σ ο δ ί ο υ β ρ ο χ ή ς 
( δ ι ά ρ κ ε ι α > 1 h ) 

μφ 

9 5 . 5 1 
1 0 0 . 6 4 

5 . 4Χ 

1 0 . 84 
1 0 . 9 9 

1 . 4 Χ 

8 3 . 6 7 
8 9 . 6 5 

7 . 1 7 . 

7 . 0 2 
7 . 18 
2 . 3Χ 

0 . 5 7 5 
0 . 591 
2 . 8Χ 

9 0 . 39 
9 0 . 4 8 

0 . 1Χ 

8 . 6 1 
8 . 5 7 

- 0 . 57. 

81 . 7 8 
81 . 9 0 

0 . 1 7 . 

8 . 2 1 
8 . 5 6 
4 . 3Χ 

0 . 9 3 8 
0 . 9 8 0 
4 . 5 Χ 

8 7 . 4 1 
8 8 . 33 

1 . 1Χ 

9 . 5 2 
9 . 5 0 

- 0 . 2Χ 

7 7 . 8 9 
7 8 . 83 

1 . 27. 

8 . 38 
8 . 4 2 
0 . 5Χ 

0 . 6 6 3 
0 . 6 6 5 
0 . 3 7 

Ω ρ ι α ί α β ρ ο χ ό π τ ω σ η ( τ ι μ έ ς 
Ω ρ ι α ί ο ύ ψ ο ς β ρ ο χ ή ς μχ 

Μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ε ν ο 
ω ρ ι α ί ο ύ ψ ο ς β ρ ο χ ή ς μ γ 

Ο μ ο γ ε ν ο π ο ι η μ έ ν ο 
ω ρ ι α ί ο ύ ψ ο ς β ρ ο χ ή ς μ£ 

γ ι α τ α ε π ε ι σ ό δ ι α β ρ ο χ ή ς μ ε δ ι ά ρ κ ε ι α > 1 h ) 
0 . 6 3 5 0 . 9 4 2 0 . 6 5 8 0 . 8 6 4 
0 . 6 4 1 0 . 9 8 2 Ο . 6 5 7 0 . 8 5 3 
0 . 9 Χ 4 . 2 Χ - 0 . 2 Χ - 1 . 3 Χ 

5 7 5 
5 8 2 
2 Χ 

5 7 5 
5 8 2 
2Χ 

0 , 
0 , 
4 , 

9 3 8 
9 8 2 
7 7. 

9 3 8 
9 5 7 
ΟΧ 

0, 

0, 

0, 

0, 

0, 

1 , 

, 562 
, 559 

,57. 

,562 

,556 

, 1Χ 

0 , 
ο, 

- 1 , 

6 6 3 
6 5 6 
1Χ 

6 6 3 
6 5 6 
1Χ 

Σημείβση: Η πράτη σειοα avucxouei οχις βεβοηχικες τιμές xev ηαοαμέχρβν, η δεύχερη σχις εμπειρικές 
χιμές και π τρίΐη δίνει την ποσοστιαία απόκλιση τ»ν δύο τιμον. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3 
ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΘΕΩΡΗΤΙΚΩΝ ΤΥΠΙΚΩΝ ΑΠΟΚΛΙΣΕΩΝ ΤΩΝ ΥΔΡΟΛΟΓΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
ΜΕ ΤΙΣ ΕΜΠΕΙΡΙΚΕΣ ΤΥΠΙΚΕΣ ΑΠΟΚΛΙΣΕΙΣ ΤΩΝ ΣΥΝΘΕΤΙΚΩΝ ΧΡΟΝΟΣΕΙΡΩΝ 

Υδρολογική μεταβλητή 
ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ ΣΤΑΘΜΟΣ : ΤΡΙΒΟΥΝΟ 
Απρίλιος Μάιος Απρίλιος Μάιος 

Μηνιαία βροχόπτωση 
Αριθ. επεισοδίων 

βροχής ανα μήνα 

Μην. ύψος βροχής 

Μην. διαρκ. βροχής 

Επεισόδιο βροχής 

Χρόνος διαδοχής 

Διάρκεια βροχής 
• 

Χρόνος διακοπής 

Ύ ψ ο ς επεισ.βροχής 

Μετασχημ. ύψος 

επεισοδίου βροχής 

(διάρκεια > 1 h) 

Ωριαία βροχόπτωση 

σ
Ν 

°S 

°υ 

σ
ν 

σ
0 

σ
Β 

°Ή 

σφ 

2.54 

2.54 

ο.ο7 

29.57 

30. 70 

3.8Χ 

41 .03 

48. 21 

17.57 

88.51 

91 .57 

3.57. 

1 1 .07 

1 1 .98 

8.27 

87.39 

90. 56 

3.67 

8. 58 

8.79 

2.47 

0.326 

0.342 

4.97 

(τιμές για τα 

2.67 

2.55 

-4.57 

36.83 

33.54 

-8.97 

34. 1 1 
31 . 77 

-6.97 

84.39 

81 .59 

-3. 3/. 

8. 76 

8. 72 

-0.57. 

83.65 

81 .30 
-2.87 

10. 29 

9.90 

-3. 87. 

0.438 
0. 451 

3.0 7. 

επεισόδια 

2, 

3, 

6, 

30. 

30, 

-0, 

42, 

38, 

-8, 

66, 

69, 

4, 

10. 

9, 

-5, 

65, 
68, 

3. 

7, 

7, 

-7, 

0. 

0. 

0. 

βροχής 

,88 

,08 

,9 7. 

, 83 

, 78 

,27 

,28 

, 82 

,27. 

,91 

,56 

.07 

,03 

,50 

, 37 

, 70 

, 22 
97 

, 56 

,01 

, 37 

, 236 

, 238 

,87 

με δ 

2.68 

2.71 

1.17 

33.85 

32.24 

-4.87 

38. 15 

39.02 

2.3 7 

80.41 

79.58 

-1 .07 

9. 71 

8.92 

-8. 17 

79.46 

78.98 

-0.67 

8.67 

7.69 

-1 1 .37 

0. 254 

0. 238 

-6.37 

ιαρκεια >1h) 

Ωριαίο ύψος βροχής σ
χ
 0.975 1.612 1.083 1.332 

0.970 1.543 1.050 1.361 
-0.57 -4.37 -3.07 2.27 

Μετασχηματισμενο 
ωρια ίο ύψος βροχής σγ 

Ομογενοποιημένο 
ω ρ ι α ί ο ύψος βροχής ο-£ 

0, 

0. 

0, 

0, 

0, 

1 , 

, 881 

, 877 

,57 

, 872 

, 881 

,07 

1 
1 , 

-4, 

1 , 

1 

-4 

.612 
, 543 
,37 

.549 

.485 

. 17 

0. 908 

0. 884 

-2.67 

0.890 , 

0. 855 

-3.97 

0, 

1 , 

3, 

0, 

1 , 

3, 

,990 

,023 

,37 

,990 

,023 

, 37 

Σημείβση: Η πρώτη σειρά αντιστοιχεί στις θεβρητικές τιμές τβν παραμέτρβν, η δεύτερη' στις εμπειρικές 
τιμές και η τρίτη δ ίνε ι την ποσοστιαία απόκλιση τβν δύο τιμών. 
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Αντίστοιχα, για τις μεταβλητές που αναφέρονται στην ωριαία χρονική βάση, 

και που έχουν συντελεστή διασποράς περίπου ίσο με f 2, η μέγιστη απόκλιση μέσων 

τιμών φτάνει το 4.7'/. (η τιμή αυτή α ν α φ έ ρ ε τ α ι στο μετασχηματισμένο ωριαίο ύψος 

βροχής για το σταθμό Χάλαρα και για το μήνα Μάιο). Για την περίπτωση αυτή τα 

όρια της παραπάνω ανισότητας είναι 

σ 1 1.612 1 
ί 1.96 = 1.96 * * = 5.67Χ 

μ fn 0.938 f3528 

και κ α τ ά συνέπεια η υπόθεση της ισότητας των δύο τιμών γίνεται αποδεκτή. Και 

πάλι αυτό ισχύει κ α τ ά μείζονα λόγο και για όλες τις άλλες μεταβλητές της ίδιας 

ομάδας, που εμφανίζουν μικρότερες σχετικές αποκλίσεις. 

Αντίστοιχοι έλεγχοι για την ισότητα των τυπικών αποκλίσεων, με την κλα

σική στατιστική μεθοδολογία, δεν θα ε ίχαν πρακτική αξία: Στην περίπτωση μετα

βλητών με κατανομή γάμα, όπως οι μεταβλητές που εξετάζονται εδώ, τα όρια εμπι

στοσύνης της δειγματικής διασποράς είναι σαφώς διαφορετικό, από τα αντίστοιχα 

που δίνονται για την κανονική κ α τ α ν ο μ ή . 6 Όμως μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι 

οι ποσοστιαίες αποκλίσεις που εμφανίζουν οι εμπειρικές τυπικές αποκλίσεις από 

τις α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς θεωρητικές, ε ίναι της ίδ ιας τάξης μεγέθους με τις α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς 

αποκλίσεις των μέσων χιμών. Παίρνοντας υπόψη ότι το διάστημα εμπιστοσύνης της 

τυπικής απόκλισης ε ίναι ευρύτερο από το αντίστοιχο διάστημα της μέσης τιμής 

(βλ. υ π ο π α ρ ά γ ρ α φ ο 2.9.6 και σχήματα 2.18 και 2.19, όπου τ α δ ι α σ τ ή μ α τ α εμπι

στοσύνης υπολογίστηκαν με μεθόδους Monte-Carlo), μπορούμε να συμπεράνουμε ότι 

και η υπόθεση για την ισότητα των τυπικών αποκλίσεων δεν απορρίπτεται. 

Έ ν α άλλο αξιοπρόσεκτο συμπέρασμα, που προκύπτει από την εξέταση των 

π ι ν ά κ ω ν 3.2 κ α ι 3.3, ε ί ν α ι ότι οι ε μ φ α ν ι ζ ό μ ε ν ε ς α π ο κ λ ί σ ε ι ς θεωρητικών κ α ι 

εμπειρικών τιμών έχουν εναλλασσόμενα πρόσημα και μεγέθη. Αυτό είναι μια σαφής 

ένδειξη ότι οι α π ο κ λ ί σ ε ι ς α υ τ έ ς ε ί ν α ι τυχαίες, και ότι το μοντέλο δεν ε ισάγει 

συστηματικό σφάλμα ως προς τη διατήρηση των ροπών α' και β' τάξης. 

Εκτός από την π α ρ α π ά ν ω διερεύνηση, που αφορά τη διατήρηση περιθωρίων 

ροπών, παρέχουμε και μερικά στοιχε ία σχετικά με τη διατήρηση των δεσμευμένων 

ροπών του ύψους βροχής. Στα σ χ ή μ α τ α 3.6 και 3.7 δίνονται η δεσμευμένη μέση 

τ ιμή κ α ι η δ ε σ μ ε υ μ έ ν η τ υ π ι κ ή α π ό κ λ ι σ η , α ν τ ί σ τ ο ι χ α , του ύψους επε ισοδίου 

βροχής, συναρτήσει της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής. Στα σχήματα 3.9 και 3.10 δίνονται η 

δεσμευμένη μέση τιμή και ο δεσμευμένος συντελεστής διασποράς, αντίστοιχα, του 

ωριαίου ύψους βροχής συναρτήσει της διάρκειας βροχής. Σε όλα τα παραπάνω σχή

μ α τ α οι θεωρητικά προβλεπόμενες τ ιμές υπολογίστηκαν από τις αντίστοιχες σχέ-

S. Αντίθετα, τα αντίστοιχα όρια εμπιστοσύνης ιης δειγματικής μέσης τιμής, είναι καιά προσέγγιση ίσα με 
αυτά που δίνονται για την κανονική κατανομή, και επομέν&ς οι παραπανβ έλεγχοι έχουν νόημα. 
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σεις του κεφαλαίου 2, κα ι φαίνονται με συνεχείς γραμμές σχα σχήματα. Οι αντί

στοιχες εμπειρικές τιμές υπολογίστηκαν από υποσύνολα των συνθετικών δειγμάτων 

(δειγματικές κλάσεις) 7 με καθορισμένα όρια μεταβολής της διάρκειας (βλ. κα ι 

υποπαράγραφο 2.8.1). Τα σχήματα αυτά. δείχνουν ότι υπάρχει συμφωνία των εμπει

ρικών τιμών με τ ις θεωρητικές. Τέλος το ίδιο συμπέρασμα βγαίνει κ α ι από το 

σχήμα 3.11, που α ν α φ έ ρ ε τ α ι στην επίδραση της χρονικής θέσης στα στατιστικό, 

χαρακτηριστικά του ωριαίου ύψους βροχής. 

3.3.3. Σύγκριση συναρτήσεων κατανομής 

Η σύγκριση των εμπειρικών συναρτήσεων κατανομής των διάφορων υδρολογικών 

μεταβλητών που επεξεργάζεται το μοντέλο, με τις αντίστοιχες θεωρητικές, γίνε

τ α ι με τη βοήθεια μιας σειράς από σχήματα. Σε καθένα από αυτά. απεικονίζεται 

(α) η θεωρητική συνάρτηση κατανομής της μεταβλητής, όπως προέκυψε από την ανά

λυση του κεφαλαίου 2, (β) η εμπειρική συνάρτηση κατανομής, όπως προέκυψε από 

το αντίστοιχο συνθετικό δείγμα, κ α ι (γ) τα όρια του στατιστικού ελέγχου Κολμο-

γκόροφ-Σμίρνοφ, για την κατανομή που μελετάται. Το τελευταίο στοιχείο προσθέ

τ ε ι αντικειμενικότητα στις συγκρίσεις των κατανομών που γίνονται. Τα όρια αυτά. 

αντιστοιχούν συνήθως σε ένα. αυξημένο επίπεδο σημαντικότητας (10Χ). Αναλυτικά: 

1. Το σχήμα 3.3 αναφέρεται στην κατανομή του χρόνου δ ι α δ ο 

χής (V) . Τη μεταβλητή αυτή την ε π ε ξ ε ρ γ ά ζ ε τ α ι άμεσα το 

μοντέλο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ , κ α ι χωρίς κ α μ ι ά ο υ σ ι α σ τ ι κ ή δ ι α φ ο 

ροποίηση στη βασική δ ι α δ ι κ α σ ί α ε π ι μ ε ρ ι σ μ ο ύ . Όπως προ

κ ύ π τ ε ι από το σχήμα, υπάρχει συμφωνία της ε μ π ε ι ρ ι κ ή ς κα

τανομής με τη θεωρητική. 

2. Το σχήμα 3.4 αναφέρεται στην κατανομή της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βρο

χής (D). Και αυτή τη μεταβλητή την ε π ε ξ ε ρ γ ά ζ ε τ α ι άμεσα 

το μοντέλο, αλλά με μ ι α διαφοροποίηση, που έ χ ε ι συζητη

θ ε ί στην υποπαράγραφο 3 . 2 . 2 (αφορά την π ε ρ ι ο ρ ι σ τ ι κ ή 

σχέση μεταξύ δ ι ά ρ κ ε ι α ς κ α ι χρόνου δ ι α δ ο χ ή ς ) . Από το σχή

μα προκύπτει ό τ ι υπάρχει συμφωνία ε μ π ε ι ρ ι κ ή ς κ α ι θεωρη

τ ι κ ή ς κατανομής. 

3. Το σχήμα 3.5 αναφέρεται στην κατανομή του χρόνου δ ι α δ ο 

χής ( Β ) . Η κατανομή αυτή απέχει αρκετά από την κατανομή 

γάμα, όπως έ χ ε ι φανεί στην διερεύνηση της ι παραγράφου 

Τ. ΧρηοΗΐιοποιήβηκαν 6 δειγμαχικες κλάσεις, από η ς οποίες ι\ πρδτη περιλαμβάνει χα επεισόδια με 
διάρκεια 1 άρα. 
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2.7. Αυτή τη μεταβλητή δεν τη χειρίζεται άμεσα το μοντέ

λο. Οι τιμές της προκύπτουν έμμεσα, από τις τιμές των V 

και D. 'Ετσι η σύγκριση της θεωρητικής και εμπειρικής 

κατανομής της αποτελεί ένα έμμεσο έλεγχο του μοντέλου. 

Και ο έλεγχος αυτός αποβαίνει θετικός, όπως φαίνεται από 

το σ χ ή μα. 

4. Το σχήμα 3.8 αναφέρεται στην κατανομή του ύψους επεισο

δίου βροχής (Η). Το μοντέλο χειρίζεται άμεσα αυτή τη 

μεταβλητή, και καθορίζει την κατανομή της παίρνοντας 

υπόψη και τη διάρκεια του επεισοδίου βροχής. Γι' αυτό 

και το σχήμα αναφέρεται στη δεσμευμένη κατανομή της Η 

για δεδομένη διάρκεια. Οι εμπειρικές κατανομές του σχή

ματος αναφέρονται στις διάφορες δειγματικές κλάσεις και 

οι θεωρητικές (γάμα) αντιστοιχούν στην δεσμευμένη τιμή 

του ύψους βροχής για διάρκεια ίση με τη μέση διάρκεια 

της κλάσης. Το σχήμα δείχνει ότι υπάρχει συμφωνία θεω

ρητικών και εμπειρικών κατανομών.
8 

5. Το σχήμα 3.12 αναφέρεται στην κατανομή του ωριαίου ύψους 

βροχής. Το μοντέλο χειρίζεται άμεσα το ωριαίο ύψος βρο

χής (Χ), και καθορίζει την κατανομή του με βάση τη διάρ

κεια βροχής και τη σχετική χρονική θέση μέσα στο επεισό

διο. Αντί της μεταβλητής Χ εξετάζεται η μεταβλητή Ζ 

(ομογενοποιημένο ωριαίο ύψος βροχής) που η κατανομή της 

είναι ανεξάρτητη της διάρκειας και της χρονικής θέσης. 

Κανονικά, το μοντέλο χειρίζεται τις μεταβλητές σαν να 

ακολουθούν κατανομή γάμα. Ό μ ω ς κατά το χειρισμό του 

ωριαίου ύψους εφαρμόζεται κάποια διαφοροποίηση ως προς 

την τυπική διαδικασία, με σκοπό τη διατήρηση της πιθα

νότητας μηδενισμού, η οποία μπορεί να προκαλέσει και μια 

μετάθεση της κατανομής προς την κατανομή Wei bull (βλ. 

υποπαράγραφο 3.2.1). Για το λόγο .αυτό στις εν λόγω 

συγκρίσεις κατανομών, ως θεωρητική κατανομή δεν λογίζε

ται πάντα η κατανομή γάμα, άλλα όποια από τις δύο κατα

νομές (γάμα ή Wei bull) προσαρμόζεται καλύτερα προς την 

πιθανότητα μηδενισμού, που εν τέλει είναι αυτή η κατα

νομή που είχε επιλεγεί ως πλέον κατάλληλη κατά τους σχε-

8. E5é δεν είναι δυνατό να γίνει αντικειμενικός έλεγχος της προσαρμογής ιβν κατανομών, γιατί οι 
εμπειρικές συναρτήσεις δεν αναφέρονται σε σταθερή διάρκεια βροχής. 
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τ ι κ ο ύ ς ε λ έ γ χ ο υ ς του κ ε φ α λ α ί ο υ 2. Σε α υ τ ή την συνάρτηση 

κ α τ α ν ο μ ή ς α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι κ α ι τ α ό ρ ι α του ε λ έ γ χ ο υ Κολμογκό-

ρ ο φ - Σ μ ί ρ ν ο φ του σ χ ή μ α τ ο ς (εδώ γ ι α ε π ί π ε δ ο 5Χ) . 

Το σχήμα δ ε ί χ ν ε ι ό τ ι γ ε ν ι κ ά , η προσαρμογή των ε μ π ε ι ρ ι κ ώ ν 

συναρτήσεων π ρ ο ς τ ι ς θ ε ω ρ η τ ι κ έ ς ε ί ν α ι ι κ α ν ο π ο ι η τ ι κ ή . Ο 

έ λ ε γ χ ο ς Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ ε ί ν α ι πάντως σε μ ι α π ε ρ ί 

πτωση (Χάλαρα-Μάιος) α ρ ν η τ ι κ ό ς , παρόλο που ο π τ ι κ ά δ ε ν 

φ α ί ν ε τ α ι να υ π ά ρ χ ε ι σ η μ α ν τ ι κ ή α π ό κ λ ι σ η . Αυτό θα π ρ έ π ε ι 

να α π ο δ ο θ ε ί (και έ τ σ ι ν α δ ι κ α ι ο λ ο γ η θ ε ί η α σ τ ο χ ί α του 

μ ο ν τ έ λ ο υ ) στην α β ε β α ι ό τ η τ α ως π ρ ο ς το π ο ι α ε ί ν α ι η θ ε ω 

ρ η τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή : Αν λ ο γ ί ζ ο ν τ α ν η κατανομή γάμα ως Θεω

ρ η τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή , τ ό τ ε στο σ η μ ε ί ο που ε μ φ α ν ί ζ ε τ α ι η α 

σ υ ν έ π ε ι α ο έ λ ε γ χ ο ς κ α τ α λ λ η λ ό τ η τ α ς θα ήταν θ ε τ ι κ ό ς . 

Σ υ μ π ε ρ α σ μ α τ ι κ ά μπορούμε να πούμε ό τ ι σε κάθε π ε ρ ί π τ ω σ η 

(ακόμα και σ τ η ν π ε ρ ί π τ ω σ η του α ρ ν η τ ι κ ο ύ ε λ έ γ χ ο υ ) π α ρ α 

τ η ρ ε ί τ α ι μ ι α καλή π ρ ο σ έ γ ι σ η τ η ς ε μ π ε ι ρ ι κ ή ς προς τη θ ε ω 

ρ η τ ι κ ή κ α τ α ν ο μ ή , και ό τ ι ο ι π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε ν ε ς α π ο κ λ ί σ ε ι ς 

ε ί ν α ι μ ι κ ρ ό τ ε ρ ε ς από τ η ν α β ε β α ι ό τ η τ α που υ π ά ρ χ ε ι στον 

κ α θ ο ρ ι σ μ ό τ η ς θ ε ω ρ η τ ι κ ή ς κ α τ α ν ο μ ή ς . 

3 . 3 . 4 . Σύγκριση συντελεστών αυτοσιισχέτίσης 

Σύγκριση των θεωρητικών και εμπειρικών συντελεστών αυτοσυσχέτισης του 

ωριαίου ύψους βροχής γ ί ν ε τ α ι στα σχήματα 3.13 και 3.14. Ειδικότερα το σχήμα 

3.13 αφορά τους συντελεστές αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης, των οποίων οι εμπειρικές 

τιμές προσδιορίστηκαν από τις δε ιγματικές κλάσεις που περιγράφηκαν και προη

γούμενα, στην υποπαράγραφο 3.3.2. Στο σχήμα 3.14 δίνονται και οι συντελεστές 

α υ τ ο σ υ σ χ έ τ ι σ η ς μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς τάξης (μέχρι 10). Εδώ οι ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τ ιμές των 

συντελεστών υπολογίστηκαν από δύο δειγματικές κλάσεις, ώστε να υπάρχει μεγα

λύτερη α κ ρ ί β ε ι α στον υπολογισμό των συντελεστών ανώτερης τάξης. Και τα δύο 

σχήματα δείχνουν καλή προσαρμογή θεωρητικών και εμπειρικών τιμών, πράγμα που 

σημαίνει ότι το μοντέλο επιμερισμού αναπαριστάνει ικανοποιητικά τους συντελε

στές αυτοσυσχέτισης. Ας σημειωθεί ότι στην πράξη είναι αδύνατο να πραγματο

ποιηθεί αντ ικε ιμεν ικός στατιστικός έλεγχος της ισότητας θεωρητικών και εμπει

ρικών συντελεστών, επειδή υπάρχουν δύο βασικά εμπόδια: η μη κανονική κατανομή 

του ωριαίου ύψους βροχής, και η μεταβολή των συντελεστών αυτοσυσχέτισης με τη 

δ ιάρκεια βροχής. Γι' αυτό και αρκούμαστε στα υποκειμενικά συμπεράσματα που 

βγαίνουν από τα παραπάνω σχήματα. 
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3.3.5. Σύγκριση πιθανοτήτων μηδενισμού των τμηματικών 
μεταβλητών 

Οι π ι θ α ν ό τ η τ ε ς μηδεν ισμού του ωριαίου ύψους βροχής α π ε ι κ ο ν ί ζ ο ν τ α ι κ α ι 

στο σχήμα 3.12, αλλά. κ α λ ύ τ ε ρ α περιγράφονται από τον π ί ν α κ α 3.4. Οι τ ιμές στην 

πρώτη σ ε ι ρ ά του π ί ν α κ α (F0) α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι στην πιθανότητα που προκύπτει από την 

συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς γάμα ( ε ί ν α ι η τ ιμή της συνάρτησης στο σημείο χ=0.05 mm).9 

Οι α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς τ ι μ έ ς στη δ ε ύ τ ε ρ η σειρά, του π ί ν α κ α ( ρ 0 ) ε ί ν α ι ο ι επ ιθυμητές 

π ιθανότητες μηδενισμού κ α ι αποτελούν παραμέτρους-εισόδους του μοντέλου (βλ. 

παράγραφο 2.11). Οι τ ε λ ε υ τ α ί ε ς θεωρήθηκαν ίσες με τ ις τ ιμές που υπολογίστηκαν 

γ ι α κ ά θ ε περίπτωση από τ α ιστορικά δ ε ί γ μ α τ α (βλ. πίνακα 2.4). Κανονικά τ α απο

τ ε λ έ σ μ α τ α του μοντέλου επιμερισμού θα έπρεπε να προσεγγίζουν τις τ ιμές F0, αν 

δεν υπήρχε η δ ι α δ ι κ α σ ί α διαφοροποίησης που περιγράφηκε στην υποπαράγραφο 

3.2.1. Με την λε ιτουργία αυτής της δ ι α δ ι κ α σ ί α ς περιμένουμε ό τ ι τ α αποτελέσματα 

θ α προσεγγίζουν τ ι ς τ ι μ έ ς ρ 0 . Όπως δ ε ί χ ν ε ι ο π ί ν α κ α ς πράγματ ι ο ι ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς 

π ιθανότητες μηδενισμού προσεγγίζουν περισσότερο τ ι ς τ ι μ έ ς PQ. Ο σ τ α τ ι σ τ ι κ ό ς 

έλεγχος όμως έ δ ε ι ξ ε ό τ ι μόνο σε δύο από τ ις τέσσερις περιπτώσεις (Χάλαρα-Μάιος 

κ α ι Τρίβουνο-Απρίλιος) ε ί ν α ι α π ο δ ε κ τ ή η υπόθεση της ι σ ό τ η τ α ς της εμπειρικής 

κ α ι θεωρητικής συχνότητας. Η αποτυχία αυτή πρέπει να ο φ ε ί λ ε τ α ι στις υποθέσεις 

β ά σ ε ι των οποίων αναπτύχθηκε ο σ χ ε τ ι κ ό ς αλγόριθμος (βλ. υποπαράγραφο 3.2.1). 

Έ τ σ ι η δ ι α τ ή ρ η σ η της π ι θ α ν ό τ η τ α ς μηδενισμού γ ι α την ε ξ ε τ α ζ ό μ ε ν η περίπτωση 

ε ί ν α ι μόνο προσεγγιστική. Η σ χ ε τ ι κ ή δ ι α δ ι κ α σ ί α που ενσωματώθηκε στο μοντέλο 

γ ι α ν α ε κ τ ε λ ε ί τη λ ε ι τ ο υ ρ γ ί α α υ τ ή ς της δ ιατήρησης ε ί ν α ι α π ο τ ε λ ε σ μ α τ ι κ ή σε 

α ν ε κ τ ό βαθμό, α λ λ ά όχι απόλυτα. 

3 . 3 . 6 . ' Ελεγχος των μη ε π ι μ ε ρ ι σ τ ικών δ ι α δ ι κ α σ ι ώ ν τ ο ι ι μοντέλου 

Με τ ι ς π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς των προηγούμενων υποπαραγράφων έ χ ε ι τ ε λ ε ι ώ σ ε ι ο 

έλεγχος του μοντέλου επιμερισμού. Γ ι α λόγους πληρότητας ο έλεγχος επεκτάθηκε 

κ α ι σ τ ι ς μη ε π ι μ ε ρ ι σ τ ι κ έ ς δ ι α δ ι κ α σ ί ε ς του μοντέλου, β ά σ ε ι των οποίων παρά

γ ο ν τ α ι ot μ η ν ι α ί ε ς τ ι μ έ ς των μεταβλητών. Αναλυτικά ο ι δ ιαδ ικασίες αυτές έχουν 

περιγραφεί στην υποπαράγραφο 3.2.4. Ο έλεγχος των διαδικασιών αυτών μπορεί να 

β α σ ι σ τ ε ί στη σύγκριση των θεωρητικών κ α ι εμπειρικών κατανομών του μην ια ίου 

ύψους κ α ι της μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής. Τ έ τ ο ι ε ς σ υ γ κ ρ ί σ ε ι ς γ ί ν ο ν τ α ι σ τ α 

σχήματα 3.15 κ α ι 3.16. Σε α υ τ ά φ α ί ν ε τ α ι σαφώς η συμφωνία θεωρητικών κ α ι εμπει

ρικών κατανομών. Η σύγκριση των ροπών α ' κ α ι β' τάξης των δύο παραπάνω μ ε τ α -

9. Οι τιμές αυτές γενικά διαφέρουν από χ ι ς αντίστοιχε? βεβρητικές συχνότητες του πίνακα 2.4, σελ. 219, 
γιατί ορισμένες απ6 τις τελευταίες προκύπτουν από την κατανομή Wei bui 1. 
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βλητών, καθώς κ α ι του αριθμού επεισοδίων α ν ά μήνα γ ί ν ε τ α ι στους πίνακες 3.2 

κ α ι 3.3. Και εδώ ο σ χ ε τ ι κ ό ς έλεγχος ε ί ν α ι θ ε τ ι κ ό ς . 

ΠΙΝΑΚΑ! 3.4 

ΕΜΠΕΙΡΙΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ ΜΗΔΕΝΙΣΜΟΥ ΤΟΥ ΩΡΙΑΙΟΥ ΥΨΟΥΣ ΒΡΟΧΗΣ 
(ΤΙΜΕΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΕΝΕΣ ΑΠΟ ΣΥΝΘΕΤΙΚΑ ΔΕΙΓΜΑΤΑ) 

ΣΕ ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕ ΤΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΕΣ ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ 
(Διάρκεια βροχής > 1 h) 

ΣΤΑΘΜΟΣ : ΧΑΛΑΡΑ ΣΤΑΘΜΟΣ : ΤΡΙΒΟΥΝΟ 
Απρίλιος Μάιος Απρίλιος Μάιος 

Πιθανότητα που προβλέ
πεται από τη συνάρτηση 
κατανομής γάμα F

0
 0.267 0.264 0.294 0.241 

Επιθυμητή συχνότητα 
όπως καθορίστηκε στο 
μοντέλο επιμερισμού ρ

0
 0.177 0.140 0.213 0.289 

Τελική εμπειρική 
συχνότητα συνθετικού 
δείγματος 0.201 0.145 0.218 0.255 
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Σ χ ή μ α 3.3 : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του χρόνου διάδοχης, V. 
Τ α σ η μ ε ί α ( κ α ι οι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς γ ρ α μ μ έ ς που τ α ενώνουν) αντ ιστοιχούν στ ις 
εμπειρικές συναρτήσεις κατανομής των συνθετικών δειγμάτων. 
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Σ χ ή μ α 3.3 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του χρόνου διαδοχής, V. 
Τ α σ η μ ε ί α ( κ α ι ο ι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς γ ρ α μ μ έ ς που τ α ενώνουν) α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς 
εμπε ιρ ικές συναρτήσεις κατανομής των συνθετικών δειγμάτων. 



274 

60 

^ 4 0 
•ς 

>-. 
Ό 

v. •C 20 
Χ 
Ο 
α CQ. 

2 ίο 
to 
* 8 

Q. 
S 6 
^ 1 ^4 

4 

2 

1 

0.8 

0.6 

-

_—. 

— 

~ 

— 
—= — 

A. ΕΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

Γ ι ΐ \ ι Α <-> ·*• r\ JT r i ι / Λ Τ Λ \ ) Λ Ι Ι Α Λ / Ο Τ Α Λ\ _^__ 
2_υνα.ρχποπ κ α. τ.α. νομ.ης (.e. / ΛΗ) 
' ίΛ Λ | rt 4 Λ V Λ Τ Π Τ Ι Γ Τ Τ Ι 1 / Λ Ι 1 C * \ ^ l / V ^ ! l ι, ι 

ν^Η**^· TV/· *J t u , n u t u r \ u u t A b y A U U —— 
Κολμογκόροψ-Σμίρνοφ 

y 
y Ä 

y /*' 
y / <' 

* • - ' " / ' 

— — · — ~" y / 
" l , , . ΐ / ΐ Λ Ι , Ι 

Ι Ι 1 1 1 / Ι / ι Ι ι 

Tv 
> *χ 

/ y / / / χ 

/ Α *' ' Λ y /Α' 
/// 

y y*' 

' /' ' 

/y/' 

X y v y 

Ύ 
/ 

! 1 1 1 1 I I 1 
ι Ι ι Ι ι Ι ι Ι ι Ι ι 1 I 1 

as 10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 99,5 

Συνάρτηση κατανομής FpCd) [X] 

as 

OU 

•ς 

>— 
T3 
0< 
•Ç· 20 

ο 
a Φ. 

2 io 
SC 8 

S 6 
«3 

4 

2 

1 

0.8 

0.6 

— 

- — ' •• - • ι - " 

Β. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΕ ΜΑΙΟΣ ' 

/ / 
I jf 

*' / 

/ S s 
S / S 

Γ ι ι ι ι Λ r t * m s* r·* 1 / Λ Τ Λ 1 > Λ Ι Ι Ι Λ Λ f u / 4 Λ l __»_______ f Λ ' Χ 
LUVCLpTn^n ΚΟ-Χα,νΟμΠζ {Coin**} \ s srs 

V// Κολμογκοροψ-ΐμΐρνοφ " " X X / X r · ^ 

X # 
/ />? 

y ' / " 
y y /f 

y ' / / / 

y ' / / ' 

s / / / 

/ V 
- · " / / 

- - / ' 
ι _»-" 1 / 1 / I I I I I I I I I 1 
1 — - - Ί ι ι 1 / ! /ι Ι ι Ι ι Ι ι ! ι ! ι Ι ι Ι ι 1 1 1 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 99.5 
Συνάρτηση κατανομής Fß(d) [X} 

Εχιίμα 3.4 : Συνάρτηση κατανομής της δ ιαρκείας Ρροχης, ρ. 
Τ α σ η μ ε ί α ( κ α ι οι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς γ ρ α μ μ έ ς που τ α ενώνουν) αντ ιστοιχούν στ ις 
εμπειρικές συναρτήσεις κατανομής των συνθετικών δειγμάτων. 
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Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς (2.7.14) 

Ό ρ ι α 10Χ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
Κολμογκοροψ-Σμίρνοφ 
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Συνάρτηση κατανομής FD(d) [Χ] 
Σ χ ή μ α 3.4 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κατανομής της δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, D. 
Τ α σ η μ ε ί α ( κ α ι ο ι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς γ ρ α μ μ έ ς που τ α ενώνουν) α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς 
ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς συναρτήσεις κατανομής των συνθετικών δειγμάτων. 
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Συνάρτηση κατανομής (2.7.16) 
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Συνάρτηση κατανομής FB(b) [ΖJ 
ΕχιΊμα 3.5 : Συνάρτηση κατανομής του χρόνου διακοπής. Β. 
Τα σημεία (και οι διακεκομμένες γραμμές που τα ενώνουν) αντιστοιχούν στις 
εμπειρικές συναρτήσεις κατανομής των συνθετικών δειγμάτων. 
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Δ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ (C=7h) 

Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς (2.7.16) 

Ό ρ ι α 10Ζ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ έλεγχου 
Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ 
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Συνάρτηση κατανομής FB(b) [Ζ] 
Σ χ ή μ α 3.5 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του χρόνου διακοπής, Β. 
Τ α σ η μ ε ί α ( κ α ι ο ι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς γ ρ α μ μ έ ς που τ α ενώνουν) α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς 
ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς των συνθετικών δειγμάτων. 
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Σχήμα 3.6 : Μεταβολή της μέσης τιμής του ύψους επεισοδίου Βροχής συναρτήσει 
της διάρκειας βροχής. 
Τα σημεία αντιστοιχούν στις εμπειρικές τιμές των δειγματικών κλάσεων κ α ι οι 
συνεχείς γραμμές στην εξίσωση (2.8.1). 
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Σχήμα 3.7 : Μεταβολή της τυπικής απόκλισης του ύψους επεισοδίου Βροχής συναρ
τήσει της δ ι ά ρ κ ε ι α ς Βροχής. 
Οι σ υ ν ε χ ε ί ς γ ρ α μ μ έ ς α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν στην εξίσωση (2.8.2) κ α ι τ α σημεία σ τ ι ς 
εμπε ιρ ικές τιμές των δειγματικών κλάσεων (για επεξήγηση των δύο ομάδων σημείων 
β λ έ π ε σ ε λ . 181). 
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Δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής FHiQ(h,d) [ΧJ 
Σχήμα 3.8 : Δεσμευμένη κατανομή του ύψους Βροχής για δεδομένη διάρκεια. 
Οι συνεχείς γραμμές αντιστοιχούν στην κατανομή γάμα κ α ι οι διακεκομμένες στις 
εμπειρικές κατανομές των συνθετικών δειγματικών κλάσεων. 
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Σ χ ή μ α 3.8 (συν6χενα): Δεσμευμένη κ α τ α ν ο μ ή του ύψους βροχής γ ι α δ ε δ ο μ έ ν η 
δ ι ά ρ κ ε ι α . 
Οι σ υ ν ε χ ε ί ς γ ρ α μ μ έ ς αντ ιστοιχούν στην κατανομή γ ά μ α κ α ι οι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς σ τ ι ς 
ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς κ α τ α ν ο μ έ ς των συνθετικών δειγματικφν κλάσεων. 
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Σχήμα. 3.9 ; Δεσμευμένη μέση τ ι μ ή του ωριαίου ϋψους βροχής γ ι α δεδομένη δ ι ά ρ 
κ ε ι α Βροχής. 
Οι συνεχείς γραμμές αντιστοιχούν στις θεωρητικά, προβλεπόμενες μέσες τ ιμές, κ α ι 
τ α σ η μ ε ί α σ τ ι ς εμπειρικές μέσες τ ιμές των συνθετικών δειγματικών κλάσεων. 
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Σχήμα 3.1ο : Δεσμευμένος συντελεστής διασποράς ωριαίου ύψους βροχής γ ια δεδο
μένη δ ι ά ρ κ ε ι α Βροχής. 
Οι σ υ ν ε χ ε ί ς γ ρ α μ μ έ ς α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς θ ε ω ρ η τ ι κ ά προβλεπόμενες τ ι μ έ ς τ ο υ 
σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή διασποράς, κ α ι τ α σημε ία σ τ ι ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τ ι μ έ ς του, υπολογισμένες 
από τ ι ς σ υ ν θ ε τ ι κ έ ς δ ε ι γ μ α τ ι κ έ ς κλάσεις. 
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Σχήμα 3.11 î Μέση τ ι μ ή και τυπική απόκλιση xou μεχασχημαχισμένου ύψους Βροχής 
(Υ) συναρτήσει του αδιαστατοποιημένου χρόνου ( θ ) . 

Οι συνεχείς γραμμές αντιστοιχούν σ τ ι ς θεωρητικά, προβλεπόμενες μέσες τ ι μ έ ς κ α ι 
τυπικές αποκλίσεις (ο ι δύο καμπύλες συμπίπτουν στο αδιαστατοποιημένο διάγραμ
μα) , κ α ι ο ι διακεκομμένες σ τ ι ς α ν τ ί σ τ ο ι χ ε ς εμπειρικές παραμέτρους, υπολογισμέ
νες από τ α συνθετικά δείγματα. 
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Συνάρτηση κατανομής F^(z) [Χ] 
Σ χ ή μ α 3.12 ; Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του ομογενοποιημένου ωριαίου ύψους "βρόχος, Ζ". 
Τ α σ η μ ε ί α ( κ α ι ο ι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς γ ρ α μ μ έ ς που τ α ενώνουν) α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς 
ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς συναρτήσεις κατανομής των συνθετικών δειγμάτων. 
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Σ χ ή μ α 3.12 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του ομογενοποιημένου ωριαίου ύψους 
Βροχής, Ζ. 
Τ α σ η μ ε ί α ( κ α ι ο ι δ ι α κ ε κ ο μ μ έ ν ε ς γ ρ α μ μ έ ς που τ α ενώνουν) α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς 
εμπειρικές συναρτήσεις κ α τ α ν ο μ ή ς των συνθετικών δειγμάτων. 
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Α. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΙ ΑΠΡΙΛΙΟΣ Β. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ-ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

12 16 20 24 28 

Διάρκεια d [h] 
12 16 20 24 28 

Διάρκεια d [h] 

Γ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΎΝΟ-ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ Δ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ-ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 
1.0 1 . U 

Ν 
Q. 0.8 

Ο» 
er 
5 0.6 
κ> «J 
* 
5 0,4 3 
Ö 
Ο 

S 0-2 
0 

U4 

- 0 . 2 

- 0 . 4 

_ 

-

-

'· 

. 1 . . . Ι I 

• 

ι , ι , ι , 

_^. " " · 

Ι ι I > - 0.4 
12 16 20 24 28 

Διάρκεια d [h] 
12 16 20 24 28 

Διάρκεια d [h] 

Σχήμα 3.13 : Συντελεστής αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξης του ομογενοποιημένου ωρι
α ίου ύψους Βροχής συναρτήσει της δ ι ά ρ κ ε ι α ς επεισοδίου Βροχής (d). 
Οι συνεχείς γραμμές αντ ιστοιχούν στις θεωρητικές τ ιμές που προβλέπονται από το 
μοντέλο βροχής, κ α ι τ α σ η μ ε ί α στ ις ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς τ ι μ έ ς α ν α κλάση των συνθετικών 
δειγμάτων. 
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Α. ΣΤΑΘΜΟΣ! ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

Συνάρτηση κατανομής Γάμα 

Ό ρ ι α 10/ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ 

20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fs(s) [Χ] 

ζυυ 

ε 

Ο) 
<£ 100 

Χ 90 

£ 80 

0Q 70 

£ 60 
3-
"S 50 
Ο 

S 40 

* 30 

20 

10 

S b . _ a 

Β. 
• • • - - "•' / 

ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ / '/ 

f > * 
f X / s 

S 0^ . 

Συναμ ιηση κατανομής ι α μ α ·\ • --jr ** 
Όρια 10Ζ στατιστικού έλεγχου :zr\ \ s r v / s 

Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ \\^-<V Js S 

J^ / 
/ ^ ^ f 

<£y ι 
yr ι 

I 

, , , 1 1 , !l . 1 . 1 . 1 . I , 1 . I , I 1 
1 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fs(s) [X] 
Σχήμα 3.15 : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του μηνιαίου ύψους βροχής, S. 
Τα σημεία αντ ιστοιχούν στ ις ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς συναρτήσεις κατανομής των συνθετικών 
δειγμάτων. 
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Γ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΑΠΡΙΛΙΟΣ 

Συνάρτηση κατανομής Γάμα 

Ό ρ ι α Ì0'/. σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ 

J L I t i l i I I I 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fs(s) [Χ] 

Δ. ΣΤΑΘΜΟΣ ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

Συνάρτηση κατανομής Γάμα 

Ό ρ ι α 10Χ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ έλεγχου 
Κολμογκόροφ-Σμίρνοψ 

ι ι L 

Ι 

_ Ι _ ! Ι 1 — 1 Ι ι Ι ι Ι ι Ι ι 1 ι 
1 5 10 20 ... 30 40 50 60 70 . 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fs(sJ [Χ] 

Σχήμα 3.15, ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς του μηνιαίου ύψους βροχής, S. 
Τ α σ η μ ε ί α α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς των συνθετικών 
δε ιγμάτων. 
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Α. ΣΤΑΘΜΟΙ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑ! ΑΠΡΙΛΙΟΣ! 

Συνάρτηση κατανομής Γάμα • 

Ό ρ ι α 10/ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
Κολμογκόροφ-Ιμίρνοφ 

20 30 40 50 60 70 80 90 ,95 99 

Συνάρτηση κατανομής Γυ(υ) [/} 

200 

Β. ΣΤΑΘΜΟΣ ΧΑΛΑΡΑ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fy(u) [/.] 

Σ χ ή μ α 3.16 : Συνάρτηση κατανομής της μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς βροχής, U. 
Τ α σ η μ ε ί α α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς των συνθετικών 
δε ιγμάτων. 
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Συνάρτηση κατανομής Γάμα 

Ό ρ ι α 10/ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ ελέγχου 
Κολμογκόροψ-ΣμίρνοΦ 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fu(u) [Χ] 
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Δ. ΣΤΑΘΜΟΣ1 ΤΡΙΒΟΥΝΟ - ΜΗΝΑΣ ΜΑΙΟΣ 

Συνάρτηση κατανομής > αμα ν 
Ό ρ ι α 10Ζ σ τ α τ ι σ τ ι κ ο ύ έλεγχου y \ 

Κολμογκόροφ-Σμΐρνοφ \ \ , - - ^ \ 

^ ! · 

Ι ι 

i 
ì 

, , , 1 I , I 1 • 1 , 

ι 
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ι , ι , ι , ι , ι , 1 

'" V 

' / 
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// 

-»"'""" 

1 
10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 99 

Συνάρτηση κατανομής Fy(u) [X] 

Σ χ ή μ α 3„16 ( σ υ ν έ χ ε ι α ) : Συνάρτηση κ α τ α ν ο μ ή ς της μ η ν ι α ί α ς δ ι ά ρ κ ε ι α ς Βροχής, U. 
Τ α σ η μ ε ί α α ν τ ι σ τ ο ι χ ο ύ ν σ τ ι ς ε μ π ε ι ρ ι κ έ ς σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς κ α τ α ν ο μ ή ς των συνθετικών 
δε ιγμάτων. 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΠΡΟΟΠΤΙΚΕΣ 

4.1. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

4 . 1 . 1 . Γ ε ν ι κ ά 

Σχην ε ρ γ α σ ί α αυτή αναπτύχθηκε έ ν α μ α θ η μ α τ ι κ ό μοντέλο γ ι α τον χρονικό 

επιμερισμό της σημειακής βροχόπτωσης. Το μοντέλο χρησιμοποιεί σαν μεταβλητή 

α φ ε τ η ρ ί α ς το μην ια ίο ύψος βροχής κ α ι παράγει συνθετικές χρονοσειρές του ωριαί

ου ύψους βροχής, σε τρόπο ώστε (α) το μ η ν ι α ί ο άθροισμα της σε ιράς των ωριαίων 

υψών να ε ί ν α ι ίσο με την τ ιμή α φ ε τ η ρ ί α ς κ α ι (β) η σ τ ο χ α σ τ ι κ ή δομή των παραγό

μενων χρονοσειρών ν α ε ί ν α ι ί δ ι α με την αντ ίστοιχη δομή των πραγματικών χρονο-

σειρών. Ο επιμερισμός γ ί ν ε τ α ι σε δύο φ ά σ ε ι ς , όπου στην πρώτη φάση εντοπίζονται 

χρονικό, τ α μεμονωμένα επεισόδια κ α ι ορίζονται τ α ολικά ύψη βροχής τους (εξωτε

ρικός επιμερισμός), ενώ στη δεύτερη κ α θ ο ρ ί ζ ο ν τ α ι τ α ωρια ία ύψη βροχής, μέσα 

στο κ ά θ ε επεισόδιο (εσωτερικός επιμερισμός). 

Το συνολικό ε π ι μ ε ρ ι σ τ ι κ ό μοντέλο της βροχόπτωσης α π ο τ ε λ ε ί τ α ι από δύο 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ α , αλλά. συμβιβαστα κ α ι συνεργαζόμενα μοντέλα: Το δυναμικό μοντέλο 

επιμερισμού κ α ι το μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής με εσωτερική δομή. Τα 

μ ο ν τ έ λ α αυτά. αναπτύχθηκαν κ α ι έτρεξαν σε μικροϋπολογιστή συμβατικών δυνατο

τήτων. 

4.1.2. Το δυναμικό μοντέλο επιμερισμού 

Το δ υ ν α μ ι κ ό μ ο ν τ έ λ ο επ ιμερισμού ε ί ν α ι έ ν α γ ε ν ι κ ό ε π ι μ ε ρ ι σ τ ι κ ό σχήμα 

κατάλληλο γ ια την προσομοίωση μεταβλητών με κατανομή γάμα. Είναι αρκετά, ευέλι

κ τ ο κ α ι έ χ ε ι τη δ υ ν α τ ό τ η τ α ν α λειτουργεί σε μεταβαλλόμενες χρονικές κλ ίμακες 

κ α ι με μεταβλητό αριθμό τμηματικών μεταβλητών. Ακόμα μπορεί να επεξεργάζεται 

στοχαστικές μεταβλητές που εμφανίζουν ασυνέχεια στην κατανομή τους. Ο επιμε

ρισμός γ ί ν ε τ α ι με μ ι α "βήμα προς βήμα" τ ε χ ν ι κ ή , όπου στο κ ά θ ε βήμα πραγματο

π ο ι ε ί τ α ι μ ι α στοιχειώδης δ ι α δ ι κ α σ ί α διχασμού της προς επιμερισμό μεταβλητής. 

Ακόμη, σε κ ά θ ε βήμα επιμερισμού γ ί ν ε τ α ι αναπροσαρμογή των παραμέτρων του 

μοντέλου, με βάση την πληροφορία που υπάρχει από τ α προηγούμενα β ή μ α τ α (σε 

αυτή την ι δ ι ό τ η τ α του ο φ ε ί λ ε τ α ι κ α ι ο χαρακτηρισμός του ως "δυναμικού μ ο ν τ έ 

λου"). Η δ ι α δ ι κ α σ ί α υπολογισμού παραμέτρων στηρίζεται σε απλές σχέσεις αναλυ

τ ι κ ή ς μορφής, κ α ι γ ε ν ι κ ά η εφαρμογή του μοντέλου δεν α π α ι τ ε ί πολύπλοκους ή 

χρονοβόρους αριθμητικούς υπολογισμούς. 

Αποδείχθηκε θεωρητικά ό τ ι το μοντέλο δ ι α τ η ρ ε ί πλήρως τ ι ς κ α τ α ν ο μ έ ς των 



294 

τμηματικών μεταβλητών όταν οι μεταβλητές αυτές είναι ανεξάρτητες και ακολου

θούν κ α τ α ν ο μ έ ς γάμα, με κοινή π α ρ ά μ ε τ ρ ο κλίμακας. Η αριθμητική διερεύνηση 

έδειξε ότι, και στη γενικότερη περίπτωση που οι μεταβλητές αυτές ε ίναι στοχα

στικό, εξαρτημένες και έχουν διαφορετική παράμετρο κλίμακας, το μοντέλο εξασφα

λίζει τη διατήρηση των δύο πρώτων ροπών, και των συντελεστών αυτοσυσχέτισης α ' 

τάξης των μεταβλητών . 

Ετην παρούσα μορφή του το μοντέλο επιμερισμού είναι διατυπωμένο για τμη

μ α τ ι κ έ ς μεταβλητές με Ηαρκοβιανή αυτοσυσχετιση ή ανεξάρτητες. Χωρίς αλλαγές 

στη θεμελίωση και τη λογική του μοντέλου μπορούν να γίνουν ε π ε κ τ ά σ ε ι ς που να 

καλύπτουν μεταβλητές με ανώτερης τάξης αυτοσυσχετιση. 

4.1.3. Το μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδ ίων βροχής με εσωτερική δομή 

Μετά από συστηματική επεξεργασία βροχογραφικών δεδομένων της υδρολογικής 

λεκάνης του Αλιάκμονα, αναπτύχθηκε ένα μαθηματικό μοντέλο συνολικής περιγρα

φής της βροχόπτωσης, από την μηνιαία μέχρι και την ωριαία χρονική κλίμακα. Η 

βασική του χρονική κλίμακα είναι η κλίμακα του επεισοδίου βροχής, ενώ στο κάθε 

επε ισόδιο α ν τ ι σ τ ο ι χ ε ί μια εσωτερική σ τ ο χ α σ τ ι κ ή δομή, που περιέχε ι την πλη

ροφορία για τη μετάβαση στην ωριαία κλίμακα. Το μοντέλο αυτό διαρθρώνεται από 

πέντε επιμέρους ενότητες, που περιγράφουν διάφορες όψεις της βροχόπτωσης. Πιο 

συγκεκριμένα οι ενότητες που μελετήθηκαν είναι οι ακόλουθες: 

1
· Ορισμός και κριτήριο εντοπισμού επεισοδ ίου βροχής 

Ο ορισμός βασίστηκε στις υποθέσεις ότι τα διαδοχικά 

επεισόδια βροχής είναι στοχαστικά ανεξάρτητα και οι χρό

νοι έναρξης τους αποτελούν ανέλιξη Poisson. Ο ορισμός 

αυτός αποδέχεται την ύπαρξη "στεγνών" περιόδων μέσα σε 

ένα επεισόδιο βροχής. Αποδείχτηκε ότι με κατάλληλη επι

λογή του χρόνου διαχωρισμού, δηλαδή του ελάχιστου χρόνου 

ο οποίος διαχωρίζει δύο ανεξάρτητα διαδοχικά επεισόδια, 

οι παραπάνω υποθέσεις ευσταθούν. Μάλιστα η υπόθεση για 

την ανέλιξη Poisson έδωσε τη βάση γιά το κριτήριο χρο

νικού εντοπισμού του επεισοδίου βροχής. Οι χρόνοι δια

χωρισμού που προέκυψαν με την εφαρμογή αυτού του κριτη

ρίου είναι 6-7 ώρες. 

2
· Κατανομή των χρονικών μεταβλητών του επεισοδ ίου βροχής 

Η ενότητα αυτή βασίστηκε σε μια μόνο υπόθεση, που αψορά 

τη δεσμευμένη κατανομή της διάρκειας βροχής, όταν είναι 



295 

γνωστός ο χρόνος διαδοχής του επεισοδίου βροχής. Με συν

δυασμό της υπόθεσης αυτής και της ανέλιξης Poisson των 

χρόνων έναρξης των επεισοδίων βροχής προέκυψαν αναλυτικά, 

οι συναρτήσεις κατανομής (περιθώριες και σύνθετες) της 

διάρκειας βροχής και του χρόνου διακοπής της βροχής. Η 

σύγκριση αυτών των θεωρητικών συναρτήσεων κατανομής με 

τις αντίστοιχες εμπειρικές έδωσε ικανοποιητικά αποτελέ

σματα. 

Κατανομή του ύψους επεισοδ ίου βροχής 

Στην ενότητα αυτή εξετάστηκε κυρίως η δεσμευμένη κατα

νομή του ύψους βροχής για δεδομένη διάρκεια, που φάνηκε 

ότι αποδίδεται από τη συνάρτηση κατανομής γάμα. Η ανάλυ

ση βασίστηκε σε δύο γραμμικές σχέσεις που δίνουν τη δε

σμευμένη μέση τιμή και τη δεσμευμένη τυπική απόκλιση του 

ύψους βροχής συναρτήσει της διάρκειας. 

Εσωτερική δομή του επεισοδ ίου βροχής 

Εδώ ουσιαστικό, εξετάστηκαν οι ιδιότητες του ωριαίου ύ

ψους βροχής. Η επεξεργασία των ιστορικών δεδομένων έδει

ξε ότι τα στατιστικό, χαρακτηριστικό, του ωριαίου ύψους 

βροχής μεταβάλλονται, εξαρτώμενα από τη διάρκεια του 

επεισοδίου και το σχετικό χρόνο από την έναρξη του επει

σοδίου, θεωρήθηκε ότι η εμφανιζόμενη μη μονιμότητα στο 

χρόνο, μπορεί να περιγραφεί από μια γραμμική συνάρτηση 

του αδιαστατοποιημένου χρόνου. Η επίδραση της διάρκειας 

βροχής στα στατιστικά χαρακτηριστικά του ωριαίου ύψους 

βροχής υποτέθηκε ότι αποδίδεται από μια υπερβολική 

συνάρτηση της διάρκειας. Το ωριαίο ύψος βροχής, μέσα σε 

ένα επεισόδιο δεδομένης διάρκειας, θεωρήθηκε ότι έχει 

Μαρκοβιανή αυτοσυσχέτιση και περιθώρια συνάρτηση κατα

νομής Wei bull ή γάμα. Βρέθηκε ότι ο συντελεστής αυτοσυ-

σχέτισης πρώτης τάξης είναι αύξουσα συνάρτηση της διάρ

κειας του επεισοδίου βροχής. Ο έλεγχος όλων των παραπάνω 

υποθέσεων με βάση τα ιστορικά δεδομένα έδωσε ικανοποιη

τικά αποτελέσματα. 

Περιγραφή της βροχόπτωσης σε μηνιαία βάση 

Στην ενότητα αυτή προσδιορίστηκαν οι περιθώριες συναρ

τήσεις κατανομής του μηνιαίου ύψους, της μηνιαίας 
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διάρκειας και του μηνιαίου αριθμού επεισοδίων βροχής. Οι 

δύο πρώτες κατανομές διαπιστώθηκε ότι μπορούν να προσεγ

γιστούν με τη συνάρτηση κατανομής γάμα, ενώ η τρίτη 

αποδόθηκε με μια τροποποιημένη έκφραση της κατανομής 

Poisson. θεωρήθηκε ότι η στοχαστική εξάρτηση μηνιαίου 

ύψους και μηνιαίας διάρκειας βροχής περιγράφεται από μια 

γραμμική σχέση. Η προσαρμογή των παραπάνω προς τα 

πραγματικά δεδομένα ήταν ικανοποιητική. 

Το συνολικό μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής είναι εποχιακό, με την 

έννοια ότι οι παράμετροι του μεταβάλλονται από εποχή σε εποχή. Στην εργασία 

αυτή, σαν "εποχή" θεωρήθηκε ένας ημερολογιακός μήνας. Για την πλήρη περιγραφή 

της βροχής, σε κ ά θ ε εποχή α π α ι τ ο ύ ν τ α ι το πολύ 12 ανεξάρτητες παράμετροι , ο 

αριθμός αυτός όμως μπορεί να μειωθεί σε 4, το λιγότερο (με αντίστοιχη, βέβαια, 

μείωση της α κ ρ ί β ε ι α ς του μοντέλου). 

4 . 1 . 4 . Αποτελέσματα της εφαρμογής χου μοντέλου 

Ο συνδυασμός των δύο παραπάνω ανεξάρτητων μοντέλων έδωσε το τελικό επι

μεριστικό σχήμα της σημειακής βροχόπτωσης, το οποίο στη συνέχεια κωδικοποιή

θηκε σε πρόγραμμα ηλεκτονικού υπολογιστή. Οι "είσοδοι" στο πρόγραμμα αυτό 

ε ίναι οι παράμετροι που περιγράφουν τη δομή της βροχόπτωσης, και οι τιμές των 

μεταβλητών αφετηρίας σε μηνιαία βάση (μηνιαίο ύψος βροχής, μηνιαία διάρκεια, 

αριθμός επεισοδίων). Μια πρόσθετη διαδικασία που ενσωματώθηκε στο πρόγραμμα 

κ α θ ι σ τ ά δυνατή και την παραγωγή τιμών μιας ή και όλων των μεταβλητών α φ ε 

τηρίας, όταν αυτές δεν καθορίζονται με άλλο τρόπο, όταν δηλαδή δεν δίνονται ως 

"είσοδοι". Οι "έξοδοι" του προγράμματος ε ίναι συνθετικές χρονοσειρές ωριαίου 

ύψους βροχής που συμφωνούν με τις (δεδομένες ή υπολογισμένες) τιμές των μ ε τ α 

βλητών αφετηρίας. 

Οι συνθετικές χρονοσειρές που προέκυψαν σαν αποτελέσματα εφαρμογών αυτού 

του προγράμματος, ελέχθηκαν ως προς την συμφωνία τους με τη θεωρητικά, προβλε

πόμενη στοχαστική δομή των διάφορων μεταβλητών. Τέτοιοι έλεγχοι έγιναν για το 

σύνολο των εξεταζομένων μεταβλητών σε κλ ίμακα επεισοδίου βροχής και ωριαία. 

Συνοπτικά τα αποτελέσματα των σχετικών ελέγχων είναι τα ακόλουθα: 

1. Οι μέσες τιμές και οι διασπορές όλων των μεταβλητών που 

εξετάστηκαν, περιθώριες και δεσμευμένες, όπως προέκυψαν 

από τις συνθετικές χρονοσειρές, συμφωνούν απόλυτα με τις 

θεωρητικά προβλεπόμενες τιμές τους. 
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Οι εμπειρικές συναρτήσεις κατανομής χων μεταβλητών, 

όπως προέκυψαν από τις συνθετικές χρονοσειρές, επίσης 

συμφωνούν με τις αντίστοιχες θεωρητικές. Οι σχετικοί 

στατιστικοί έλεγχοι Κολμογκόροφ-Σμίρνοφ που έγιναν ήταν 

θετικοί με μια εξαίρεση, η οποία αφορούσε το ωριαίο ύψος 

βροχής, και σε μια μόνο από τις 4 χρονοσειρες που εξε

τάστηκαν. Πάντως, ακόμα και στην περίπτωση αυτού του 

αρνητικού έλεγχου, υπήρξε ικανοποιητική προσέγγιση της 

εμπειρικής συνάρτησης προς τη θεωρητική. 

Οι εμπειρικές συναρτήσεις αυτοσυσχετισης των συνθετικών 

ωριαίων υψών βροχής συμφωνούν σε ικανοποιητικό βαθμό με 

τις θεωρητικά, προβλεπόμενες, Μαρκοβιανού τύπου, συναρτή

σεις. 

Οι εμπειρικά προσδιορισμένες πιθανότητες μηδενισμού του 

ωριαίου ύψους μέσα στο επεισόδιο βροχής προσεγγίζουν σε 

ανεκτό βαθμό τις θεωρητικά προβλεπόμενες χιμες, χωρίς 

όμως να βρίσκονται σε πλήρη συμφωνία με αυτές. 
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4.2. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕ ΑΛΛΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΤΗΣ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ 

4.2.1. Σύγκριση ioti δυναμικού μοντέλοιι επιμερισμού 

Οι βασικές διάφορες του δυναμικού μοντέλου επιμερισμού από χο κλασικό 

γραμμικό μοντέλο των Valencia και SchaaKe [1972] συνίστανται στα ακόλουθα: 

1. Το πρώτο ε ί ν α ι κατάλληλο γ ι α μεταβλητές με κατανομή 

γάμα, ενώ το δεύτερο ε ί ν α ι γ ι α μεταβλητές με κανον ική 

κατανομή. Αυτός ε ί ν α ι κ α ι ο κύριος λόγος που το δυναμικό 

μοντέλο μπορεί να χρησιμοποιηθεί γ ι α την προσομοίωση των 

βροχοπτώσεων σε ω ρ ι α ί α βάση, πράγμα α ν έ φ ι κ τ ο γ ι α το 

γραμμικό μοντέλο. 

2. Το πρώτο παράγει τ ι ς τ ι μ έ ς των μεταβλητών με μ ι α τ ε χ ν ι κ ή 

"βήμα προς βήμα", αναπροσαρμόζοντας σε κάθε βήμα τ ι ς πα

ραμέτρους τ ο υ . Α ν τ ί θ ε τ α στο δεύτερο ο υπολογισμός των 

παραμέτρων κ α ι η παραγωγή των τιμών των μεταβλητών γ ί 

ν ο ν τ α ι κ α θ ο λ ι κ ά . Η "βήμα προς βήμα" τ ε χ ν ι κ ή δ ί ν ε ι μ ι α 

μεγάλη ε υ ε λ ι ξ ί α στο δυναμικό μ ο ν τ έ λ ο , που ε π ι τ ρ έ π ε ι τη 

λ ε ι τ ο υ ρ γ ί α του με μεταβαλλόμενο αριθμό τμηματικών μ ε τ α 

βλητών κ α ι με πολύ μεγάλο πλήθος μεταβλητών (πχ. 50-100, 

ενώ στο δεύτερο σ υ ν ι σ τ ά τ α ι ο αριθμός 3-7 στην πολυδιά

στατη μορφή του κ α ι 30 στη μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ η ) , 

3. Το δεύτερο μοντέλο ε ί ν α ι πολυδιάστατο, ενώ το πρώτο, 

στην παρούσα έκδοση του ε ί ν α ι μονοδιάστατο. Επίσης χο 

δεύτερο ε π ε ξ ε ρ γ ά ζ ε τ α ι μεταβλητές με οποιαδήποτε δομή 

στοχαστικής εξάρτησης, ενώ το πρώτο, στην παρούσα του 

μορφή ε ί ν α ι κατάλληλο γ ι α μεταβλητές με Μαρκοβιανή αυχο-

συσχέχιση. 

Βεβαίως το δυναμικό μοντέλο έχει τη δυνατότητα να πάρει .διάφορες μορφές με 

κατάλληλες τροποποιήσεις ή επεκτάσεις. Στην εργασία (υποπαράγραφοι 1.8,2 και 

1.8.3) έχουν μελετηθεί εκδόσεις του δυναμικού μοντέλου που ε ί ν α ι θεωρητικά 

ισοδύναμες με το γραμμικό μοντέλο. 

Η τεχνική επιμερισμού του δυναμικού μοντέλου παρουσιάζει ομοιότητες με 

την αντίστοιχη τεχνική της εργασίας των Marien και Vandewiele [1986] (βλ. υπο

παράγραφο 2.4.1). Πιο συγκεκριμένα η μεθοδολογία επιμερισμού στην τελευταία 

εργασία μπορεί να θεωρηθεί σαν ειδική οριακή περίπτωση του δυναμικού μοντέλου 
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επιμερισμού γ ια ανεξάρτητες τμηματικές μεταβλητές με κατανομή γάμα (βλ. υπο

παράγραφο 1.7.2). Επίσης ομοιότητες υπάρχουν κ α ι με τη μεθοδολογία επιμερισμού 

της ε ρ γ α σ ί α ς των Woolhisher και Osborn [1985] (βλ. υποπαράγραφο 2.4.2), οι 

οποίες όμως ε ί ν α ι περισσότερο πρακτικές, παρά. θεωρητικές. 

4 . 2 . 2 . Σύγκριση τοιι μοντέλου ανεξάρτητων ε η ε ι σ ο δ ίων βροχής 

Το μοντέλο βροχής της ε ρ γ α σ ί α ς αυτής παρουσιάζει σαφείς ομοιότητες, ως 

προς την έ ν ν ο ι α του επεισοδίου βροχής, με τ ι ς εργασίες των Grace και Eagleson 

[1966], κ α ι Restepo-Posada και Eagleson [1982], κ α ι δευτερευόντως με το μοντέ

λο Marien και Vandewiele [1986]. Υπάρχουν όμως κ α ι διαφοροποιήσεις στον ορισμό 

του επεισοδίου κ α ι το κριτήριο εντοπισμού του. Ως προς την εσωτερική σ τ ο χ α 

σ τ ι κ ή δομή του επεισοδίου βροχής υπάρχουν ομοιότητες με τ α μοντέλα των Grace 

και Eagleson [1966] κ α ι Bras και Rodriguez-Iturbe [1976a] (κυρίως ως προς τη 

χρήση αδιαστατοποιημενων σχέσεων γ ια την έκφραση της μεταβολής των στατιστικών 

χαρακτηριστ ικών του ύψους βροχής στο χρόνο). 

Σε σύγκριση με τ α πιο σύγχρονα μοντέλα σημειακών ανελίξεων (βλ. παρά

γραφο 2.3), το μοντέλο αυτής της ε ρ γ α σ ί α ς παρουσιάζει πολλές διάφορες ιδίως με 

τ α μ ο ν τ έ λ α Neyman-Scott κ α ι Öox (ως προς την έ ν ν ο ι α του επεισοδίου βροχής, τη 

δομή της αυτοσυσχετισης κ α ι τη μονιμότητα στο χρόνο). Γ ε ν ι κ ά το μοντέλο αυτής 

της ε ρ γ α σ ί α ς υστερεί σε μ α θ η μ α τ ι κ ή διατύπωση, σε σχέση με τ α μ ο ν τ έ λ α α υ τ ά , 

α λ λ ά π λ ε ο ν ε κ τ ε ί στο γεγονός ό τ ι παίρνε ι υπόψη κ α ι περιγράφει τη μη μονιμότητα 

της βροχόπτωσης, πράγμα που α γ ν ο ε ί τ α ι τελείως από τ α μοντέλα σημειακών α ν ε λ ί 

ξεων. 
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4.3. ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΕΡΕΥΝΑ 

Στην παράγραφο 1.8 επισημάνθηκαν διάφορες δ υ ν α τ ό τ η τ ε ς επέκτασης του 

δυναμικού μοντέλου επιμερισμού, που θα μπορούσαν να γίνουν στο μέλλον. Επι

γ ρ α μ μ α τ ι κ ά α υ τ έ ς α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι (α) στην κατάστρωση των γενικών εξισώσεων του 

μοντέλου γ ια τ μ η μ α τ ι κ έ ς μ ε τ α β λ η τ έ ς που αποτελούν ακολουθίες αυτοσυσχέτισης 

(AR) τάξης μεγαλύτερης απο 1, (β) στην τροποποίηση του μοντέλου διχασμού, ώστε 

να επεξεργάζεται μεταβλητές με συναρτήσεις κατανομής διαφορετικές από την γάμα 

κ α ι (γ) στην ε π έ κ τ α σ η του μ ο ν τ έ λ ο υ από τη μ ο ν ο δ ι ά σ τ α τ η μορφή του σε πολυ

δ ι ά σ τ α τ η . Ακόμα θα ε ί χ ε ενδιαφέρον η μελέτη της περίπτωσης τμηματικών μ ε τ α 

βλητών με δομή αυτοσυσχέτισης τύπου ARMA. 

Στο μοντέλο ανεξάρτητων επεισοδίων βροχής υπάρχουν α ρ κ ε τ ά σημεία που 

ε π ι δ έ χ ο ν τ α ι β ε λ τ ί ω σ η ή ε π έ κ τ α σ η , όπως: (α) μ ι α πιο γεν ικευμένη κ α ι θεωρητική 

διατύπωση του μ ο ν τ έ λ ο υ , β α σ ι σ μ έ ν η σ τ η σ τ ι γ μ ι α ί α έ ν τ α σ η βροχής, κ α ι (β) μ ι α 

δ ιεξοδικότερη διερεύνηση του τρόπου εκτ ίμησης των παραμέτρων του μοντέλου, η 

οποία θα μπορούσε πιθανόν να συνδυαστεί κ α ι με την ομαδοποίηση των παραμέτρων 

σε εποχιακή, α ν τ ί μ η ν ι α ί α , βάση. Επίσης παρουσιάζει ενδιαφέρον η εξειδικευμένη 

ανάλυση της στοχαστ ικής δομής των ισχυρών καταιγίδων, που θα ε ίχε σαν αποτέ

λεσμα την διατύπωση ενός ανάλογου μοντέλου, πιθανόν σε ετήσια κ α ι όχι μην ια ία 

βάση. 

Ακόμα θα ήταν δυνατός ο συνδυασμός του δυναμικού μοντέλου επιμερισμού με 

κάποιο άλλο μοντέλο βροχόπτωσης, όπως γ ι α παράδειγμα με ένα από τ α μοντέλα 

σημειακών ανελίξεων. Βεβαίως ο συνδυασμός αυτός μπορεί να προϋποθέτει κάποια 

ε ι δ ι κ ή τροποποίηση του συγκεκριμένου μοντέλου βροχόπτωσης, πχ. την εισαγωγή 

την έ ν ν ο ι α ς της δ ι ά ρ κ ε ι α ς του επεισοδίου βροχής. Σημειώνεται ότ ι ο συνδυασμός 

α υ τ ό ς μπορεί να γ ί ν ε ι χωρίς ι δ ι α ί τ ε ρ η δυσκολία γ ι α ορισμένα από τ α μ ο ν τ έ λ α 

βροχής που αναφέρθηκαν στις παραγράφους 2.2 έως 2.5, ενώ γ ια άλλα θα χρειαστεί 

κ α ι κάποια από τ ι ς επεκτάσεις του μοντέλου επιμερισμού που αναφέρθηκαν παρα

πάνω. 

Τέλος, μ ε τ ά από κ α τ ά λ λ η λ η μ ε λ έ τ η , ε ί ν α ι δυνατό να γ ί ν ε ι επιμερισμός της 

βροχόπτωσης με διαφοροποιημένες χρονικές κλ ίμακες αφετηρίας κ α ι τερματισμού, 

όπως ο ε π ι μ ε ρ ι σ μ ό ς από την ε τ ή σ ι α στην εποχιακή ή μ η ν ι α ί α κ λ ί μ α κ α , από την 

μ η ν ι α ί α στην ημερήσια, χωρίς τη μεσολάβηση της κ λ ί μ α κ α ς του επεισοδίου βροχής, 

κ α ι τέλος η χρησιμοποίηση πολύ πυκνής κ λ ί μ α κ α ς τερματισμού, πχ. ΙΟλεπτης. 
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4.4. ΠΙΘΑΝΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ 

Με την παρούσα του μορφή, χο συνολικό μοντέλο της εργασίας αυτής αποτε

λ ε ί μ ι α πλήρη γ ε ν ν ή τ ρ ι α βροχής σε κ λ ί μ α κ α επεισοδίου κ α ι ωριαία. Κατά συνέπεια 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί άμεσα σε προβλήματα προσομοίωσης συστημάτων, τ α οποία 

περιέχουν σαν μ ε τ α β λ η τ ή τη βροχόπτωση σε μ ι α από τ ι ς παραπάνω χρονικές κ λ ί 

μ α κ ε ς . 

Όμως η ι δ ι α ί τ ε ρ η α ξ ί α του μοντέλου α ν α κ ύ π τ ε ι σε προβλήματα όπου ε ν δ ι 

α φ έ ρ ε ι η ε ξ έ τ α σ η ενός φαινομένου σε μην ια ία βάση, αλλά. η μαθηματική περιγραφή 

του συστήματος μπορεί να γ ίνε ι μόνο σε μικρή χρονική κ λ ί μ α κ α . Σαν παράδειγμα 

α ν α φ έ ρ ε τ α ι η προσομοίωση του ισοζυγίου ενός τ α μ ι ε υ τ ή ρ α , ό τ α ν λείπουν τελείως 

ο ι μετρήσεις απορροής, όπου πράγματι η χρονική κ λ ί μ α κ α που ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι ε ί ν α ι η 

μ η ν ι α ί α , αλλά. γ ι α να περιγραφεί με αξ ιόπιστο τρόπο ο με τ ασχ ηματ ι σμός βροχό-

πτωση-απορροή (πχ. μέσω του μοναδιαίου υδρογραφήματος) θα πρέπει να χρησιμο

ποιηθεί η ωρια ία κ λ ί μ α κ α . Ένα ακόμα παράδειγμα αποτελεί η εκτίμηση μηνιαίων 

(ή ετήσιων) ποσοτήτων φερτών υλικών σε μ ια λεκάνη απορροής, με βάση έ ν α φυσικά 

θεμελιωμένο μοντέλο βροχόπτωσης-απορροής-στερεοπαροχής (πχ. μοντέλο Foster 

κ.α. [1980], στο οποίο η μ α θ η μ α τ ι κ ή περιγραφή του φαινομένου γ ί ν ε τ α ι σε κ λ ί 

μ α κ α επε ισοδίου βροχής). Σε τ έ τ ο ι ε ς περιπτώσεις το μοντέλο επιμερισμού της 

βροχόπτωσης μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν έ ν α ενδιάμεσο στάδιο γ ια την παραγωγή 

σεναρίων βροχόπτωσης σε κ λ ί μ α κ α επεισοδίου ή ωριαία, παίρνοντας oay "είσοδο" 

τη μ η ν ι α ί α βροχόπτωση. Τα σενάρια α υ τ ά μπορούν στη συνέχεια να αξιοποιηθούν 

από το κύριο μοντέλο γ ι α την παραγωγή αντ ίστοιχων σεναρίων της κύριας μ ε τ α 

βλητής που ε ν δ ι α φ έ ρ ε ι (παροχής, στερεοπαροχής κλπ.), τ α οποία, με κ α τ ά λ λ η λ η 

άθροιση, θα δώσουν τ ι ς μ η ν ι α ί ε ς τ ι μ έ ς της κύριας μεταβλητής. Κατά τον τρόπο 

αυτό το συνολικό σχήμα προσομοίωσης θα συμπεριφέρεται εξωτερικά σαν να λ ε ι 

τ ο υ ρ γ ε ί σε μ η ν ι α ί α β ά σ η , ενώ θα έ χ ε ι την α υ ξ η μ έ ν η α κ ρ ί β ε ι α που του δ ί ν ε ι η 

πυκνή χρονική κ λ ί μ α κ α εσωτερικής λειτουργίας. Σε τ έ τ ο ι α προβλήματα αποκτούν 

ι δ ι α ί τ ε ρ η α ξ ί α ο ι απλοποιημένες ε κ δ ό σ ε ι ς του μ ο ν τ έ λ ο υ βροχής, με μ ε ι ω μ έ ν ο 

αριθμό παραμέτρων (πχ. με τ ις 4 βασικές παραμέτρους - βλ. κ α ι υποπαράγραφο 

2.11.5), ο ι οποίες επιτρέπουν την εφαρμογή του μ ο ν τ έ λ ο υ επιμερισμού χωρίς ν α 

προϋποθέτουν τη λεπτομερή εξέταση της δομής της βροχόπτωσης. 

Τ έ λ ο ς , η α μ ε σ ό τ ε ρ η δ υ ν α τ ή χρήση του μ ο ν τ έ λ ο υ φ α ί ν ε τ α ι να αφορά την 

κ α τ ά ρ τ ι σ η των πλημμυρογραφημάτων σχεδιασμού σοβαρών υδραυλικών έργων, ιδίως 

υπερχειλιστών φραγμάτων, όπου οι σχετ ικές μελέτες βασίζονται πάντα στην κ α τ α ι 

γίδα σχεδιασμού. Οι χρησιμοποιούμενες σήμερα τεχνικές παραγωγής υετογραμμάτων 

σχεδιασμού β α σ ί ζ ο ν τ α ι σε κάποια μάλλον αυθαίρετη μέθοδο κατανομής του ύψους 

βροχής στο χρόνο. Δύο τ έ τ ο ι ε ς χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ έ ς μέθοδοι στηρίζονται αντ ίστο ιχα 
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(α) σ τ ι ς όμβριες καμπύλες της περιοχής μελέτης κ α ι την παραδοχή ό τ ι η κ α τ α ι 

γ ίδα μελέτης ε μ φ α ν ί ζ ε ι την ί δ ι α περίοδο επαναφοράς σε κ ά θ ε επί μέρους δ ι ά ρ κ ε ι α 

μ έ σ α στο επεισόδιο βροχής, κ α ι (β) σε α δ ι α σ τ α τ ο π ο ι η μ ε ν ε ς χρονικές κ α τ α ν ο μ έ ς 

του ύψους βροχής, που συνήθως παίρνονται από δ ιαγράμματα της βιβλιογραφίας. Η 

πρώτη από αυτές της μεθόδους δ ί ν ε ι μ ι α μοναδική μορφή του υετογραμματος σχε

διασμού, ενώ η δεύτερη δ ί ν ε ι πολλαπλές μορφές, αλλά. δεν υπάρχει α ν τ ι κ ε ι μ ε ν ι κ ή 

μέθοδος επιλογής της κατάλληλης μορφής. Στο πρόβλημα αυτό το μοντέλο επιμε

ρισμού μπορεί να δώσει μ ι α σαφώς ορθολογικότερη προσέγγιση, πιθανοτικά θ ε μ ε 

λιωμένη. Πράγματι με το συγκεκριμένο μοντέλο, γ ι α δεδομένο ολικό ύψος ή / κ α ι 

δ ι ά ρ κ ε ι α της κ α τ α ι γ ί δ α ς σχεδιασμού, μπορούν να καταρτιστούν οσαδήποτε ισοπί-

θ α ν α υ ε τ ο γ ρ α μ μ α τ α μελέτης, που θα έχουν τη σ τ ο χ α σ τ ι κ ή δομή της πραγματικής 

βροχόπτωσης. Αν αυτά. συνδυαστούν με ε ν α κατάλληλο μοντέλο βροχής-απορροής, θα 

προκύψουν ισάριθμα ε ν α λ λ α κ τ ι κ ά πλημμυρογραφήματα μελέτης. Η επιλογή του τ ε λ ι 

κού υδρογραφήματος σχεδιασμού μπορεί στη συνέχεια να γ ίνε ι μ ε τ ά από στοιχειώδη 

σ τ α τ ι σ τ ι κ ή ανάλυση των συνθετικών παροχών αιχμής, αφού επιλεγεί ε ν α α ν ε κ τ ό 

επίπεδο π ιθανότητας. Μάλιστα με συνδυασμό αυτού του επίπεδου πιθανότητας με 

την π ιθανότητα υπέρβασης του ολικού ύψους της κ α τ α ι γ ί δ α ς σχεδιασμού, μπορεί να 

προσδιοριστεί η πραγματική π ιθανότητα υπέρβασης της τελικής πλημμύρας σχεδι

ασμού. Βεβαίως προϋπόθεση γ ια την εφαρμογή της μεθόδου αυτής ε ί ν α ι η κατάλληλη 

σ τ ο χ α σ τ ι κ ή ανάλυση της δομής των ιστορικών καταιγίδων της υπό μελέτη περιοχής. 
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