
  

 

ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΣΟΒΙΟ ΠΟΛΤΣΕΧΝΕΙΟ 

ΧΟΛΗ ΠΟΛΙΣΙΚΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 

ΣΟΜΕΑ ΤΔΑΣΙΚΩΝ ΠΟΡΩΝ ΚΑΙ 

ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ 

 

 

ΔΙΠΛΩΜΑΣΙΚΗ ΕΡΓΑΙΑ 

      

 

 

 

 

 

 

Νεραντζάκη οφία 

 

 

     Επιβλέπων : Δ. Κουτςογιάννησ, Καθηγητήσ ΕΜΠ 

Αθήνα , Οκτώβριοσ 2012 

 

 

 

 

Πιιανοτικέσ κατανομέσ ακραίων 

βροχοπτώςεων  

Εφαρμογθ ςε παγκόςμια κλίμακα 



 

i 

 

  



 

ii 

 

 

Δςσαπιστίερ 

 

Αξρηθά ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο 

θ. Γεκήηξε Κνπηζνγηάλλε γηα ηηο γλώζεηο πνπ κνπ παξείρε θαη ην ελδηαθέξνλ πνπ έδεημε 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο εθπόλεζήο ηεο. Ζ εξγαζία απηή δε ζα κπνξνύζε λα πξαγκαηνπνηεζεί 

ρσξίο ηε θαζνδήγεζε θαη ηελ έκπλεπζε ηνπ ίκσλα Παπαιεμίνπ ηνλ νπνίν επραξηζηώ ζεξκά 

γηα ηε ζηήξημε θαη ην θνπξάγην ηνπ. 

 

Δπραξηζηώ επίζεο ηελ Πεηξνύια γηα ηε ζεηηθή ηεο ελέξγεηα θαη ηε βνήζεηά ηεο ζηα ηειεπηαία 

ζηάδηα ηεο εξγαζίαο κνπ, θαζώο θαη ηνλ Κώζηα γηα ηηο ζπκβνπιέο ηνπ θαη ηελ εζηθή 

ζπκπαξάζηαζε. Αθόκα, ηηο θίιεο κνπ Γαλάε, Δύα θαη Άλπ γηα ην ελδηαθέξνλ πνπ έδεημαλ γηα 

ηελ πξόνδό κνπ θαζώο θαη ηε βνήζεηα πνπ κνπ παξείραλ ζηε δηάξθεηα ησλ θνηηεηηθώλ κνπ 

ρξόλσλ. 
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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

Ζ νπξά κηαο θαηαλνκήο, πνπ είλαη ην ην αλώηεξν κέξνο απηήο, θαζνξίδεη ην κέγεζνο θαη ηε 

ζπρλόηεηα ησλ αθξαίσλ γεγνλόησλ. Οη πηζαλνηηθέο θαηαλνκέο, κε βάζε ηε ζπκπεξηθνξά ηεο 

νπξάο ηνπο, κπνξνύλ λα ηαμηλνκεζνύλ ζε δύν βαζηθέο νηθνγέλεηεο: ηηο θαηαλνκέο κε 

«βαξηέο» νπξέο θαη ηηο θαηαλνκέο κε «ειαθξηέο», κε ηηο δεύηεξεο λα έρνπλ πην ήπηα θαη κε 

κηθξόηεξε ζπρλόηεηα αθξαία γεγνλόηα. ηελ πεξίπησζε ηεο βξνρόπησζεο, ε κειέηε ηεο 

νπξάο εμάγεη ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ πεξίνδν επαλαθνξάο ησλ αθξαίσλ ηηκώλ ηεο 

θαη είλαη πξνθαλήο ε ζπκβνιή ηεο ζην ζσζηό πδξνινγηθό ζρεδηαζκό. 

Πξνθεηκέλνπ λα αμηνινγεζεί ε ζπκπεξηθνξά ησλ αθξαίσλ ηεο βξνρόπησζεο, εμεηάδνληαη 

3 477 ζηαζκνί ζε όιν ηνλ θόζκν, πνπ έρνπλ κήθνο δείγκαηνο άλσ ησλ 100 εηώλ. ε απηνύο 

εθαξκόδνληαη δύν δηαδεδνκέλεο γξαθηθέο κέζνδνη κε ζθνπό κηα πξώηε θαηάηαμε ηεο νπξάο 

ηνπο ζηηο πξναλαθεξζείζεο νηθνγέλεηεο. Ζ πξώηε κέζνδνο είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε νπξάο 

ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο, ε νπνία ειέγρεη αλ ε νπξά είλαη ηύπνπ δύλακεο (βαξηά νπξά). 

Χζηόζν, ε πξνζνκνίσζε Monte Carlo απέδεημε όηη ε κέζνδνο απηή είλαη αλαμηόπηζηε γηα 

αθξαίεο ηηκέο. Ζ δεύηεξε κέζνδνο είλαη ε πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο (Mean Excess 

Function), πνπ εθθξάδεη ηε κέζε ηηκή πάλσ από έλα όξην κηαο κεηαβιεηήο θαη ην γξάθεκά 

ηεο έρεη κεδεληθή θιίζε γηα ηελ Δθζεηηθή θαηαλνκή (νηθνγέλεηα ιεπηώλ νπξώλ). Γηα ηελ 

εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ θαηαζθεπάζηεθαλ δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ θιίζε ηεο 

Δθζεηηθήο θαηαλνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο δείγκαηνο. Ζ επηθύξσζε ηεο κεζόδνπ κε ηελ 

πξνζνκνίσζε Monte Carlo απέδεημε όηη απηή δίλεη θαιά απνηειέζκαηα ηδηαίηεξα γηα κεγάια 

δείγκαηα. Δπηπξόζζεηα, γίλεηαη ζύγθξηζε κεηαμύ ηεζζάξσλ  λνξκώλ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ 

ζθάικαηνο, κε ζθνπό ηελ εύξεζε ηεο πην αμηόπηζηεο γηα ηελ πξνζαξκνγή θαηαλνκήο ζε 

νπξά. Υξεζηκνπνηώληαο ηελ απνηειεζκαηηθόηεξε πξνζαξκόδνληαη ηέζζεξηο ζεσξεηηθέο 

θαηαλνκέο νπξάο ζηηο εκπεηξηθέο νπξέο. Οη ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο είλαη: ε Pareto ηύπνπ II, 

πνπ είλαη θαηαλνκή δύλακεο, ε Λνγαξηζκνθαλνληθή, πνπ έρεη επίζεο βαξηά νπξά, ε Weibull, 

πνπ έρεη ελδηάκεζε θαη ε Γάκκα πνπ έρεη ιεπηή νπξά θαη ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηε κειέηε 

εκεξήζηαο βξνρόπησζεο. Σα απνηειέζκαηα από ηελ πξνζαξκνγή ζπλάδνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθό 

βαζκό κε απηά από ηε κέζνδν ηεο .Μ.Τ. Ζ αλάιπζε απνδεηθλύεη όηη νη θαηαλνκέο κε βαξηέο 

νπξέο ζπκθσλνύλ θαιύηεξα κε ηα κέγηζηα ησλ βξνρνπηώζεσλ ζε ζρέζε κε ηηο ζπρλά 

ρξεζηκνπνηνύκελεο θαηαλνκέο κε ειαθξηέο νπξέο. 
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ABSTRACT 

The tail of a probability distribution, which is the upper part of it, governs both the magnitude 

and the frequency of extreme events. The probability distributions can be generally 

categorized into two families, based on their tail behavior: heavy-tailed and light-tailed 

distributions, with the latter having milder and less frequent extremes. In the case of rainfall, 

the study of the tail draws important conclusions concerning the return period of extreme 

events and its contribution in hydrologic design is obvious.   

In order to evaluate the behavior of rainfall extremes, 3 477 stations from all over the world 

with sample size over 100 years are examined. Two common graphical methods are applied 

in order to classify the empirical tails of rainfall to the above families. The first method, the 

log-log plot, demonstrates whether the tail is a power-type (heavy-tailed); however, a Monte 

Carlo study revealed that the method is unreliable for extreme values. The second method, the 

Mean Excess Function, is based on the mean value of a variable over a threshold and results 

in a zero slope line when applied and graphically depicted for the Exponential distribution 

(light-tailed). To apply the method we constructed confidence intervals for the slope of the 

Exponential distribution as functions of sample size. The validation of the method using 

Monte Carlo techniques revealed that it performs well especially for large samples. 

Additionally, four mean square error norms are compared in order to find the most reliable for 

fitting the distribution tail. The best performing norm is used to fit four different theoretical 

distribution tails to the empirical tails. The theoretical distributions tails are: the Pareto type II 

which is a power type, the Lognormal which is also heavy-tailed, the Weibull which has an 

intermediate tail, and the Gamma which is light-tailed and commonly used to describe daily 

rainfall. The results from this approach are well-matched with the ones obtained by the 

application of the Mean Excess Function method. The analysis shows that heavy-tailed 

distributions are in general in better agreement with the rainfall extremes compared to the 

commonly used light-tailed ones. 
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1 ΔΙΑΓΧΓΗ 

1.1 ΑΝΣΙΚΔΙΜΔΝΟ ΣΗ ΔΡΓΑΙΑ 

ηα πιαίζηα ηεο εξγαζίαο απηήο εμεηάδνληαη δεδνκέλα βξνρόπησζεο από 3 477 ζηαζκνύο ζε 

όιν ηνλ θόζκν. πγθεθξηκέλα, ε βξνρόπησζε αληηκεησπίδεηαη σο ηπραία κεηαβιεηή πνπ 

νξίδεηαη από κία θαηαλνκή θαη εθαξκόδνληαη κέζνδνη γηα ηελ εύξεζε θάζε θνξά θαηάιιειεο 

θαηαλνκήο πνπ λα πξνζαξκόδεηαη ηθαλνπνηεηηθά ζηηο αθξαίεο ηηκέο βξνρόπησζεο. Έρνληαο 

δεδνκέλε ηελ θαηαλνκή πνπ αθνινπζνύλ νη αθξαίεο ηηκέο, είκαζηε ζε ζέζε λα 

αληηζηνηρίζνπκε θάζε αθξαία ηηκή βξνρόπησζεο κε κηα πεξίνδν επαλαθνξάο θαη λα 

ζπκπεξάλνπκε αλ έλα γεγνλόο βξνρόπησζεο είλαη πξάγκαηη αθξαίν. 

Οη αθξαίεο ηηκέο κηαο θαηαλνκήο απνηεινύλ ην αλώηεξν κέξνο απηήο, πνπ είλαη γλσζηό σο 

νπξά ηεο θαηαλνκήο. Ζ νπξά νξίδεη ην κέγεζνο θαη ηε ζπρλόηεηα ησλ αθξαίσλ γεγνλόησλ. ε 

γεληθέο γξακκέο, ε ζπκπεξηθνξά ηεο νπξάο όισλ ησλ πηζαλνηηθώλ θαηαλνκώλ κπνξεί λα 

ηαμηλνκεζεί ζε δύν βαζηθέο νηθνγέλεηεο: ηηο θαηαλνκέο κε «βαξηέο» ή «ρνλδξέο» νπξέο θαη 

ηηο θαηαλνκέο κε «ειαθξηέο» ή «ιεπηέο» νπξέο, κε ηηο δεύηεξεο λα έρνπλ πην ήπηα θαη κε 

κηθξόηεξε ζπρλόηεηα αθξαία γεγνλόηα. Δδώ εμεηάδνληαη ηα δεδνκέλα βξνρήο κε ζθνπό ηόζν 

ηε γεληθή ηνπο θαηεγνξηνπνίεζε ζηηο δύν απηέο νηθνγέλεηεο, όζν θαη ηελ αλεύξεζε 

ζπγθεθξηκέλεο θαηαλνκήο πνπ λα εθαξκόδεηαη θαιά ζηηο αθξαίεο ηηκέο ηνπο. 

Ζ ζπλήζεο δηαδηθαζία γηα ηελ επηινγή θαηαλνκήο βξνρόπησζεο ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ 

είλαη 

(α)  Ζ εθ ησλ πξνηέξσλ επηινγή θάπνησλ παξακεηξηθώλ νηθνγελεηώλ θαηαλνκώλ, έρνληαο 

σο αλαθνξά ην κεγάιν ηζηνξηθό ρξήζεο νηθνγελεηώλ θαηαλνκώλ αλάινγα κε ηνλ 

εξεπλεηηθό ηνκέα. 

(β)  Ζ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ζύκθσλα κε κηα από ηηο κεζόδνπο πξνζαξκνγήο 

θαηαλνκώλ 

(γ)  Ζ επηινγή ηεο θαηαιιειόηεξεο θαηαλνκήο ζύκθσλα κε θάπνηα ηεζη εθαξκνγήο. 

Όκσο ζ’ απηήλ αθξηβώο ηελ επηινγή ηεο νηθνγέλεηαο είλαη πνπ κπνξεί λα γίλεη ζεκαληηθό 

ιάζνο. πγθεθξηκέλα, είλαη δύζθνιν λα πξαγκαηνπνηεζεί ε επηινγή κηαο νηθνγέλεηαο πνπ ζα 

απνηειεί θαιό κνληέιν γηα ηηο νπξέο ηεο θαηαλνκήο. Μόλν κηθξό ηκήκα από ηα εκπεηξηθά 
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δεδνκέλα αλήθεη ζηελ νπξά ηεο θαηαλνκήο (εθηόο θαη αλ δηαηίζεηαη πνιύ κεγάιν δείγκα) θαη 

όινη νη κέζνδνη πξνζαξκνγήο θαηαλνκώλ πνπ αθνξνύλ ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ ζα 

κεξνιεπηνύλ εηο βάξνο ηεο νπξάο, εθόζνλ νη εθηηκώκελεο παξάκεηξνη ζα ππνινγίδνληαη 

θπξίσο γηα ην κεγαιύηεξν ηκήκα ησλ δεδνκέλσλ (πνπ εμ νξηζκνύ δελ αλήθεη ζηελ νπξά). 

Πξνθαλώο, κηα θαθή πξνζαξκνγή ζηελ νπξά έρεη σο απνηέιεζκα ζεκαληηθά ιάζε θαη 

επηπηώζεηο ζηνλ πδξνινγηθό ζρεδηζκό. ’ απηό ην ζηάδην θαίλεηαη ε ρξεζηκόηεηα ηεο 

Θεσξίαο Αθξαίσλ Σηκώλ. 

Ζ κειέηε ινηπόλ ηεο νπξάο κεηεσξνινγηθώλ θαη πδξνινγηθώλ θαηλνκέλσλ, θαη ζπγθεθξηκέλα 

ηεο βξνρόπησζεο, κε ηε ζπλεπαγόκελε αλεύξεζε ηεο πεξηόδνπ επαλαθνξάο, απνηειεί 

ζεκαληηθή γλώζε γηα ηνλ πδξνινγηθό ζρεδηαζκό θαη ηελ θαηαζθεπή κεγάισλ πδξαπιηθώλ 

έξγσλ, κέζσ ηεο εθηίκεζεο ηνπ πιεκκπξηθνύ θηλδύλνπ. Ο ζρεδηαζκόο ησλ αληηπιεκκπξηθώλ 

έξγσλ γίλεηαη γηα ζπγθεθξηκέλε πεξίνδν επαλαθνξάο θαη ν πδξνινγηθόο ζρεδηαζκόο 

πεξηιακβάλεη δύν ζπληζηώζεο: ηελ εθηίκεζε θαηαηγίδαο ζρεδηαζκνύ θαη ηελ εθηίκεζε ηεο 

πιεκκύξαο πνπ πξνθαιείηαη από απηή (Δπζηξαηηάδεο 2011). Ζ βξνρόπησζε, ζε ζπλδπαζκό 

κε ινηπέο πδξνινγηθέο δηεξγαζίεο (εμαηκηζνδηαπλνή, θαηαθξάηεζε, δηήζεζε, επηθαλεηαθή 

θαη ππόγεηα απνξξνή) θαη ην γεσγξαθηθό θαη γεσινγηθό αλάγιπθν, νδεγεί ζηελ ηειηθή 

δηακόξθσζε ηεο παξνρήο.  

Παξάιιεια, ε παξαπάλσ δηαδηθαζία παξνπζηάδεη θιηκαηνινγηθό ελδηαθέξνλ, θαζώο κε ηνλ 

ηξόπν απηό επηηπγράλεηαη πξόβιεςε ηεο καθξνπξόζεζκεο αθξαίαο βξνρόπησζεο. Μάιηζηα, 

ην γεγνλόο όηη πξαγκαηνπνηείηαη ζε παγθόζκηα θιίκαθα δίλεη ηε δπλαηόηεηα ζύγθξηζεο ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ηεο βξνρόπησζεο ζε δηάθνξα ζεκεία ηνπ θόζκνπ. Σέινο, ιόγσ ηνπ κεγάινπ 

αξηζκνύ ησλ πξνο επεμεξγαζία ζηαζκώλ πξαγκαηνπνηήζεθε ζπζηεκαηνπνίεζε ησλ κεζόδσλ 

θαη νη πξνηάζεηο απηέο πξνζθέξνληαη γηα βειηίσζε ήδε ππαξρόλησλ πξνγξακκάησλ πνπ 

ζηόρν έρνπλ ηελ επηινγή θαηάιιειεο θαηαλνκήο ζε δεδνκέλα. 
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1.2 ΓΙΑΡΘΡΧΗ ΣΗ ΔΡΓΑΙΑ 

Ζ εξγαζία πεξηιακβάλεη, εθηόο από ηελ παξνύζα εηζαγσγή (Κεθάιαην 1), πέληε Κεθάιαηα 

θαη δύν Παξαξηήκαηα. 

ην Κεθάιαην 2 πξαγκαηνπνηείηαη βηβιηνγξαθηθή επηζθόπεζε ηεο Θεσξίαο Αθξαίσλ Σηκώλ 

θαη ζπγθεληξώλνληαη θάπνηνη βαζηθνί ηξόπνη θαηαηάμεο νπξώλ θαηαλνκώλ. 

ην Κεθάιαην 3 αλαθέξνληαη θαη αλαιύνληαη νη βαζηθέο θαηαλνκέο θαη νη αληίζηνηρεο νπξέο 

θαηαλνκώλ νη νπνίεο ειέγρζεθαλ. 

ην Κεθάιαην 4 αλαπηύζζεηαη ε κεζνδνινγία πνπ αθνινπζήζεθε ηόζν γηα ηε δηακόξθσζε 

εηθόλαο γηα ην «πάρνο» ηεο νπξάο ησλ δεδνκέλσλ όζν θαη γηα ηελ πξνζαξγκνγή θαηαλνκώλ 

ζηα κέγηζηα απηώλ. 

ην Κεθάιαην 5 ζπλνςίδνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ παξαπάλσ κεζόδσλ θαη εμάγνληαη 

ζπκπεξάζκαηα. 

ην Κεθάιαην 6 παξαηίζεληαη νη βηβιηνγξαθηθέο αλαθνξέο 

ην Παξάξηεκα Α δίλνληαη βαζηθά γξαθήκαηα από ηνπο ζηαζκνύο κε ηα πεξηζζόηεξα 

δεδνκέλα, πνπ δηαζαθελίδνπλ ηε ζπκπεξηθνξά ηεο νπξάο ηεο βξνρόπησζεο θαη αλαθέξνληαη 

μερσξηζηά ζε θάζε κέζνδν. 

ην Παξάξηεκα Β παξαηίζεηαη ν θώδηθαο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζε θάζε κέζνδν (ζην 

πξόγξακκα Wolfram Mathematica 8) 
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2 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΔΠΙΚΟΠΗΗ 

2.1 ΔΙΑΓΧΓΙΚΑ 

Ζ Θεσξία ησλ αθξαίσλ ηηκώλ (EVT) είλαη έλαο θιάδνο ηεο ζηαηηζηηθήο πνπ  έρεη σο 

αληηθείκελν ηελ αλάπηπμε θαη κειέηε ζηνραζηηθώλ κνληέισλ κε ζθνπό ηελ επίιπζε 

πξνβιεκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ εκθάληζε «πνιύ κεγάισλ» ή «πνιύ κηθξώλ» ηηκώλ θαη 

άξα αθξαίσλ θαη ζπάλησλ γεγνλόησλ ζε ηπραία πεηξάκαηα, ζε αληίζεζε κε ηελ θιαζζηθή 

ζηαηηζηηθή ηελ νπνία ελδηαθέξεη ε κέζε ζπκπεξηθνξά ηεο ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο. Οη 

κέζνδνη αθξαίσλ ηηκώλ είλαη ζηαηηζηηθέο κέζνδνη πνπ αλαιύνπλ, όπσο είλαη εκθαλέο, ηηο 

αθξαίεο ηηκέο κηαο δηεξγαζίαο. 

Ζ Θεσξία Αθξαίσλ Σηκώλ κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε δύν κέξε:  

(α)  Σν πηζαλνζεσξεηηθό κέξνο, πνπ αθνξά ηε κειέηε ηεο ζηνραζηηθήο ζπκπεξηθνξάο 

αθξαίσλ παξαηεξήζεσλ 

(β)  Σν ζηαηηζηηθό κέξνο, πνπ απνηειείηαη από κνληέια εξκελείαο, εθηηκήζεσλ θαη 

πξνβιέςεσλ αθξαίσλ ζπκβάλησλ κε βάζε πξαγκαηηθά δεδνκέλα. 

Ζ Θεσξία Αθξαίσλ Σηκώλ βξίζθεη εθαξκνγέο ηόζν ζηνλ ηνκέα ησλ νηθνλνκηθώλ, όζν θαη 

ζηελ Τδξνινγία αλαθνξηθά κε ηελ πξνζηαζία έλαληη πιεκκπξώλ (π.ρ. κε ηελ πξόβιεςε ηεο 

κέγηζηεο ξνήο πνπ αλακέλεηαη κία θνξά ζηα 100 έηε) θαζώο επίζεο θαη ζηελ Μεηεσξνινγία 

γηα ηελ πξόβιεςε αθξαίσλ θαηλνκέλσλ όπσο αθξαίνη άλεκνη, γηα ηελ αμηνιόγεζε ηνπ 

θηλδύλνπ ζε ζηαζκνύο παξαγσγήο ελέξγεηαο, γηα γεγνλόηα ηζρπξήο βξνρόπησζεο, γηα θύκαηα 

θαύζσλα, ηπθώλεο θαη μεξαζίεο θαη γηα αθξαία θαηλόκελα ζε έλα κεηαβαιιόκελν θιίκα.  

Γηα λα βξεζεί ε νξηαθή θαηαλνκή κεγίζησλ (θαη ειαρίζησλ) ππάξρνπλ δύν ηάμεηο θαηαλνκώλ 

αθξαίσλ ηηκώλ. Ζ πξώηε νλνκάδεηαη Γεληθεπκέλε Καηαλνκή Αθξαίσλ Σηκώλ, εηζήρζε από 

ηνλ Jenkinson (1955) θαη πεξηιακβάλεη ηξεηο θαηαλνκέο αθξαίσλ ηηκώλ. Ζ δεύηεξε 

νλνκάδεηαη Γεληθεπκέλε Καηαλνκή Pareto, εηζήρζε από ηνπο Balkema θαη de Haan (1974) 

θαη ηνλ Pickands (1975), θαη πεξηιακβάλεη ηελ θαηαλνκή Pareto, ηελ Δθζεηηθή θαη ηελ 

Οκνηόκνξθε. Καη νη δύν ηάμεηο αλαιύνληαη παξαθάησ. 
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2.2 ΙΣΟΡΙΚΗ ΑΝΑΓΡΟΜΗ ΣΗ ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΙΑ ΑΚΡΑΙΧΝ ΣΙΜΧΝ 

Οη πξώηεο έξεπλεο ζηνλ ηνκέα ηεο Θεσξίαο Αθξαίσλ Σηκώλ έγηλαλ από ζηαηηζηηθνύο 

αλαιπηέο. Έπεηηα αζρνιήζεθαλ νη πδξνιόγνη ζηηο αξρέο ηνπ 1970, νη αλαινγηζηέο ην 1980, νη 

αλαιπηέο νηθνλνκηθώλ ρξνλνζεηξώλ ζηα κέζα ηνπ 1990 θαη ηειηθά νη δηαρεηξηζηέο πνζνηηθνύ 

θηλδύλνπ ζηα ηέιε ηνπ 1990. Παξαθάησ δίλνληαη ηα θπξηόηεξα ηζηνξηθά γεγνλόηα ζηε 

Θεσξία Αθξαίσλ Σηκώλ (Dalle Molle, 2002)  

Ζ ηππηθή θαηαλνκή Pareto πήξε ην όλνκά ηεο από ηνλ Ηηαιό κεραληθό θαη νηθνλνκνιόγν 

Vilfredo Pareto (1848-1923). Ο Pareto ήηαλ ν πξώηνο πνπ κειέηεζε δπλακηθνύ ηύπνπ 

θαηαλνκέο θαη γηα ην ιόγν απηό νη θαηαλνκέο απηέο αλαθέξνληαη ζπρλά σο θαηαλνκέο ηύπνπ 

Pareto. Ο Pareto εξεύλεζε ηα ζηαηηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πινύηνπ ησλ αηόκσλ ζε κηα 

ζηαζεξή νηθνλνκία. 

Οη πξώηεο πξσηνπνξηαθέο έξεπλεο πάλσ ζηε Θεσξία Αθξαίσλ Σηκώλ έγηλαλ από ηνλ Fisher 

(1927) θαη ηνπο Fisher θαη Tippett (1928) θαη αθνξνύζαλ ηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ 

θαηαλνκώλ κεγίζηνπ θαη ειαρίζηνπ ηνπ δείγκαηνο. Ήηαλ νη πξώηνη πνπ δηαηύπσζαλ ηνπο 

ηξεηο ζεκειηώδεηο ηύπνπο αζπκπησηηθώλ θαηαλνκώλ αθξαίσλ ηηκώλ. Σν Θεώξεκα Fisher-

Tippett πεξηγξάθεη ηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά  ηνπ δείγκαηνο ηεο θαηαλνκήο ησλ 

κεγίζησλ θαη είλαη αλάινγν κε ην Κεληξηθό Οξηαθό Θεώξεκα γηα ην δείγκα ηεο θαηαλνκήο 

ησλ θαλνληθνπνηεκέλσλ αζξνηζκάησλ (Fisher & Tippett, 1928). 

Ζ θαηαλνκή Weibull πήξε ην όλνκά ηεο από ηνλ νπεδό θπζηθό Waloddi Weibull ν νπνίνο 

πξώηνο πξόηεηλε απηή ηελ θαηαλνκή ην 1939 ζην πιαίζην ησλ εξεπλώλ γηα ηελ αληνρή 

πιηθώλ (Weibull, 1939) 

Ο von Mises (1936) πξώηνο πξόηεηλε ην ζπλδπαζκό ησλ ηξηώλ ηύπσλ θαηαλνκώλ ηεο 

Θεσξίαο Αθξαίσλ Σηκώλ ζε έλαλ ηύπν πνπ νλνκάδεηαη Γεληθεπκέλε Καηαλνκή Αθξαίσλ 

Σηκώλ. Ο ίδηνο έδσζε ηηο επαξθείο ζπλζήθεο γηα λα αλήθεη κηα θαηαλνκή ζην κέγηζην πεδίν 

έιμεο κηαο θαηαλνκήο αθξαίσλ ηηκώλ (1936) νη νπνίεο ζπρλά θαινύληαη ζπλζήθεο von Mises 

(von Mises, 1936). 

Ο Gnedenko (1943) ήηαλ ν πξώηνο πνπ εμέηαζε ηνπο ηξεηο ζεκειηώδεηο νξηαθνύο ηύπνπο 

αθξαίσλ ηηκώλ από απζηεξά καζεκαηηθή ζθνπηά. Από απηόλ δόζεθαλ νη αλαγθαίεο θαη 

ηθαλέο ζπλζήθεο γηα λα αλήθεη κηα αθνινπζία ηπραίσλ κεηαβιεηώλ ζε θάπνην από ηα ηξία 



 

6 

 

πεδία έιμεο (1943) θαη έπεηηα ν de Ζaan έδσζε ζε απηέο κηα πην απιή κνξθή (1976). Ο 

Gnedenko επίζεο έδεημε όηη αλ ε νπξά ηεο θαηαλνκήο θζίλεη ζαλ ζπλάξηεζε δύλακεο, ηόηε ε 

θαηαλνκή αλήθεη ζην πεδίν έιμεο ηεο θαηαλνκήο Fréchet. 

Ζ εθαξκνζηκόηεηα ηεο Θεσξίαο Αθξαίσλ Σηκώλ κειεηήζεθε εθηελώο από ηoλ Gumbel 

(Gumbel, 1958). Πξόηεηλε ηελ νκώλπκε θαηαλνκή θαζώο θαη ηε κέζνδν Μεγίζησλ Σεκαρίσλ 

(Block Maxima), ε νπνία είλαη έλα από ηα παιαηόηεξα κνληέια ηεο θιαζζηθήο αλάιπζεο 

αθξαίσλ ηηκώλ (νλνκάδεηαη αιιηώο Μέζνδνο Τπεξβάζεσλ Gumbel). Οη θαηαλνκέο ησλ 

κεγίζησλ θαη ειαρίζησλ ζπλδένληαη κε ηελ αξρή ηεο ηδηόηεηαο ηεο ζπκκεηξίαο, ε νπνία 

εηζήρζε από ηνλ Gumbel. Ζ αξρή απηή ππνδειώλεη όηη ηα απνηειέζκαηα ησλ κεγίζησλ 

κπνξνύλ λα ηξνπνπνηεζνύλ θαηάιιεια γηα λα εθαξκνζηνύλ ζηα ειάρηζηα. Ο Gumbel ηέινο 

παξνπζηάδεη ηηο ιεπηνκέξεηεο  δηαδηθαζηώλ ζηαηηζηηθήο εθηίκεζεο θαη δίλεη πνιιά 

επεμεγεκαηηθά παξαδείγκαηα εθαξκνγώλ Θεσξίαο Αθξαίσλ Σηκώλ ζηε Φπζηθή θαη ηε 

Μεραληθή. 

Ζ γ – παξακεηξνπνίεζε ησλ θαηαλνκώλ αθξαίσλ ηηκώλ νθείιεηαη ζηνλ von Mises (1936) θαη 

ζπρλά ζπλδπάδεηαη θαη κε ην όλνκα ηνπ Jenkinson (1955). 

Ζ Γεληθεπκέλε Καηαλνκή Αθξαίσλ Σηκώλ κε ηξεηο παξακέηξνπο εηζήρζε από ηνλ Jenkinson 

(1955 θαη 1969) γηα λα πξνζδηνξίζεη ηηο θαηαλνκέο ζπρλόηεηαο ησλ κεγαιύηεξσλ ηηκώλ 

κεηεσξνινγηθώλ δεδνκέλσλ όηαλ είλαη άγλσζηε ε νξηαθή κνξθή ηεο θαηαλνκήο αθξαίσλ 

ηηκώλ. 

Σν ζεώξεκα  Pickands-Balkema-de Haan, ην νπνίν ζπλδέεη ηελ νξηαθή κνξθή ηεο θαηαλνκήο 

ππέξβαζεο γηα πςειά θαηώθιηα κε ηε ζπλάξηεζε γεληθεπκέλεο θαηαλνκήο Pareto, απεδείρζε 

από ηνπο Balkema θαη de Haan (1974) θαη από ηνλ Pickands (1975). Απέδεημαλ όηη ε νξηαθή 

έθθξαζε γηα ηηο δηαβαζκηζκέλεο ππεξβάζεηο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Χ πάλσ από έλα πςειό 

θαηώθιη u κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί από ηε Γεληθεπκέλε Pareto θαηαλνκή. 

Ζ κέζνδνο Άλσ Καησθιίνπ (Peaks over Threshold - POT) ρξεζηκνπνηείηαη από ηνπο 

πδξνιόγνπο γηα πάλσ από 25 ρξόληα (Embrechts et al., 1997) 

Οη πξώηεο εθαξκνγέο ζηε δηαρείξηζε θηλδύλνπ έγηλαλ κε ηε ζπκβνιή ησλ αλαινγηζηώλ 

Andrew J. McNeil θαη Paul Embrechts θαη ησλ ζπλεξγαηώλ ηνπο ζην Διβεηηθό Παλεπηζηήκην 

ETH ζηε Επξίρε (1998 έσο 2005) 
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2.3 ΔΙΑΓΧΓΗ ΣΗ ΘΔΧΡΙΑ ΑΚΡΑΙΧΝ ΣΙΜΧΝ 

ύκθσλα κε ηε Θεσξία Αθξαίσλ Σηκώλ είλαη γλσζηό όηη γηα δεδνκέλν αξηζκό n 

αλεμάξηεησλ, ηαπηνηηθά θαηαλεκεκέλσλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ, ε κεγαιύηεξε από απηέο 

 1 2max , ,..., nX Y Y Y  αθνινπζεί ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο 

    
n

nH x F x     (2.1) 

Αθνύ          1 2 1max , ,..., ,...,
n

n n nH x P X x P Y Y Y x P Y x Y x F x               

Όπνπ    iF x P Y x   είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ iY  θαη αλαθέξεηαη 

ζπλήζσο σο  κεηξηθή θαηαλνκή. Δάλ ην n δελ είλαη ζηαζεξό, αιιά κπνξεί λα ζεσξεζεί σο 

πξαγκαηνπνίεζε κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο κε θαηαλνκή Poisson θαη κέζε ηηκή ν, ηόηε ε 

θαηαλνκή ηεο κεηαβιεηήο X γίλεηαη (Todorovic & Zelenhasic 1970; Rossi et al., 1984) 

ζύκθσλα κε Koutsoyiannis 2004 

     exp 1H x F x        (2.2) 

Όκσο:            
2

ln ln 1 1 1 1 ... 1
n

F x n F x n F x F x n F x                             

θάλνληαο ρξήζε ηνπ αλαπηύγκαηνο Taylor όπνπ  
2 3

ln 1 ...
2 3

x x
x x      θαη ζέηνληαο 

όπνπ x ην  1 F x    . Άξα έρνπκε όηη γηα κεγάια n ή κεγάια  F x ,    n nH x H x . 

Αξηζκεηηθή έξεπλα δείρλεη όηη αθόκα θαη γηα ζρεηηθά κηθξά n, ε δηαθνξά κεηαμύ  nH x  θαη 

 nH x  δελ είλαη ζεκαληηθή. 

ηηο πδξνινγηθέο εθαξκνγέο πνπ αθνξνύλ ηελ θαηαλνκή ησλ εηήζησλ κεγίζησλ βξνρήο ή 

πιεκκύξαο, κπνξεί λα ππνηεζεί όηη ν αξηζκόο ησλ ηηκώλ ηνπ iY  (π.ρ. ν αξηζκόο ησλ κεγίζησλ 

θαηαθξεκλίζεσλ ή ησλ παξνρώλ πιεκκύξαο) δελ είλαη ζηαζεξόο, άξα ην κνληέιν Poisson 

κπνξεί λα ζεσξεζεί θαηάιιειν γη’ απηή ηελ πεξίπησζε. Γεδνκέλεο θαη ηεο κηθξήο δηαθνξάο 

κεηαμύ ησλ  nH x  θαη  nH x , κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη ε εμίζσζε (2.2) είλαη 

θαηάιιειν κνληέιν γηα θάζε πξαθηηθή πδξνινγηθή εθαξκνγή. 



 

8 

 

Όκσο, νη εμηζώζεηο (2.1) θαη (2.2), ησλ νπνίσλ ε αμηνιόγεζε απαηηεί λα είλαη γλσζηή ε 

κεηξηθή θαηαλνκή, δε ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ πδξνινγηθή ζηαηηζηηθή. Αληί γη απηέο, ζηνλ 

ηνκέα απηό έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί αζπκπησηηθέο ή νξηαθέο θαηαλνκέο αθξαίσλ ηηκώλ, ν 

νπνίεο ιακβάλνληαη από ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο όηαλ ην n ηείλεη ζην άπεηξν. Οπζηαζηηθά, δε 

βαζηδόκαζηε ζηελ F, αιιά πξνζεγγίδνπκε ηελ θαηαλνκή γηα κεγάιν n, αλεμαξηήησο ηεο F. 

 

2.4 ΘΔΧΡΗΜΑ FISHER-TIPPETT 

ύκθσλα κε ην ζεώξεκα Fisher-Tippett (1928), αλ ην κέγηζην ηνπ νξζά θαλνληθνπνηεκέλνπ 

δείγκαηνο ζπγθιίλεη ζε κηα κε εθθπιηζκέλε θαηαλνκή, ηόηε αλήθεη ζε κηα από ηηο παξαθάησ 

ηξεηο θαηαλνκέο (αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο) 

(α)    Σύπνο 1, Καηαλνκή ηύπνπ Gumbel (ρήκα 2.1) 

     ,  R
xex P X x e x

      (2.3) 

  

 

σήμα 2.1 Γηάγξακκα ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαηαλνκήο ηύπνπ Gumbel 

 

 (β)    Σύπνο 2, Καηαλνκή ηύπνπ Fréchet (ρήκα 2.2) 

    
0        0

 ,   0
   0

aa x

x
x P X x a

e x



    


 (2.4) 

  

http://www.putumayo.com/content/french_caf%C3%A9_0
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σήμα 2.2 Γηάγξακκα ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαηαλνκήο ηύπνπ Fréchet γηα δηάθνξεο 

ηηκέο ηνπ δείθηε α. 

 

(γ)    Σύπνο 3, Αληίζηξνθε Weibull Καηαλνκή (ρήκα 2.3) 

    
 

  0  ,   0
1           0

a
x

a

e xx P X x a
x

      


 (2.5) 

  

 

σήμα 2.3 Γηάγξακκα ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαηαλνκήο ηύπνπ Weibull γηα δηάθνξεο 

ηηκέο ηνπ δείθηε α. 

 

http://www.putumayo.com/content/french_caf%C3%A9_0
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Οη θαηαλνκέο ,  ,  Λa a   θαινύληαη ηππηθέο θαηαλνκέο αθξνηάησλ, ελώ θαηαλνκέο πνπ 

είλαη ηνπ ίδηνπ ηύπνπ κε απηέο θαινύληαη θαηαλνκέο αθξνηάησλ.  

Καηά ηνλ νξηζκό, κηα η.κ. Y (ή, αληίζηνηρα, ε θαηαλνκή ηεο F) αλήθεη «ζην πεδίν έιμεο κηαο 

θαηαλνκήο αθξνηάησλ H» αλ ππάξρνπλ αθνινπζίεο 0nc  , nd   έηζη ώζηε 

 n n dX d c H   θαη ζπκβνιίδνπκε   ή MDAY F H . Με άιια ιόγηα, εάλ ε θαηαλνκή 

ησλ κεγίζησλ ηνπ δείγκαηνο κηαο δεδνκέλεο θαηαλνκήο ζπγθιίλεη ζε έλαλ από ηνπο ηξεηο 

ηύπνπο, ηόηε αλήθεη ζην κέγηζην πεδίν έιμεο ησλ  x ,  a x  ή  a x . 

Από καζεκαηηθή άπνςε νη ηξεηο απηνί ηύπνη θαηαλνκώλ ζπλδένληαη. Έζησ 0X  , ηόηε αλ 

1 έρεη ζ.θ. Φ   ln  έρεη ζ.θ. Λ   έρεη ζ.θ. Φa

a aX X X   
 
(Haan & Ferreira 2006). 

 

2.5 ΓΔΝΙΚΔΤΜΔΝΗ ΚΑΣΑΝΟΜΗ ΑΚΡΑΙΧΝ ΣΙΜΧΝ 

Οη von Mises (1936) θαη Jenkinson (1955), αλέπηπμαλ κηα ζπκππθλσκέλε ζεσξία θαηαλνκώλ 

αθξαίσλ ηηκώλ ζύκθσλα κε ηελ νπνία, θαη νη ηξεηο αζύκπησηεο κπνξνύλ λα πεξηγξαθνύλ από 

κία νηθνγέλεηα θαηαλνκώλ πνπ θαιείηαη θαηαλνκή ΓΑΣ – Γεληθεπκέλε θαηαλνκή Αθξαίσλ 

Σηκώλ (GEV –  Generalized Extreme Value distribution) θαη πεξηγξάθεηαη από ηε ρέζε 2.6: 

  
1

exp 1  ,    / ,  0 
x

H x x




    



    
        

     

 (2.6)  

όπνπ ,   0    θαη γ > 0 είλαη παξάκεηξνη ζέζεο, θιίκαθαο θαη ζρήκαηνο αληίζηνηρα. Σν 

δηάγξακκα ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο θαηαλνκήο θαίλεηαη ζην ρήκα 2.4.  
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σήμα 2.4 Γηάγξακκα ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαηαλνκήο Γ.Α.Σ. γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 

δείθηε γ. 

Ο Leadbetter (1974) έδεημε όηη απηό ηζρύεη όρη κόλν γηα ηα κέγηζηα αλεμάξηεησλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηώλ, αιιά θαη γηα εμαξηεκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη δελ 

ππάξρεη καθξόρξνλε εμάξηεζε ησλ ππεξβάζεσλ πςειώλ επηπέδσλ.  

Όηαλ ην 0  , ε  H x  αληηπξνζσπεύεη ηελ θαηαλνκή ησλ κεγίζησλ ηύπνπ II. ’ απηή ηελ 

πεξίπησζε, ε κεηαβιεηή είλαη θάησ θξαγκέλε θαη κε άλσ θξαγκέλε. Δηδηθή πεξίπησζε 

έρνπκε όηαλ ην θαηώηαην όξην γίλεη κεδέλ ( 1/  ). Απηή ε εηδηθή δη-παξακεηξηθή 

θαηαλνκή έρεη ηελ απινπνηεκέλε κνξθή: 

  
1/

exp  ,    
x

H x x








   
    

   

 (2.7)  

Ζ ηειεπηαία εμίζσζε είλαη ε θαηαλνκή Fréchet (βι. ρέζε 2.4). 

Ζ νξηαθή πεξίπησζε γ = 0, αληηπξνζσπεύεη ηελ θαηαλνκή κεγίζηνπ ηύπνπ Η ή θαηαλνκή 

Gumbel (βι. ρέζε 2.3). Έηζη, ε εμίζσζε GEV παίξλεη ηε κνξθή 

   exp exp  ,     
x

H x x




  
     

  
 (2.8)  

πνπ είλαη κε θξαγκέλε άλσ θαη θάησ  x    . 

http://www.putumayo.com/content/french_caf%C3%A9_0
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Σέινο, όηαλ 0  , ε  H x  αληηπξνζσπεύεη ηνλ ηύπν ΗΗΗ θαηαλνκήο κεγίζησλ ή αληίζηξνθε 

Weibull (βι.ρέζε 2.5) πνπ έρεη ηε κνξθή: 

  
1

exp  ,    
x

H x x







  
     

   

 (2.9)  

 Όκσο, ν ηύπνο απηόο δελ έρεη πξαθηηθό ελδηαθέξνλ ζηελ πδξνινγία, θαζώο αλαθέξεηαη ζε 

ηπραίεο κεηαβιεηέο άλσ θξαγκέλεο όπσο αλαθέξεη. Αλ θαη γεληθά ε θαηεγνξία απηή είλαη ε 

ζπρλόηεξα ρξεζηκνπνηνύκελε ζηε θύζε, ε βξνρή δελ εκπίπηεη ζ’ απηή ηελ θαηεγνξία, θαζώο 

ζε ζεκαληηθό βαζκό, νη «πνζόηεηεο» βξνρήο είλαη αλεμέιεγθηεο θαη κπνξνύλ λα 

παξαηεξεζνύλ πςειέο βξνρνπηώζεηο (Jenkinson, 1955). Δπίζεο, λα παξαηεξήζνπκε όηη γηα 

ηελ θαηαλνκή ειαρίζηνπ, νη ξόινη ησλ ηύπσλ II θαη III είλαη αληίζηξνθνη, γηα παξάδεηγκα, ε 

θαηαλνκή ηύπνπ III δελ είλαη άλσ θξαγκέλε, θαη γη απηό είλαη ινγηθή επηινγή γηα ηε κειέηε 

μεξαζηώλ (από Koutsoyiannis, 2004). 

Με ηε γ – παξακεηξνπνίεζε πνπ έγηλε από ηνπο von Mises (1936) θαη Jenkinson (1955) κηα 

ηζνδύλακε έθθξαζε είλαη ε ρέζε 2.10. Μέζσ απηήο, νη νξηαθέο θαηαλνκέο απεηθνλίδνληαη 

σο έρνληεο κία παξάκεηξν, ηε γ, ε νπνία νλνκάδεηαη δείθηεο αθξαίσλ ηηκώλ (de Haan & 

Ferreira, 2000).  

    
1

exp 1 ,   1+ 0H x x x


 
    

 
 (2.10)        

Γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ γ (ή ηζνδύλακα ηεο 1/ α ) πξνθύπηνπλ νη ζρέζεηο 2.3 έσο 

2.5.          

                                                                                                                                                                                         

2.5.1 Πεδία έλξηρ καηανομών 

 Ορισμοί 

Λέκε όηη κηα ζεηηθή ζπλάξηεζε h ζην  0,  θαιείηαη νκαιήο θύκαλζεο (regularly varying) 

ζην   κε δείθηε α θαη ζπκβνιίδνπκε ah , αλ γηα θάζε 0x   

     
 

 
lim ,   0a

x

h tx
t t

h x
             (2.11)  
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Ζ νκαιή θύκαλζε έρεη ηελ έλλνηα όηη ε θαηαλνκή πξνζνκνηάδεη κε ζπλάξηεζε δύλακεο 

θνληά ζην άπεηξν, δειαδή ε νπξά ηεο θαηαλνκήο είλαη βαξηά. 

Αλ 0a   ηόηε θαιείηαη βξαδείαο θύκαλζεο (slowly varying) 

Αλ a    
 
 

 ,    αλ 0,1

0  ,    αλ 1,    

a
t

t
t

 
  

 
θαιείηαη ηαρείαο θύκαλζεο (rapidly varying) 

Κάζε ζπλάξηεζε ah , a , κπνξεί λα γξαθεί σο  

        ah x x L x          (2.12)  

 όπνπ L ζπλάξηεζε βξαδείαο θύκαλζεο ή 0L
 
(Embrechts et al., 1997). 

Γύν ζ.θ. ,F G  κπνξνύλ λα έρνπλ δηαθνξεηηθή κνξθή ζην  αιιά ε δεμηά νπξά ηνπο λα έρεη 

ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά. Θα θαινύκε δύν ηέηνηεο θαηαλνκέο «ηζνδύλακεο νπξάο» (tail-

equivalent). Γύν ζ.θ. ,  F G  έρνπλ ηζνδύλακε νπξά αλ F Gx x  θαη, γηα θάπνην 0c  , 

      
 

 
lim

Fx x

F x
c

G x


         

(2.13)  

Αλ δύν ζ.θ. έρνπλ ηζνδύλακε νπξά, ηόηε αλήθνπλ ζηελ ίδηα πεξηνρή έιμεο κηαο θαηαλνκήο 

αθξνηάησλ (κε ηηο ίδηεο αθνινπζίεο ,n nc d ). 

 

 Τύπορ οπίος Fréchet 

Οη θαηαλνκέο πνπ νδεγνύλ ζην όξην ηύπνπ Fréchet γηα 0   ραξαθηεξίδνληαη σο νκαιά 

θπκαηλόκελεο. Γεληθά ηζρύεη όηη κηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F  αλήθεη ζην κέγηζην πεδίν 

έιμεο (MDA) ηεο Γ.Α.Σ. κε 0   αλ θαη κόλν αλ ε ζπλάξηεζε νπξάο F  είλαη νκαιά 

θπκαηλόκελε. Καη γξάθνπκε (θαηά Gnedenko) 

      1F MDA F x x L x



     (2.14) 

  

γηα θάπνηα ζπλάξηεζε L αξγά θπκαηλόκελε ζην άπεηξν (πνπ είλαη ηζνδύλακε κε ηε ρέζε 

2.12). Απηό ζεκαίλεη όηη νη θαηαλνκέο πνπ δεκηνπξγνύλ ηνλ ηύπν Fréchet είλαη θαηαλνκέο κε 
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νπξέο πνπ είλαη ζπλαξηήζεηο νκαιά θπκαηλόκελεο κε αξλεηηθό δείθηε δηαθύκαλζεο. 

Οπζηαζηηθά νη νπξέο ηνπο θζίλνπλ ζα ζπλάξηεζε δύλακεο θαη ν ξπζκόο 1a   κε ηνλ νπνίν 

θζίλνπλ  είλαη ν γλσζηόο δείθηεο νπξάο ηεο θαηαλνκήο. 

Καηαλνκέο πνπ ζπγθιίλνπλ ζηε Fréchet είλαη  Cauchy, Student t, Loggamma, F, Burr θαη 

stable (ζηαζεξή, γηα 2a  ). Οη θαηαλνκέο απηέο παξνπζηάδνπλ ην κεγαιύηεξν ελδηαθέξνλ 

ζηε Θεσξία Αθξαίσλ Σηκώλ θαζώο έρνπλ ρνλδξέο νπξέο θαη έρνπλ πςειέο ξνπέο πνπ 

απεηξίδνληαη (McNeil et al., 2005).  

 

 Τύπορ οπίος ανηίζηποθηρ Weibull 

ε αληίζεζε κε ηηο θαηαλνκέο κε βαξηέο νπξέο, ε πεξίπησζε ηνπ 0   πεξηέρεη θαηαλνκέο 

πνπ έρνπλ πεπεξαζκέλν δεμί αθξαίν ζεκείν z   , θαη γηα ην ιόγν απηό δελ παξνπζηάδεη 

ελδηαθέξνλ γηα ηηο πδξνινγηθέο κεηαβιεηέο. Πεξηιακβάλεη ηελ Οκνηόκνξθε θαη ηε Βήηα 

θαηαλνκή. Ηζρύεη όηη      1 1 θαη a F FF MDA x F x x x L x       γηα θάπνηα 

ζπλάξηεζε L αξγά θπκαηλόκελε ζην άπεηξν (McNeil et al., 2005). 

 

 Τύπορ οπίος Gumbel 

Ζ πεξίπησζε ηνπ 0   είλαη πην πεξίπινθε. Αλ θαη ππάξρνπλ θη εδώ αλαγθαίεο θαη επαξθείο 

ζπλζήθεο, ζπάληα ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ πξάμε. ζηελ θαηεγνξία απηή ππάγνληαη θαηαλνκέο 

όπσο ε Δθζεηηθή θαη, αλ πνύκε όηη ε ηάμε Fréchet πεξηέρεη νξηαθνύο λόκνπο γηα ηα κέγηζηα 

ηνπ δείγκαηνο θαηαλνκώλ ησλ νπνίσλ νη νπξέο είλαη νπζηαζηηθά ηύπνπ δύλακεο, κπνξνύκε 

λα πνύκε όηη ε ηάμε Gumbel πεξηέρεη νξηαθνύο λόκνπο γηα ηα κέγηζηα ηνπ δείγκαηνο 

θαηαλνκώλ ησλ νπνίσλ νη νπξέο θζίλνπλ εθζεηηθά (McNeil et al., 2005). 

Μπνξεί λα απνδεηρζεί όηη ζ απηό ην πεδίν έιμεο ππάξρνπλ θαηαλνκέο κε βαξηέο νπξέο, ησλ 

νπνίσλ όιεο νη ξνπέο είλαη πεπεξαζκέλεο (όπσο γηα παξάδεηγκα ε Λνγαξηζκνθαλνληθή 

θαηαλνκή), αιιά θαη θαηαλνκέο ειαθξώλ νπξώλ (όπσο ε Καλνληθή, ε Δθζεηηθή ή ε Γάκκα 

θαηαλνκή, ή αθόκα θάπνηεο θαηαλνκέο νη νπνίεο είλαη θξαγκέλεο ζηα δεμηά). Άιιεο 

θαηαλνκέο ζ απηή ηελ θαηεγνξία είλαη ε 2X , ε Σππηθή Weibull (δηαθνξεηηθή από ηε Weibull 

ηεο GEV), νη Benktander ηύπνπ I θαη II θαη ε ίδηα ε Gumbel. 
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2.6 ΓΔΝΙΚΔΤΜΔΝΗ ΚΑΣΑΝΟΜΗ PARETO 

Ζ πξνζνκνίσζε κόλν ησλ κεγίζησλ κπνξεί λα είλαη αλεπαξθήο ζηελ πεξίπησζε πνπ 

δηαηίζεληαη δεδνκέλα κε κεγάιεο ρξνλνζεηξέο. Δθόζνλ ε Θεσξία Αθξαίσλ Σηκώλ ζηε βάζε 

ηεο αζρνιείηαη κε ηελ πξνζνκνίσζε ηεο νπξάο κηαο άγλσζηεο θαηαλνκήο, κηα ηδέα είλαη ε 

κνληεινπνίεζε όισλ ησλ 
iX , ησλ νπνίσλ νη ηηκέο είλαη κεγαιύηεξεο από έλα ζεκαληηθά 

πςειό θαηώθιη. Βάζεη ησλ απνηειεζκάησλ ησλ Balkema θαη de Haan (1974) θαη ηνπ 

Pickands (1975), είλαη γλσζηό όηη αλ ε θαηαλνκή ησλ 
iY  βξίζθεηαη ζην κέγηζην πεδίν έιμεο 

ηεο Γεληθεπκέλεο Καηαλνκήο Αθξαίσλ Σηκώλ, ηόηε ε θαηαλνκή ησλ ππεξβάζεσλ έρεη 

παξόκνηα νξηαθή εθπξνζώπεζε. Ζ ζηελή ζρέζε κεηαμύ ηεο θαηαλνκήο κεγίζηνπ  H x  θαη 

ηεο νπξάο ηεο κεηξηθήο θαηαλνκήο  F x  επηηξέπεη ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο δεύηεξεο, εάλ είλαη 

γλσζηή ε πξώηε. Ζ νπξά ηεο  F x  κπνξεί λα εθπξνζσπεζεί από ηελ θαηαλνκή ηεο Χ κε ηε 

δέζκεπζε λα είλαη κεγαιύηεξε από νξηζκέλν όξην u, π.ρ.    |uG x F x x u  , γηα ηελ νπνία: 

  
 

 

1
1  ,    

1
u

F x
G x x u

F u


  


 (2.15) 

Δάλ επηιεγεί u ηέηνην ώζηε ε πηζαλόηεηα ππέξβαζεο  1 F u  λα ηζνύηαη κε 1/ , δειαδή 

ηνλ αληίζηξνθν ηνπ κέζνπ αξηζκνύ ησλ γεγνλόησλ ζε έλα ρξόλν θαη αλ  G x  ε ππό ζπλζήθε 

θαηαλνκή γη’ απηή ηε ζπγθεθξηκέλε ηηκή, ηόηε: 

    1 1G x F x       (2.16) 

πλδπάδνληαο ηηο εμηζώζεηο (2.15) θαη (2.16) παίξλνπκε 

    1 lnG x H x
   (2.17) 

Δάλ δίλεηαη ε  H x
  από ηελ νξηαθή θαηαλνκή  H x  ζηελ εμίζσζε (2.2), ηόηε  

(α)  Γηα 0   ζπλεπάγεηαη: 

  
1

1 1
x

G x










  
    

  
 (2.18)   

όπνπ  όηαλ 0 θαη /  όηαλ 0x a a x a         , πνπ είλαη ε Γεληθεπκέλε θαηαλνκή 

Pareto (ρήκα 2.5).  
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σήμα 2.5 Γηάγξακκα ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο Γεληθεπκέλεο Pareto θαηαλνκήο γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ γ (α = 0 θαη β= 1). 

 

(β)  Οκνίσο, γηα 0  : 

   1 exp  
x

G x




 
   

 
 (2.19) 

πνπ είλαη ε εθζεηηθή θαηαλνκή (ρήκα 2.6).  

 

σήμα 2.6 Γηάγξακκα ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο γηα δηάθνξεο ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ γ. 

 

(γ)  ηελ πεξίπησζε πνπ 1   ε θαηαλνκή G είλαη ε Οκνηόκνξθε Καηαλνκή 
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  0,U   (2.20) 

Ζ Γεληθεπκέλε Καηαλνκή Pareto ινηπόλ, πξνθύπηεη σο νξηαθή θαηαλνκή γηα ππεξβάζεηο ελόο 

θαησθιίνπ αλ θαη κόλν αλ ε κεηξηθή θαηαλνκή βξίζθεηαη ζην πεδίν έιμεο ηεο GEV.  

 

2.7 ΣΑΞΙΝΟΜΗΗ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ ΒΑΔΙ ΤΜΠΔΡΙΦΟΡΑ ΟΤΡΑ  

2.7.1 Γενικά 

πλήζσο γηα λα νξίζνπκε αλ κηα νπξά είλαη «ρνλδξή» βαζηδόκαζηε ζηελ ηέηαξηε θεληξηθή 

ξνπή. Έζησ X ηπραία κεηαβιεηή θαη X  θαη X  ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε 

αληίζηνηρα, ηόηε ε θαηαλνκή ηνπ X ιέκε όηη έρεη ρνληξή νπξά όηαλ 

 

4

X

X

3
ζ

k

X
C E

  
   
   

 (2.21) 

Ζ  3kC   είλαη γλσζηή σο επηπιένλ θύξησζε ιόγσ ηνπ όηη ε ηέηαξηε θεληξηθή ξνπή 

(θύξησζε) ηεο Καλνληθήο Καηαλνκήο είλαη ίζε κε 3. Ζ θαηάηαμε όκσο κε ηε ρέζε 2.21 

είλαη αζαθήο θαη δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα θαηαλνκέο κε άπεηξε ηέηαξηε ξνπή. Όηαλ 

δύν κεηαβιεηέο έρνπλ άπεηξε ηέηαξηε ξνπή, ηόηε δελ κπνξεί λα γίλεη θακία δηάθξηζε κεηαμύ 

ησλ θαηαλνκώλ ηνπο κε βάζε ηελ θύξησζε. 

Οη θαηαλνκέο κπνξνύλ λα θαηεγνξηνπνηεζνύλ ζύκθσλα κε ηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά 

ηεο νπξάο ηνπο ζε δύν γεληθέο ηάμεηο, ηελ ηάμε ησλ ππνεθζεηηθώλ, κε ππθλόηεηεο 

πηζαλόηεηαο πνπ ηείλνπλ ζην κεδέλ πην αξγά από ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηεο Δθζεηηθήο, 

θαη ηελ ηάμε ησλ ππεξεθζεηηθώλ, κε ππθλόηεηεο πηζαλόηεηαο πνπ ηείλνπλ ζην κεδέλ 

ηαρύηεξα από ηεο Δθζεηηθήο (Teugels 1975; Klüppelberg 1988). Παξαθάησ γίλεηαη αλαθνξά 

ζε θάπνηνπο από ηνπο ηξόπνπο θαηάηαμεο νπξώλ πνπ ππάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία. 

 

2.7.2 Καηά Werner και Upper 

Γεληθά δελ ππάξρεη θάπνηνο γεληθά απνδεθηόο νξηζκόο γηα ηε «βαξύηεηα» ησλ νπξώλ, κε ηνλ 

νπνίν ζα ήηαλ δπλαηή κηα θαηάηαμή ηνπο. Έλαο ηξόπνο θαηάηαμεο νπξώλ έρεη δνζεί από 

Werner and Upper (2004), πνπ πξνηείλνπλ πέληε ηάμεηο θαηαλνκώλ. Οη ηάμεηο απηέο 
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εκπεξηέρνπλ ε κία ηελ άιιε  A B C D E     θαη κπνξνύλ λα παξνπζηαζηνύλ όπσο 

θαίλεηαη ζην ρήκα 2.7 (El Adlouni et al., 2008): 

 

σήμα 2.7 Δλδεηθηηθό ζρήκα θαηάηαμεο «ρνλδξώλ» νπξώλ θαηά Werner & Upper (2002). Προέλευση: 

El Adlouni et al. (2008) μετά από προσαρμογή. 

 

Όπνπ έρνπκε ηηο εμήο ηάμεηο θαηαλνκώλ: 

Ε : θαηαλνκέο κε κε ύπαξμε εθζεηηθώλ ξνπώλ 

D : ππν – εθζεηηθέο θαηαλνκέο 

C : θαηαλνκέο νκαιήο θύκαλζεο 

B : θαηαλνκέο ηύπνπ Pareto 

Α : θαηαλνκέο ζηαζεξάο – α  

Ηδηαίηεξεο ζεκαζίαο είλαη νη ηάμεηο C θαη B πνπ ζπλδένληαη κε ηελ θιαζζηθή ζεσξία ησλ 

αθξαίσλ ηηκώλ. 

 Ε : Ζ επξύηεξε ηάμε E πεξηιακβάλεη όιεο ηηο θαηαλνκέο κε  exE   . Να ζεκεησζεί 

όηη ε Καλνληθή Καηαλνκή δελ πεξηιακβάλεηαη ζ’ απηήλ ηελ ηάμε θαζώο ε πηζαλόηεηα 

ηεο νπξάο ηεο      1P X x F x F x     κεηώλεηαη ηαρύηεξα από εθζεηηθά. Έηζη, νη 

θαηαλνκέο απηήο ηεο ηάμεο έρνπλ ρνλδξή νπξά ζε ζρέζε κε απηή ηεο Καλνληθήο. 

 

 
 
 

 

Διαθξηά νπξά 

Βαξηά νπξά 

E 
D

C
B

A
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 Ζ ηάμε D πεξηιακβάλεη ηηο ππνεθζεηηθέο θαηαλνκέο, ησλ νπνίσλ νη νπξέο κεηώλνληαη πην 

αξγά από εθείλεο ησλ εθζεηηθώλ, θαη νξίδνληαη από ηελ αθόινπζε εμίζσζε  (Teugels, 

1975; Goldie and Klüppelberg 1996): 

 
 

  
1

1

...
lim 1

max ,...,

n

x
n

P X X x

P X X x

  



 (2.22) 

       Απηό ζεκαίλεη όηη ην άζξνηζκα n αλεμάξηεησλ θαη  ηζόλνκσλ ππνεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ 

είλαη πηζαλό λα ππεξβαίλεη ην x αλ θαη κόλν αλ ην κέγηζηό ηνπ είλαη κεγαιύηεξν από ηo 

x. Ζ εμίζσζε (2.22) απνδεηθλύεηαη όηη είλαη ηζνδύλακε κε ηελ (Embrechts et al., 1997) : 

 
 

 

__

lim  ,    0
expx

F x

x



   


 (2.23)                                    

       όπνπ    1F x F x   αληηζηνηρεί ζηε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ππέξβαζεο θαη F είλαη ε 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. Δθόζνλ ν παξνλνκαζηήο  exp x   0   

αληηπξνζσπεύεη ηελ νπξά ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο, ε ηάμε D πεξηέρεη όιεο ηηο 

θαηαλνκέο κε νπξέο πνπ κεηώλνληαη πην αξγά από ηηο εθζεηηθέο θαηαλνκέο. 

 

 Ζ ηάμε C πεξηέρεη θαηαλνκέο νη νπνίεο απνηεινύλ ππνθαηεγνξία ησλ ππνεθζεηηθώλ θαη 

ηθαλνπνηνύλ ηε ζπλζήθε: 

 
 

 
lim a

t

F tx
x

F t




  (2.24)

         

 

       Ζ ζρέζε είλαη ηζνδύλακε κε ηε ρέζε 2.11. Ζ ζπλζήθε απηή δειώλεη όηη αζπκπησηηθά, 

δειαδή καθξηά κέζα ζηελ νπξά, νη πηζαλόηεηεο νπξάο    F x P X x   κεηώλνληαη 

ζύκθσλα κε κηα ζπλάξηεζε δύλακεο. πλεπώο, εθεί νη θαηαλνκέο ζπκπεξηθέξνληαη ζαλ 

απηέο ηύπνπ Pareto. Οη θαηαλνκέο ηεο ηάμεο C είλαη νη νκαιήο θύκαλζεο θαηαλνκέο θαη 

ε παξάκεηξνο α θαιείηαη «δείθηεο νπξάο» θαη ρξεζηκνπνηείηαη σο κέηξν πάρνπο νπξάο. 

 Οη θαηαλνκέο ηεο ηάμεο B  έρνπλ αθξηβώο νπξέο ηύπνπ Pareto. Ζ αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ηεο ζπλάξηεζεο Pareto είλαη: 

   1 1 ,    θαη 0
u

F x u x x u u
x



   
      

 
 (2.25) 
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όπνπ 0   είλαη ν δείθηεο νπξάο. Ζ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηεο νπξάο, πνπ είλαη κε 

άιια ιόγηα ε ζπλάξηεζε ππέξβαζεο πηζαλόηεηαο,    F x P X x   ηεο θαηαλνκήο ηεο 

ηάμεο B είλαη επνκέλσο αθξηβώο ίζε κε u x   θαη όρη αζπκπησηηθά ίζε όπσο ζηελ 

πεξίπησζε ηεο ηάμεο C. Ο δείθηεο νπξάο α κπνξεί λα ζπζρεηηζηεί κε ηηο ξνπέο κηαο 

θαηαλνκήο κε νπξέο Pareto, αθνύ ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο κηαο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο πνπ αθνινπζεί θαηαλνκή Pareto είλαη   1

Paretof x u x     θαη ε ξνπή ηάμεο 

k δίδεηαη από: 

 
1k k

u
E X u x dx 


       (2.26) 

       Έηζη, κόλν ξνπέο ηάμεο k ηέηνηεο ώζηε k   είλαη πεπεξαζκέλεο. Απηή ε ηδηόηεηα 

θαίλεηαη ρξήζηκε γηα ηνλ νξηζκό ηεο ηάμεο A. Παξαηεξνύκε επίζεο όηη νη κηθξέο ηηκέο 

ηνπ α δίλνπλ πην ρνλδξέο νπξέο. 

 

 Ζ ηάμε A πεξηέρεη ζηαζεξέο θαηαλνκέο. Οη ζηαζεξέο θαηαλνκέο έρνπλ νπξά Pareto κε 

2  , πνπ ζεκαίλεη άπεηξε δηαθύκαλζε θαη επνκέλσο πνιύ ρνλδξέο νπξέο. Παξόιν πνπ 

ππάξρεη απηόο ν πεξηνξηζκόο ηεο δηαθύκαλζεο, νη θαηαλνκέο ηεο ηάμεο A είλαη κεγάιεο 

ζεκαζίαο, ιόγσ ηνπ όηη απνηεινύλ κηα γελίθεπζε ηνπ Κεληξηθνύ Οξηαθνύ Θεσξήκαηνο 

(Gnedenko, 1943). Σν Κεληξηθό Οξηαθό Θεώξεκα, πνπ αλαθέξεη όηη ην άζξνηζκα 

κεγάινπ αξηζκνύ αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ κεηαβιεηώλ από κηα θαηαλνκή κε 

πεπεξαζκέλε δηαθύκαλζε ζα ηείλεη λα είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλν, δε κπνξεί λα 

εθαξκνζηεί γηα θάπνηεο κεηαβιεηέο κε άπεηξε δηαθύκαλζε (π.ρ. κεηαβιεηέο πνπ 

αληηπξνζσπεύνπλ θπζηθέο θαηαζηξνθέο). Γηα ην ιόγν απηό, ν Fama (1965) θαη ν 

Mandelbrot (2003) πξόηεηλαλ ηε ζηαζεξή θαηαλνκή ζαλ ελαιιαθηηθό κνληέιν. Οη 

ζηαζεξέο θαηαλνκέο ππνζηεξίδνληαη από ην γεληθεπκέλν Κεληξηθό Οξηαθό Θεώξεκα, 

πνπ αλαθέξεη όηη νη ζηαζεξνί λόκνη είλαη νη κόλεο πηζαλέο νξηαθέο θαηαλνκέο γηα νξζώο 

θαλνληθνπνηεκέλα αζξνίζκαηα αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ. 

Δθόζνλ νη ζηαζεξέο θαηαλνκέο κπνξνύλ λα «θηινμελήζνπλ» ηηο ρνλδξέο νπξέο θαη ηελ 

αζπκκεηξία, ζπρλά ηαηξηάδνπλ πνιύ θαιά ζηα εκπεηξηθά δεδνκέλα. πγθεθξηκέλα, είλαη 

ρξήζηκα κνληέια γηα αθξαία γεγνλόηα. 
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2.7.3 Καηά Embrechts et al. 

(Embrects et al., 1997) 

Έλαο άιινο ηξόπνο θαηάηαμεο θαηαλνκώλ βάζεη ηεο νπξάο ηνπο (Embrects et al., 1997) 

πξνηείλεη ηελ ύπαξμε πάιη πέληε θαηεγνξηώλ θαηαλνκώλ (ρήκα 3.2): 

 Σε γεληθή ηάμε K όπνπ                                                                                                                             

       0

ˆ ζ.θ. ζην 0,  : =  γηα όια ηα 0xK F f e dF x 


       

 Σελ ηάμε ησλ βξαδείαο θύκαλζεο θαηαλνκώλ L (ησλ νπνίσλ νη νπξέο 

ραξαθηεξίδνληαη σο καθξηέο) όπνπ:                                                                                                           

        ζ.θ. ζην 0,  : lim 1 γηα όια ηα 0
x

L F F x y F x y


         

 Σελ ηάμε ησλ ππνεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ S (ηαρείαο θύκαλζεο), πνπ ηαπηίδεηαη κε ηελ 

ηάμε D ηεο θαηάηαμεο ησλ Werner and Upper (2002):                                                

  
 

 
 ζ.θ. ζην 0,  : lim  γηα όια ηα n 2

n

x

F x
S F n

F x





  
    
  

  

 όπνπ  nF x
 δειώλεη ηε n - αλαδηπινύκελε ζπλέιημε ηεο F. 

 Σελ ηάμε D ησλ θπξίσο κεηαβαιιόκελσλ θαηαλνκώλ όπνπ                                               

      
__ __

 ζ.θ. ζην 0,  : limsup 2
x

D F F x F x


 
    
 

  

ή 
 

 
limsup
x

F xy

F x
   γηα θάζε  0,1y  (ηζνδύλακα γηα 

1

2
y  ) 

 Σελ ηάμε ησλ  θαηαλνκώλ νκαιήο θύκαλζεο R όπνπ                                                                              

    ζ.θ. ζην 0,  :  γηα θάπνηα 0aR F F R a      

όπνπ 
 

 
 εάλ lim ,  >0a

a
x

h tx
h R t t

h x
    (βι.2.11)  

ή 
 

 
lim a

x

F xy
y

F x




  γηα θάπνηα 0a   θαη θάζε 0y  . 
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σήμα 2.8 Δλδεηθηηθό ζρήκα θαηάηαμεο βαξηώλ νπξώλ θαηά Embrechts et al. (1997). ). Προέλευση: 

Embrechts et al. (1997). 

Όπσο θαίλεηαη θαη από ην ζρήκα ηζρύνπλ νη εμήο ηδηόηεηεο: 

(1)   θαη R S L K R D     

(2)  L D S   

(3)   θαη D S S D   

Οη Cline θαη Samorodnitsky (1994) πξνηείλνπλ κηα παξόκνηα θαηάηαμε, κε ηε δηαθνξά όηη 

δελ αλαθέξνπλ ηελ ηάμε K, αιιά παξεκβάιινπλ αλάκεζα ζηηο R θαη D ηελ ηάμε C ε νπνία 

πεξηέρεη θαηαλνκέο κε «ζπλεπή θύκαλζε», γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη κηα ζ.θ. F  αλήθεη ζηε C 

αλ                                                                                                             

 
 

 1
limlimsup 1
y x

F xy

F x 
  (2.27) 

  ή, ηζνδύλακα,                                                                                                                                                        

 
 

 1
limliminf 1
y x

F xy

F x 
  (2.28) 

Οη ηάμεηο ζ’ απηήλ ηελ πεξίπησζε αθνινπζνύλ ηελ αθόινπζε ζρέζε «ελζσκάησζεο»:

R C D L S L     . 

 

K
 

K

 
L 

S 

D 

R 
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2.7.4 Καηά Ouarda et al. 

Οη Ouarda et al. (1994) παξνπζίαζαλ κηα θαηεγνξηνπνίεζε θαηαλνκώλ πνπ ζπλήζσο 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ πδξνινγία θαη βαζίδεηαη ζηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο 

θαηαλνκήο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο. Γηα δεδνκέλε πεξίνδν επαλαθνξάο T αξθεηά κεγάιε, 

ηζρύεη ε επόκελε ηζνδπλακία (Gumbel, 1958; Ouarda et al., 1994)  

 
 

 

 2

1

T

T

x
T T

f x
T

f x f x

  
   

 

  (2.29)                                                                                                                                                     

Πξάγκαηη, γηα κεγάιε πεξίνδν επαλαθνξάο T, ε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ππέξβαζεο 

   
1

1T TF x F x
T

    θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηείλνπλ ζην κεδέλ. Με 

ρξήζε ηνπ θαλόλα de L’Hospital γηα κεγάιεο T έρνπκε: 
 

 

 

 
lim lim

1T

T T

x x
T T

f x f x

F x f x 



 

 

 

   2

1 1

1 T

T

x
T T T

f x

F x f x f x

 
       

 

Υξεζηκνπνηώληαο απηή ηελ ηζνδπλακία, ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ θαηαλνκώλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζπρλά ζηελ πδξνινγία παξνπζηάδεηαη ζηνλ Πίλαθα 2.1. Από ηνλ πίλαθα 

απηόλ πξνθύπηνπλ ηέζζεξηο νκάδεο κε βάζεη απηή ηελ θαηάηαμε. 

 Ζ πξώηε πεξηέρεη θαηαλνκέο ησλ νπνίσλ ε νπξά είλαη ζπλάξηεζε δύλακεο ηεο 

πεξηόδνπ επαλαθνξάο  Px T . 

 Ζ δεύηεξε πεξηέρεη ηε Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή, ηεο νπνίαο ε νπξά έρεη 

ζπκπεξηθνξά παξόκνηα κε απηήλ ηεο θαηαλνκήο ηύπνπ δύλακεο. 

 Ζ νπξά ησλ θαηαλνκώλ ηεο ηξίηεο νκάδαο είλαη δπλακηθή ζπλάξηεζε ηνπ ινγαξίζκνπ 

ηεο πεξηόδνπ επαλαθνξάο   ln
P

x T  θαη όιεο ζρεδόλ νη θαηαλνκέο απηήο ηεο 

νκάδαο αλήθνπλ ζηελ ηάμε D ησλ ππνεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ. 

 Ζ ηειεπηαία νκάδα πεξηέρεη θαηαλνκέο άλσ θξαγκέλεο (upper bounded support). 

Ζ θαηάηαμε απηή από Ouarda et al. (1994) είλαη ηζνδύλακε κε ηελ πξναλαθεξζείζα (Werner 

and Upper, 2002). Παξαηεξνύκε όηη νη θαηαλνκέο πνπ αλήθνπλ ζηελ πξώηε νκάδα ηνπ 

Πίλαθα 2.1 έρνπλ δπλακηθνύ ηύπνπ νπξά θαη αληηζηνηρνύλ γεληθά ζηελ ηάμε C ησλ 



 

24 

 

θαηαλνκώλ νκαιήο θύκαλζεο (όπνπ πεξηιακβάλεηαη θαη ε γεληθεπκέλε Pareto κε 0   θαη 

0k  ). Όκσο, γηα εηδηθέο ηηκέο παξακέηξσλ, απηέο νη θαηαλνκέο ηεο ηάμεο C αλήθνπλ ζηελ 

νκάδα ησλ ππνεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ (νκάδα  III, Πίλαθαο 2.1). Δθόζνλ νη ηάμεηο πεξηέρνληαη 

ε κία κέζα ζηελ άιιε, ε ηάμε ησλ θαηαλνκώλ πνπ αλήθνπλ ζηελ ηάμε 
2C  θαη όρη ζηελ ηάμε 

1C  θαη είλαη 1 2C C  ζα ζπκβνιίδνληαη 
2 1\C C . Γηα παξάδεηγκα, ε ηάμε ησλ ππνεθζεηηθώλ 

θαηαλνκώλ πνπ δελ είλαη νκαιήο θύκαλζεο ζπκβνιίδεηαη . πλδπάδνληαο απηέο ηηο δύν 

θαηαηάμεηο, νη θαηαλνκέο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ πδξνινγία κπνξνύλ λα δηαηαρζνύλ 

ζύκθσλα κε ηηο νπξέο ηνπο (Πίλαθαο 2.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

25 

 

Πίνακαρ 2.1 Σαμηλόκεζε βάζεη αζπκπησηηθήο ζπκπεξηθνξάο ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελσλ 

ζηελ πδξνινγία θαηαλνκώλ. Προέλευση: Ouarda et al., 1994 

 

Οκάδα Υαξαθηεξηζηηθά Καηαλνκή Παξάκεηξνη 

II: Px T  

Σάμε C  1P   Log-Pearson 3 (α, λ, m) 0,  0,  m     

Σάμε C  1P   Log-logistic (α, λ) 0,  0    

Σάμε C  1P s   Γεληθεπκέλε Γάκκα (s, α, λ) 0,  0,  0s      

Σάμε C  1P   Αληίζηξνθε Γάκκα (α, λ) 0,  0    

Σάμε C  1P k   Fréchet (α, k, u) 0,  0,  k u     

Σάμε B  1P k   Γεληθεπκέλε Pareto (α, k) 0,  k    

Σάμε C 1 2  Halphen B
-1

 (α, ν, m) ,  0,  0m     

II:   
1/2

exp lnx T 
 

 

-  Λνγαξηζκνθαλνληθή 2 (μ, σ) 0,      

  Λνγαξηζκνθαλνληθή 3 (μ, σ, m) ,  0,  m      

III:  ln
P

x T  

Σάμε D  1P   Pearson ηύπνπ 3 (α, λ, m) 0,  0,  m     

Σάμε D   Γάκκα
1
 (α, λ) 0,  0    

Σάμε E   Δθζεηηθή (α, m) 0,  m    

Σάμε D   Halphen  Α (α, ν, m) 0,  ,  0m     

Σάμε D   Log-F (λ, β) 0,  0    

Σάμε D   Gumbel (α, u) 0,  u    

Σάμε D  1 2P   Halphen Β (α, ν, m) ,  0,  0m     

Σάμε D  1P s  Γεληθεπκέλε Γάκκα (s, α, λ) 0,  0,  0s      

IV: x P  

(Άλσ θξαγκέλεο) P m  Pearson 3 (α, λ, m) 0,  0,  m     

 0P   Γάκκα (α, λ) 0,  0    

   exp / lnP m e  Log-Pearson 3 (β, γ, κ) 0,  0,        

 1P   Log-Logistic (α, λ) 0,  0    

 P u k   Αληίζηξνθε Weibull 3 0,  0,  k u     

 P k  Γεληθεπκέλε Pareto 0,  0k    

                                                 

1 Ζ θαηαλνκή Γάκκα ζύκθσλα κε ηνπο Embrechts et al. (2003) αλήθεη ζηελ ηάμε  S   κε 0  . Μηα θαηαλνκή F

αλήθεη ζηελ ηάμε απηή όηαλ ηζρύνπλ: 

 

 
 

 

 

2

 lim 2  
x

F x
a d

F x




    

 

 
 lim , .y

x

F x y
e y

F x
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Πίνακαρ 2.2 Σαμηλόκεζε θαηαλνκώλ ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελσλ ζηελ Τδξνινγία βάζεη ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ηεο νπξάο. 

 

Σαξινόμηση Κατανομέρ 

«Λεπηέο» Οπξέο Καλνληθή 

Σάμε \E D  Δθζεηηθή 

Σάμε \D C  Gumbel, Halphen ηύπνπ Α, Γάκκα, 

Halphen ηύπνπ Β, Pearson ηύπνπ Β 

Οκάδα ΗΗ Λνγαξηζκνθαλνληθή 

Σάμε \C B  Fréchet, Halphen B, Αληίζηξνθε 

Γάκκα, Λνγαξηζκηθή Pearson ηύπνπ 3 

Σάμε \B A  Pareto 

Σάμε A  ηαζεξέο Καηαλνκέο 

 

Ζ «βαξύηεηα» ηεο νπξάο ζηνλ Πίλαθα 2.2 απμάλεηαη από πάλσ πξνο ηα θάησ.  
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3 ΑΝΑΛΤΗ 

3.1 ΔΙΑΓΧΓΗ 

3.1.1 Σηαηιζηική Πποζέγγιζη 

Ζ θαηαλνκή ηεο βξνρόπησζεο αλήθεη ζην ιεγόκελν αλάκηθην ηύπν θαηαλνκώλ, κε έλα 

δηαθξηηό κέξνο πνπ πεξηγξάθεη ηελ πηζαλόηεηα κεδεληθήο βξνρόπησζεο ή ηελ πηζαλόηεηα 

μεξαζίαο, θαη έλα ζπλερέο κέξνο πνπ εθθξάδεη ην κέγεζνο ηεο κε κεδεληθήο βξνρόπησζεο. 

Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη, ζηε κειέηε ησλ αθξαίσλ βξνρνπηώζεσλ καο ελδηαθέξεη ε 

ζπκπεξηθνξά ηεο δεμηάο νπξάο ηεο θαηαλνκήο πνπ ειέγρεη ηε ζπρλόηεηα θαη ην κέγεζνο ησλ 

αθξαίσλ. 

Αλ ζεσξήζνπκε ηε βξνρόπησζε σο κεηαβιεηή Χ θαη ηε κε κεδεληθή βξνρόπησζε κε            

X | X > 0, ηόηε ε ζπλάξηεζε ππέξβαζεο πηζαλόηεηαο ηεο κε κεδεληθήο βξνρόπησζεο νξίδεηαη 

σο  

      | 0 | 0| 0 1X X X XP X x X F x F x       (3.1)  

όπνπ  | 0X XF x  είλαη θάζε θαηαλνκή πηζαλόηεηαο πνπ έρεη επηιεγεί γηα λα πεξηγξάςεη κε 

κεδεληθή βξνρόπησζε. Ζ ρέζε 3.1 απνηειεί ηε ζπλάξηεζε νπξάο ηεο πηζαλνηηθήο 

θαηαλνκήο ηεο βξνρόπησζεο. 

 

3.1.2 Οπιζμόρ Ανώηεπος Μέποςρ Καηανομήρ 

Γηα λα νξηζηεί ην άλσ κέξνο ηεο θαηαλνκήο, κηα ζπλήζεο πξαθηηθή είλαη ε ζεώξεζε ελόο 

θαηώηαηνπ νξίνπ (Cunnane, 1973; Tavares & Da Silva, 1983) θαη ε κειέηε ηεο ζπκπεξηθνξάο 

γηα ηηκέο κεγαιύηεξεο ηνπ Lx  (Μέζνδνο Peaks over Threshold).  Γελ ππάξρεη όκσο κηα 

γεληθά απνδεθηή κέζνδνο θαζνξηζκνύ ηεο θαηώηαηεο ηηκήο. Σν u πξέπεη λα επηιέγεηαη 

ηθαλνπνηεηηθά κεγάιν. Όκσο, κηα πνιύ κεγάιε ηηκή ηνπ u έρεη σο απνηέιεζκα πνιύ ιίγεο 

ππεξβάζεηο, επνκέλσο πςειέο εθηηκήηξηεο δηαθύκαλζεο. Γηα u πνιύ κηθξό από ηελ άιιε, νη 

εθηηκήηξηεο γίλνληαη κεξνιεπηηθέο. 

Δδώ ζα γίλεη ρξήζε κηαο θνηλώο απνδεθηήο κεζόδνπ γλσζηή σο Partial Duration Series 

Method. Με απηή, ην όξην νξίδεηαη έκκεζα κε βάζε ηελ εκπεηξηθή θαηαλνκή έηζη ώζηε ν 
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αξηζκόο ησλ ηηκώλ πάλσ από ην όξην λα είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκό ησλ εηώλ ησλ δεδνκέλσλ 

(Cunane, 1973). 

ε ζύγθξηζε κε ηελ άιιε θνηλή κέζνδν, όπνπ κειεηώληαη ηα εηήζηα κέγηζηα, ε κέζνδνο πνπ 

πηνζεηείηαη εθπξνζσπεί θαιύηεξα ηελ αθξηβή νπξά ηεο κεηξηθήο θαηαλνκήο. Ζ κέζνδνο ησλ 

εηήζησλ κεγίζησλ, κε ην λα επηιέγεη ηε κέγηζηε ηηκή θάζε ρξόλνπ κπνξεί λα δηαζηξεβιώζεη 

ηε ζπκπεξηθνξά ηεο νπξάο (π.ρ. όηαλ νη ηξεηο κεγαιύηεξεο εκεξήζηεο ηηκέο ζπκβαίλνπλ ζε 

έλα ρξόλν, ε κέζνδνο ησλ εηήζησλ κεγίζησλ ιακβάλεη ππόςε κόλν ηε κεγαιύηεξε από 

απηέο). Γηα ην ιόγν απηό, αληί λα κειεηεζνύλ ηα Ν εκεξήζηα εηήζηα κέγηζηα, κειεηνύληαη νη 

Ν κεγαιύηεξεο εκεξήζηεο ηηκέο θαη ζεσξνύληαη απηέο σο αληηπξνζσπεπηηθέο γηα ηελ νπξά. 

 

3.1.3 Σσεδιαζηικέρ Θέζειρ 

Σα δεδνκέλα, πνπ κπνξεί λα είλαη είηε ηα εηήζηα κέγηζηα είηε νη ηηκέο πάλσ από έλα θαηώθιη, 

ηαμηλνκνύληαη ζε αύμνπζα ζεηξά. Ζ κηθξόηεξε παξαηήξεζε δειώλεηαη κε 1X  θαη ε 

κεγαιύηεξε κε nX . ηε ζπλέρεηα γηα θάζε παξαηήξεζε ππνινγίδεηαη ε εθηίκεζε ηεο 

εκπεηξηθήο πηζαλόηεηαο κε ππέξβαζεο ip  πνπ αλαθέξεηαη θαη σο ζρεδηαζηηθή ζέζε. Απηή 

δίλεηαη από ηελ παξαθάησ γεληθή ζρέζε: 

 
1 2

i

i a
p

n a




 
 (3.2)  

όπνπ ip  ε πηζαλόηεηα κηαο ηηκήο λα είλαη κηθξόηεξε από ηελ i – νζηή κηθξόηεξε παξαηήξεζε 

ζε έλα δείγκα n παξαηεξήζεσλ. Ζ παξάκεηξνο α είλαη κηα ζηαζεξά πνπ παίξλεη ηηκέο κεηαμύ 

0 θαη 0.5. ηελ εθηίκεζε ησλ πεξηόδσλ επαλαθνξάο ε πην ζσζηή ζέζε ζρεδίαζεο είλαη ε: 

 
1

i

i
p

n



 (3.3)  

Απηή ε ζρέζε απνδεηθλύεηαη όηη πξνβιέπεη πνιύ πην ζύληνκεο πεξηόδνπο επαλαθνξάο 

αθξαίσλ γεγνλόησλ ζε ζρέζε κε ηηο άιιεο ρξεζηκνπνηνύκελεο (Makkonen 2006). Δίλαη 

γλσζηή σο ζρεδηαζηηθή ζέζε θαηά Weibull. 
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3.2 ΤΠΟ ΔΞΔΣΑΗ ΣΤΠΟΙ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ 

3.2.1 Εκθεηική Καηανομή 

Ζ Δθζεηηθή Καηαλνκή, ε νπξά ηεο νπνίαο ραξαθηεξίδεηαη σο «ειαθξηά», έρεη παξάκεηξν 

θιίκαθαο αληηζηξόθσο αλάινγε ηεο παξακέηξνπ β. Αλήθεη ζηελ νκάδα III ή ζηελ ηάμε \E D  

(βι. ρήκα 2.6) 

Πίνακαρ 3.1 Σππνιόγην Δθζεηηθήο θαηαλνκήο  

Υαξαθηεξηζηηθά Δμίζσζε 

Πεξηνξηζκνί 0  , 0x   

Ππθλόηεηα Πηζαλόηεηαο  
1

; exp
x

f x 
 

 
  

 
 

πλάξηεζε Καηαλνκήο   1 exp;
x

F x



 

  
 

  

Πνζνζηεκόξην  log 1 ,   0 1qx q q      

Οπξά   ex; pF x
x




 



 

 

 

 

3.2.2 Καηανομή Pareto ηύπος II  

Ζ δηπαξακεηξηθή θαηαλνκή Pareto ηύπνπ II έρεη παξάκεηξν θιίκαθαο β θαη ζρήκαηνο γ (βι. 

ρήκα 2.7). Αλήθεη ζηελ νκάδα I, ζηελ ηάμε \B A . 
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Πίνακαρ 3.2 Σππνιόγην θαηαλνκήο Pareto 

Υαξαθηεξηζηηθά Δμίζσζε 

Πεξηνξηζκνί , 0   , 0x   

Ππθλόηεηα Πηζαλόηεηαο  

1

1
; , 1

x
f x



  
 



 
  

 
 

πλάξηεζε Καηαλνκήο  

1

; , 1 1
x

F x


  




 
   

 
 

Πνζνζηεκόξην 
  1 1q







 

 

Οπξά  

1

; , 1
x

F x


  




 
  
 

 

 

 

3.2.3 Λογαπιθμοκανονική Καηανομή 

Ζ Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή πξνέξρεηαη από κηα Καλνληθή Καηαλνκή κε κέζε ηηκή μ 

θαη ηππηθή απόθιηζε σ (εάλ ε κεηαβιεηή x αθνινπζεί Καλνληθή Καηαλνκή, ηόηε ε πνζόηεηα 

 exp x  αθνινπζεί Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή). Δκθαλίδεηαη πνιύ ζπρλά ζηε ζηνραζηηθή 

ρξεκαηννηθνλνκηθή αλάιπζε θαη αλήθεη ζηελ νκάδα II (Πίλαθεο 2.1, 2.2). Δδώ, έρνληαο 

ζεσξήζεη ηελ παξάκεηξν ζέζεο ίζε κε κεδέλ, ε θαηαλνκή είλαη δηπαξακεηξηθή θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε β ε παξάκεηξνο θιίκαθαο πνπ είλαη ε κέζε ηηκή θαη κε γ ε παξάκεηξνο 

ζρήκαηνο πνπ είλαη ε ηππηθή απόθιηζε (ρήκα 3.1). 
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Πίνακαρ 3.3 Σππνιόγην Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο 

Υαξαθηεξηζηηθά Δμίζσζε 

Πεξηνξηζκνί , 0   , 0x   

Ππθλόηεηα Πηζαλόηεηαο 
 

 
2

2

ln
exp

2
; ,   

2π

x

f x
x




 



 
 
 
   

πλάξηεζε Καηαλνκήο  
1 1 ln

; , erfc   
2 2 2

x
F x


 



 
   

 

 

Πνζνζηεκόξην   1exp 2 erf 1 2qx q       

Οπξά  
1 ln

; , erfc
2 2

x
F x


 



 
  

 

 

Όπνπ erfc  ε ζπκπιεξσκαηηθή ζπλάξηεζε ζθάικαηνο πνπ νξίδεηαη σο 

2

0

2
( ) 1 ( ) 1

z

terfc z erf z e dt


     . 

 

 

 

σήμα 3.1 πλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο γηα δηάθνξεο ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 1. 

 

 



 

32 

 

3.2.4 Καηανομή Weibull 

Ζ θαηαλνκή Weibull κπνξεί θαη απηή λα ζεσξεζεί γελίθεπζε ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο. 

Δίλαη δηπαξακεηξηθή κε παξάκεηξν ζρήκαηνο γ θαη παξάκεηξν θιίκαθαο β (ρήκα 3.2). 

 

Πίνακαρ 3.4 Σππνιόγην θαηαλνκήο Weibull 

Υαξαθηεξηζηηθά Δμίζσζε 

Πεξηνξηζκνί , 0   , 0x   

Ππθλόηεηα Πηζαλόηεηαο  
 1 exp

; ,
x x

f x





 
 



  
   

πλάξηεζε Καηαλνκήο   1 e; x, p -F
x

x




 

  
   

   

  

Πνζνζηεκόξην   
1

log 1 ,   0 1qx q q      

Οπξά   exp -; ,
x

F x




 

  
  
  




 

 

 

 

σήμα 3.2 πλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαηαλνκήο Weibull γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 3. 
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3.2.5  Καηανομή Γάμμα 

Ζ θαηαλνκή Γάκκα είλαη γελίθεπζε ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο θαη αλήθεη ζηελ νκάδα II ή 

ζηελ ηάμε \D C  (ζύκθσλα κε ηνπο Embrechts et al. (2003) αλήθεη ζηελ ηάμε  S   βι. 

Πίλαθεο 3.1 θαη 3.2).  Δίλαη δηπαξακεηξηθή κε παξάκεηξν ζρήκαηνο γ θαη παξάκεηξν 

θιίκαθαο β (ρήκα 3.3). 

 

Πίνακαρ 3.5 Σππνιόγην θαηαλνκήο Γάκκα 

Υαξαθηεξηζηηθά Δμίζσζε 

Πεξηνξηζκνί , 0   , 0x   

Ππθλόηεηα Πηζαλόηεηαο  
 

 

1exp
; ,

x x
f x

  
 



 



 

πλάξηεζε Καηαλνκήο  
 

 

1

0

exp
; , d

x t t
F x t

  
 



 


  

Πνζνζηεκόξην Γελ έρεη αλαιπηηθή έθθξαζε 

Οπξά  
 

 

1

0

exp
; , 1 d

x t t
F x t

  
 



 
 

  

όπνπ    1

0
exp dt t t


    θαη          1 ,  Γ 1 !,   ,   Γ 1 2 πn n n          

 

 

 

σήμα 3.3 πλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαηαλνκήο Γάκκα γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 2. 
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3.3 ΤΠΟ ΔΞΔΣΑΗ ΟΤΡΔ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ 

Θα κειεηεζεί ε ζπκπεξηθνξά ηεζζάξσλ δηαθνξεηηθώλ ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελσλ ηύπσλ 

νπξώλ: ηεο Pareto ηύπνπ II, ηεο Λνγαξηζκνθαλνληθήο, ηεο Weibull θαη ηεο Γάκκα, ησλ 

νπνίσλ νη αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά κπνξεί λα είλαη παξόκνηα κε πνιιώλ άιισλ 

θαηαλνκώλ. πγθεθξηκέλα, επηιέρζεθε ε Γάκκα σο ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελε, ε Weibull σο 

απιή γελίθεπζε ηεο Δθζεηηθήο, ε Pareto σο ηύπνπ δύλακεο θαη ε Λνγαξηζκνθαλνληθή σο 

ελδηάκεζε. Οη θαηαλνκέο Pareto θαη Λνγαξηζκνθαλνληθή αλήθνπλ ζηελ ηάμε ησλ 

ππνεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ, άξα ζεσξνύληαη θαηαλνκέο κε βαξηέο νπξέο. Οη θαηαλνκέο 

Weibull θαη Γάκκα αλάινγα κε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ηνπο ζρήκαηνο κπνξεί λα αλήθνπλ 

είηε ζηελ ηάμε ησλ ππνεθζεηηθώλ, είηε ζε απηή ησλ ππεξεθζεηηθώλ, ζε θάζε πεξίπησζε όκσο 

νη νπξέο ηνπο είλαη πην ειαθξηέο από απηέο ησλ Pareto θαη Λνγαξηζκνθαλνληθήο (από 

Papalexiou et al., 2012). 

 

3.3.1 Οςπά Καηανομήρ Pareto ηύπος II 

Ζ θαηαλνκή Pareto ηύπνπ ΗΗ είλαη ε απινύζηεξε θαηαλνκή ηύπνπ δύλακεο πνπ νξίδεηαη ζην 

0,  . Ζ νπξά ηεο δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

  

1

1
x

F x







 
  
 

 (3.4) 

θαη νξίδεηαη από ηελ παξάκεηξν θιίκαθαο 0   θαη ηελ παξάκεηξν ζρήκαηνο 0   πνπ 

ειέγρεη ηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο νπξάο (ρήκα 3.4). πγθεθξηκέλα, όζν απμάλεηαη 

ε ηηκή ηνπ γ, ε νπξά γίλεηαη πην βαξηά, ζπλεπώο νη αθξαίεο ηηκέο ζεσξείηαη όηη ζπκβαίλνπλ 

πην ζπρλά. Γηα 0   ε νπξά εθθπιίδεηαη ζε εθζεηηθή ελώ γηα 0.5   ε θαηαλνκή έρεη 

άπεηξε δηαθύκαλζε. Πνιιέο άιιεο θαηαλνκέο δπλακηθνύ ηύπνπ έρνπλ ηζνδύλακεο νπξέο, π.ρ. 

παξνπζηάδνπλ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά παξόκνηα κε απηή ηεο θαηαλνκήο Pareto ηύπνπ ΗΗ 

(όπνπ έρνπκε 1x  ). Μηα ηέηνηα θαηαλνκή είλαη ε Burr ηύπνπ XII (Tadikamalla, 1980), ε δη- 

θαη ηξη-παξακεηξηθή Κάππα (Mielke 1973), ε Log-Logistic (Ahmad et al., 1988) θαη ε 

γεληθεπκέλε Βήηα ηνπ δεύηεξνπ είδνπο (Mielke Jr & Johnson, 1974) 
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σήμα 3.4 πλάξηεζε νπξάο θαηαλνκήο Pareto ηύπνπ II γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 1. Με ηελ αύμεζε ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο απμάλεηαη 

ην πάρνο νπξάο. 

 

3.3.2 Οςπά Λογαπιθμοκανονικήρ Καηανομήρ 

Μηα άιιε πνιύ ζπλεζηζκέλε θαηαλνκή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ πδξνινγία είλαη ε 

Λνγαξηζκνθαλνληθή κε ζπλάξηεζε νπξάο 

  
1 ln

erfc
2 2

x
F x





 
  

 
 (3.5) 

όπνπ  
21 2erfc 2 e dt

x
x t


  . Ζ θαηαλνκή πεξηιακβάλεη ηελ παξάκεηξν θιίκαθαο    θαη 

ηελ παξάκεηξν 0   πνπ ειέγρεη ην ζρήκα θαη ηε ζπκπεξηθνξά ηεο νπξάο (ρήκα 3.5). Ζ 

Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή επίζεο έρεη βαξηά νπξά (αλήθεη ζηελ νηθνγέλεηα ησλ 

ππνεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ) θαη ζεσξείηαη όηη κπνξεί λα πξνζεγγίζεη δπλακηθνύ ηύπνπ 

θαηαλνκέο γηα κεγάιν πνζνζηό ηνπ ζώκαηνο ηεο θαηαλνκήο (Mitzenmacher, 2003). 
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σήμα 3.5 πλάξηεζε νπξάο Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 1. Με ηελ αύμεζε ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο απμάλεηαη 

ην πάρνο νπξάο. 

 

3.3.3 Οςπά Καηανομήρ Weibull 

Ζ θαηαλνκή Weibull, πνπ ζεσξείηαη γελίθεπζε ηεο Δθζεηηθήο Καηαλνκήο είλαη άιιν έλα 

ζύλεζεο κνληέιν ζηελ πδξνινγία (Heo, Boes, & Salas, 2001a) θαη ε αληίζηνηρε ζπλάξηεζε 

νπξάο είλαη 

   exp
x

F x




 
  

 
 (3.6) 

Ζ παξάκεηξνο 0   είλαη παξάκεηξνο θιίκαθαο, ελώ ε παξάκεηξνο ζρήκαηνο 0   νξίδεη 

θαη πάιη ηελ αζπκπησηηθή ζπκεπξηθνξά ηεο νπξάο (ρήκα 3.6). Γηα 1   ε θαηαλνκή αλήθεη 

ζηελ νηθνγέλεηα ησλ ππνεθζεηηθώλ, κε νπξά βαξύηεξε από απηήλ ηεο Δθζεηηθήο, ελώ γηα 

1   ε θαηαλνκή ραξαθηεξίδεηαη σο ππεξεθζεηηθή κε νπξά ιεπηόηεξε από ηεο Δθζεηηθήο. 

Πνιιέο θαηαλνκέο ζεσξείηαη όηη έρνπλ νπξά ηζνδύλακε κε ηεο Weibull γηα ζπγθεθξηκέλε 

ηηκή ηεο παξακέηξνπ γ, όπσο π.ρ. ε Δθζεηηθή, ε Γεληθεπκέλε Δθζεηηθή, ε Λνγηζηηθή θαη ε 

Καλνληθή. 
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σήμα 3.6 πλάξηεζε νπξάο θαηαλνκήο Weibull γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ 

παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 3. 

 

3.3.4 Οςπά Καηανομήρ Γάμμα  

Έλα από ηα δεκνθηιέζηεξα κνληέια γηα ηελ πεξηγξαθή εκεξήζηαο βξνρόπησζεο είλαη ε 

θαηαλνκή Γάκκα (Buishand, 1978), πνπ έρεη ιεπηή νπξά θαη αλήθεη ζηελ ηάμε S(γ). Ζ 

ζπλάξηεζε νπξάο ηεο είλαη 

    , /
x

F x  


 
   

 
 (3.7) 

κε   1, e ds t

x
s x t t


     θαη   1

0
e ds ts t t


     (ρήκα 3.7). Γεληθά κπνξνύκε λα ππνζέζνπκε 

όηη ε νπξά ηεο θαηαλνκήο Γάκκα ζπκπεξηθέξεηαη παξόκνηα κε απηήλ ηεο Δθζεηηθήο. Όκσο, 

απηό είλαη κόλν θαηά πξνζέγγηζε ζσζηό, θαζώο ε εθζεηηθή νπξά δελ είλαη αζπκπησηηθά 

ηζνδύλακε κε ηελ νπξά ηεο Γάκκα, αθνύ ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο δεμηάο νπξάο ηεο 

δεύηεξεο εμαξηάηαη από ηελ παξάκεηξν γ. 
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σήμα 3.7 πλάξηεζε νπξάο θαηαλνκήο Γάκκα γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ 

παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 2. 
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4 ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΙΑ 

4.1 ΓΔΓΟΜΔΝΑ 

Σα δεδνκέλα πνπ κειεηήζεθαλ είλαη νη εκεξήζηεο ηηκέο βξνρόπησζεο από ην Παγθόζκην 

Ηζηνξηθό Γίθηπν Κιηκαηνινγίαο - Ζκεξήζηα Βάζε δεδνκέλσλ (Global Historical Climatology 

Network, version 2.60, www.ncdc.noaa.gov/oa/climate/ghen-daily) ην νπνίν πεξηέρεη 

δεδνκέλα από 40 000 ζηαζκνύο ζε όιν ηνλ θόζκν. Γηα ηελ αλάιπζε ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

ζηαζκνί πνπ είραλ θαηαγξαθέο 100 εηώλ θαη άλσ, πνπ δελ ηνπο έιεηπε πάλσ από ην 20% ησλ 

δεδνκέλσλ γηα ηα νπνία ε ακθηζβεηνύκελε πνηόηεηα ήηαλ κηθξόηεξε ηνπ 0.1%. ηηο 

πεξηπηώζεηο πνπ ππήξραλ ππεξβνιηθά κεγάιεο ηηκέο δεδνκέλσλ, όηαλ π.ρ. κηα ηηκή ήηαλ 

θάπνηεο ηάμεηο κεγέζνπο κεγαιύηεξε από ηε δεύηεξε κεγαιύηεξε ηνπ δείγκαηνο, ε πξώηε 

δηαγξαθόηαλ. Απηό ζπλέβε ζε 40 πεξίπνπ ζηαζκνύο. Λακβάλνληαο ππόςε ηα παξαπάλσ, ηα 

δεδνκέλα πξνο αλάιπζε πξνήιζαλ από 3 477 ζηαζκνύο. ην ρήκα 4.1 απεηθνλίδεηαη ε 

γεσγξαθηθή ζέζε ησλ ππό εμέηαζε ζηαζκώλ. 

 

 

σήμα 4.1 Γεσγξαθηθή απεηθόληζε ησλ ππό εμέηαζε ζηαζκώλ 

http://www.ncdc.noaa.gov/oa/climate/ghen-daily
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4.2 ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΑΗ Δ ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΟΤ ΑΞΟΝΔ (LOG-LOG 

PLOT) 

4.2.1 Θεωπηηικό Υπόβαθπο 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο ίζσο ε πην δηαδεδνκέλε κέζνδνο γηα ηε 

κειέηε ζπκπεξηθνξάο νπξώλ (ηδηαίηεξα ζηνλ ηνκέα ησλ νηθνλνκηθώλ). Οπζηαζηηθά 

δεκηνπξγείηαη γξάθεκα δύν δηαζηάζεσλ κε ινγαξηζκηθέο θιίκαθεο θαη ζηνπο δύν άμνλεο. 

ηνλ άμνλα ησλ x είλαη ηα δηαηεηαγκέλα δεδνκέλα θαη ζηνλ άμνλα ησλ y ην ζπκπιεξσκαηηθό 

ηεο ζέζεο ζρεδίαζεο, δειαδή ε πηζαλόηεηα ππέξβαζεο. Δμαηηίαο ηεο κε γξακκηθήο θιίκαθαο 

ησλ αμόλσλ, κηα ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο by ax  ζα εκθαλίδεηαη ζαλ κηα επζεία γξακκή ζην 

δηπιό ινγαξηζκηθό γξάθεκα  log log logy a b x  , ζην νπνίν ην b ζα είλαη ε θιίζε ηεο 

γξακκήο θαη ην α ζα είλαη ε ηηκή ηνπ y πνπ αληηζηνηρεί ζην 1x  . Δπεηδή γηα κηα εθζεηηθή 

νπξά κε κέζε ηηκή β είλαη, 

     exp
u

F u P X u


 
    

 
 (4.1) 

ελώ γηα κηα νπξά δύλακεο κε δείθηε νπξάο 1a  , ε F  είλαη ηζνδύλακε (γηα κεγάια x) κε: 

     11 1

1

a

au
F u P X u C dx C u

x a


    

  (4.2) 

Έηζη, παίξλνληαο ην ινγάξηζκν, έρνπκε γηα  ηηο θαηαλνκέο εθζεηηθνύ ηύπνπ: 

  log P X u u       (4.3) 

θαη γηα δπλακηθνύ ηύπνπ θαηαλνκέο: 

      
1

log log 1 log
1

P X u C a u
a

 
        

 (4.4) 

Απηό ππνδειώλεη όηη γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο, ε πηζαλόηεηα 

νπξάο αληηπξνζσπεύεηαη από κηα επζεία γξακκή γηα δπλακηθνύ ηύπνπ θαηαλνκέο (ή νκαιήο 

θύκαλζεο, ηάμε C) αιιά όρη γηα ηηο άιιεο ππνεθζεηηθέο ή εθζεηηθέο θαηαλνκέο (ηάμεηο /D C  

ή /E D ).  
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4.2.2 Εθαπμογή μεθόδος ζε βαζικέρ θεωπηηικέρ καηανομέρ 

Με εθαξκνγή ζηηο ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο έρνπκε (ρήκαηα 4.2 έσο 4.6): 

(α)  Καηαλνκή Pareto ηύπνπ II 

 

σήμα 4.2 πλάξηεζε νπξάο θαηαλνκήο Pareto ζε δηπιή ινγαξηζκηθή θιίκαθα γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 2. 

Όπσο είλαη θαλεξό (ρήκα 4.2) ε θαηαλνκή Pareto εθθξάδεηαη κε επζεία γξακκή ζην δηπιό 

ινγαξηζκηθό δηάγξακκα. 

 

 

(β)  Δθζεηηθή Καηαλνκή 

 

σήμα 4.3 πλάξηεζε νπξάο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο ζε δηπιή ινγαξηζκηθή θιίκαθα γηα δηάθνξεο ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο β.. 
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(γ)  Λνγαξηζκνθαλνληθή Καηαλνκή 

 

σήμα 4.4 πλάξηεζε νπξάο Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο  ζε δηπιή ινγαξηζκηθή θιίκαθα γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 1. 

Παξαηήξεζε: Σν ζπγθεθξηκέλν ηεζη παξνπζηάδεη δπζθνιία ζην λα δηαρσξίζεη ηε 

Λνγαξηζκνθαλνληθή νπξά από ηελ νπξά Pareto. Καη νη δύν θαηαλνκέο είλαη νκαιά 

θπκαηλόκελεο, δειαδή έρνπλ βαξηέο νπξέο θαη νη νπξέο ηνπο έρνπλ παξόκνηεο ηδηόηεηεο. 

πγθεθξηκέλα, γηα κεγάιε ηππηθή απόθιηζε (δειαδή κεγάιε ηηκή ηεο παξακέηξνπ γ) ηόζν ε 

Pareto όζν θαη ε Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή έρνπλ γξακκηθό ινγάξηζκν ππθλόηεηαο 

(Mitzenmacher, 2003). Ζ Pareto ηύπνπ II έρεη ινγάξηζκν ππθλόηεηαο (γηα κεγάια x) πνπ 

δίλεηαη από ηνλ ηύπν:  

   1ln ln 1 ln lnf x x


 


  
   

 
 (4.5) 

Δλώ ε Λνγαξηζκνθαλνληθή έρεη ινγάξηζκν ππθλόηεηαο 

    
 

2
ln

ln ln ln 2π
2

x
f x x







     (4.6) 

Ο ινγάξηζκνο ππθλόηεηαο ηεο Pareto είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ζην lnx θαη ην ίδην ηζρύεη γηα 

ηελ Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή γηα πςειέο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ γ, γεγνλόο πνπ θαζηζηά 

ην δηαρσξηζκό ησλ νπξώλ ησλ δύν θαηαλνκώλ δπζδηάθξηην κε απηό ην ηεζη. 
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(δ)  Καηαλνκή Weibull 

 

σήμα 4.5 πλάξηεζε νπξάο θαηαλνκήο Weibull ζε δηπιή ινγαξηζκηθή θιίκαθα γηα δηάθνξεο ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 3. 

 

 

(ε)  Καηαλνκή Γάκκα 

 

σήμα 4.6 πλάξηεζε νπξάο θαηαλνκήο Γάκκα ζε δηπιή ινγαξηζκηθή θιίκαθα γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. Ζ παξάκεηξνο θιίκαθαο είλαη β = 2. 

ηηο πεξηπηώζεηο ησλ θαηαλνκώλ Weibull θαη Γάκκα ε θύξησζε ηνπ δηαγξάκκαηνο είλαη 

εκθαλήο (ρήκαηα 4.5 θαη 4.6) 
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4.2.3 Εθαπμογή Μεθόδος ζηα δεδομένα 

Γηα θάζε ζηαζκό εθαξκόζηεθε ε κέζνδνο ζηηο Ν πςειόηεξεο ηηκέο, όπνπ Ν ν αξηζκόο ησλ 

εηώλ θάζε ζηαζκνύ. πγθεθξηκέλα, αληηζηνηρήζεθε ν ινγάξηζκνο ησλ δηαηεηαγκέλσλ ζε 

αύμνπζα ζεηξά δεδνκέλσλ κε ην ινγάξηζκν ηνπ ζπκπιεξσκαηηθνύ ηεο ζρεδηαζηηθήο ζέζεο, 

ώζηε λα νξηζηεί ε πηζαλόηεηα ππέξβαζεο. ην πξνθύπηνλ γξάθεκα, έγηλε πξνζαξκνγή 

επζείαο θαη βξέζεθε γηα απηή ε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή πξνζδηνξηζκνύ R
2
, ηνπ γλσζηνύ

 

ζηαηηζηηθνύ κέηξνπ πνπ δείρλεη πόζν θαιά πξνζεγγίδνληαη ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα από 

επζεία (νξίδεηαη σο 
2 err

tot

1
SS

R
SS

  , όπνπ  
2

tot i

i

SS y y  ,  
2

err
ˆ

i i

i

SS y y  ). 

Θεσξεηηθά, πςειέο ηηκέο ηνπ δείθηε R
2
 ππνδεηθλύνπλ γξακκηθή ζρέζε θαη ζηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε ππνδειώλνπλ νπξέο ηύπνπ δύλακεο. Σα απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο ηεο 

παξαπάλσ δηαδηθαζίαο ζηα δεδνκέλα παξνπζίαζαλ ελδηαθέξνλ, θαζώο νη νπξέο ηεο 

πιεηνςεθίαο ησλ ζηαζκώλ είραλ ηδηαίηεξα πςειέο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή  R
2
, επνκέλσο ζα 

κπνξνύζακε λα νδεγεζνύκε ζην ζπκπέξαζκα όηη ην κεγαιύηεξν κέξνο ησλ ζηαζκώλ έρνπλ 

νπξέο Pareto ή (όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ) Λνγαξηζκνθαλνληθέο. Αθνινπζεί ηζηόγξακκα 

κε ηηο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή R
2
 (ρήκα 4.6). πγθεθξηκέλα, ν κέζνο όξνο ησλ ηηκώλ ηνπ 

ζπληειεζηή είλαη 0.98 κε ηππηθή απόθιηζε 0.014 θαη ε κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή 0.997 θαη 

0.857 αληίζηνηρα. 

 

σήμα 4.7 Ηζηόγξακκα ηηκώλ ζπληειεζηή R
2
 γηα ηα εκπεηξηθά δεδνκέλα 
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4.2.4 Πποζομοίωζη Monte Carlo 

Πξαγκαηνπνηήζεθε επηπιένλ θαη πξνζνκνίσζε Monte Carlo ζε ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο ώζηε 

λα ειεγρζεί ε αμηνπηζηία ησλ απνηειεζκάησλ. Παξήρζεζαλ 1.000 ηπραία δείγκαηα από ηηο 

θαηαλνκέο πξνο εμέηαζε θαη ζπγθξίζεθαλ ηα απνηειέζκαηα. Σν κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 

ιήθζεθε ίζν κε ην κέζν όξν ησλ κεηξήζεσλ n = 9500 θαη ν αξηζκόο δεδνκέλσλ νπξάο ίζνο 

κε ην κέζν όξν ησλ εηώλ ησλ κεηξήζεσλ όισλ ησλ ζηαζκώλ, δειαδή Ν = 116. 

(α)  Καηαλνκή Pareto κε παξάκεηξν θιίκαθαο β = 8 θαη παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.15 

Όπσο θαίλεηαη θαη από ην ρήκα 4.7, ε θαηαλνκή Pareto έρεη πςειέο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή 

R
2
. (πγθεθξηκέλα κέζε ηηκή 0.982, ηππηθή απόθιηζε 0.013, κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή 0.998 

θαη 0.871, ηηκέο παξεκθεξείο κε απηέο ησλ εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ) 

 

 

σήμα 4.8 Ηζηόγξακκα ηηκώλ ζπληειεζηή R
2
 γηα 1.000 ηπραία δείγκαηα θαηαλνκήο Pareto θαη 

γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή. 

 

(β)  Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν θιίκαθαο 2   θαη παξάκεηξν 

ζρήκαηνο γ = 0.8 

Καη ζ’ απηήλ ηελ πεξίπησζε ν ζπληειεζηήο R
2
 παίξλεη πςειέο ηηκέο, κε κέζε ηηκή 0.982, 

ηππηθή απόθιηζε 0.013 θαη κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή 0.998 θαη 0.847. 
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σήμα 4.9 Ηζηόγξακκα ηηκώλ ζπληειεζηή R
2
 γηα 1.000 ηπραία δείγκαηα Λνγαξηζκνθαλνληθήο 

θαηαλνκήο θαη γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή. 

 

(γ)  Δθζεηηθή Καηαλνκή κε παξάκεηξν β = 2. 

Αθόκα θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο, όπνπ αλακέλνληαλ κηθξόηεξεο ηηκέο 

ηνπ ζπληειεζηή R
2
, θαη εδώ ηα απνηειέζκαηα δε θαίλεηαη λα δηαθνξνπνηνύληαη ζεκαληηθά 

(κέζε ηηκή 0.979, ηππηθή απόθιηζε 0.013, κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή 0.998 θαη 0.916) 

   

 

σήμα 4.10 Ηζηόγξακκα ηηκώλ ζπληειεζηή R
2
 γηα 1.000 ηπραία δείγκαηα Δθζεηηθήο θαηαλνκήο θαη 

γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή. 
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(δ)  Καηαλνκή Weibull κε παξάκεηξν θιίκαθαο β = 6 θαη παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.7 

Παξόκνηα ζπκπεξηθνξά θαη εδώ κε κέζε ηηκή ζπληειεζηή 0.980, ηππηθή απόθιηζε 0.012, 

κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή 0.998 θαη 0.922. 

 

 

σήμα 4.11 Ηζηόγξακκα ηηκώλ ζπληειεζηή R
2
 γηα 1.000 ηπραία δείγκαηα θαηαλνκήο Weibull θαη 

γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή. 

 

(ε)  Γάκκα θαηαλνκή κε παξάκεηξν θιίκαθαο β = 26 θαη παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.25 

Πξνέθπςε κέζε ηηκή ζπληειεζηή R
2
 ίζε κε 0.975, ηππηθή απόθιηζε 0.015, κέγηζηε θαη 

ειάρηζηε ηηκή 0.997 θαη 0.906. 

 

σήμα 4.12 Ηζηόγξακκα ηηκώλ ζπληειεζηή R
2
 γηα 1.000 ηπραία δείγκαηα Γάκκα θαηαλνκήο θαη 

γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή. 
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Λακβάλνληαο ππόςελ ηα απνηειέζκαηα από ηελ πξνζνκνίσζε Monte Carlo, πξνθύπηεη ην 

ζπκπέξαζκα όηη ε κέζνδνο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο δελ είλαη 

δπλαηόλ λα ζπζηεκαηνπνηεζεί θαη λα ιεθζνύλ αμηόπηζηα ζπκπεξάζκαηα απνθιεηζηηθά βάζεη 

ηνπ ζπληειεζηή R
2
. Ζ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζε ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο γηα ηηο νπνίεο δελ 

αλεκελόηαλ γξακκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ γξαθήκαηνο, έδεημε όηη αθόκα θαη ζ’ απηέο ηηο 

πεξηπηώζεηο ν ζπληειεζηήο είρε πςειέο ηηκέο θαη δελ ήηαλ δπλαηό λα δεκηνπξγεζεί έλα 

δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν λα κπνξνύλ λα εληαρζνύλ νη νκαιά θπκαηλόκελεο θαηαλνκέο. Από 

νπηηθή εμέηαζε ησλ απνηειεζκάησλ όκσο, είλαη εκθαλέο όηη αξθεηά κεγάιν πνζνζηό ησλ 

ζηαζκώλ απνδίδεηαη κε επζεία ζην δηπιό ινγαξηζκηθό γξάθεκα θαη νη πεξηπηώζεηο απηέο 

ζπλνδεύνληαη από ζπληειεζηή R
2
  0.99 θαη άλσ. Σέηνηεο ηηκέο ζπληειεζηή θαιύπηνληαη από 

ην 30% ησλ ζηαζκώλ. 

Ζ κέζνδνο εθαξκόζηεθε θαη ζηε πεξίπησζε πνπ ζεσξνύκε σο νπξά ην 10% ησλ 

παξαηεξήζεσλ, γηα λα ειεγρζεί αλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο επεξεάδεη ηελ αμηνπηζηία ηεο 

κεζόδνπ. Σα απνηειέζκαηα όκσο δελ είραλ ζεκαληηθή δηαθνξά θαη απηό εληζρύεη ηνλ 

παξαπάλσ ηζρπξηζκό. 

 

4.3 ΜΔΘΟΓΟ MEAN EXCESS FUNCTION (ςνάπτηση Μέσηρ Τπέπβασηρ) 

4.3.1 Θεωπηηικό ςπόβαθπο 

Ζ πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο (.Μ.Τ.) είλαη έλα ρξήζηκν θαη ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελν 

εξγαιείν γηα ηε δηάθξηζε νπξώλ. Μειεηήζεθε αξρηθά ην 1960 από ηνπο Benktander θαη 

Segerdahl (Benktander & Segerdahl, 1960). Έζησ X ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο F θαη δεμί αθξαίν ζεκείν 
fx . Γηα νξηζκέλν 

fu x , ε 

    |  ,   0uF x P X u x X u x      (4.7) 

είλαη ε ζπλάξηεζε ππέξβαζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X πάλσ από ην όξην u. Ζ ζπλάξηεζε 

    |e u E X u X u    (4.8) 

θαιείηαη mean excess function, ή ζπλάξηεζε κέζεο ππέξβαζεο ηεο X. 
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Ζ κέζνδνο βαζίδεηαη ζην γεγνλόο όηη ε ζπλάξηεζε  e u  είλαη ζηαζεξή γηα θαηαλνκέο κε 

εθζεηηθή νπξά ιόγσ ηεο ακλήκνλεο ηδηόηεηαο ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο. Γειαδή αλ ε X 

αθνινπζεί Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν β, ηόηε  

  e u   (4.9) 

γηα όια ηα 0u   ελώ γηα δπλακηθνύ ηύπνπ θαηαλνκέο κε δείθηε νπξάο α (κε 2   ή 

αληίζηνηρα 1 2  ) είλαη 

  
 2

u
e u

a



 (4.10) 

Δπνκέλσο όηαλ ζρεδηάδεηαη ε εκπεηξηθή ηηκή ηνπ  e u  ζπλαξηήζεη ηνπ u, εάλ ε γξαθηθή 

παξάζηαζε είλαη γξακκηθή θαη ε θιίζε είλαη ίζε κε κεδέλ, απηό ζπληζηά εθζεηηθή θαηαλνκή. 

Αλ από ηελ άιιε ε γξαθηθή παξάζηαζε είλαη γξακκηθή κε θιίζε κεγαιύηεξε ηνπ κεδελόο 

θαη ε απνηέκλνπζα είλαη κεδέλ, ηόηε έρνπκε ηελ πεξίπησζε ππν-εθζεηηθήο θαηαλνκήο. 

Σέινο, ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θιίζε είλαη κηθξόηεξε ηνπ κεδελόο, ε θαηαλνκή είλαη ππεξ-

εθζεηηθή. Με ηε κέζνδν απηή ινηπόλ, κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί δηάθξηζε ησλ θαηαλνκώλ 

πνπ αλήθνπλ ζηελ ηάμε D, κε απηέο πνπ αλήθνπλ ζηελ ηάμε /E D . 

Έζησ X η.κ. κε θξαγκέλε ζηα δεμηά κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F. Αλ γηα θάζε y  

 
 

 
lim e y

x

F x y

F x






  (4.11) 

γηα θάπνην  0,   , ηόηε απνδεηθλύεηαη όηη   1lim
u

e u  


 . Παξαηεξνύκε όηη ε πεξίπησζε 

γηα F S  (θαηά Embrechts et.al) ή F D  (θαηά  Ouarda et al.), δειαδή ε ηάμε ησλ 

ππνεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ, ηθαλνπνηείηαη όηαλ 0   έηζη ζ’ απηήλ ηελ πεξίπησζε ησλ 

θαηαλνκώλ κε ρνλδξέο νπξέο, ε ζπλάξηεζε κέζεο ππέξβαζεο  e u  ηείλεη ζην άπεηξν θαζώο 

ην u ηείλεη ζην άπεηξν. Από ηελ άιιε, ππεξεθζεηηθέο ζπλαξηήζεηο ηνπ ηύπνπ 

   exp ,  1aF x x a   ηθαλνπνηνύλ ηε ρέζε 4.11 κε     έηζη ώζηε ε ζπλάξηεζε κέζεο 

ππέξβαζεο λα ηείλεη ζην κεδέλ (Embrechts et al., 1997).  

Με ηε κέζνδν είλαη δπλαηή ε δηάθξηζε κεηαμύ κνληέισλ κε ρνληξέο θαη ιεπηέο νπξέο. 

Υξεηάδεηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή ζηελ εξκελεία απηώλ ησλ γξαθεκάησλ. Δμαηηίαο ηεο 
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αξαίσζεο ησλ δεδνκέλσλ πνπ είλαη δηαζέζηκα γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ  e u  γηα κεγάιεο 

ηηκέο ηνπ u, ηα γξαθήκαηα πνπ πξνθύπηνπλ είλαη πνιύ επαίζζεηα ζε αιιαγέο ησλ δεδνκέλσλ 

πξνο ην ηέινο ηεο ζεηξάο. Γη’ απηό ην ιόγν, ππάξρνπλ θαη θάπνηεο ελαιιαθηηθέο εθδνρέο 

όπσο ηα median excess plots (Embrechts et al.,1997) 

 

4.3.2 Εθαπμογή μεθόδος ζε βαζικέρ θεωπηηικέρ καηανομέρ 

Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο κέζεο ππέξβαζεο θαη κε κεξηθή νινθιήξσζε 

πξνθύπηεη εύθνια ν αθόινπζνο ηύπνο, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ππνινγηζηεί ε κέζε 

πηζαλόηεηα ππέξβαζεο. Τπνζέηνπκε, γηα επθνιία αλαπαξάζηαζεο, όηη ε X είλαη ζεηηθή 

ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο F θαη πεπεξαζκέλε αλακνλή. Μηθξέο αιιαγέο 

επηηξέπνπλ όξην  0 ,x 
 
γηα θάπνην 0 0x  . Σόηε 

        
 

 
1

  ,   0 < 
F Fx x

F
u u

e u x u dF x F u F x dx u x
F u

      (4.12) 

Όηαλ κάιηζηα ε F είλαη ζπλερήο 

  
 

   0

0 1
exp   ,   0

xe
F x du x

e x e u

  
   

  
  (4.13) 

πλεπάγεηαη ακέζσο από ηε ρέζε 4.13 όηη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε θαηαλνκήο νξίδεηαη 

κνλαδηθά από ηεο ζπλάξηεζε κέζεο ππέξβαζεο απηήο. 

Δθαξκόδνληαο ην ζεσξεηηθό ηύπν 4.12 πξνθύπηνπλ γηα ηηο βαζηθέο θαηαλνκέο ηα αθόινπζα 

γξαθήκαηα πνπ δίλνπλ ηε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο κέζεο ππέξβαζεο γηα θάζε πεξίπησζε. 
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(α)  Δθζεηηθή Καηαλνκή  

 

σήμα 4.13 πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

β. 

Λόγσ ηεο ακλήκνλεο ηδηόηεηαο ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο, γηα όιεο ηηο παξακέηξνπο ε .Μ.Τ. 

είλαη ζηαζεξή γηα ηελ θαηαλνκή απηή (ρήκα 4.13). 

(β)  Καηαλνκή Pareto ηύπνπ II 

 

σήμα 4.14 πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο θαηαλνκήο Pareto γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

ζρήκαηνο γ. 

Ζ θαηαλνκή Pareto ηύπνπ II, ηεο νπνίαο νη νπξέο ραξαθηεξίδνληαη σο ρνλδξέο, έρεη αύμνπζα 

.Μ.Τ. (ρήκα 4.14).  
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(γ)  Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή 

 

σήμα 4.15 πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ. 

Όπσο ε θαηαλνκή Pareto, έηζη θαη ε Λνγαξηζκνθαλνληθή πνπ αλήθεη ζηελ θαηεγνξία 

θαηαλνκώλ κε ρνλδξέο νπξέο έρεη αύμνπζα .Μ.Τ. (ρήκα 4.15) 

(δ)  Καηαλνκή Weibull 

 

σήμα 4.16 πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο θαηαλνκήο Weibull γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

ζρήκαηνο γ. 

Γηα ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο γ κεγαιύηεξεο ηεο κνλάδαο, ε ζπλάξηεζε είλαη 

θζίλνπζα, όπσο θαίλεηαη ζην ρήκα 4.16, γεγνλόο πνπ ζπλεπάγεηαη νπξέο πην ιεπηέο από 

απηήλ ηεο Δθζεηηθήο (ππεξεθζεηηθή θαηαλνκή), ελώ αληίζεηα γηα ηηκέο κηθξόηεξεο απηήο ε 
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ζπλάξηεζε είλαη αύμνπζα κε ρνλδξέο νπξέο. Γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο ίζε κε ηε κνλάδα ε 

θαηαλνκή εθθπιίδεηαη ζε Δθζεηηθή. 

(ε)  Καηαλνκή Γάκκα 

 

σήμα 4.17 πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο θαηαλνκήο Γάκκα γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

ζρήκαηνο γ. 

Ζ ζπλάξηεζε Γάκκα, ζαλ αζπκπησηηθά Δθζεηηθή, έρεη κεδεληθή θιίζε ε νπνία 

ζηαζεξνπνηείηαη κε ηελ αύμεζε ηνπ u (ρήκα 4.17). 

  

4.3.3 Πποζομοίωζη Monte Carlo 

 Παξάκεηξνο Δθζεηηθήο Καηαλνκήο 

Αξρηθά πξαγκαηνπνηήζεθε έιεγρνο γηα ην βαζκό πνπ επεξεάδνληαη ηα δηαζηήκαηα ησλ 

θιίζεσλ ηνπ γξαθήκαηνο πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο ηεο Δθζεηηθήο Καηαλνκήο από ηελ 

αιιαγή ηεο παξακέηξνπ β. Γηα θαζεκία από ηηο παξακέηξνπο 

1,  10,  100,  1000,  1 10,  1 100   παξήρζεζαλ 1 000 ηπραία δείγκαηα Δθζεηηθήο 

Καηαλνκήο κήθνπο 10 000 ηηκώλ ζηα νπνία εθαξκόζηεθε ε κέζνδνο.  ε απηά ζεσξήζεθε σο 

νπξά ην κεγαιύηεξν 10% ησλ παξαηεξήζεσλ. Πξνέθπςαλ ηα απνηειέζκαηα πνπ θαίλνληαη 

ζην ρήκα 4.18. 
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σήμα 4.18 Ηζηνγξάκκαηα θιίζεσλ .Μ.Τ. Δθζεηηθήο θαηαλνκήο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 

β. 

Γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο παξακέηξσλ, νη θιίζεηο θπκαίλνληαη ζην ίδην δηάζηεκα                    

[- 0.1, 0.1] γηα δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 95% κε επηθξαηέζηεξε ηηκή, όπσο ήηαλ θπζηθό, γύξσ 

από ην κεδέλ. Δπνκέλσο, ε επηινγή παξακέηξνπ Δθζεηηθήο Καηαλνκήο δελ επεξεάδεη ηα 

απνηειέζκαηα. 

 

 Μήθνο δείγκαηνο θαη νπξάο 

Δξεπλήζεθε ν βαζκόο ζηνλ νπνίν επεξεάδνληαη νη θιίζεηο από ην κήθνο ηνπ δείγκαηνο n ζε 

ζπλδπαζκό κε ην πιήζνο N ησλ αθξαίσλ ηηκώλ πνπ ζεσξήζεθαλ σο νπξά. Γνθηκάζηεθαλ 
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δηάθνξνη ζπλδπαζκνί κεθώλ δείγκαηνο θαη νπξάο από ηνπο νπνίνπο επηβεβαηώζεθε ε 

ακλήκνλε ηδηόηεηα ηεο Δθζεηηθήο Καηαλνκήο. Πξνέθπςε σο ζπκπέξαζκα όηη γηα ζηαζεξό 

κέγεζνο νπξάο, ε θιίζε παξέκελε ζηα ίδηα επίπεδα αλεμάξηεηα από ην αξρηθό κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο. ην ρήκα 4.19 παξνπζηάδεηαη ε ζύγθξηζε δείγκαηνο ζηαζεξνύ κεγέζνπο κε 

κεηαβαιιόκελν πιήζνο ηηκώλ νπξάο. 

 

 

σήμα 4.19 Ηζηνγξάκκαηα θιίζεσλ .Μ.Τ. Δθζεηηθήο θαηαλνκήο γηα ζηαζεξό δείγκα αιιά 

κεηαβαιιόκελν κέγεζνο νπξάο.  

πγθξίλνληαο ηα δηαγξάκκαηα ζην ρήκα 4.19 πξνθύπηεη όηη κεηαβάιινληαο ην πιήζνο ησλ 

ηηκώλ ησλ δεδνκέλσλ νπξάο, ην δηάζηεκα ησλ θιίζεσλ παξνπζηάδεη ζεκαληηθέο αιιαγέο, θαη 

ζπγθεθξηκέλα κε ηελ αύμεζε ηνπ αξηζκνύ ησλ ηηκώλ νπξάο, όπσο είλαη θπζηθό, απηό 

κεηώλεηαη. ην ρήκα 4.20 ζπγθξίλνληαη δείγκαηα δηαθνξεηηθνύ κεγέζνπο αιιά ίζνπ 

κεγέζνπο νπξάο 
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σήμα 4.20 Ηζηνγξάκκαηα θιίζεσλ .Μ.Τ. Δθζεηηθήο θαηαλνκήο γηα ζηαζεξό κήθνο νπξάο θαη 

κεηαβαιιόκελν κέγεζνο δείγκαηνο.  

Δίλαη εκθαλέο (ρήκα 4.20) όηη ην δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν θπκαίλνληαη νη θιίζεηο ηεο 

.Μ.Τ. είλαη αλεμάξηεην από ην κήθνο ηνπ αξρηθνύ δείγκαηνο. 

 

 Γηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο 

Δθαξκόζηεθαλ δνθηκέο Monte Carlo θαη πξαγκαηνπνηήζεθαλ 10 000 πξνζνκνηώζεηο γηα λα 

εμεηαζηεί ε ζπκπεξηθνξά ηεο πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο γηα ηελ Δθζεηηθή Καηαλνκή 

ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο νπξάο (νη δνθηκέο έγηλαλ γηα παξάκεηξν β = 1, αθνύ όπσο 

απνδείρζεθε ε επηινγή παξακέηξνπ δελ έρεη θακία επηξξνή ζηα απνηειέζκαηα). Οη δνθηκέο 

έγηλαλ γηα δηάθνξα κεγέζε δείγκαηνο (από 40 έσο 5 000).  

Αθνύ έγηλε εθαξκνγή ηεο πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο ζηα δεδνκέλα ηεο ζεσξεηηθήο 

Δθζεηηθήο Καηαλνκήο, ζηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ, εθαξκόζηεθαλ επζείεο θαη 

ππνινγίζηεθε ε θιίζε ηνπο. Ζ δηαδηθαζία απηή πξαγκαηνπνηήζεθε γηα όια ηα κεγέζε 

δείγκαηνο. 

Δπηπιένλ, νξίζηεθε δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο γηα ηηο θιίζεηο πνπ πξνέθπςαλ σο απνηέιεζκα 

ηεο εθαξκνγήο ηεο .Μ.Τ. ζηελ Δθζεηηθή θαηαλνκή.  Έηζη, γηα δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90%, 

ην αθόινπζν γξάθεκα (ρήκα 4.21) παξνπζηάδεη ζε εκηινγαξηζκηθνύο άμνλεο ην δηάζηεκα 

ησλ θιίζεσλ γηα δηάθνξα κήθε δείγκαηνο: 
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σήμα 4.21 Γηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% ησλ θιίζεσλ ηεο .Μ.Τ. από ηελ εθαξκνγή ζε Δθζεηηθή 

θαηαλνκή. 

 

Δπεηδή ην κήθνο ηνπ δείγκαηνο πνηθίιιεη, πξνζαξκόζηεθε κηα ζεσξεηηθή εμίζσζε ζηα 

παξαπάλσ γξαθήκαηα ώζηε λα εθθξάδνληαη νη θιίζεηο ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο νπξάο κε 

απνηέιεζκα ηελ επρεξέζηεξε επεμεξγαζία ησλ πξαγκαηηθώλ δεδνκέλσλ. Υξεζηκνπνηώληαο 

ην κνληέιν κε εμίζσζε log 1

c
x

y b
d



 
  

 
 πξνθύπηνπλ νη ηηκέο ησλ ζπληειεζηώλ πνπ 

θαίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.1: 

 

Πίνακαρ 4.1 πληειεζηέο εμίζσζεο επζείαο νξίσλ δηαζηήκαηνο εκπηζηνζύλεο 90%  

Γ.Δ. όξηα b c d 

90% 
άλσ όξην  0.4140 1.2531 23.866 

θάησ όξην -0.9292 1.4957 7.1480 

 

Σα δείγκαηα από ηελ Δθζεηηθή θαηαλνκή πνπ παξήρζεζαλ κέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο είλαη 

αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο. Απηό όκσο δελ ηζρύεη γηα ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα βξνρόπησζεο, 

όπνπ ππάξρεη απηνζπζρέηηζε. Γηα ην ιόγν απηό ην ηεζη θξίλεηαη απζηεξό ζην απνηέιεζκά 

ηνπ, εμνύ θαη ην κηθξό δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο. 



 

58 

 

ηα παξαθάησ γξαθήκαηα θαίλεηαη ε εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ γηα δ.ε. 90% (ρήκα 4.22).  

 

σήμα 4.22 Μνληεινπνίεζε δηαζηήκαηνο εκπηζηνζύλεο 90% ησλ θιίζεσλ ηεο .Μ.Τ. από ηελ 

εθαξκνγή ζε Δθζεηηθή θαηαλνκή. 

 

Δίλαη εθηθηό πιένλ λα ειεγρζεί αλ ηα δεδνκέλα αθνινπζνύλ Δθζεηηθή Καηαλνκή, 

εθαξκόδνληαο επζεία ζην γξάθεκα ηεο πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζήο ηνπο θαη εμεηάδνληαο 

αλ ε θιίζε ηεο επζείαο απηήο είλαη κέζα ζηα όξηα ησλ δηαζηεκάησλ. Δάλ ε θιίζε βξίζθεηαη 

πάλσ από ηα όξηα, ε νπξά είλαη ππνεθζεηηθή, θαη αλ βξίζθεηαη θάησ από απηά ππεξεθζεηηθή. 

Ζ δηαδηθαζία απηή επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο θαηαζθεπήο ελόο «ηεζη εθζεηηθόηεηαο» (βι. 

Παξάξηεκα Β) 

 

 Γνθηκέο Monte Carlo γηα ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο 

Παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο Monte Carlo γηα ηε κέζνδν ηεο 

πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο. Έρνπλ παξαρζεί 1.000 ηπραία δείγκαηα γηα θάπνηεο ηηκέο 

παξακέηξσλ ησλ εμεηαδόκελσλ θαηαλνκώλ. ηα παξαγόκελα απηά δείγκαηα, εθαξκόζηεθε ε 

κέζνδνο θαη ην ηεζη εθζεηηθόηεηαο θαη γηα θάζε θαηαλνκή πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ 

απνηειέζκαηα.. ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα ην n είλαη ην κέγεζνο δείγκαηνο νπξάο ηνπ 

νπνίνπ νη ηηκέο επηιέρηεθαλ ηέηνηεο ώζηε λα είλαη θνληά ζηελ ειάρηζηε, ηε κέγηζηε θαη ηε 

κέζε ηηκή. 
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(α)  Καηαλνκή Pareto ηύπνπ II 

Γηα κηα κέζε παξάκεηξν ζρήκαηνο Γεληθεπκέλεο  Καηαλνκήο Pareto γ = 0.15 εθηηκήζεθαλ 

γηα δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% ηα όξηα ησλ θιίζεσλ (γηα 1 000 ηπραία δείγκαηα αλά κήθνο 

δείγκαηνο νπξάο) πνπ θαίλνληαη ζην παξαθάησ δηάγξακκα θαη αλαθέξνληαη ζε κήθε 

δείγκαηνο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ ειάρηζηε θαη κέγηζηε ηηκή, ζην κέζν θαη ηα πνζνζηεκόξηα 

0.25 θαη 0.75 ησλ εκπεηξηθώλ δεηγκάησλ. Δίλαη θαλεξό όηη νη θιίζεηο είλαη θαζαξά ζεηηθέο 

γηα κεγάια κήθε δείγκαηνο θαη ζπγθεθξηκέλα νπξάο (1 000 θαη άλσ) 

 

 

σήμα 4.22 Κιίζεηο ηεο .Μ.Τ. γηα ηελ θαηαλνκή Pareto γηα δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% θαη            

γ = 0.15. 

 

 

σήμα 4.23 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

θαηαλνκήο Pareto γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.1. 
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σήμα 4.24 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

θαηαλνκήο Pareto γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.15. 

 

 

 

σήμα 4.25 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

θαηαλνκήο Pareto γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.2. 

 

Σν δηάγξακκα δηαζηήκαηνο εκπηζηνζύλεο (ρήκα 4.22) δείρλεη θιίζεηο κεγαιύηεξεο ηνπ 

κεδελόο. Γηα κηθξή παξάκεηξν ζρήκαηνο θαηαλνκήο Pareto ην ηεζη είλαη απνηειεζκαηηθό 

κόλν γηα κεγάιν κήθνο δείγκαηνο. Έηζη θη αιιηώο όκσο ην 80% ησλ ζηαζκώλ πνπ 

εμεηάζηεθε είρε κήθνο δείγκαηνο κεγαιύηεξν ησλ 6 000, άξα είρε κήθνο νπξάο κεγαιύηεξν 

από 600, επνκέλσο ηα απνηειέζκαηα θξίλνληαη αξθνύλησο ηθαλνπνηεηηθά. Όζν βέβαηα ε 

παξάκεηξνο απμάλεηαη κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη έρνπκε ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα 

αθόκα θαη γηα κηθξό δείγκα (ρήκαηα 4.23 έσο 4.25).  
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(β)  Λνγαξηζκνθαλνληθή Καηαλνκή 

 

σήμα 4.26 Γηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% ησλ θιίζεσλ ηεο .Μ.Τ. γηα ηε Λνγ/ληθή θαηαλνκή γηα 

γ = 0.8 

ύκθσλα κε ην ρήκα 4.26 θαη γηα ηε Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή νη θιίζεηο ηεο 

.Μ.Τ. παίξλνπλ ηηκέο κεγαιύηεξεο ηνπ κεδελόο. 

 

 

 

σήμα 4.27 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.6.  
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σήμα 4.28 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.8. 

Καη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο, γηα κηθξή παξάκεηξν ζρήκαηνο 

ρξεηάδεηαη κεγάιν κήθνο δείγκαηνο γηα λα ζεσξεζεί αμηόπηζηε ε κέζνδνο, ελώ όζν απηή 

απμάλεηαη ηα απνηειέζκαηα είλαη θαιύηεξα. 

 

(γ)  Καηαλνκή Weibull 

 

σήμα 4.29 Γηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% ησλ θιίζεσλ ηεο .Μ.Τ. γηα ηελ θαηαλνκή Weibull κε 

γ = 0.7 
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σήμα 4.30 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

θαηαλνκήο Weibull γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.6. 

  

 

σήμα 4.31 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

κεηαβαιιόκελνπ κεγέζνπο θαηαλνκήο Weibull γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.8.  

 

Γηα ηελ θαηαλνκή Weibull ε αύμεζε ηεο παξακέηξνπ ζρήκαηνο ζπλεπάγεηαη «αύμεζε» 

εθζεηηθόηεηαο (ρήκα 4.30). Γηα παξάκεηξν ίζε κε 0.8, πνπ είλαη κηα ελδηάκεζε θαηάζηαζε, 

ηα απνηειέζκαηα δελ είλαη μεθάζαξα όπσο ήηαλ αλακελόκελν (ρήκα 4.31). 
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(δ)  Καηαλνκή Γάκκα 

 

σήμα 4.32 Γηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% ησλ θιίζεσλ ηεο .Μ.Τ. γηα ηελ θαηαλνκή Weibull κε 

γ = 0.7 

 

 

σήμα 4.33 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

θαηαλνκήο Γάκκα γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.2.  
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σήμα 4.34 Απνηειέζκαηα ηεζη Δθζεηηθόηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ κεγέζνπο νπξάο ζε ηπραία δείγκαηα 

θαηαλνκήο Γάκκα γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο γ = 0.3. 

Ζ Γάκκα, όπσο ήηαλ αλακελόκελν, έρεη πςειά πνζνζηά «εθζεηηθόηεηαο» (ρήκαηα 4.33 θαη 

4.34). Δπηπιένλ ηα ρήκαηα 4.29 θαη 4.32 δείρλνπλ όηη νη θαηαλνκέο Weibull θαη Γάκκα 

έρνπλ κέγηζηεο ηηκέο  θιίζεσλ κηθξόηεξεο ησλ Pareto θαη Λνγαξηζκνθαλνληθήο. 

 

4.3.4 Εθαπμογή Μεθόδος ζηα δεδομένα 

Γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ, βξέζεθε ε κέζε ηηκή ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλόηεηαο (ζρέζε 

4.8) γηα ηα δεδνκέλα ηεο «νπξάο» θάζε ζηαζκνύ θαη σο κέγηζην θαηώθιη u επηιεγόηαλ θάζε 

θνξά ε 20
ε
 κεγαιύηεξε ηηκή ηνπ δείγκαηνο, ώζηε λα ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ 20 ηηκέο πνπ λα 

ππεξβαίλνπλ ην u. Χο νπξά ζεσξήζεθε ην κεγαιύηεξν 10% ησλ παξαηεξήζεσλ. Ζ επηινγή 

ηνπ κεγάινπ κήθνπο νπξάο έγηλε γηαηί όπσο αλαθέξζεθε ε κέζνδνο απνδίδεη θαιύηεξα ζε 

κεγάια δείγκαηα (Embrechts et al., 1997). Έπεηηα, έγηλε πξνζαξκνγή επζείαο ζην πξνθύπηνλ 

γξάθεκα κε ζθνπό ηελ εύξεζε ηεο θιίζεο απηνύ. 

Αθνύ εθαξκόζηεθε ν θαηάιιεινο αιγόξηζκνο ζηα δεδνκέλα (βι. Παξάξηεκα Β), βξέζεθε 

όηη απηά έρνπλ θιίζεηο γξαθήκαηνο .Μ.Τ. κε κέζε ηηκή 0.138, δηάκεζν 0.121 θαη ηππηθή 

απόθιηζε 0.13. Αθνινπζεί ηζηόγξακκα ησλ δεδνκέλσλ κε ηηο θιίζεηο ησλ δηαγξακκάησλ 

.Μ.Τ. ησλ ζηαζκώλ (ρήκαηα 4.35 θαη 4.36). 
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σήμα 4.35 Ηζηόγξακκα θιίζεσλ .Μ.Τ. ζπλόινπ ζηαζκώλ. 

 

 

σήμα 4.36 Ηζηόγξακκα θιίζεσλ .Μ.Τ. ζηαζκώλ (έρνπλ αθαηξεζεί νη πέληε κεγαιύηεξεο θαη 

κηθξόηεξεο ηηκέο γηα κεγαιύηεξε επθξίλεηα) . 

Κάπνηα ζηαηηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ θιίζεσλ θαίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.2 

Πίνακαρ 4.2 ηαηηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά θιίζεσλ .Μ.Τ. ζηαζκώλ 

Min Q1 Γηάκεζνο Q3 Max 

-0.852 0.062 0.121 0.194 2.402 
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 Απνηειέζκαηα από ηελ εθαξκνγή ησλ ειέγρσλ 

Από ηελ εθαξκνγή ηνπ ηεζη γηα δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% πξνέθπςε όηη από ηνπο 3 477 

ζηαζκνύο, νη 1 170 (δειαδή έλα πνζνζηό 33.5%) είραλ θιίζεηο κέζα ζηα όξηα ζηα νπνία 

νξίζακε ηελ Δθζεηηθή Καηαλνκή, επνκέλσο ε ππόζεζε λα έρνπλ εθζεηηθή νπξά δελ κπνξεί 

λα απνξξηθζεί. Τπήξραλ επίζεο θαη 10 ζηαζκνί κε ππεξεθζεηηθέο νπξέο (0.29%) 

 

 

σήμα 4.37 Ηζηόγξακκα πνζνζηώλ εθζεηηθώλ, ππνεθζεηηθώλ θαη ππεξεθζεηηθώλ νπξώλ βάζεη ηεο 

.Μ.Τ. 

 

Ο παξαπάλσ έιεγρνο (ρήκα 4.37) απνδεηθλύεη όηη νη βξνρνπηώζεηο ζε παγθόζκην επίπεδν 

αθνινπζνύλ (ζηελ πιεηνςεθία ησλ ζηαζκώλ) ππν-εθζεηηθέο θαηαλνκέο, έρνπλ δειαδή 

ρνληξέο νπξέο. ηα ρήκαηα 4.38 θαη 4.39 θαίλεηαη ε γεσγξαθηθή θαηαλνκή ησλ 

ππνεθζεηηθώλ θαη μερσξηζηά ησλ εθζεηηθώλ θαη ππεξεθζεηηθώλ θαηαλνκώλ. ην ρήκα 4.40 

θαίλεηαη ε αλαινγία εθζεηηθώλ – ππνεθζεηηθώλ θαηεγνξηνπνηεκέλα κε βάζε ην κήθνο ησλ 

εηώλ ησλ ζηαζκώλ. Ζ θαηεγνξηνπνίεζε ησλ εηώλ έγηλε κε ηνλ ηξόπν πνπ θαίλεηαη ζην ρήκα 

4.40 κε ηελ πξνϋπόζεζε ζε θάζε θαηεγνξία λα ππάξρνπλ 500-600 ζηαζκνί κε πιήζνο εηώλ 

πνπ λα αλήθεη ζηελ αληίζηνηρε θαηεγνξία, κε εμαίξεζε ηελ ηειεπηαία (128-172 έηε κε 380 

ζηαζκνύο). Γηα πιήζνο εηώλ 111 θαη άλσ ην πνζνζηό ησλ εθζεηηθώλ νπξώλ κεηώλεηαη κε ηελ 

αύμεζε ησλ εηώλ. Μάιηζηα ε δηαθνξά ηνπ πνζνζηνύ ηεο θαηεγνξίαο ησλ 111-116 έηε ζε 

ζρέζε κε ην κέγηζην πιήζνο μεπεξλά ην 10%.  
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σήμα 4.38 Γεσγξαθηθή θαηαλνκή ππνεθζεηηθώλ νπξώλ βάζεη ηεο κεζόδνπ .Μ.Τ. 

 

 

σήμα 4.39 Γεσγξαθηθή θαηαλνκή εθζεηηθώλ θαη ππεξεθζεηηθώλ νπξώλ βάζεη ηεο κεζόδνπ .Μ.Τ. 
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σήμα 4.40 Πνζνζηά εθζεηηθώλ – ππνεθζεηηθώλ νπξώλ ζπλαξηήζεη ησλ εηώλ κέηξεζεο ησλ ζηαζκώλ  

 

 

4.4 ΜΔΘΟΓΟ ΔΛΑΥΙΣΟΠΟΙΗΗ ΦΑΛΜΑΣΟ 

Με ηε κέζνδν απηή, πξνζαξκόζηεθε θαη ζπγθξίζεθε ε ζπκπεξηθνξά δηαθόξσλ νπξώλ 

ζεσξεηηθώλ θαηαλνκώλ ζε ζρέζε κε ηηο εκπεηξηθέο θαηαλνκέο πνπ εθηηκήζεθαλ από ηα 

εκεξήζηα δεδνκέλα ησλ ζηαζκώλ. Οη ζεσξεηηθέο νπξέο πξνζαξκόδνληαη ζηηο εκπεηξηθέο 

κέζσ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο κηαο λόξκαο κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο.  

4.4.1 Σύγκπιζη Τύπων ελασιζηοποίηζηρ ζθάλμαηορ 

Γνθηκάδνπκε ηέζζεξα κνληέια, ησλ νπνίσλ ε απόδνζε ζπγθξίλεηαη κε ζθνπό ηελ επηινγή 

ηνπ θαηαιιειόηεξνπ.  Οη ηέζζεξηο λόξκεο έρνπλ σο εμήο: 
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Ο ηύπνο 4.14 είλαη ν ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνύκελνο ηύπνο κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο κε 

 x Q u , Q ζπλάξηεζε γηα ην πνζνζηεκόξην ηεο θαηαλνκήο πνπ κειεηάηαη, θαη 
1

i
u

n



. 

Με ix  ζπκβνιίδνληαη νη εκπεηξηθέο ηηκέο. Γηα ηηο λόξκεο (4.16) θαη (4.17) ην  iF x  είλαη ε 

εκπεηξηθή ζπλάξηεζε ππέξβαζεο, πνπ ζύκθσλα κε ηε ζρεδηαζηηθή ζέζε θαηά Weibull 

ηζνύηαη κε 
1

i
u

n



. 

Γηα θάζε ζεσξεηηθή θαηαλνκή δνθηκάδεηαη ε απνηειεζκαηηθόηεηα θάζε λόξκαο. Ζ 

δηαδηθαζία είλαη θνηλή. Δπηιέγεηαη κέγεζνο ηηκώλ Ν = 116 γηα λα νξηζηεί ε νπξά, όζν είλαη 

δειαδή ν κέζνο όξνο ησλ εηώλ ησλ θαηαγξαθώλ (βι. Οξηζκόο αλώηαηνπ κέξνπο θαηαλνκήο). 

Οξίδεηαη επίζεο  m = 9 500 ν κέζνο όξνο ησλ ζεηηθώλ ηηκώλ ησλ δεδνκέλσλ ησλ ζηαζκώλ. 

Γηα θάζε βαζηθή ζεσξεηηθή θαηαλνκή εθαξκόδνληαη νη λόξκεο γηα δηάθνξεο παξακέηξνπο 

ζρήκαηνο γ. Οη λόξκεο απηέο δίλνπλ ην ζθάικα κεηαμύ εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ θαη θαηαλνκήο 

πνπ πξνζαξκόδεηαη. ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ηα εκπεηξηθά δεδνκέλα είλαη ηπραία 

παξαγόκελα δείγκαηα από ηηο ππό εμέηαζε νπξέο θαηαλνκώλ γηα θάπνηεο ηηκέο παξακέηξσλ 

θαη ε λόξκα ειαρηζηνπνηείηαη γηα λα πξνθύςνπλ παξάκεηξνη ίζεο κε απηέο πνπ ζεσξήζεθαλ 

αξρηθά. Διαρηζηνπνηώληαο θάζε ηύπν έρνπκε μερσξηζηά ηα παξαθάησ δηαζαθεληζηηθά 

ζεθνγξάκκαηα.  
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(α)  Καηαλνκή Pareto κε παξάκεηξν θιίκαθαο β = 10 

Οη ηέζζεξηο λόξκεο δνθηκάζηεθαλ γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο ίζε κε 0.1, 0.15 θαη 0.2. Σα 

απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζην ρήκα 4.41 

 

σήμα 4.41 Γνθηκέο κνληέισλ ζηελ θαηαλνκή Pareto γηα β ίζε κε 10 θαη γ 0.1, 0.15 θαη 0.2 

αληίζηνηρα. Ζ λόξκα 4.17 έρεη ηα θαιύηεξα απνηειέζκαηα  
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(β)  Λνγαξηζκνθαλνληθή Καηαλνκή κε παξάκεηξν ζέζεο β = 2 

Οη ηέζζεξηο λόξκεο δνθηκάζηεθαλ γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο ίζε κε 0.6, 0.8 θαη 1. Σα 

απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζην ρήκα 4.42 

 

σήμα 4.42 Γνθηκέο κνληέισλ ζηε Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή γηα β ίζε κε 2 θαη γ 0.6, 0.8 θαη 1 

αληίζηνηρα. Ζ λόξκα 4.17 έρεη ηα θαιύηεξα απνηειέζκαηα. 
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(γ)  Καηαλνκή Weibull κε παξάκεηξν θιίκαθαο β = 7 

Οη ηέζζεξηο λόξκεο δνθηκάζηεθαλ γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο ίζε κε 0.5, 0.7 θαη 1. Σα 

απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζην ρήκα 4.43 

 

σήμα 4.43 Γνθηκέο κνληέισλ ζηε Weibull θαηαλνκή γηα β ίζε κε 2 θαη γ 0.5, 0.7 θαη 1 αληίζηνηρα. Ζ 

λόξκα 4.17 έρεη ηα θαιύηεξα απνηειέζκαηα. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη κε ηε κείσζε ηνπ ζπληειεζηή γ ηεο Weibull, κεηώλεηαη θαη ε 

απόδνζε ηεο λόξκαο 4.14.  
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(δ)  Καηαλνκή Γάκκα κε παξάκεηξν ζέζεο β = 28  

Οη ηέζζεξηο λόξκεο δνθηκάζηεθαλ γηα παξάκεηξν ζρήκαηνο ίζε κε 0.2, 0.3 θαη 0.4. Σα 

απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζην ρήκα 4.44 

 

σήμα 4.44 Γνθηκέο κνληέισλ ζηε Γάκκα θαηαλνκή γηα β ίζε κε 2 θαη γ 0.2, 0.3 θαη 0.4 αληίζηνηρα. 

Ζ λόξκα 4.17  θαίλεηαη λα έρεη ηα θαιύηεξα απνηειέζκαηα. 

ε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο είλαη πξνθαλέο όηη θαιύηεξν απνηέιεζκα δίλεη ε λόξκα 4.17, έρνληαο 

ηελ θαιύηεξε πξνζέγγηζε θαη γηα ηηο δύν παξακέηξνπο, άξα ζα είλαη θαη απηή πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη αλ θαη ζηηο θαηαλνκέο Pareto, Λνγαξηζκνθαλνληθή 
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θαη Weibull ε δεύηεξε θαιύηεξε λόξκα ήηαλ ε 4.16, ζηελ πεξίπησζε ηεο θαηαλνκήο Γάκκα 

δίλεη ηε ρεηξόηεξε πξνζέγγηζε παξακέηξσλ. 

 

4.4.2 Εθαπμογή Μεθόδος ζηα δεδομένα 

Οη ηέζζεξηο ηύπνη νπξώλ πξνζαξκόδνληαη αθνινπζώληαο ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεηαη 

(βι. Παξάξηεκα Β) ζηα δεδνκέλα ησλ 3 477 ζηαζκώλ κέζσ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο λόξκαο 

4.17. Γηα λα εθηηκεζεί πνηα από ηηο ηέζζεξηο θαηαλνκέο δίλεη ηελ θαιύηεξε εθαξκνγή, νη 

ηέζζεξηο νπξέο ζπγθξίζεθαλ ζε δεύγε βάζεη ηνπ ζθάικαηνο πνπ έδσζαλ, δειαδή ε νπξά κε 

ην κηθξόηεξν ζθάικα ζεσξήζεθε όηη έδηλε ηελ θαιύηεξε ζπγθξηηηθά εθαξκνγή. Όπσο 

θαίλεηαη ζην ρήκα 4.45, ε θαηαλνκή νπξάο ηύπνπ Pareto πξνζαξκόζηεθε θαιύηεξα πεξίπνπ 

ζην 60% ησλ ζηαζκώλ, ελώ ε πην δηαδεδνκέλε ζηηο βξνρνπηώζεηο θαηαλνκή, ε Γάκκα, πάληα 

«εξρόηαλ δεύηεξε» ζε ζρέζε κε ηελ θαηαλνκή πνπ ζπγθξηλόηαλ, κε πνζνζηό κόιηο 30% ησλ 

ζηαζκώλ.  

 

σήμα 4.45 ύγθξηζε ησλ πξνζαξκνζκέλσλ νπξώλ αλά δύν βάζεη ηνπ Μέζνπ Σεηξαγσληθνύ 

θάικαηνο 

 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ην γεγνλόο όηη ζε θάζε ζύγθξηζε πξνέθππηε πάληα θαηαιιειόηεξε 

ζην κεγαιύηεξν πνζνζηό ησλ ζηαζκώλ ε πην βαξηά νπξά. 
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Δπίζεο πξαγκαηνπνηήζεθε θαηάηαμε ηεο επίδνζεο ησλ ηεζζάξσλ νπξώλ θαηαλνκώλ κέζσ 

βαζκνλόκεζεο, ώζηε λα ζπγθξηζνύλ ζπλνιηθά. Οη νπξέο πνπ εθαξκόζηεθαλ 

βαζκνλνκήζεθαλ βάζεη ηνπ ζθάικαηνο, δειαδή ε νπξά κε ην κηθξόηεξν ζθάικα (πνπ είρε 

θαη ηελ θαιύηεξε επίδνζε) είρε βαζκό 1 ελώ απηή κε ην κεγαιύηεξν, βαζκό 4. Ζ κέζε 

θαηάηαμε θαίλεηαη ζην ρήκα 4.46. 

 

 

 

σήμα 4.46 Μέζε βαζκνλόκεζε ησλ νπξώλ πνπ εθαξκόζηεθαλ γηα ηα δεδνκέλα όισλ ησλ ζηαζκώλ. 

Σν 1 αληηζηνηρεί ζηελ θαιύηεξε θαη ην 4 ζηε ρεηξόηεξε εθαξκνγή νπξάο. 

Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ε Pareto είρε ηελ θαιύηεξε εθαξκνγή ελώ ε θαηαλνκή Γάκκα 

είρε ηε ρεηξόηεξε επίδνζε.  

Σέινο, ηα πνζνζηά γηα ηελ θαιύηεξε εθαξκνγή νπξάο (ρήκα 4.47) είλαη 33.6% γηα ηελ 

Pareto, 27% γηα ηε Λνγαξηζκνθαλνληθή, 14.8% γηα ηε Weibull θαη 24.5% γηα ηε Γάκκα. Ζ 

Γάκκα θαη ζε απηή ηελ θαηάηαμε θαίλεηαη λα είλαη ε θαιύηεξε. Σν γεγνλόο όηη ζ’ απηή ηελ 

πεξίπησζε ε Γάκκα έρεη κεγαιύηεξν πνζνζηό από ηε Weibull δελ έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηηο 

παξαπάλσ θαηαηάμεηο, θαζώο, πηζαλόηαηα, αλ θαη ε Γάκκα ήηαλ ε θαιύηεξε επηινγή ζε 

θάπνηεο πεξηπηώζεηο, ζε θάπνηεο άιιεο ήηαλ ε ρεηξόηεξε, όπσο απνδεηθλύεηαη από ην ρήκα 

4.31. 



 

77 

 

 

σήμα 4.47 Πνζνζηά θαιύηεξεο εθαξκνγήο νπξάο ζην ζύλνιν ησλ ζηαζκώλ. 

 

ην ρήκα 4.48 θαίλνληαη νη εκπεηξηθέο θαηαλνκέο ησλ παξακέηξσλ ζρήκαηνο ησλ 

θαηαλνκώλ θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπο ζην ζύλνιν ησλ ζηαζκώλ. Οη πηζαλόηεξεο ηηκέο όπσο 

είλαη γλσζηό είλαη εθεί πνπ ε ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο παίξλεη ηελ πςειόηεξε ηηκή ηεο. 

Γηα ηελ θαηαλνκή Pareto είλαη ε 0.142. Απηό ζεκαίλεη όηη νη δπλακηθέο θαηαλνκέο πνπ 

αζπκπησηηθά ζπκπεξηθέξνληαη σο Pareto δε ζα έρνπλ πεπεξαζκέλεο ξνπέο δύλακεο 

κεγαιύηεξεο από 1 0.142 7.1 . Σν γεγνλόο κάιηζηα όηη νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ θνληά ζην 

0.2 είλαη επίζεο ζπλεζηζκέλεο όπσο θαίλεηαη ζηελ εκπεηξηθή θαηαλνκή παξακέηξνπ 

ζρήκαηνο γηα ηελ Pareto ζην ρήκα 4.31, ζεκαίλεη όηη δε ζα ππάξρνπλ ξνπέο 5
εο

 ηάμεο θαη 

άλσ, ζε αληίζεζε κε ό,ηη αλαθέξεηαη ζε θάπνηεο δεκνζηεύζεηο. Ζ νπξά Weibull έρεη 

πηζαλόηεξε ηηκή παξακέηξνπ ζρήκαηνο ηελ 0.654 1  πνπ ππνδειώλεη ππνεθζεηηθή νπξά. 

Σέινο, ε Λνγαξηζκνθαλνληθή νπξά έρεη πηζαλόηεξε ηηκή παξακέηξνπ ζρήκαηνο 0.77 θαη ε 

νπξά Γάκκα 0.144.  
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σήμα 4.48 Ηζηνγξάκκαηα παξακέηξσλ ζρήκαηνο γ γηα όιεο ηηο θαηαλνκέο νπξώλ πνπ εθαξκόζηεθαλ 

 

Σέινο, αληιήζεθαλ από ηα απνηειέζκαηα νη πεξηπηώζεηο πνπ θαιύηεξε εθαξκνγή είραλ νη 

θαηαλνκέο νπξώλ κε ιεπηέο νπξέο, δειαδή όιεο νη θαηαλνκέο Γάκκα θαη όζεο Weibull είραλ 

παξάκεηξν ζρήκαηνο κεγαιύηεξε ηεο κνλάδαο, κε ζθνπό ηε ζύγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα 

ηεο πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο. Οη πεξηπηώζεηο όπνπ ε Γάκκα είρε ηελ θαιύηεξε 

εθαξκνγή, όπσο έρεη αλαθεξζεί, αλέξρνληαη ζην 24,5% ησλ δεδνκέλσλ ελώ κόλν ζε 20 

πεξηπηώζεηο θαιύηεξε εθαξκνγή είρε ε θαηαλνκή Weibull κε παξάκεηξν ζρήκαηνο 

κεγαιύηεξε ηεο κνλάδαο. Άξα ην ηειηθό πνζνζηό πξνζαξκνγήο «εθζεηηθώλ» θαηαλνκώλ από 

απηή ηε κέζνδν είλαη 25% 
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5 ΤΝΟΦΗ ΚΑΙ ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

Από ηηο ηξεηο κεζόδνπο πνπ αλαιύζεθαλ ζην Κεθάιαην 4 ζην θεθάιαην απηό παξνπζηάδνληαη 

ηα βαζηθόηεξα απνηειέζκαηα θαη ζπκπεξάζκαηα. 

 Γξαθηθή παξάζηαζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο (Log-Log Plot) 

- Πεξηγξαθή Μεζόδνπ 

Ζ κέζνδνο πξνηείλεη ηελ απεηθόληζε ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο ηεο ζπλάξηεζεο ππέξβαζεο 

ζπλαξηήζεη ησλ δηαηεηαγκέλσλ ζε αύμνπζα ζεηξά δεδνκέλσλ ηεο νπξάο. ηελ πεξίπησζε πνπ 

ε γξαθηθή παξάζηαζε είλαη επζεία γξακκή, ε θαηαλνκή έρεη ρνλδξή νπξά (νκαιά 

θπκαηλόκελε θαηαλνκή π.ρ. Pareto). Γηα λα γίλεη δπλαηή ε επνπηία ησλ δεδνκέλσλ θαη ησλ    

3 477 ζηαζκώλ, πξνζαξκόζηεθε επζεία ζην γξάθεκα θαη ππνινγίζηεθε ν ζπληειεζηήο R
2
. 

Μεγάιεο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή ππνδεηθλύνπλ πξνζέγγηζε ζε ηθαλνπνηεηηθό βαζκό επζείαο 

γξακκήο. 

- Δθαξκνγή ζηα δεδνκέλα 

Οη νπξέο ηεο πιεηνςεθίαο ησλ ζηαζκώλ είραλ ηδηαίηεξα πςειέο ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή R
2
 

πγθεθξηκέλα, ν κέζνο όξνο ησλ ηηκώλ ηνπ ζπληειεζηή είλαη 0.98 κε ηππηθή απόθιηζε 0.014 

θαη ε κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή 0.997 θαη 0.857 αληίζηνηρα 

- Πξνζνκνίσζε Monte Carlo 

Πξαγκαηνπνηήζεθε πξνζνκνίσζε Monte Carlo ζε ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο ώζηε λα ειεγρζεί ε 

αμηνπηζηία ησλ απνηειεζκάησλ. Παξήρζεζαλ 1 000 ηπραία δείγκαηα από ηηο θαηαλνκέο πξνο 

εμέηαζε θαη ζπγθξίζεθαλ ηα απνηειέζκαηα. Σν κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ιήθζεθε ίζν κε ην 

κέζν όξν ησλ κεηξήζεσλ θαη ν αξηζκόο δεδνκέλσλ νπξάο ίζνο κε ην κέζν όξν ησλ εηώλ ησλ 

κεηξήζεσλ όισλ ησλ ζηαζκώλ. Γελ ήηαλ όκσο δπλαηό λα εμαρζνύλ ζπκπεξάζκαηα, θαζώο 

ζε όιεο ηηο θαηαλνκέο, είηε είραλ ιεπηέο είηε ρνλδξέο νπξέο, ν ζπληειεζηήο R
2
 έπαηξλε πάληα 

πςειέο ηηκέο. 

- πκπέξαζκα 

Δθόζνλ ν ζπληειεζηήο R
2
, άξα θαη ν βαζκόο πνπ ε ζπλάξηεζε ζεσξείηαη επζεία, δε 

δηαθνξνπνηείηαη θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζηηο ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο, ε κέζνδνο 

θξίλεηαη αλαμηόπηζηε γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ ζρεηηθά κε ην είδνο ηεο νπξάο. 
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 πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο (Mean Excess Function) 

- Πεξηγξαθή Μεζόδνπ  

Ζ κέζνδνο πξνηείλεη ηε ζρεδίαζε ηεο εκπεηξηθήο ηηκήο ηνπ  e u  ζπλαξηήζεη ηνπ u, όπνπ 

 e u  ε ζπλάξηεζε κέζεο ππέξβαζεο γηα ηα δεδνκέλα ηεο νπξάο. ηελ πεξίπησζε πνπ ε 

γξαθηθή παξάζηαζε πξνθύπηεη ζηαζεξή (κε κεδεληθή θιίζε) ζεσξείηαη όηη ε θαηαλνκή έρεη 

εθζεηηθή νπξά, ιόγσ ηεο ακλήκνλεο ηδόηεηαο ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο. Έηζη, γηα λα 

πξαγκαηνπνηεζεί εληαίνο έιεγρνο, ζην θάζε γξάθεκα πξνζαξκόζηεθε επζεία ηεο νπνίαο θαη 

βξέζεθε ε θιίζε.  

- Πξνζνκνίσζε Monte Carlo 

Πξαγκαηνπνηήζεθαλ δνθηκέο ζε ηπραία δείγκαηα Δθζεηηθήο θαηαλνκήο γηα λα ειεγρζεί θαηά 

πόζν επεξεάδνληαη νη θιίζεηο ηνπ γξαθήκαηνο .Μ.Τ. από ηελ παξάκεηξν β ηεο θαηαλνκήο 

θαζώο θαη από ην κέγεζνο ηνπ ζπλόινπ ηνπ δείγκαηνο αιιά θαη ην κέγεζνο ηεο νπξάο. 

Πξνέθπςε όηη ε παξάκεηξνο θαη ην κέγεζνο ηνπ ζπλόινπ ηνπ δείγκαηνο δελ έρνπλ επίδξαζε 

ζηελ θιίζε, αληίζεηα όκσο απηή επεξάδεηαη από ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο νπξάο, 

ζπλαξηήζεη ηνπ νπνίνπ δεκηνπξγήζεθε δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο ησλ θιίζεσλ ηεο Δθζεηηθήο 

Καηαλνκήο. Σν δηάζηεκα κάιηζηα κνληεινπνηήζεθε θαη δεκηνπξγήζεθε ηεζη ην νπνίν 

ραξαθηεξίδεη σο Δθζεηηθή ηελ θαηαλνκή νπξάο πνπ δίλεη θιίζε πνπ αλήθεη κέζα ζηα όξηα 

ηνπ δηαζηήκαηνο, σο Τπνεθζεηηθή απηήλ ηεο νπνίαο ε θιίζε είλαη κεγαιύηεξε από ηα όξηα 

θαη αληίζηνηρα σο Τπεξεθζεηηθή απηή κε θιίζε κηθξόηεξε από ηα όξηα. 

Δπηπιένλ, ειέγρζεθαλ ηα απνηειέζκαηα ηνπ ηεζη γηα ηηο βαζηθέο ζεσξεηηθέο θαηαλνκέο 

Pareto, Λνγαξηζκνθαλνληθή, Weibull θαη Γάκκα. Από ηηο δνθηκέο πνπ έγηλαλ πξνέθπςε όηη ε 

κέζνδνο είλαη πην ηζρπξή γηα κεγάια δείγκαηα νπξάο, ελώ παξνπζηάδεη κηα αβεβαηόηεηα ζηα 

κηθξά δείγκαηα. 

- Δθαξκνγή ζηα δεδνκέλα – πκπεξάζκαηα 

Δθαξκόζηεθε ν θαηάιιεινο αιγόξηζκνο ζηα δεδνκέλα (βι. Παξάξηεκα Β) θαη βξέζεθε όηη 

απηά έρνπλ θιίζεηο γξαθήκαηνο .Μ.Τ. κε κέζε ηηκή 0.153, δηάκεζν 0.138 θαη ηππηθή 

απόθιηζε 0.097. Από ηελ εθαξκνγή ηνπ ηεζη γηα δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο 90% πξνέθπςε όηη 

από ην ζύλνιν ησλ ζηαζκσλ έλα πνζνζηό 33.5% είρε .Μ.Τ. κε θιίζεηο κέζα ζηα όξηα ζηα 

νπνία νξίζακε ηελ Δθζεηηθή Καηαλνκή, επνκέλσο γηα απηά ηα δεδνκέλα δελ κπνξνύκε λα 
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απνξξίςνπκε ηελ ππόζεζε ηεο Δθζεηηθήο νπξάο. Σν ππόινηπν 66% ζεσξήζεθε όηη έρεη 

ππνεθζεηηθνύ ηύπνπ νπξέο. 

 

 Μέζνδνο ειαρηζηνπνίεζεο ζθάικαηνο 

- Δπηινγή λόξκαο ζθάικαηνο 

Γηα θάζε βαζηθή ζεσξεηηθή θαηαλνκή νπξάο θαη γηα δηάθνξεο παξακέηξνπο ζρήκαηνο 

παξήρζεζαλ 1 000 ηπραία δείγκαηα ζηα νπνία εθαξκόζηεθαλ ηέζζεξηο λόξκεο πνπ δίλνπλ ην 

ζθάικα κεηαμύ εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ θαη θαηαλνκήο πνπ πξνζαξκόδεηαη. ηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε ηα εκπεηξηθά δεδνκέλα ήηαλ ηπραία παξαγόκελα δείγκαηα από ηηο ππό εμέηαζε 

νπξέο θαηαλνκώλ γηα θάπνηεο ηηκέο παξακέηξσλ θαη ε λόξκα ειαρηζηνπνηνύηαλ γηα λα 

πξνθύςνπλ παξάκεηξνη ίζεο κε απηέο πνπ ζεσξήζεθαλ αξρηθά. Σειηθά επηιέρηεθε ε      

ρέζε 4.17 πνπ έδηλε ηε κηθξόηεξε απόθιηζε παξακέηξνπ. 

- Δθαξκνγή ζηα δεδνκέλα – Απνηειέζκαηα 

Οη ηέζζεξηο ηύπνη νπξώλ πξνζαξκόδνληαη αθνινπζώληαο ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεηαη 

(βι. Παξάξηεκα Β) ζηα δεδνκέλα ησλ 3 477 ζηαζκώλ. Γηα λα εθηηκεζεί πνηα από ηηο ηέζζεξηο 

θαηαλνκέο δίλεη ηελ θαιύηεξε εθαξκνγή, νη ηέζζεξηο νπξέο ζπγθξίζεθαλ ζε δεύγε βάζεη ηνπ 

ζθάικαηνο πνπ έδσζαλ. Ζ θαηαλνκή νπξάο ηύπνπ Pareto πξνζαξκόζηεθε θαιύηεξα πεξίπνπ 

ζην 60% ησλ ζηαζκώλ, ελώ ε πην δηαδεδνκέλε ζηηο βξνρνπηώζεηο θαηαλνκή, ε Γάκκα, πάληα 

«εξρόηαλ δεύηεξε» ζε ζρέζε κε ηελ θαηαλνκή πνπ ζπγθξηλόηαλ, κε πνζνζηό κόιηο 30% ησλ 

ζηαζκώλ. Οη νπξέο επίζεο βαζκνλνκήζεθαλ βάζεη ηνπ ζθάικαηνο, δειαδή ε νπξά κε ην 

κηθξόηεξν ζθάικα (πνπ είρε θαη ηελ θαιύηεξε επίδνζε) είρε βαζκό 1 ελώ απηή κε ην 

κεγαιύηεξν, βαζκό 4. Καη πάιη ε Pareto είρε ηελ θαιύηεξε εθαξκνγή ελώ ε θαηαλνκή Γάκκα 

είρε ηε ρεηξόηεξε επίδνζε. Σα πνζνζηά γηα ηελ θαιύηεξε εθαξκνγή νπξάο είλαη 33.6% γηα 

ηελ Pareto, 27% γηα ηε Λνγαξηζκνθαλνληθή, 14.8% γηα ηε Weibull θαη 24.5% γηα ηε Γάκκα. 
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 Γεληθά πκπεξάζκαηα 

 

- Ζ κέζνδνο ηεο Γξαθηθήο Παξάζηαζεο ζε Λνγαξηζκηθνύο άμνλεο δε ζπληζηά αμηόπηζην 

εξγαιείν γηα ην δηαρσξηζκό νπξώλ ζε δπλακηθέο θαη κε. 

- Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο κπνξεί λα ζεσξεζεί 

ηθαλνπνηεηηθόο ηξόπνο θαηάηαμεο νπξώλ ζε Δθζεηηθέο, Τπενεθζεηηθέο θαη Τπεξεθζεηηθέο 

γηα κεγάια κήθε δείγκαηνο, ελώ γηα κηθξά κεξνιεπηεί ππέξ ηεο επηινγήο Δθζεηηθήο 

νπξάο. Απηό νθείιεηαη ζην όηη όζν πην αξαηά είλαη ηα δηαζέζηκα δεδνκέλα, ηόζν 

κεγαιύηεξν είλαη ην δηάζηεκα πνπ θπκαίλνληαη νη θιίζεηο ηεο .Μ.Τ. ηεο Δθζεηηθήο 

θαηαλνκήο, αθνύ ρξεηάδεηαη ηθαλνπνηεηηθόο αξηζκόο δεδνκέλσλ γηα λα ζηαζεξνπνηεζεί 

θαη λα θηάζεη ζε κεδεληθέο ηηκέο θαηά ηνλ νξηζκό. 

- Βάζεη ηεο κεζόδνπ πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο, ην 33.7% ηνπ ζπλόινπ ησλ ζηαζκώλ 

έρεη εθζεηηθέο νπξέο θαη ην 66% ππνεθζεηηθέο. 

- Βάζεη ηεο κεζόδνπ ειαρηζηνπνίεζεο ζθάικαηνο, ζπλνιηθά νη εθζεηηθνύ ηύπνπ θαηαλνκέο 

νπξώλ (θαηαλνκή Γάκκα θαη θαηαλνκή Weibull κε παξάκεηξν ζρήκαηνο 1  ) 

απνηεινύλ ην 25% ηνπ ζπλόινπ ησλ ζηαζκώλ θαη ην ππόινηπν 75% πεξηγξάθεηαη από 

ρνλδξέο νπξέο (Pareto, Λνγαξηζκνθαλνληθή θαη Weibull κε γ < 1. 

- Οη δύν ηειεπηαίεο κέζνδνη ζπκθσλνύλ ζε ηθαλνπνηεηηθό βαζκό ζηελ αλαινγία εθζεηηθώλ 

θαη ππνεθζεηηθώλ νπξώλ.  

- Σα αθξαία ηεο βξνρόπησζεο, ινηπόλ, πεξηγξάθνληαη θαιύηεξα από ρνλδξέο νπξέο. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α 

 

A.1 ΓΡΑΦΗΜΑΣΑ Δ ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΟΤ ΑΞΟΝΔ 

Γηα λα γίλεη επθξηλέζηεξε ε αληηζηνηρία ζπληειεζηή R
2 

θαη «γξακκηθόηεηαο», παξαηίζεληαη 

δηαγξάκκαηα γηα ηνπο 100 ζηαζκνύο κε ηηο πεξηζζόηεξεο κεηξήζεηο (ρήκα A.1).  
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σήμα Α.1 Γηπιά ινγαξηζκηζκέλε νπξά εκπεηξηθώλ ηηκώλ θαη ζπληειεζηήο R
2
 γηα ηνπο 100 ζηαζκνύο κε ηα 

πεξηζζόηεξα δεδνκέλα. 
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Α.2 ΓΡΑΦΗΜΑΣΑ ΤΝΑΡΣΗΗ ΜΔΗ ΤΠΔΡΒΑΗ 

Γηα ηνπο 100 ζηαζκνύο κε ηηο πεξηζζόηεξεο κεηξήζεηο αθνινπζνύλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ηεο .Μ.Τ. ηνπο. Απηέο κε θόθθηλν ρξώκα ππνδεηθλύνπλ ππνεθζεηηθή νπξά ελώ κε κπιε 

εθζεηηθή (ρήκα Α.2).  
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σήμα Α.2 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλάξηεζεο κέζεο ππέξβαζεο γηα ηνπο 100 ζηαζκνύο κε ηηο πεξηζζόηεξεο 

παξαηεξήζεηο 
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Α.3 ΓΡΑΦΗΜΑΣΑ ΔΦΑΡΜΟΓΗ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ Δ ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΟΤ ΑΞΟΝΔ 

Παξαηίζεληαη γξαθήκαηα πνπ δείρλνπλ ηελ εθαξκνγή ηεο θαηαιιειόηεξεο θαηαλνκήο γηα ηα 

δεδνκέλα ηεο νπξάο ησλ ζηαζκώλ κε ηηο πεξηζζόηεξεο παξαηεξήζεηο. 

 

Α.3.1 Καηανομή οςπάρ Pareto ηύπος II 

 

 

 

 

σήμα Α.3 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ νπξάο θαη πξνζαξκνζκέλεο θαηαλνκήο νπξάο Pareto 

ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο.  
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Α.3.2 Λογαπιθμοκανονική καηανομή οςπάρ 

 

 

 

 

σήμα Α.4 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ νπξάο θαη πξνζαξκνζκέλεο Λνγαξηζκνθαλνληθήο 

θαηαλνκήο νπξάο ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο.  
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Α.3.3 Καηανομή οςπάρ Weibull 

 

 

 

 

σήμα Α.5 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ νπξάο θαη πξνζαξκνζκέλεο θαηαλνκήο νπξάο 

Weibull ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο. 
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Α.3.4 Καηανομή οςπάρ Γάμμα  

 

 

 

   

σήμα Α.6 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ νπξάο θαη πξνζαξκνζκέλεο θαηαλνκήο νπξάο Γάκκα 

ζε ινγαξηζκηθνύο άμνλεο  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Β 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΗΜΟ 

Ζ επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ έγηλε κε ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο Wolfram Mathematica 8. 

 

 πλάξηεζε Μέζεο Τπέξβαζεο 

ηε κέζνδν ηεο πλάξηεζεο Μέζεο Τπέξβαζεο αθνινπζήζεθε ν εμήο αιγόξηζκνο: 

 

 

 

Αξρηθά νξίδνληαη ηα δεδνκέλα νπξάο TailData σο ην ηειεπηαίν 10% ησλ δηαηεηαγκέλσλ 

εκπεηξηθώλ δεδνκέλσλ. Θεσξείηαη TailMin ε ειάρηζηε ηηκή ησλ δεδνκέλσλ νπξάο θαη 

TailMax ε 20
ε
 κεγαιύηεξε ηηκή έηζη ώζηε λα ππάξρνπλ 20 ηηκέο κεγαιύηεξεο από ηε 

κεγαιύηεξε παξαηήξεζε. Λακβάλεηαη βήκα Step γηα ηηο ηηκέο ηνπ u από TailMin σο TailMax 

θαη ε .Μ.Τ. νξίδεηαη σο ν κέζνο όξνο ηεο δηαθνξάο ησλ ηηκώλ κε ην u, κε ηε δέζκεπζε απηή 

λα είλαη ζεηηθή. 
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 Σεζη «Δθζεηηθόηεηαο» 

Γηα ηελ πεξίπησζε δηαζηήκαηνο εκπηζηνζύλεο 90%, εθαξκόδνπκε ην ηεζη: 

 

ζην νπνίν νξίδνπκε σο slope ηελ θιίζε ηνπ γξαθήκαηνο .Μ.Τ. ησλ δεδνκέλσλ θάζε 

ζηαζκνύ θαη n ην κήθνο ησλ δεδνκέλσλ. Δάλ ε θιίζε πξνθύςεη κηθξόηεξε από ηηο ηηκέο ηεο 

θακπύιεο ηνπ κνληέινπ πνπ πξνζαξκόδεη ηα θάησ όξηα ησλ ηηκώλ, ηόηε ηα δεδνκέλα 

ελδέρεηαη λα πξνζαξκόδνληαη θαιύηεξα από κηα ππεξεθζεηηθή θαηαλνκή. Δάλ, αληίζεηα, ε 

θιίζε πξνθύςεη κεγαιύηεξε από ηα άλσ όξηα, είκαζηε ζηελ πεξίπησζε ηεο ππνεθζεηηθήο 

θαηαλνκήο. Δάλ, ηέινο, πξνθύςεη κέζα ζηα όξηα πνπ νξίδνληαη από ηελ θακπύιε ηνπ 

κνληέινπ, ηόηε είλαη πηζαλό ηα δεδνκέλα λα πξνζαξκόδνληαη από ηελ Δθζεηηθή Καηαλνκή. 

 

 

 

 



 

105 

 

 ύγθξηζε ηύπσλ ζθάικαηνο
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Έζησ Ν ν κέζνο όξνο ηνπ πιήζνπο ησλ εηώλ θαη n ν κέζνο όξνο ηνπ πιήζνπο ησλ 

παξαηεξήζεσλ. Ζ DST είλαη ε ζεσξεηηθή θαηαλνκή κε παξακέηξνπο c θαη b. Χο data 

ζπκβνιίδνληαη νη ηπραίεο ηηκέο ηεο ζεσξεηηθήο θαηαλνκήο (n ζηνλ αξηζκό). Οη ζπληεηαγκέλεο 

ηεο εκπεηξηθήο θαηαλνκήο empDistPnts παξάγνληαη από ηελ εκπεηξηθή θαηαλνκή 

EmpDistribution ησλ data, ε νπνία αληηζηνηρίδεη ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε ηε ζρεδηαζηηθή 

ηνπο ζέζε (θαηά Weibull). Έηζη, ε EmpTailPr είλαη ε πηζαλόηεηα ππέξβαζεο ηεο εκπεηξηθήο 

θαηαλνκήο θαη EmpTailVals είλαη νη ηηκέο ηεο εκπεηξηθήο θαηαλνκήο. Όζνλ αθνξά ζηε 

ζεσξεηηθή θαηαλνκή, ε ThTailPr είλαη ε ζεσξεηηθή πηζαλόηεηα ππέξβαζεο πνπ ηζνύηαη κε ηε 

ζπκπιεξσκαηηθή ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο γηα ηηο ηηκέο ηεο εκπεηξηθήο 

EmpTailVals, ελώ νη ζεσξεηηθέο ηηκέο είλαη ην 1 - EmpTailPr πνζνζηεκόξην ηεο ζεσξεηηθήο 

θαηαλνκήο. 

 

 Δθαξκνγή ζηα δεδνκέλα 

 

Δθαξκόζηεθε ε FitDistributionTail πνπ είλαη ζπλάξηεζε ησλ δεδνκέλσλ data, ηνπ πιήζνπο 

ησλ ζεκείσλ ηεο νπξάο pntsNo, ηνπ είδνπο ηεο θαηαλνκήο (εδώ πξόθεηηαη γηα ηελ Pareto) θαη 

κηαο ζεηξάο θαλόλσλ. Σα δεδνκέλα ηεο νπξάο tailData ιακβάλνληαη σο ηα ηειεπηαία pntsNo 

δεδνκέλα (όζν είλαη δειαδή ην πιήζνο ησλ εηώλ ησλ κεηξήζεσλ ηνπ εθάζηνηε ζηαζκνύ). Χο 

n νξίδεηαη ην κήθνο ησλ δεδνκέλσλ νπξάο. Παξάιιεια ηίζεληαη θάπνηνη πεξηνξηζκνί ζηηο 
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παξακέηξνπο ώζηε λα έρνπλ λόεκα (cons). Σν ζθάικα ER είλαη ζπλάξηεζε ησλ δεδνκέλσλ x 

θαη ηεο εκπεηξηθήο θαηαλνκήο ππέξβαζεο F1, θαη ν ηειηθόο ηύπνο ζθάικαηνο OF δίλεηαη 

βάζεη ηεο ηέηαξηεο λόξκαο (ρέζε 4.17). Γηα ηελ εύξεζε ησλ θαηαιιειόηεξσλ παξακέηξσλ, 

ειαρηζηνπνηείηαη ην ζθάικα ιακβάλνληαο ππόςελ ηνπο πεξηνξηζκνύο ησλ παξακέηξσλ. 

 


