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Σύνολα δεδομένων αναφοράς  

1 Ελάχιστες στάθμες Νείλου  
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Ετήσια τιμή Μέση τιμή 5 ετών Μέση τιμή 25 ετών 

Χρονοσειρά ετήσιας ελάχιστης στάθμης του 

Νείλου για το διάστημα 622-1284 μ.Χ. (663 

δεδομένα), μετρημένης στο «Νειλόμετρο» 

στο νησί Ρόντα κοντά στο Κάιρο (Toussoun, 

1925, σ. 366-385· τα δεδομένα διατίθενται 

στο διαδίκτυο στη διεύθυνση 

http://lib.stat.cmu.edu/S/beran).  
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2. Πάχη δακτυλίων δένδρων στη Utah  
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Ετήσια τιμή Μέση τιμή 5 ετών Μέση τιμή 25 ετών 

Έτος 

Χρονοσειρά τυποποιημένου 

πάχους δακτυλίων από μια 

παλαιοκλιματολογική μελέτη στο 

Mammoth Creek, Utah (ΗΠΑ), 

για το διάστημα 0-1989 (1990 

τιμές· το έτος 0 είναι στην 

πραγματικότητα το 1 π.Χ.). Τα 

δεδομένα προέρχονται από 

κωνοφόρα (Graybill, 1990· τα 

δεδομένα διατίθενται στο 

διαδίκτυο στη διεύθυνση 

ftp://ftp.ngdc.noaa.gov/ 

paleo/treering/chronologies/ 

asciifiles/usawest/ut509.crn). 

Συνθετική χρονοσειρά 

κατασκευασμένη από ανέλιξη 

AR(1) με ίδια μέση τιμή, τυπική 

απόκλιση και συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1. 

(Για λόγους σύγκρισης) 
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Συναθροισμένη ανέλιξη και αθροιστικό κλιμακόγραμμα 

  Ανέλιξη στη βασική κλίμακα:   xi,  i = 1, 2, … 

Διακριτή κλίμακα:       κ = k/D: 

Συναθροισμένη ανέλιξη:     X
 (κ)
i  := 

l = (i – 1) κ + 1

i κ

  xl  

Προφανώς, για κ = 1, X
 (1)

i   xi.  

Για κ = 2,   X
(2)

1  := x1 + x2,    X
(2)

2  := x3 + x4,     X
(2)

3  := x5 + x6,  … 

για κ = 3, X
(3)

1  := x1 + x2 + x3,     X
(3)

2  := x4 + x5 + x6,     X
(3)

3  := x7 + x8 + x9,  …  

κτλ.  

Μέση ανέλιξη σε κλίμακα κ:    x
 (κ)
i  := X

 (κ)
i  / κ 

Αθροιστικό κλιμακόγραμμα:    Γκ = Γ(κD) := Var[X
 (κ)
i ] 

Κλιμακόγραμμα:        γκ = γ(kD) := Var[x
 (κ)
i ] 
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Άλλα μεγέθη αναφοράς  

  Αυτοσυνδιασπορά & αυτοσυσχέτιση  

 cη := Cov[xτ, xτ + η],        c
 (κ)
 
η  := Cov[x

(κ)
τ , x

 (κ)
τ + η],   r

 (κ)
 
η  := c

 (κ)
 
η  / γ(κD),  j = 0, 1, 2, …  

Σχέση αυτοσυνδιασποράς - κλιμακογράμματος 

   

Φάσμα ισχύος: διακριτός μετασχηματισμός Fourier της αυτοσυνδιασποράς 

 s
 (κ)

 d (ω) := 2 c
 (κ)
 
0  + 4 

j = 1

 
 c

 (κ)
 
j  cos (2 π j ω) = 2 

j = –



 c
 (κ)
 
j  cos (2 π j ω) 

Αντίστροφος διακριτός μετασχηματισμός Fourier της αυτοσυνδιασποράς 

 c
 (κ)
 
j  = 




0

1/2

  s
 (κ)

 d (ω) cos (2 π j ω) dω  
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Απλά μοντέλα αναφοράς 

1. Μοντέλο λευκού θορύβου  

  Μέση τιμή 

 E[x
(κ)

i ] = E[xi],    E[X
 (κ)

i ] = κ E[xi]  

Κλιμακόγραμμα 

 γκ = γ1 / κ,   Γκ := var[X
(κ)

i ] = κ γ1  

Αυτοσυνδιασπορά - Αυτοσυσχέτιση 

 c
 (κ)
 
j  := cov[x

 (κ)

i , x
 (κ)

i + j] = 0,     r
 (κ)
 
j  := corr[x

(κ)

i , x
 (κ)

i + j] = 0,  j ≠ 0  

Φάσμα ισχύος 

 s
(κ)

 d (ω) = 2 γ1  
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2. Γραμμικό μοντέλο Μάρκοφ (AR(1)) 

  Έκφραση του μοντέλου στη βασική κλίμακα 

 xi = r xi – 1 + vi  

Μέση τιμή 

 E[x
(κ)

i ] = E[xi],    E[X
(κ)

i ] = κ E[Xi]  

Κλιμακόγραμμα 

 γκ = γ1 
κ (1 – r

2
) – 2r (1 – r

κ
) 

κ
2
(1 – r)

2 ,    Γκ = γ1 
κ (1 – r

2
) – 2r (1 – r

κ
) 

(1 – r)
2   

Αυτοσυνδιασπορά - Αυτοσυσχέτιση 

 c
(κ)
 
η  = γ1 

r
κ η – κ + 1

 (1 – r
κ
)
2
 

(1 – r)
2 ,    r

 (κ)

η  = r
(κ)

1  r
κ(η – 1)

  όπου r
(κ)

1  = 
r (1 – r

κ
)
2

κ (1 – r
2
) – 2r (1 – r

κ
)
  

Φάσμα ισχύος 

 s
(κ)

 γ (ω) / γκ = 2 + 4 r
(κ)
 
1  

cos(2 π ω) – r
κ
 

1 + r
2κ

 – 2 r
κ 
cos(2 π ω)
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Σύγκριση δεδομένων αναφοράς και απλών μοντέλων αναφοράς 

Τυπική απόκλιση  
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Συντελεστές αυτοσυσχέτισης σε σχέση με τη χρονική κλίμακα  
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Συντελεστές αυτοσυσχέτισης σε σχέση με την υστέρηση 
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Συμπέρασμα συγκρίσεων 

 Αποτυχία των απλών μοντέλων αναφοράς να περιγράψουν τη φυσική 

πραγματικότητα. 

 Τάση ομαδοποίησης χαμηλών (ή ψηλών) τιμών σε μεγαλύτερες περιόδους 

ξηρασιών (ή υδρολογικά πλούσιων) ετών: εμμονή μακράς κλίμακας – 

μακροπρόθεσμη εμμονή – φαινόμενο Hurst – φαινόμενο Ιωσήφ – δυναμική 

Hurst-Kolmogorov – βλ.  Hurst,  1951, Mandelbrot, 1977, Koutsoyiannis, 

2002, 2003, 2010, 2011, 2020). 

 Τυπική απόκλιση συναθροισμένης ανέλιξης συναρτήσει της κλίμακας 

συνάθροισης: συνάρτηση δύναμης με εκθέτη Η > 0.5. 

 Σημαντική αυτοσυσχέτιση ακόμη και για μεγάλες τιμές της υστέρησης 

(εξάρτηση μεγάλης εμβέλειας). 

 Σημαντική αυτοσυσχέτιση ακόμη και για μεγάλες τιμές της κλίμακας 

συνάθροισης. 
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Κάλυψη κενού: Μοντέλο απλής ομοιοθεσίας (simple scaling) 

Εισαγωγή  

 Εναλλακτικές ονομασίες: ανέλιξη απλής ομοιοθεσίας, στάσιμα αυξήματα 

αυτο-όμοιων ανελίξεων (stationary increments of self-similar process), 

κλασματικός Γκαουσιανός θόρυβος (fractional Gaussian noise)*, ανέλιξη 

Hurst-Kolmogorov (Hurst-Kolmogorov process). 

 Ορίζεται από τη ακόλουθη σχέση που αφορά την αθροιστική ανέλιξη: 

X(kt) – ktμ =d (k / l)
H (X(lt) – ltμ)  

 όπου το σύμβολο =d σημαίνει ισότητα στην (πεπερασμένης διάστασης από 

κοινού) κατανομή, t, k και l είναι οποιοιδήποτε αριθμοί, μ είναι η μέση τιμή 

της στιγμιαίας ανέλιξης  x(t) και H είναι μια σταθερά (0 < H < 1) γνωστή ως 

παράμετρος (ή συντελεστής ή εκθέτης) Hurst.  
 

 

 

*Σύμφωνα με ορολογία που καθιέρωσε ο Mandelbrot, Γκαουσιανός θόρυβος είναι ο λευκός θόρυβος, 
ενώ θόρυβος Brown είναι το ολοκλήρωμα ως προς το χρόνο του λευκού θορύβου. Η πρώτη ανέλιξη 
στάσιμη και η τελευταία μη στάσιμη. 
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Βασικές ιδιότητες  

  Κλιμακόγραμμα (συνάρτηση δύναμης της κλίμακας συνάθροισης κ) 

 γκ := var[x
(κ)

i ] = γ1 / κ
2 – 2H

,    Γκ := Var[Χ
(κ)

i ] = κ
2H

 γ1  

Αυτοσυσχέτιση ανεξάρτητη της κλίμακας συνάθροισης κ  

 r
(κ)

η  = rη = (1 / 2) [|η + 1|
2H

 + |η – 1|
2H

 ] – |η|
2H

  

ή προσεγγιστικά (συνάρτηση δύναμης της υστέρησης) 

 r
(κ)

η   = rj ≈ Η (2 Η – 1) η
 2 H – 2

  

Φάσμα ισχύος (συνάρτηση δύναμης της συχνότητας) 

 s
(κ)

d (ω) / γκ  4 (1 – H) (2 ω)
1 – 2 H
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Φυσική εξήγηση: Τυχαίες διακυμάνσεις πολλαπλής κλίμακας 
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corr[vτ, vτ + η] = (1 – c)ρ η + c φ η 
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corr[uτ, uτ + η] = ρ η 

Πηγή: Koutsoyiannis (2002) 
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Αλγόριθμοι παραγωγής χρονοσειρών απλής ομοιοθεσίας 

1. Με τη λογική των τυχαίων διακυμάνσεων πολλαπλής κλίμακας 
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Η ανέλιξη xi παράγεται ως άθροισμα τριών 

ανελίξεων AR(1):  

 xi = ui + vi + wi 

με συντελεστές αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1, 

αντίστοιχα, 

 ρ = 1.52 (H – 0.5)1.32 ,   

 φ = 0.953 – 7.69 (1 – H)3.85, 

   0.932 + 0.087 H, H  0.76, 

 ξ =  

  0.993 + 0.007 H, H > 0.76  

Και διασπορές αντίστοιχα,  

  (1 – C1 – C2) γ1,    C1 γ1,    C2 γ1  

όπου τα C1 και C2 εκτιμώνται σε τρόπο ώστε η 

αυτοσυσχέτιση του αθροίσματος των τριών 

ανελίξεων  

 ρη = (1 – C1 – C2)ρ
 η + C1 φ

 η + C2 ξ
 η  

να ταυτίζεται με τη θεωρητική αυτοσυσχέτιση της 

ανέλιξης απλής ομοιοθεσίας για υστέρηση 1 και 

100. 

Βαθμός προσέγγισης της 

συνάρτησης αυτοσυσχέτισης 

του μοντέλου ΗΚ που 

επιτυγχάνεται με χρήση τριών 

ανελίξεων AR(1) 

Πηγή: Κουτσογιάννης (2002) 
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Αποτελέσματα αλγορίθμου 1  
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δακτυλίων στη Utah 

Πηγή: Koutsoyiannis (2002) 
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2. Μέθοδος βασισμένη σε διαδοχικούς επιμερισμούς 
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Παρόν βήμα 

Η παραγωγή της ανέλιξης xτ (τ = 1, …, n, όπου το n θεωρείται ως δύναμη του 2) γίνεται σε 

διαδοχικά βήματα. Στο πρώτο βήμα παράγεται το άθροισμα X
(n)

1  για τη συνολική περίοδο n. 

Στο δεύτερο βήμα αυτό επιμερίζεται σε δύο συνιστώσες X
(n / 2)

1  και X
(n / 2)

2  κοκ. Σε κάθε βήμα 

επιμερισμού ισχύει η σχέση 

 X
(κ / 2)

2 τ – 1 + X
(κ / 2)

2 τ  = X
(κ)

τ   

ενώ στην παραγωγή διατηρούνται οι αυτοσυσχετίσεις με προηγούμενες μεταβλητές ίσης 

κλίμακας (κ / 2) και επόμενες μεταβλητές μεγαλύτερης κλίμακας (κ).  

Πηγή: Κουτσογιάννης (2002) 
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Μέθοδος βασισμένη σε διαδοχικούς επιμερισμούς (συνέχεια) 

  Σύμφωνα με τη μεθοδολογία που αναπτύχθηκε από τον Koutsoyiannis (2001, 2002), σε κάθε 

βήμα επιμερισμού το Χ
(κ / 2)

2 τ – 1 παράγεται από τη γραμμική σχέση 

 X
(κ / 2)

2 τ – 1 = a2X
(κ / 2)

2 τ – 3 + a1X
(κ / 2)

2 τ – 2 + b0 X
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τ  + b1 X
(κ)

τ + 1 + v  

και το X
(κ / 2)

2 τ  από τη σχέση 

 z
(κ / 2)

2 τ – 1 + z
(κ / 2)

2 τ  = z
(κ)

τ   

όπου οι παράμετροι a2, a1, b0 και b1 και η διασπορά της τυχαίας μεταβλητής v εκτιμώνται από 

τις αυτοσυσχετίσεις corr[X
(k / 2)

2 i – 1, X
(k / 2)

2 i – 1 + j] = rj και τη διασπορά γk/2, σύμφωνα με τις εξισώσεις 
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1 + r1
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 var[v] = γk/2 (1 – [r2, r1, 1 + r1, r2 + r3] [a2, a1, b0, b1]
T
 )  
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Αποτελέσματα αλγορίθμου 2 
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Εφαρμογή: Παραγωγή και ανάλυση 

συνθετικής χρονοσειράς μεγέθους 

1990 ετών με χαρακτηριστικά ίδια 

με αυτά της ιστορικής χρονοσειράς 

πάχους δακτυλίων στη Utah 

Πηγή: Koutsoyiannis (2002) 
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3. Μέθοδος μοντέλου συμμετρικού κυλιόμενου μέσου (SΜΑ)  
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του μοντέλου  ΗΚ που 

επιτυγχάνεται με χρήση του 

μοντέλου SMA 

Το σχήμα συμμετρικού κυλιόμενου μέσου (symmetric moving average – 

SMA) έχει εισαχθεί από τον Koutsoyiannis (2000) και μετασχηματίζει μια 

ανέλιξη λευκού θορύβου vi σε μια ανέλιξη με αυτοσυσχέτιση xi σύμφωνα 

με τη σχέση 

xτ = 
j = –J

J

 a|j| vτ + j = aJ vτ – J + … + a1 vτ – 1 + a0 vτ + a1 vτ + 1 + … + aJ vτ + J 

όπου τα aj είναι συντελεστές βάρους και ο αριθμός τους J θεωρητικά είναι 

άπειρος αλλά στην πράξη λαμβάνει μια πεπερασμένη τιμή.  Η μέθοδος 

είναι κατάλληλη για τυχούσα συνάρτηση αυτοσυσχέτισης. Στην περίπτωση 

του μοντέλου απλής ομοιοθεσίας αποδεικνύεται ότι οι συντελεστές βάρους 

είναι  
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3 – 2H
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 – 2 |η|
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όπου m ο αριθμός των αυτοσυσχετίσεων που πρέπει να  διατηρηθούν και β 

συντελεστής ακρίβειας (π.χ. β = 0.001). Η μέθοδος μπορεί να διατηρήσει 

και τον συντελεστή ασυμμετρίας CS
(x)

 της xi αν ο λευκός θόρυβος έχει 

συντελεστή ασυμμετρίας CS
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 που δίνεται από τη σχέση  
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Πηγή: Κουτσογιάννης (2002) 
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Αποτελέσματα αλγορίθμου 3 
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Πρόσθετες εφαρμογές 

Α.  Να αναλυθούν οι ιστορικές χρονοσειρές: 
1. απορροής στη θέση Διώρυγα Καρδίτσας του Βοιωτικού Κηφισού (η μακρότερη 

χρονοσειρά απορροής στην Ελλάδα) 

2. ανακατασκευασμένης μέσης ετήσιας θερμοκρασίας του Βορείου Ημισφαιρίου 
(992 χρόνια – Jones et al., 1998). 

 με στόχο να διαπιστωθεί η ύπαρξη μακροπρόθεσμης εμμονής. 

Β.  Να μοντελοποιηθούν κατάλληλα οι αντίστοιχες ανελίξεις και να παραχθούν 
συνθετικές χρονοσειρές μήκους 1000 ετών.  

Γ.  Να ελεγχθούν οι συνθετικές χρονοσειρές ως προς τη διατήρηση των κύριων 
στατιστικών χαρακτηριστικών, στα οποία συμπεριλαμβάνεται και η εμμονή. 

Δ.  Να εκτιμηθεί η ασφαλής απόληψη από τη λίμνη Υλίκη, στην οποία 
καταλήγουν τα νερά του Βοιωτικού Κηφισού, χρησιμοποιώντας δύο 
εναλλακτικά μοντέλα εισροών και συγκεκριμένα τα ΗΚ και AR(1) και με τις 
ακόλουθες επιπρόσθετες υποθέσεις: 

1. Η ωφέλιμη χωρητικότητα της λίμνης είναι 550 hm3.  

2. Λόγω του καρστικού υποβάθρου της λίμνης, ένα ποσοστό του αποθηκευμένου 
νερού διαρρέει υπόγεια. Το ποσοστό αυτό να θεωρηθεί αμελητέο όταν η λίμνη 
είναι άδεια και 60% όταν είναι γεμάτη. 

3. Το επίπεδο αξιοπιστίας επιλέγεται 99%. 

4. Για την ενδο-ετήσια ρύθμιση, δεσμεύεται ρυθμιστικός όγκος ίσος με το 60% της 
ετήσιας απόληψης. 
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