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1. Ακραία υδρολογικά περιστατικά
Καταιγίδες, πληµµύρες και ξηρασίες: Ορισµοί

Πληµµύρα: η υπερχείλιση νερού σε περιοχές της ξηράς που συνήθως δεν 
κατακλύζονται (U.S. Committee on Opportunities in the Hydrological 
Sciences, 1992 σ. 23).

Καταιγίδα: Ισχυρή βροχόπτωση που (συνήθως) προκαλεί πληµµύρα

Ξηρασία: υπάρχουν διάφοροι ορισµοί (Rasmusson et al., 1993)
Μετεωρολογική ξηρασία: Η περίοδος (γενικά της τάξης µεγέθους µηνών ή ετών) 
κατά τη διάρκεια της οποίας η φυσική παροχή υγρασίας σε ένα δεδοµένο τόπο 
σωρευτικά υπολείπεται της αντίστοιχης κλιµατικής τιµής.

Υδρολογική ξηρασία: Η περίοδος κατά την οποία η απορροή είναι µικρότερη της 
κανονικής· εναλλακτικά: η περίοδος κατά την οποία αδειάζουν οι ταµιευτήρες. 

Γεωργική ξηρασία: Η περίοδος κατά την οποία η εδαφική υγρασία είναι 
ανεπαρκής για να ικανοποιήσει τις ανάγκες εξατµοδιαπνοής έτσι ώστε να 
συντηρήσει την ανάπτυξη των φυτών.

Οικονοµική ξηρασία: Όρος που χρησιµοποιείται για να περιγράψει τις 
οικονοµικές συνιστώσες των ανθρώπινων δραστηριοτήτων που επηρεάζονται 
από την ξηρασία. 
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Χαρακτηριστικά µεγέθη και αντιµετώπισή τους

Ύψος βροχής καταιγίδας, h (πιθανοτική αντιµετώπιση)

Ένταση βροχής καταιγίδας: στιγµιαία, i = dh /dt·µέση, im = ∆h / ∆t
(πιθανοτική αντιµετώπιση)

∆ιάρκεια βροχής καταιγίδας, τµηµατική ή ολική, d (ειδική πιθανοτική 
αντιµετώπιση σε συνδυασµό µε το ύψος ή την ένταση – όµβριες καµπύλες)

Παροχή πληµµύρας, Q (συνήθως ως δύο τάξεις µεγέθους µεγαλύτερη από 
τη µέση παροχή – πιθανοτική αντιµετώπιση)

∆ιάρκεια πληµµύρας (συνήθως τάξης µεγέθους λεπτών, ωρών ή ηµερών) 
και σχήµα πληµµυρογραφήµατος (ειδική αντιµετώπιση – συνήθως όχι 
πιθανοτική)

Ύψος βροχής ξηρασίας (αθροιστικό – µικρότερο του συνήθους για την ίδια 
διάρκεια)

Παροχή ξηρασίας, Q (συνήθως ως µία τάξη µεγέθους µικρότερη από τη 
µέση παροχή, ή και µηδενική για χειµάρρους – πιθανοτική αντιµετώπιση) 

∆ιάρκεια ξηρασίας, b (συνήθως τάξης µεγέθους µηνών ή ετών – πιθανοτική 
αντιµετώπιση)
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2. Υπενθύµιση εννοιών στατιστικής υδρολογίας
Πιθανότητα, Πυκνότητα πιθανότητας, Περίοδος επαναφοράς 

∆ειγµατικός χώρος, Ω : Σύνολο που τα στοιχεία του ω  αντιστοιχούν
στις δυνατές εκβάσεις ενός πειράµατος ή
µ ιας διεργασίας

Τυχαία µεταβλητή, Χ(ω): Απεικόνιση του  δειγµατικού χώρου στο R

Πιθανότητα, P(δ): Απεικόνιση µ ιας οικογένειας Φ
υποσυνόλων  δ του  Ω  στο διάστηµα [0, 1]

Συνάρτηση κατανοµής: FX(x) := P(X  ≤ x)

Πιθανότητα υπέρβασης: F1X(x) = P(X  > x) = 1 – FX(x) 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: fX(x) := 
dFX(x)

dx  

Περίοδος επαναφοράς µέγιστων τιµών T  = 
1

ω  P(X  > x) = 
1

 ω  F1X(x) = 
1

 ω  [1 – FX(x)]

Περίοδος επαναφοράς ελάχιστων τιµών T  = 
1

 ω  P(X  = x) = 
1

 ω  FX(x) = 
1

 ω  [1 – F1X(x)]
όπου  ω  = 1 έτος–1
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Πιθανοφάνεια - Ροπές

Έστω η τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πιθανότητας fX(x) και συνάρτηση κατανοµής
FΧ(x). Οι συναρτήσεις fX(x) και FΧ(x) εξαρτώνται από m παραµέτρους θ1, θ2, …, θm· γι’
αυτό και µπορεί να συµβολίζονται fX(x; θ1, …, θm) και FΧ(x; θ1, …, θm), αντίστοιχα. Οι
δείκτες Χ για ευκολία παραλείπονται.

Έστω ακόµη δείγµα n τιµών της µεταβλητής X, που συµβολίζεται ως (x1, …, xn).

Ορίζονται τα ακόλουθα µεγέθη:

Λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας: L(x1, …, xn; θ1, …, θm) = ∑
i = 1

n

 ln f(xi, θ1, …, θm)

Ροπή περί την αρχή τάξης r (r = 1, 2, …): mr ≡ E[X r] := ⌡⌠
–∞

∞

 xr f(x) dx

Ειδική περίπτωση για r = 1 – Μέση τιµή: m ≡ E[X] := ⌡⌠
–∞

∞

 x f(x) dx

Κεντρική ροπή τάξης r (r = 1, 2, …): µr ≡ E[(X – m) r] := ⌡⌠
–∞

∞

 (x – m)r f(x) dx
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Ροπές: Ειδικές περιπτώσεις – Εκτιµήσεις
Ειδικές περιπτώσεις

∆ιασπορά (r = 2):  σ 2 := µ2 ≡ E[(X – m) 2]  σ 2 = m2 – m2 

Τρίτη κεντρική ροπή (r = 3):  µ3 ≡ E[(X – m)3]  µ3 = m3 – 3 m2 m + 2 m3 

Τέταρτη κεντρική ροπή (r = 4): µ4 ≡ E[(X – mX)4]  µ4 = m4 – 4 m3 m + 6 m2 m
2 – 3 m4 

Αδιάστατοι συντελεστές 

Συντελεστής µεταβλητότητας:  Cv := σ / m 

Συντελεστής ασυµµετρίας:  Cs := µ3 / σ
3 

Συντελεστής κύρτωσης  Ck:= µ4 / σ
4  

Εκτίµηση ροπής περί την αρχή από δείγµα (αµερόληπτη): m̂r = 
 1 
n ∑

i = 1

n

 xr

i
   

Ειδική περίπτωση – ∆ειγµατική µέση τιµή:  x– := m̂ = 
 1 
n ∑

i = 1

n

 xi 

Εκτίµηση κεντρικής ροπής από δείγµα (µεροληπτική): Από τη σχέση κεντρικής ροπής προς
ροπή περί την αρχή.  

Ειδική περίπτωση – ∆ειγµατική µέση τιµή:  s2 := µ̂2 = 
 1 
n ∑

i = 1

n

 x2

i
 – x–2 

Αµερόληπτη δειγµατική διασπορά:  s*2 = 
n

n – 1 s2 
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Ροπές και σχήµα κατανοµής

(0) (1)
µ 4 2
σ 1 1
Cs 1 1
Ck 4.5 4.5

Επίδραση της
µέσης τιµής

(0) (1) (2)
µ 4 4 4
σ 1 1 1
Cs 0 1.33 -1.33
Ck 3 5.67 5.67

Επίδραση του συντε-
λεστή ασυµµετρίας

(0) (1) (2)
µ 4 4 4
σ 1 1 1
Cs 0 0 0
Ck 3 5 2

Επίδραση του συντελεστή
κύρτωσης
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X

x x
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(δ)(γ)

(β)(α)

f X (x)

f X (x)

f X (x)

(0) (1)
µ 4 4
σ 1 2
Cs 1 1
Ck 4.5 4.5

Επίδραση της τυπικής
απόκλισης
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3. Πιθανοτικά σταθµισµένες ροπές και L ροπές
Ορισµοί

Πιθανοτικά σταθµισµένη ροπή (probability-weighted moment) τάξης r (r = 0, 1, 2, …):

βr ≡ E{X [F(X)] r} := ⌡⌠
–∞

∞
 x [F(x)] r f(x) dx = ⌡⌠

0

1

 x(u) ur du

L ροπή τάξης r (r = 0, 1, …): λr ≡ E{X P*

r – 1
[F(X)] } := ⌡⌠

0

1

 x(u) P*

r – 1
(u) du

όπου P*

r
(u) το µετατοπισµένο πολυώνυµο Legendre βαθµού r, ήτοι P*

r
(u) := ∑

k = 0

r

  p*

r,k
uk

µε συντελεστές p*

r,k
 := (–1)r – k 







r

k  






r + k

k  = 
(–1)r – k (r + k)!

(k!)2 (r – k)!

Σχέση L ροπών και πιθανοτικά σταθµισµένων ροπών: λr = ∑
k = 0

r – 1

  p*

r,k
 βr

Σηµείωση: Οι πιθανοτικά σταθµισµένες ροπές έχουν εισαχθεί από τους Greenwood et al. (1979) και
οι L ροπές από τον Hosking (1990).
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Ειδικές περιπτώσεις – Πρακτικό νόηµα
Ειδικές περιπτώσεις:

r = 1: λ1 = β0 λ1 = E[X] = m

r = 2: λ2 = 2 β1 – β0 λ2 = 
 1 
2  E[X(1|2) – X(2|2)]

r = 3: λ3 = 6 β2 – 6 β1 + β0 λ3 = 
 1 
3  E[X(1|3) – 2X(2|3) + X(3|3)]

r = 4: λ4 = 20 β3 – 30 β2 + 12 β1 – β0 λ4 = 
 1 
4  E[X(1|4) – 3X(2|4) + 3 X(3|4) – X(4|4)]

όπου X(i|n) συµβολίζει την i-στή µεγαλύτερη τιµή σε ένα δείγµα µεγέθους n.

Αδιάστατοι συντελεστές

L συντελεστής µεταβλητότητας: τ2 = λ2 / λ1

L συντελεστής ασυµµετρίας: τ3 = λ3 / λ2

L συντελεστής κύρτωσης: τ4 = λ4 / λ2
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Εκτιµήσεις των πιθανοτικά σταθµισµένων ροπών

Μεροληπτικές εκτιµήσεις – Γενικός τύπος:  β̂r = 
 1 
n ∑

j = 1

n

 








1 – 
j – 0.35

n

r

 x(j) 

Αµερόληπτες εκτιµήσεις – Γενικός τύπος: β̂*
r = 

 1 
n ∑

j = 1

n – r

 






n – j

r







n – 1

r

 x(j) 

n το µέγεθος του δείγµατος και x(j) (j = 1, …, n) η j-οστή µεγαλύτερη τιµή στο δείγµα. 

Ειδικές περιπτώσεις: 

Μεροληπτικές εκτιµήσεις Αµερόληπτες εκτιµήσεις 

 β̂0 = β̂*
0= x–= 

 1 
n ∑

j = 1

n

 x(j) 

β̂1 = 
 1 
n ∑

j = 1

n

 








1 – 
j – 0.35

n  x(j) β̂*
1 = 

 1 
n ∑

j = 1

n – 1

  
n – j
n – 1 x(j) 

β̂2 = 
 1 
n ∑

j = 1

n

 








1 – 
j – 0.35

n

2

 x(j) β̂*
2 = 

 1 
n ∑

j = 1

n – 2

  
n – j
n – 1 

n – j – 1
n – 2  x(j) 

β̂3 = 
 1 
n ∑

j = 1

n

 








1 – 
j – 0.35

n

3

 x(j) β̂*
3 = 

 1 
n ∑

j = 1

n – 3

  
n – j
n – 1 

n – j – 1
n – 2  

n – j – 2
n – 3  x(j) 
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4. Μέθοδοι εκτίµησης παραµέτρων κατανοµής
1. Μέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας:

max L(x1, …, xn; θ1, …, θm) = ∑
i = 1

n

 ln f(xi, θ1, …, θm)

Ισοδύναµα

∑
i = 1

n

 
1

 f(xi, θ1, …, θm) 
∂f(xi, θ1, …, θm)

∂θr
 = 0

2. Μέθοδος ροπών:

mr(θ1, …, θm) = m̂ 
r(x1, …, xn)

Ισοδύναµα

 µr (θ1, …, θm) = µ̂ 
r(x1, …, xn)

3. Μέθοδος L ροπών:

λr(θ1, …, θm) = λ̂*
r(x1, …, xn)

Εναλλακτικά

λr (θ1, …, θm) = λ̂ 
r(x1, …, xn)

Όλες οι µέθοδοι καταλήγουν σε m
εξισώσεις (r = 1, …, m) µε
αγνώστους τις m παραµέτρους θ1,
…, θm. Ειδικά η αρχική µορφή της
µεθόδου µέγιστης πιθανοφάνειας
µπορεί να επιλυθεί αριθµητικά
χωρίς καν να γραφούν οι εξισώσεις.
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5. Η γενική κατανοµή ακραίων τιµών (ΓΑΤ)
Εισαγωγικές έννοιες

Ιστορικά η µελέτη των κατανοµών ακραίων τιµών ξεκινά το 1922 µε τον Bortkiewiez και
συνεχίζει µε τους von Mises, Tippett, Fréchet, Fischer, Gnedenko, Elfving κ.ά., µε
κορυφαία τη συµβολή του Gumbel (1958).

Το γενικό πρόβληµα που αντιµετωπίζεται είναι η µελέτη της κατανοµής των
µεταβλητών

Χ = max (Y1, Y2, …, Yn) ή Χ΄ = min (Y1, Y2, …, Yn)

για µεγάλες τιµές του n (θεωρητικά για n → ∞), γνωστών ως ασυµπτωτικών
κατανοµών ακραίων τιµών.

Ο Gumbel (1958) διέκρινε τις ακόλουθες τρεις περιπτώσεις ασυµπτωτικών κατανοµών

Τύπος κατανοµής Μέγιστες τιµές (Μ) Ελάχιστες τιµές (Ε)

Ακραίων τιµών 1 (ΑΤ1) Η µεταβλητή δεν έχει άνω ή κάτω όριο

Ακραίων τιµών 2 (ΑΤ2) Η µεταβλητή δεν µπορεί να
γίνει µικρότερη από ένα κάτω
όριο

Η µεταβλητή δεν µπορεί να
υπερβεί ένα άνω όριο

Ακραίων τιµών 3 (ΑΤ3) Η µεταβλητή δεν µπορεί να
υπερβεί ένα άνω όριο

Η µεταβλητή δεν µπορεί να
γίνει µικρότερη από ένα κάτω
όριο

Η γενικευµένη κατανοµή ακραίων τιµών (ΓΑΤ) συνδυάζει τις τρεις περιπτώσεις σε µία
ενιαία µαθηµατική έκφραση (Prescott and Walden, 1980).
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Τυπολόγιο της κατανοµής ΓΑΤ µεγίστων

Συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας f(x) = 

1 
λ  





1 + κ 









 
 x 
λ  – ψ  

–1 / κ – 1

 exp








– 








1 + κ 








 
 x 
λ  – ψ  

–1 / κ

 

Συνάρτηση κατανοµής F(x) = exp








– 




1 + κ 









 
 x 
λ  – ψ  

–1 / κ

 

Συνάρτηση
ποσοστηµορίου x(u) = λ ψ + 

 λ 
κ [(–ln u) –κ – 1]          (u = F(x))

Σχέση fX(x) και FX(x) f(x) = 
 1 
λ  F(x) [–ln F(x)]

1 + κ
 

Τιµές µεταβλητής
Γενικά: κ x ≥ κ λ (ψ – 1 / κ)
Για κ > 0: λ (ψ – 1 / κ) ≤ x < ∞ (Κατανοµή ΑΤ2-Μ)
Για κ < 0: –∞ < x ≤  λ (ψ – 1 / κ) (Κατανοµή ΑΤ3-Μ)

Παράµετροι
ψ: παράµετρος θέσης
λ > 0: παράµετρος κλίµακας
κ: παράµετρος σχήµατος

Μέση τιµή m = λ ψ + 
 λ 
κ  [Γ (1 – κ) – 1] = 

 λ 
κ  [κ ψ + Γ (1 – κ) – 1]

∆ιασπορά σ2= 






 λ 

κ

2

[Γ (1 – 2 κ) – Γ 2(1 – κ)]

3η κεντρική ροπή µ3 = 






 λ 

κ

3

[Γ (1 – 3 κ) – 3 Γ (1 – 2 κ) Γ (1 – κ) + 2Γ 3(1 –κ)]

Συντελεστής
ασυµµετρίας Cs = sgn(κ) 

Γ (1
 – 3 κ) – 3 Γ (1

 – 2 κ) Γ (1
 – κ) + 2 Γ 

 
3(1 – κ)

[Γ (1
 – 2 κ) – Γ 

 
2(1 – κ)]3/2  
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Ειδική περίπτωση: Η κατανοµή ΑΤ1-Μ (Gumbel µεγίστων)

Για κ = 0 δεν ορίζεται η παράσταση 




1 + κ 









 
 x  
λ  – ψ  

–1 / κ 

 . Εφαρµόζοντας τον κανόνα

του L’Hôpital προκύπτει η ακόλουθη κατανοµή, γνωστή ως κατανοµή Gumbel ή
ακραίων τιµών τύπου 1 – µεγίστων (ΑΤ1-Μ)

Συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας f(x) = 

1 
λ  exp 









–
 x 
λ  + ψ  exp





– exp 









–
 x 
λ  + ψ  

Συνάρτηση κατανοµής F(x) = exp




– exp 









–
 x 
λ  + ψ  

Συνάρτηση
ποσοστηµορίου

x(u) = λ ψ – λ ln (-ln u)          (u = F(x))

Σχέση fX(x) και FX(x) f(x) = 
 1 
λ  F(x) [–ln F(x)]

Τιµές µεταβλητής –∞ < x < ∞

Παράµετροι
ψ: παράµετρος θέσης
λ > 0: παράµετρος κλίµακας

Μέση τιµή m = λ (ψ + γ)     (γ = 0.5772 = σταθερά Euler)

∆ιασπορά σ2 = 
π2 λ2

6  = 1.645 λ2

3η κεντρική ροπή µ3 = 2.404 λ3

Συντελεστής
ασυµµετρίας

Cs = 1.1396
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Ειδική περίπτωση: Η διπαραµετρική κατανοµή ΑΤ2-Μ
Για κ > 0 και ψ = 1 / κ προκύπτει η ειδική περίπτωση της κατανοµής ΑΤ2-Μ µε πεδίο
ορισµού το [0, ∞)

Συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας f(x) = 

1 
λ  









κ 
 x 
λ  

–1 / κ – 1

 exp




– 









κ 
 x 
λ  

–1 / κ

 

Συνάρτηση κατανοµής F(x) = exp




– 









κ 
 x 
λ  

–1 / κ

 

Συνάρτηση
ποσοστηµορίου x(u) = 

 λ 
κ [(–ln u) –κ]          (u = F(x))

Σχέση fX(x) και FX(x) f(x) = 
 1 
λ  F(x) [–ln F(x)]

1 + κ
 

Τιµές µεταβλητής 0 ≤ x < ∞

Παράµετροι
λ > 0: παράµετρος κλίµακας
κ > 0: παράµετρος σχήµατος

Μέση τιµή m = 
 λ 
κ  Γ (1 – κ)

∆ιασπορά σ2 = 






 λ 

κ

2

[Γ (1 – 2 κ) – Γ 2(1 – κ)]

3η κεντρική ροπή µ3 = 






 λ 

κ

3

[Γ (1 – 3 κ) – 3 Γ (1 – 2 κ) Γ (1 – κ) + 2Γ 3(1 –κ)]

Συντελεστής
µεταβλητότητας Cv = 

[Γ (1
 – 2 κ) – Γ 

 
2(1 – κ)]1/2

Γ (1 – κ)  

Συντελεστής
ασυµµετρίας Cs = 

Γ (1
 – 3 κ) – 3 Γ (1

 – 2 κ) Γ (1
 – κ) + 2 Γ 

 
3(1 – κ)

[Γ (1
 – 2 κ) – Γ 

 
2(1 – κ)]3/2  
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Γραφική απεικόνιση της κατανοµής ΓΑΤ µεγίστων: 
Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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x

fX
(x

) κ = -0.2, λ = 0.951, ψ = 1.69 (ΑΤ3-M, x < 6.37)

κ = 0, λ = 0.78, ψ = 1.99 (ΑΤ1-M)

κ = 0.2, λ = 0.547, ψ = 2.84 (AT2-M, x > -1.18)

κ = 0.279, λ = 0.441, ψ = 3.59 (ΑΤ2-M, x > 0)

Όλες οι κατανοµές αντιστοιχούν σε µέση τιµή 2
 και τυπική απόκλιση 1



∆. Κουτσογιάννης, Εµβάθυνση στην πιθανοτική προσέγγιση εξαιρετικών υδρολογικών γεγονότων 16

Γραφική απεικόνιση της κατανοµής ΓΑΤ µεγίστων: 
Συνάρτηση κατανοµής

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
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x

F
X
(x

)

κ = -0.2, λ = 0.951, ψ = 1.69 (ΑΤ3-M, x < 6.37)

κ = 0, λ = 0.78, ψ = 1.99 (ΑΤ1-M)

κ = 0.2, λ = 0.547, ψ = 2.84 (AT2-M, x > -1.18)

κ = 0.279, λ = 0.441, ψ = 3.59 (ΑΤ2-M, x > 0)

Όλες οι κατανοµές αντιστοιχούν σε µέση τιµή 2
 και τυπική απόκλιση 1
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Γραφική απεικόνιση της κατανοµής ΓΑΤ µεγίστων: 
Συνάρτηση κατανοµής σε χαρτί Gumbel µεγίστων
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z = -ln(-ln F)

x

κ = -0.2, λ = 0.951, ψ = 1.69 (ΑΤ3-M, x < 6.37)

κ = 0, λ = 0.78, ψ = 1.99 (ΑΤ1-M)
κ = 0.2, λ = 0.547, ψ = 2.84 (AT2-M, x > -1.18)

κ = 0.279, λ = 0.441, ψ = 3.59 (ΑΤ2-M, x > 0)

Όλες οι κατανοµές αντιστοιχούν σε µέση τιµή 2
 και τυπική απόκλιση 1
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Τυπολόγιο της κατανοµής ΓΑΤ ελαχίστων

Συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας f(x) = 

1 
λ  





1 + κ 









 
 x 
λ  – ψ  

1 / κ – 1

 exp








– 








1 + κ 








 
 x 
λ  – ψ  

1 / κ

 

Συνάρτηση κατανοµής F(x) = 1 – exp








– 




1 + κ 









 
 x 
λ  – ψ  

1 / κ

 

Συνάρτηση
ποσοστηµορίου x(u) = λ ψ + 

 λ 
κ { [–ln (1 – u)]κ – 1}          (u = F(x))

Σχέση fX(x) και FX(x) f(x) = 
 1 
λ  [1 – F(x)] {–ln [1 – F(x)]}

1 – κ
 

Τιµές µεταβλητής
Γενικά: κ x ≥ κ λ (ψ – 1 / κ)
Για κ > 0: λ (ψ – 1 / κ) ≤ x < ∞ (Κατανοµή ΑΤ3-Ε)
Για κ < 0: –∞ < x ≤  λ (ψ – 1 / κ) (Κατανοµή ΑΤ2-Ε)

Παράµετροι
ψ: παράµετρος θέσης
λ > 0: παράµετρος κλίµακας
κ: παράµετρος σχήµατος

Μέση τιµή m = λ ψ + 
 λ 
κ [Γ (1 + κ) – 1] = 

 λ 
κ  [κ ψ + Γ (1 + κ) – 1]

∆ιασπορά σ2 = 






 λ 

κ

2

[Γ (1 + 2 κ) – Γ 2(1 + κ)]

3η κεντρική ροπή µ3 = 






 λ 

κ

3

[Γ (1 + 3 κ) – 3 Γ (1 + 2 κ) Γ (1 + κ) + 2Γ 3(1 + κ)]

Συντελεστής
ασυµµετρίας Cs = sgn(κ) 

Γ (1
 + 3 κ) – 3 Γ (1

 + 2 κ) Γ (1
 + κ) + 2 Γ 

 
3(1 + κ)

[Γ (1
 + 2 κ) – Γ 

 
2(1 + κ)]3/2  
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Ειδική περίπτωση: Η κατανοµή ΑΤ1-Ε (Gumbel ελαχίστων)

Για κ = 0 δεν ορίζεται η παράσταση 




1 + κ 









 
 x  
λ  – ψ  

1 / κ 

 . Εφαρµόζοντας τον κανόνα

του L’Hôpital προκύπτει η ακόλουθη κατανοµή, γνωστή ως κατανοµή Gumbel ή
ακραίων τιµών τύπου 1 – ελαχίστων (ΑΤ1-Ε)

Συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας f(x) = 

1 
λ  exp 







 x 

λ  – ψ  exp




– exp 







 x 

λ  – ψ  

Συνάρτηση κατανοµής F(x) = 1 – exp




– exp 







 x 

λ  – ψ  

Συνάρτηση
ποσοστηµορίου

x(u) = λ ψ + λ ln [-ln (1 – u)]          (u = F(x))

Σχέση fX(x) και FX(x) f(x) = 
 1 
λ  [1 – F(x)] {–ln [1 – F(x)]} 

Τιµές µεταβλητής –∞ < x < ∞

Παράµετροι
ψ: παράµετρος θέσης
λ > 0: παράµετρος κλίµακας

Μέση τιµή m = λ (ψ – γ)     (γ = 0.5772 = σταθερά Euler)

∆ιασπορά σ2 = 
π2 λ2

6  = 1.645 λ2

3η κεντρική ροπή µ3 = –2.404 λ3

Συντελεστής
ασυµµετρίας

Cs = –1.1396
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Ειδική περίπτωση: Η διπαραµετρική κατανοµή ΑΤ3-Ε (Weibull)

Για κ > 0 και ψ = 1 / κ προκύπτει η ειδική περίπτωση της κατανοµής ΑΤ3-E µε πεδίο
ορισµού το [0, ∞), γνωστή και ως κατανοµή Weibull.

Συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας f(x) = 

1 
λ  









κ 
 x 
λ  

1 / κ – 1

 exp




– 









κ 
 x 
λ  

1 / κ

 

Συνάρτηση κατανοµής F(x) = 1 – exp




– 









κ 
 x 
λ  

1 / κ

 

Συνάρτηση
ποσοστηµορίου x(u) = 

 λ 
κ { [–ln (1 – u)] κ}          (u = F(x))

Σχέση fX(x) και FX(x) f(x) = 
 1 
λ  [1 – F(x)] {–ln [1 – F(x)]}

1 – κ
 

Τιµές µεταβλητής 0 ≤ x < ∞ 

Παράµετροι
λ > 0: παράµετρος κλίµακας
κ > 0: παράµετρος σχήµατος

Μέση τιµή m = 
 λ 
κ  Γ (1 + κ)

∆ιασπορά σ2 = 






 λ 

κ

2

[Γ (1 + 2 κ) – Γ 2(1 + κ)]

3η κεντρική ροπή µ3 = 






 λ 

κ

3

[Γ (1 + 3 κ) – 3 Γ (1 + 2 κ) Γ (1 + κ) + 2Γ 3(1 + κ)]

Συντελεστής
µεταβλητότητας Cv = 

[Γ (1
 + 2 κ) – Γ 

 
2(1 + κ)]1/2

Γ (1 + κ)  

Συντελεστής
ασυµµετρίας Cs = 

Γ (1
 + 3 κ) – 3 Γ (1

 + 2 κ) Γ (1
 + κ) + 2 Γ 

 
3(1 + κ)

[Γ (1
 + 2 κ) – Γ 

 
2(1 + κ)]3/2  
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Γραφική απεικόνιση της κατανοµής ΓΑΤ ελαχίστων: 
Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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) κ = -0.2, λ = 0.547, ψ = 4.48 (ΑΤ2-E, x < 5.18)

κ = 0, λ = 0.78, ψ = 3.14 (ΑΤ1-E)

κ = 0.2, λ = 0.951, ψ = 2.51 (AT3-E, x > -2.37)

κ = 0.476, λ = 1.075, ψ = 2.1 (ΑΤ3-E, x > 0)

Όλες οι κατανοµές αντιστοιχούν σε µέση τιµή 2
 και τυπική απόκλιση 1
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Γραφική απεικόνιση της κατανοµής ΓΑΤ ελαχίστων: 
Συνάρτηση κατανοµής
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κ = 0, λ = 0.78, ψ = 3.14 (ΑΤ1-E)

κ = 0.2, λ = 0.951, ψ = 2.51 (AT3-E, x > -2.37)

κ = 0.476, λ = 1.075, ψ = 2.1 (ΑΤ3-E, x > 0)

Όλες οι κατανοµές αντιστοιχούν σε µέση τιµή 2
 και τυπική απόκλιση 1
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Γραφική απεικόνιση της κατανοµής ΓΑΤ ελαχίστων: 
Συνάρτηση κατανοµής σε χαρτί Gumbel ελαχίστων
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κ = -0.2, λ = 0.547, ψ = 4.48 (ΑΤ2-E, x < 5.18)

κ = 0, λ = 0.78, ψ = 3.14 (ΑΤ1-E)

κ = 0.2, λ = 0.951, ψ = 2.51 (AT3-E, x > -2.37)

κ = 0.476, λ = 1.075, ψ = 2.1 (ΑΤ3-E, x > 0)

Όλες οι κατανοµές αντιστοιχούν σε µέση τιµή 2
 και τυπική απόκλιση 1
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L ροπές κατανοµών ΓΑΤ µεγίστων και ελαχίστων
ΓΑΤ-Μ ΑΤ2-Μ (2 παραµέτρων) ΑΤ1-Μ

Μέση τιµή
(1η L ροπή)

λ1 = m =
 λ 
κ  [κ ψ – 1 + Γ (1 – κ)]

λ1 = m = 
 λ 
κ  Γ (1 – κ)

λ1 = m = λ (ψ + γ)
   (γ = 0.5772)

2η L ροπή λ2 = 
 λ 
κ  Γ (1 – κ) (2κ – 1)

λ2 = λ ln 2

L συντελεστής
ασυµµετρίας τ3 = 2 

3κ – 1
2κ – 1 – 3 τ3 = 2 

ln 3
ln 2 – 3 = 0.1699

L συντελεστής
κύρτωσης τ4 = 

5(4κ) – 10(3κ) + 6(2κ) – 1
2κ – 1

τ4 = 
5 ln 4 – 10 ln 3 + 6 ln 2

ln 2
= 0.1504

ΓΑΤ-Ε ΑΤ3-Ε (2 παραµέτρων) ΑΤ1-Ε

Μέση τιµή
(1η L ροπή)

λ1 = m =
 λ 
κ  [κ ψ – 1 + Γ (1 + κ)]

λ1 = m = 
 λ 
κ  Γ (1 + κ)

λ1 = m = λ (ψ – γ)
 (γ = 0.5772)

2η L ροπή λ2 = 
 λ 
κ  Γ (1 + κ) (1 – 2–κ)

λ2 = λ ln 2

L συντελεστής
ασυµµετρίας τ3 = 3 – 2 

1 – 3–κ

1 – 2–κ τ3 = 3 – 2 
ln 3
ln 2 = –0.1699

L συντελεστές
ασυµµετρίας
& κύρτωσης

τ4 = 
1 – 6(2–κ) + 10(3–κ) – 5(4–κ)

1 – 2–κ
τ4 = 

5 ln 4 – 10 ln 3 + 6 ln 2
ln 2

= 0.1504
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6. Εκτίµηση παραµέτρων της κατανοµής ΓΑΤ
Εκτίµηση µε τη µέθοδο των ροπών: κατανοµή µεγίστων

ΓΑΤ-Μ (Γενική περίπτωση – τρεις άγνωστες παράµετροι)

 sgn(κ) 
Γ(1 – 3 κ) – 3 Γ(1 – 2 κ) Γ(1 – κ) + 2 Γ 3(1 – κ)

[Γ(1 – 2 κ) – Γ 2(1 – κ)]3/2  = Cs  

 Προσεγγιστική λύση (ακρίβεια ±0.01 για –1 < κ < 1/3 ή –2 < Cs< ∞):  

 κ = 
1
3 – 

1
0.31 + 0.91 Cs + (0.91 Cs)

2 + 1.8
  

 λ = 
|κ| σ

Γ(1 – 2 κ) – Γ 2(1 – κ)
   

 ψ = 
 m 
λ  – 

Γ(1 – κ) – 1
κ   

ΑΤ1-Μ (δύο άγνωστες παράµετροι) 
 λ = 0.78 σ 

 ψ = 
m
 λ  – 0.5772 

ΑΤ2-Μ (δύο άγνωστες παράµετροι) 

 
Γ(1 – 2 κ)
Γ 2(1 – κ)  = C

2

v + 1 

 Προσεγγιστική λύση (ακρίβεια ±0.004 για 0 < κ < 0.5 ή 0 < CV < ∞):  

 κ = 
1
2 – 

1

exp{2.59 [ln(C
2

v + 1)]0.475} +1
 

 λ = m 
κ

Γ(1 – κ) 

Στη θέση των m, σ, Cv και Cs χρησιµοποιούνται οι εκτιµήσεις x–, s, Ĉv και Ĉs, αντίστοιχα.  
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Εκτίµηση µε τη µέθοδο των ροπών: κατανοµή ελαχίστων
ΓΑΤ-Ε (Γενική περίπτωση – τρεις άγνωστες παράµετροι) 

 sgn(κ) 
Γ(1 + 3 κ) – 3 Γ(1 + 2 κ) Γ(1 + κ) + 2 Γ 3(1 + κ)

[Γ(1 + 2 κ) – Γ 2(1 + κ)]3/2  = Cs   

 Προσεγγιστική λύση (ακρίβεια ±0.01 για –1/3 < κ < 3 ή –∞ < Cs < 20):  

 κ = 
1

0.28 – 0.9 Cs + 0.998 (0.9 Cs)
2 + 1.93

 – 
1
3 

 λ = 
κ σ

Γ(1 + 2 κ) – Γ 2(1 + κ)
   

 ψ = 
 m 
λ  + 

1 – Γ(1 + κ)
κ   

ΑΤ1-Ε (δύο άγνωστες παράµετροι) 
 λ = 0.78 σ 

 ψ = 
m
 λ  + 0.5772 

ΑΤ3-Ε (δύο άγνωστες παράµετροι) 

 
Γ(1 + 2 κ)
Γ 2(1 + κ)  = C

2
v + 1 

 Προσεγγιστική λύση (ακρίβεια ±0.01 για 0 < κ < 3.2 ή 0 < CV < 5):  

 κ = 2.56 {exp{0.41 [ln(C
2
v + 1)]0.58} –1}  

 λ = m 
κ

Γ(1 + κ) 

Στη θέση των m, σ, Cv και Cs χρησιµοποιούνται οι εκτιµήσεις x–, s, Ĉv και Ĉs, αντίστοιχα. 
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Εκτίµηση µε τη µέθοδο των L ροπών

Παρά-
µετρος 

ΓΑΤ-Μ ΑΤ1-Μ ΑΤ2-Μ  
(2 παραµέτρων) 

κ κ = 7.8 c – 1.43 c2  

όπου c := 
ln 2
ln 3 – 

2
3 + τ3

  

(κ = 0) 
κ = 

ln(1 + τ2)
 ln 2    

λ 
λ = 

|κ| λ2
Γ(1 – κ) (2 κ – 1)  λ = 

λ2

ln 2  λ = m 
κ

Γ(1 – κ) 

ψ 
ψ = 

m
 λ – 

Γ(1 – κ) – 1
κ   ψ = 

m
 λ  – 0.5772 

(ψ = 1/κ) 

 

Παρά-
µετρος 

ΓΑΤ-Ε ΑΤ1-Ε ΑΤ3-Ε  
(2 παραµέτρων) 

κ κ = 7.8 c + 4.71 c2 

όπου c := 
2

3 – τ3
 – 

ln 2
ln 3  

(κ = 0) 
κ = 

–ln(1 – τ2)
 ln 2    

λ 
λ = 

κ λ2

Γ(1 + κ) (1 – 2 –κ)  λ = 
λ2

ln 2  λ = m 
κ

Γ(1 + κ) 

ψ 
ψ = 

m
 λ + 

1 – Γ(1 + κ)
κ   ψ = 

m
 λ  + 0.5772 

(ψ = 1/κ) 

Στη θέση των m, λ2, και τ3 χρησιµοποιούνται οι δειγµατικές εκτιµήσεις x–, λ̂2 και τ̂3, 
αντίστοιχα. 

Σηµείωση: Οι 
συντελεστές του 
τριωνύµου κ(c) που 
δίνονται εδώ είναι 
ακριβέστεροι από 
αυτούς της 
βιβλιογραφίας (π.χ. 
Stedinger et al., 
1993, σ. 18.18) για  
θετικές τιµές του κ
που είναι και η 
συνηθέστερη 
περίπτωση. 
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7. Αξιοποίηση ιστορικών και χωρικά γενικευµένων πληροφοριών
Προσαρµογή κατανοµής µε αξιοποίηση ιστορικών πληροφοριών
Πρόβληµα: ∆ίνεται ένα δείγµα n ετήσιων µεγίστων x1, …, xn (συστηµατικές παρατηρήσεις)
που αποτελούν πραγµατοποιήσεις µιας µεταβλητής Χ. Επιπλέον είναι γνωστές οι k
µεγαλύτερες τιµές z1, …, zk σε ένα (προγενέστερο) διάστηµα r ετών (πρόσθετη ιστορική
πληροφορία). Ζητείται η εκτίµηση των παραµέτρων της κατανοµής της µεταβλητής Χ
παίρνοντας υπόψη και την πρόσθετη ιστορική πληροφορία (National Research Council,
1988, σ. 33· Stedinger and Cohn, 1986).

Μέθοδος εκτίµησης: Μέγιστης πιθανοφάνειας

Εξισώσεις:

max ln L(x1, …, xn, z1, …, zk, θ1, …, θr)

όπου

ln L(x1, …, xn, z1, …, zk, θ1, …, θr) = ∑
i = 1

n

 ln f(xi, θ1, …, θm) + ∑
i = 1

k

 ln f(zi, θ1, …, θm) +

+ (r – k) ln F (z0, θ1, …, θm) + ct
και

z0 = min(z1, …, zk)

Τρόπος επίλυσης: Αριθµητικός
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Προσαρµογή κατανοµής µε χρήση γενικευµένων δεδοµένων

Πρόβληµα

∆ίνονται k δείγµατα ετήσιων µέγιστων υδρολογικών µεταβλητών (π.χ. βροχές,
πληµµύρες) σε ισάριθµες γειτονικές θέσεις. Έτσι, στη θέση i αντιστοιχεί η µεταβλητή Χi

και το δείγµα xi,1, …, xi,ni
 όπου ni το µέγεθος του δείγµατος. Ζητείται η ταυτόχρονη

εκτίµηση των παραµέτρων των κατανοµών των µεταβλητών Χi αξιοποιώντας (µέσω
κατάλληλων υποθέσεων) την κλιµατική συγγένεια των διάφορων θέσεων

Υπόθεση 1 Αναλογία ποσοστηµορίων µε τις µέσες τιµές

Είναι γνωστή και ως υπόθεση δείκτη πληµµύρας (index flood· National Research
Council, 1988, σ. 39). Μαθηµατικά εκφράζεται από τη σχέση

xi(u) = mi x(u)

όπου xi(u) το u-ποσοστηµόριο της κατανοµής της µεταβλητής Χi, mi η µέση τιµή της
µεταβλητής Χi, και x(u) µια αδιαστατοποιηµένη συνάρτηση ποσοστηµορίου ενιαία για
όλες τις µεταβλητές.

Για την κατανοµή ΓΑΤ η Υπόθεση 1 συνεπάγεται ισότητα των παραµέτρων σχήµατος
και θέσης για όλες τις θέσεις, δηλ. (α) κi = κ = σταθ. και (β) ψi = ψ = σταθ. Η
παράµετρος κλίµακας λ µπορεί να παίρνει διαφορετικές τιµές ανά θέση.

Υπόθεση 2: Σταθερότητα µιας παραµέτρου

Συνηθέστατα η παράµετρος που θεωρείται σταθερή για όλες τις θέσεις είναι η
παράµετρος σχήµατος (κi = κ = σταθ. National Research Council, 1988, σ. 40).
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Προσαρµογή κατανοµής µε χρήση γενικευµένων δεδοµένων (2)

Υπόθεση 3: Σχέση µεταξύ παραµέτρων.

Υποτίθεται ότι δύο ή περισσότερες παράµετροι συνδέονται µεταξύ τους µε µια
σχέση, π.χ.

θ2 = α + β θ1

Εναλλακτικά, µπορεί να υποτεθεί ότι µία παράµετρος συνδέεται µε µια σχέση µε
µια ροπή, π.χ.

θ2 = α + β m

Στις περιπτώσεις αυτές, αντί της θ2 θα πρέπει να εκτιµηθούν οι βοηθητικές
παράµετροι α και β, εκτός αν είναι εξ αρχής γνωστές.

Προτιµητέα µέθοδος εκτίµησης:

Για τις υποθέσεις 1 και 2, καθώς και για την υπόθεση 3 µε άγνωστες τις
βοηθητικές παραµέτρους α και β, προτιµητέα είναι η µέθοδος της µέγιστης
πιθανοφάνειας, η οποία προσαρµόζεται άµεσα στις συνθήκες που προκύπτουν
από τις υποθέσεις.

Για την υπόθεση 3 µε γνωστές τις βοηθητικές παραµέτρους α και β µπορεί να
χρησιµοποιηθεί οποιαδήποτε µέθοδος.
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Προσαρµογή κατανοµής µε χρήση γενικευµένων δεδοµένων (3)

Παράδειγµα για την υπόθεση 3:

Από πρόσφατη στατιστική διερεύνηση (Koutsoyiannis, 1999) των δεδοµένων
από 2645 σταθµούς όλου του κόσµου, µε συνολικό πλήθος µετρήσεων 95 000
σταθµών-ετών, τα οποία είχαν µελετηθεί παλιότερα από τον Hershfield (1961,
1965) και αποτέλεσαν τη βάση για τη διατύπωση της φερώνυµης µεθόδου
εκτίµησης της πιθανής µέγιστης κατακρήµνισης (ΠΜΚ) διαπιστώθηκε ότι

(α) η κατανοµή ΓΑΤ είναι γενικά κατάλληλη για ετήσιες σειρές µέγιστων
βροχοπτώσεων,

(β) η τιµή που υπολογίζεται µε τη µέθοδο Hershfield (1961, 1965) ως ΠΜΚ,
αντιστοιχεί σε περίοδο επαναφοράς περίπου 60 000 ετών, και

(γ) η τιµή της παραµέτρου σχήµατος της κατανοµής ΓΑΤ δίνεται ως
συνάρτηση της µέσης τιµής της ετήσιας µέγιστης 24ωρης βροχόπτωσης m,
από τη σχέση

κ = 0.183 – 0.00049 m        (m σε mm)
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8. Έλεγχοι καταλληλότητας της κατανοµής
Ενδεικτικός έλεγχος µε βάση διάγραµµα L-ροπών 

Η απεικόνιση των 
εµπειρικών 
χαρακτηριστικών του 
δείγµατος στο διπλανό 
διάγραµµα, αποτελεί 
ένδειξη για το αν η 
κατανοµή ΓΑΤ είναι 
κατάλληλη για το 
υπόψη δείγµα, ή αν 
άλλες τυπικές 
κατανοµές είναι 
καταλληλότερες.
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∆οκιµή καταλληλότητας της τριπαραµετρικής κατανοµής ΓΑΤ 
έναντι των διπαραµετρικών κατανοµών

Περίπτωση 1 

Μηδενική υπόθεση: Η0: κ = 0 (η κατανοµή είναι ΑΤ1 – 2 παραµέτρων) 

Εναλλακτική υπόθεση: Η1: κ ≠ 0 (απαιτείται τριπαραµετρική κατανοµή) 

Στατιστική συνάρτηση ελέγχου: Z = κ̂ n / 0.5633   

όπου κ̂ η εκτίµηση από το δείγµα της τιµής του κ µε τη µέθοδο των L ροπών 
(χρησιµοποιώντας τις µεροληπτικές εκτιµήσεις) και n το µέγεθος του δείγµατος. Η 
κατανοµή της Ζ είναι κατά προσέγγιση κανονική Ν(0, 1). 

Κανόνας απόφασης: Απορρίπτουµε την Η0 αν z > z1 – α / 2, όπου z1 – α / 2 το (1 – α / 2)-
ποσοστηµόριο της κανονικής κατανοµής και α το επίπεδο σηµαντικότητας που 
υιοθετείται για τον έλεγχο (για α = 0.05, z1 – α / 2 = 1.96). 

Περίπτωση 2 

Μηδενική υπόθεση: Η0: η κατανοµή είναι ΑΤ2-Μ ή ΑΤ3-Ε – 2 παραµέτρων  

Εναλλακτική υπόθεση: Η1: απαιτείται τριπαραµετρική κατανοµή 

Παρατήρηση: Αν ισχύει η Η0 τότε η κατανοµή της Y = ln X είναι ΑΤ1 (Μ ή Ε). Αυτό 

επιτρέπει τη χρήση της ίδιας διαδικασίας, όπως παραπάνω για την παράµετρο κ̂Υ που 
προκύπτει από το δείγµα των λογαρίθµων της υπό έλεγχο µεταβλητής. 
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∆οκιµές προσαρµογής

Προτιµητέα µέθοδος: ∆οκιµή χ2 (βλ. Κουτσογιάννης, 1997, σσ. 77-83, 124-128).

Πλεονέκτηµα: Εφαρµοσιµότητα σε ατελή µηδενική υπόθεση (δηλαδή για τη συνήθη
περίπτωση που οι παράµετροι εκτιµώνται από το δείγµα).

Μειονεκτήµατα: Υποκειµενικότητα στην επιλογή του αριθµού κλάσεων k (περίπτωση
αντιφατικών αποτελεσµάτων για διαφορετικές τιµές του k), µειωµένη (σε σχέση µε άλλες
µεθόδους) ισχύς .

Ως επαρκής αριθµός κλάσεων θεωρείται (Mann and Wald, 1942· Williams, 1950· βλ. και
Kottegoda, 1980, σ. 88) ο k = 21.2 (n – 1)0.4 / z

0.4
1 – α  όπου n το µέγεθος του δείγµατος, z1 – α

το (1 – α)-ποσοστηµόριο της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής και α το επίπεδο
σηµαντικότητας της δοκιµής (Για α = 0.05, k = 1.88 (n – 1)0.4). Παράλληλα θα πρέπει
k  ≥ r + 2, όπου r ο αριθµός παραµέτρων της κατανοµής, και k ≤ n / 5.

Εναλλακτικές µέθοδοι: (α) ∆οκιµή Kolmogorov-Smirnov (βλ. Kottegoda, 1980, σσ. 89-
93) (β) ∆οκιµή συντελεστή συσχέτισης ως προς την πιθανοτική θέση σχεδίασης
(probability plot correlation· βλ. Stedinger et al., 1993, σ. 18.27)

Πλεονεκτήµατα: Έλλειψη υποκειµενικών θεωρήσεων, αυξηµένη ισχύς.

Μειονέκτηµα: Αδυναµία ή δυσκολία εφαρµογής σε ατελή µηδενική υπόθεση.

Ειδικά για την κατανοµή ΓΑΤ υπάρχουν πίνακες κρίσιµων τιµών των δύο δοκιµών για
ατελή µηδενική υπόθεση µόνο για την περίπτωση που µόνο η παράµετρος κλίµακας είναι
προς εκτίµηση (Chowdhury et al., 1991).
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9. Πιθανοτική αντιµετώπιση διάρκειας ξηρασίας
Γενικός ορισµός: ∆ροµή (run) είναι µια ακολουθία τιµών που έχει µια δεδοµένη ιδιότητα
(π.χ. τιµή πάνω από τη µέση ή κάτω από τη µέση) που προηγείται και έπεται µιας ή
περισσότερων τιµών που δεν έχουν αυτή την ιδιότητα.

Μήκος δροµής: ο αριθµός των στοιχείων της δροµής.

Στις µελέτες ξηρασιών η στατιστική θεωρία των δροµών χρησιµοποιείται για τη µελέτη της
διάρκειας ξηρασίας. Μπορεί να θεωρηθεί ως διάρκεια ξηρασίας, υδρολογικής ή
µετεωρολογικής, η περίοδος κατά την οποία η απορροή ή η βροχόπτωση, αντίστοιχα,
παρουσιάζει συνεχώς τιµές κάτω από το κανονικό επίπεδο, το οποίο συνήθως
αντιπροσωπεύεται από τη διάµεση τιµή. Η περίοδος αυτή, µαθηµατικά αντιστοιχεί στο
µήκος δροµής b. Η µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για ετήσιες χρονοσειρές, οι οποίες
µπορεί να θεωρηθεί ότι εξασφαλίζουν στασιµότητα (για µηνιαίες χρονοσειρές χρειάζεται
ειδική µεθοδολογία, βλ. π.χ. Murota and Eto, 1973).

Σε περίπτωση στάσιµης τυχαίας ανέλιξης σε διακριτό χρόνο, µήκους n, το µέγιστο µήκος
δροµής που αντιστοιχεί σε πιθανότητα υπέρβασης α είναι κατά προσέγγιση

b(α) ≈ β ln n + γ

όπου

β = 
11

ln (–213 ln (1 –α))  ,   γ = 1  αν  n < –213 ln (1 – α)

 β = 
1

ln 2
  ,   γ = 

–ln (–2 ln (1 – α))
 ln 2  διαφορετικά

(Κουτσογιάννης, ανέκδοτη έκθεση, 1999). Τα παραπάνω µπορούν να αξιοποιηθούν για να
ελεγχθεί αν οι ξηρασίες σε µια παρατηρηµένη ετήσια χρονοσειρά απορροής ή βροχής
παρουσιάζουν τυχαία συµπεριφορά και εξηγούνται µε στατιστική θεώρηση ή όχι.
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10. Όµβριες καµπύλες
Γενικές έννοιες 

Όµβρια καµπύλη: Μια µαθηµατική σχέση µεταξύ της έντασης (ή του ύψους), της διάρκειας
και της περιόδου επαναφοράς της βροχής (intensity-duration-frequency – idf – relationship):

∆ιάρκεια, d: Μια αυθαίρετη χρονική διάρκεια (συνήθως από µερικά λεπτά της ώρας µέχρι µια
ή περισσότερες ηµέρες), η οποία λειτουργεί ως «χρονικό παράθυρο» µέσα από το οποίο
βλέπουµε τη συνεχή ανέλιξη της βροχής. Η διάρκεια αυτή δεν έχει σχέση µε την πραγµατική
διάρκεια των επεισοδίων βροχής και δεν αποτελεί τυχαία µεταβλητή.

Ύψος βροχής (µέγιστο), h: Ένα χαρακτηριστικό ύψος βροχής που αναφέρεται σε δεδοµένη
διάρκεια d και αντιπροσωπεύει (α) είτε το µέγιστο ύψος βροχής που έχει καταγραφεί σε
διάρκεια d κατά τη διάρκεια ενός έτους (συνήθως υδρολογικού)* (β) είτε κάθε τιµή του ύψους
βροχής που έχει καταγραφεί σε διάρκεια d και υπερβαίνει µια δεδοµένη τιµή κατωφλίου† φ.
Αποτελεί τυχαία µεταβλητή.

Ένταση (µέγιστη), i: Μια χαρακτηριστική ένταση βροχής που αναφέρεται σε δεδοµένη
διάρκεια d και προκύπτει ως το παραπάνω χαρακτηριστικό ύψος βροχής διηρηµένο µε τη
διάρκεια d (i = h / d). Αποτελεί τυχαία µεταβλητή.

Περίοδος επαναφοράς, T: ∆εδοµένου ότι το παραπάνω ύψος και η ένταση βροχής
αποτελούν τυχαίες µεταβλητές, µπορεί να αντιστοιχιστεί σε κάθε τιµή τους µια τιµή της
περιόδου επαναφοράς, µε βάση είτε την εµπειρική είτε τη θεωρητική συνάρτηση κατανοµής
τους.

* Η σειρά τιµών που περιλαµβάνει τη µέγιστη τιµή κάθε έτους είναι γνωστή ως σειρά ετήσιων µεγίστων.
† Η σειρά τιµών που περιλαµβάνει όλες τις τιµές που υπερβαίνουν το κατώφλι φ είναι γνωστή ως σειρά
υπεράνω κατωφλίου ή σειρά µερικής διάρκειας.
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Σχηµατική παράσταση 1 
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Γενικό µαθηµατικό πλαίσιο (1) 

Η γενική µεθοδολογία που προτείνεται για την κατάρτιση των όµβριων καµπυλών έχει
αναπτυχθεί πρόσφατα και περιγράφεται λεπτοµερώς αλλού (Κουτσογιάννης, 1997,
Koutsoyiannis et. al., 1998, Koutsoyiannis, 1999). Τα γενικά χαρακτηριστικά της
συνοψίζονται στα ακόλουθα σηµεία:

1. Η γενική συναρτησιακή σχέση όµβριων καµπυλών είναι της µορφής

 i = 
a(T)
b(d) (1)

όπου i η µέγιστη ένταση βροχής διάρκειας d για περίοδο επαναφοράς T, και a(T)
και b(d) κατάλληλες συναρτήσεις της περιόδου επαναφοράς και της διάρκειας,
αντίστοιχα (Κουτσογιάννης, 1997).

2. Η συνάρτηση b(d) είναι της ακόλουθης, εµπειρικά διαπιστωµένης, γενικής µορφής

b(d) = (d + θ)η (2)

όπου θ και η αποτελούν παραµέτρους προς εκτίµηση (θ > 0, 0 < η < 1)
(Κουτσογιάννης, 1997).
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Γενικό µαθηµατικό πλαίσιο (2) 

3. Η συνάρτηση a(T) προκύπτει αναλυτικά από τη συνάρτηση κατανοµής που ισχύει
για την µέγιστη ένταση βροχής της υπό εξέταση περιοχής, όπως αυτή προκύπτει
από την επεξεργασία των διαθέσιµων δεδοµένων. Αποφεύγεται η χρήση
εµπειρικών συναρτήσεων (π.χ. a(T) = λΤκ) (Κουτσογιάννης, 1997).

4. Μια συνάρτηση κατανοµής που αποδεικνύεται κατάλληλη για τη µέγιστη ένταση
βροχής σε µεγάλο εύρος περιπτώσεων είναι η κατανοµή ΓΑΤ µε έκφραση

 F(x) = exp








– 




1 + κ 









 
 x 
λ  – ψ  

–1 / κ

                x ≥ λ (ψ – 1 / κ) (3)

όπου F(x) η συνάρτηση κατανοµής για τιµές της µεταβλητής x, και κ > 0, λ > 0 και ψ
οι παράµετροι σχήµατος, κλίµακας και θέσης, αντίστοιχα (Η περίπτωση κ < 0, αν
και µαθηµατικά είναι δυνατή, δεν είναι κατάλληλη για µέγιστες εντάσεις βροχής, γιατί
συνεπάγεται άνω φραγµένη τιµή της έντασης, γεγονός που αντίκειται στη φυσική
πραγµατικότητα). Η µεταβλητή x αντιπροσωπεύει είτε την ένταση βροχής i είτε,
ισοδύναµα, το γινόµενο i b(d) (για δεδοµένη έκφραση της b(d))· στην τελευταία
περίπτωση η επίλυση της (3) ως προς x δίνει αµέσως τη συνάρτηση a(T) και, στη
συνέχεια, η επίλυση ως προς i δίνει αµέσως την έκφραση της όµβριας καµπύλης
χωρίς να απαιτείται καµιά πρόσθετη, εµπειρική ή όχι, παραδοχή (Κουτσογιάννης,
1997, Koutsoyiannis et. al., 1998).
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Γενικό µαθηµατικό πλαίσιο (3) 
5. Η (3) επιλύεται άµεσα ως προς x, οπότε µε την προϋπόθεση ότι F(x) = 1 – 1 / T

(προϋπόθεση που ισχύει για σειρές ετήσιων µέγιστων) προκύπτει

 xT  = λ 









ψ + 




−ln 









1 − 
1
T

 –κ

 – 1

κ   

  = λ΄ 








ψ΄ + 




−ln 









1 − 
1
T

 –κ

(4)

όπου για απλοποίηση έχει τεθεί λ΄ = λ / κ and ψ΄ = κ ψ – 1 (Koutsoyiannis et. al.,
1998).

6. Για κ = 0 η κατανοµή ΓΑΤ µεταπίπτει στην κατανοµή ΑΤ1-Μ (Gumbel), οπότε η (3)
παίρνει τη ειδική µορφή

 F(x) = exp(−e−x / λ + ψ) (5)

όπου λ και ψ είναι οι παράµετροι κλίµακας και θέσης, αντίστοιχα, της κατανοµής.
Αντίστοιχα, η (4) παίρνει τη µορφή (Κουτσογιάννης, 1997, Koutsoyiannis et. al.,
1998)

 xT = λ 








ψ − ln 




−ln 









1 − 
1
T   (6)

7. Για κ = 1 / ψ (ή ισοδύναµα ψ΄ = 0) η κατανοµή ΓΑΤ µεταπίπτει στην ΑΤ2-Μ δύο
παραµέτρων.
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Γενικό µαθηµατικό πλαίσιο (4) 
8. Η κατανοµή Gumbel έχει γίνει αποδεκτή ευρύτατα στην Ελλάδα και διεθνώς για την

περιγραφή µέγιστων εντάσεων βροχής, χρησιµοποιώντας συνήθως δείγµατα
µήκους λίγων δεκάδων ετών. Ωστόσο, η µελέτη δειγµάτων µεγαλύτερου µήκους,
δείχνει ότι η κατανοµή Gumbel απορρίπτεται στατιστικώς. Αντίστοιχα είναι τα
συµπεράσµατα για την κατανοµή ΑΤ2-Μ δύο παραµέτρων. Αντίθετα, η κατανοµή
ΓΑΤ µε παράµετρο σχήµατος κ = 0.10 έως 0.20 φαίνεται κατάλληλη.

9. Από πρόσφατη στατιστική διερεύνηση (Koutsoyiannis, 1999) των δεδοµένων του
Hershfield (1961, 1965 – 2645 σταθµοί όλου του κόσµου, συνολικό πλήθος
µετρήσεων 95 000 σταθµών-ετών) διαπιστώθηκε ότι (α) η κατανοµή ΓΑΤ είναι
γενικά κατάλληλη για ετήσιες σειρές µέγιστων βροχοπτώσεων, (β) η τιµή που
υπολογίζεται τη µέθοδο Hershfield (1961, 1965) ως ΠΜΚ, αντιστοιχεί σε περίοδο
επαναφοράς περίπου 60 000 ετών, και (γ) η τιµή της παραµέτρου σχήµατος της
κατανοµής ΓΑΤ δίνεται ως συνάρτηση της µέσης τιµής της ετήσιας µέγιστης 24ωρης
βροχόπτωσης mh, από τη σχέση

κ = 0.183 – 0.00049 mh           (mh σε mm) (7)

Η σύγκριση της παραπάνω εναλλακτικής διατύπωσης της µεθόδου Hershfield µε
την κατανοµή που προκύπτει από το δείγµα 136 ετών του Αστεροσκοπείου Αθηνών
έδειξε πλήρη συµφωνία (Koutsoyiannis, 1999).

10. Τα παραπάνω συνηγορούν στην αποδοχή της ΓΑΤ ως κατάλληλης κατανοµής για
µέγιστες βροχοπτώσεις. Σε περίπτωση που υπάρχει µεγάλου µήκους δείγµα, η
παράµετρος σχήµατος της κατανοµής µπορεί να εκτιµάται άµεσα από το δείγµα. Σε
αντίθετη περίπτωση είναι προτιµότερο να εκτιµάται από την (7).
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Γενικό µαθηµατικό πλαίσιο (5) 
11. Η αποδοχή της κατανοµής ΓΑΤ σε συνδυασµό µε τις (1) και (2) οδηγεί στην ακόλουθη

γενικευµένη έκφραση όµβριων καµπυλών

 i(d, T) = 
λ΄ 




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 –κ

 + ψ΄

 (d + θ) η     (κ ≠ 0) (8)

 i(d, T) = 
λ 
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–ln
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
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
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

1 − 
1
T  + ψ

 (d + θ) η     (κ = 0) (9)

12. Στις εξισώσεις (8) και (9) η περίοδος επαναφοράς αναφέρεται σε σειρές ετήσιων
µεγίστων και κατά συνέπεια παίρνει τιµές µεγαλύτερες από 1 έτος. Αν η περίοδος
επαναφοράς οριστεί µε αναφορά σε σειρές υπεράνω κατωφλίου, οπότε µπορεί να
πάρει και τιµές µικρότερες από 1 έτος, οι αντίστοιχες εξισώσεις προκύπτουν
θεωρητικά ότι έχουν τις ακόλουθες απλούστερες εκφράσεις (Koutsoyiannis et al.,
1998)

 i(d, T) = 
λ΄ (T κ + ψ΄)

 (d + θ) η     (κ ≠ 0) (10)

 i(d, T) = 
λ (lnT + ψ)
 (d + θ) η       (κ = 0) (11)

Για µικρές περιόδους επαναφοράς, οι εξισώσεις (10) και (11) είναι προφανώς δυσµε-
νέστερες από τις αντίστοιχές τους (8) και (9), ενώ για µεγαλύτερες περιόδους επα-
ναφοράς (Τ > 10 χρόνια) πρακτικώς οι πρώτες ταυτίζονται µε τις δεύτερες, δεδοµένου
ότι για µικρές τιµές του 1 / Τ ισχύει ln [1 − (1 / T)] = −(1 / T) − (1 / T)2 − L ≈ −1 / T.



∆. Κουτσογιάννης, Εµβάθυνση στην πιθανοτική προσέγγιση εξαιρετικών υδρολογικών γεγονότων 44

Συνεπείς µέθοδοι εκτίµησης παραµέτρων
α. Η µέθοδος ενοποίησης διαρκειών

Στάδια µεθόδου: (1) υπολογισµός παραµέτρων της συνάρτησης b(d), (2) υπολογισµός
παραµέτρων της συνάρτησης a(T).

Θεωρητική βάση: Όπως προκύπτει από την (1), η τυχαία µεταβλητή Y = I b(d) έχει
συνάρτηση κατανοµής ανεξάρτητη της διάρκειας d, η οποία καθορίζεται πλήρως από τη
συνάρτηση a(T). Άρα πρέπει οι παράµετροι θ και η να υπολογιστούν έτσι ώστε να
ικανοποιούν αυτή τη συνθήκη. Στη συνέχεια, οι παράµετροι της a(T) µπορούν να εκτιµηθούν
άµεσα από τη συνάρτηση κατανοµής της Y.

Βήµατα µεθόδου – Στάδιο 1

α. Υποθέτουµε αρχικές τιµές των παραµέτρων θ και η.

β. Υπολογίζουµε τις τιµές yjl = ijl b(dj). Κατά προτίµηση χρησιµοποιούµε υποσύνολο κάθε
δείγµατος δεδοµένης διάρκειας dj, π.χ. το 1/3 των µεγαλύτερων σε µέγεθος τιµών. Έστω
nj ο αριθµός στοιχείων του υποσυνόλου που αντιστοιχεί σε διάρκεια dj.

γ. Ενοποιώντας όλα τα δείγµατα που περιέχουν τις τιµές yjl αποκτούµε ένα συνολικό δείγµα
µεγέθους

m = ∑
j = 1

 k
 nj 

δ. Με βάση το δείγµα αυτό, καταταγµένο σε φθίνουσα σειρά, αντιστοιχίζουµε αύξοντες
αριθµούς ή βαθµούς (ranks) rjl σε όλες τις m τιµές yjl.
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Συνεπείς µέθοδοι εκτίµησης παραµέτρων
α. Η µέθοδος ενοποίησης διαρκειών (συνέχεια)

Βήµατα µεθόδου – Στάδιο 1

ε. Επανερχόµενοι στα αρχικά επιµέρους δείγµατα των ξεχωριστών διαρκειών
υπολογίζουµε για κάθε τιµή το µέσο βαθµό

r−j = 
1 
nj

  ∑
j = 1

 k
 rjl 

στ. Υπολογίζουµε τη στατιστική παράµετρο Kruskal-Wallis, η οποία που συνδυάζει τους
µέσους βαθµούς από όλα τα επιµέρους δείγµατα:

h = 
12

m (m + 1) ∑
j = 1

k

 nj 








r−j − 
m + 1

2

2

 

ζ. Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα β.-στ. µε νέες τιµές των παραµέτρων θ και η, µε στόχο την
εύρεση των τιµών που ελαχιστοποιούν την h (συστηµατική αναζήτηση µπορεί να γίνει
π.χ. µε τη µέθοδο της διχοτόµησης).

Στάδιο 2

α. Υπολογίζουµε τις τιµές yjl = ijl b(dj) για τις τελικές τιµές των παραµέτρων θ και η και για τα
συνολικά διαθέσιµα δείγµατα.

β. Ενοποιούµε όλα τα δείγµατα που περιέχουν τις τιµές yjl

γ. Από το συνολικό δείγµα εκτιµάµε µε τις τυπικές µεθόδους της στατιστικής (π.χ. µε τη
µέθοδο ροπών ή καλύτερα των L ροπών) τις παραµέτρους της συνάρτησης a(T).
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Συνεπείς µέθοδοι εκτίµησης παραµέτρων
β. Η µέθοδος καθολικής εκτίµησης 

Θεωρητική βάση: Η µέθοδος αυτή εκτιµά ταυτόχρονα το σύνολο των παραµέτρων 
των όµβριων καµπυλών ελαχιστοποιώντας το συνολικό σφάλµα των όµβριων 
καµπυλών σε σχέση µε τα ιστορικά δεδοµένα 

Βήµατα µεθόδου  

α.  Για κάθε στοιχείο δείγµατος (ijl, dj) εκτιµάµε την εµπειρική περίοδο επαναφοράς, Tjl 
χρησιµοποιώντας π.χ. τη σχέση Cunnane. Για το στοιχείο (ένταση βροχής) l του 
δείγµατος j, διατεταγµένου σε φθίνουσα σειρά (συµβολικά ijl, όπου ο δείκτης l είναι 
ο αύξων αριθµός), η περίοδος επαναφοράς είναι 

 Τjl = 
nj + 0.12
l − 0.44

  

β. Υποθέτουµε αρχικές τιµές του συνόλου των παραµέτρων.  

γ. Για κάθε στοιχείο του δείγµατος, για δεδοµένα Tjl και dj υπολογίζουµε την 
αντίστοιχη θεωρητική (µοντελοποιηµένη) ένταση  

 î jl = 
a(Tjl)
b(dj)

 

δ. Για κάθε στοιχείο του δείγµατος υπολογίζουµε το αντίστοιχο σφάλµα 

 ejl = ln ijl − ln î jl = ln 








ijl

î jl

 

∆. Κουτσογιάννης, Εµβάθυνση στην πιθανοτική προσέγγιση εξαιρετικών υδρολογικών γεγονότων 47

Συνεπείς µέθοδοι εκτίµησης παραµέτρων
β. Η µέθοδος καθολικής εκτίµησης (συνέχεια) 

Βήµατα µεθόδου (συνέχεια)

ε. Υπολογίζουµε το καθολικό µέσο σφάλµα από την εξίσωση

E = 
 1 
k ∑

j = 1

k

  
 1 
nj

 ∑
l = 1

nj

 e2
jl 

ζ. Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα γ.-ε. µε νέες τιµές των παραµέτρων µε στόχο την
εύρεση των τιµών που ελαχιστοποιούν το σφάλµα Ε (συστηµατική αναζήτηση
µπορεί να γίνει µε χρήση τυπικών επιλυτών).
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Ενοποίηση δειγµάτων διαφορετικών σταθµών

Μέθοδος σταθµών ετών: ενοποίηση των δειγµάτων διαφορετικών σταθµών. Οι
παράµετροι των όµβριων καµπυλών εκτιµώνται από τα ενοποιηµένα δείγµατα, µε έναν
από τους τρόπους που περιγράφηκαν παραπάνω.

Προϋπόθεση 1 (απαραίτητη): τα δείγµατα των µέγιστων εντάσεων βροχής που έχουν
ληφθεί στους διαφορετικούς σταθµούς προέρχονται από τον ίδιο πληθυσµό ή
αποτελούν δείγµατα της ίδιας τυχαίας µεταβλητής.

Έλεγχοι προϋπόθεσης 1: εµπειρικός (έλεγχος ότι οι θέσεις των µετρητικών σταθµών
βρίσκονται στο ίδιο µικροκλιµατικό περιβάλλον) και στατιστικός (π.χ. δοκιµή Kruskal-
Wallis)

Προϋπόθεση 2: στατιστική ανεξαρτησία δειγµάτων διαφορετικών σταθµών.

Έλεγχοι προϋπόθεσης 1: εµπειρικός (διαφορετικές ηµεροµηνίες των µέγιστων
βροχών στους διάφορους σταθµούς) και στατιστικός (µηδενικός συντελεστής
συσχέτισης) µπορεί να θεωρηθεί στατιστικώς µηδέν.

Ισοδύναµος αριθµός σταθµών ke σε περίπτωση που δεν ισχύει η ανεξαρτησία, αλλά
υπάρχει θετικός συντελεστής συσχέτισης ρ µεταξύ των διαφορετικών σταθµών (σχέση
που αποδίδεται στους Yule και Alexander (National Research Council, 1988, σ. 25)

ke = k / [1 + (k – 1) ρ]

όπου k o αριθµός των σταθµών.

Επιφυλάξεις ως προς την εφαρµογή της µεθόδου: βλ. Κουτσογιάννης (1997, σ. 285)
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Επίδραση της χρονικής ευκρίνειας των παρατηρήσεων
Πηγή σφάλµατος: µικρή χρονική ευκρίνεια παρατηρήσεων.

Συνέπεια: υπεκτίµηση των µέγιστων εντάσεων.

Μέγεθος σφάλµατος: εξαρτάται από το λόγο διάρκειας προς ευκρίνεια (d/δ).

Τρόπος άρσης του σφάλµατος (για µικρές τιµές του λόγου d/δ): αναγωγή των τιµών
i(d), µε πολλαπλασιασµό επί ένα συντελεστή που εξαρτάται από το λόγο d/δ.

Τιµές του συντελεστή άρσης του σφάλµατος διακριτοποίησης  (π.χ. Linsley et al.,
1975, σ. 357):

Λόγος διάρκειας
προς ευκρίνεια

(d/δ)

Συντελεστής άρσης
του σφάλµατος
διακριτοποίησης

1 1.13
2 1.04

3-4 1.03
5-8 1.02
9-24 1.01
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