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Μαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος ΓΠ
Ένα πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού (ΓΠ) συνίσταται στη µεγιστοποίηση 
(ή ελαχιστοποίηση) µιας γραµµικής αντικειµενικής συνάρτησης κάτω από ένα πεπερασµένο 
σύνολο γραµµικών περιορισµών: 

max / min  f (x1, x2, . . . , xn) = ∑
j = 1

n

 cj xj  

έτσι ώστε  ∑
j = 1

n

 aij xj ≤ bi  (i = 1, 2, . . . , m) 

    xj ≥ 0   (j = 1, 2, . . . , n) 

Οι n τελευταίοι περιορισµοί καλούνται περιορισµοί µη αρνητικότητας. 

Οικονοµική ερµηνεία: Η σταθερά cj εκφράζει το κέρδος ανά µονάδα δραστηριότητας j, η 
σταθερά bi εκφράζει τη διαθέσιµη ποσότητα του πόρου i και ο συντελεστής aij εκφράζει την 
ποσότητα του πόρου i που καταναλώνεται από κάθε µονάδα δραστηριότητας j. 

Μητρωϊκή διατύπωση του προβλήµατος ΓΠ: 

max / min  f (x) = cΤ x 

έτσι ώστε  A x ≤ b 

    x ≥ 0 

όπου x: n × 1 διάνυσµα µεταβλητών ελέγχου (απόφασης), c: n × 1 διάνυσµα, A: m × n µητρώο, 
b: m × 1 διάνυσµα, 0: n × 1 µηδενικό διάνυσµα. 
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Γεωµετρική ερµηνεία του γραµµικού προγραµµατισµού

Εφικτή περιοχή

x1

x2
f (x1, x2) = max

(x1
*, x2

*)

 

Οι περιοριστικές εξισώσεις ορίζουν ένα κυρτό γεωµετρικό σχήµα 
(πολύεδρο) n διαστάσεων, το οποίο καλείται εφικτή περιοχή 
(feasible region) ή χώρος πολιτικής (policy domain). Ο αριθµός 
των ακµών του πολυέδρου ισούται µε τον αριθµό των 
περιοριστικών εξισώσεων (m + n). 

Θεµελιώδεις ιδιότητες 

• Αν υπάρχει µία µόνο βέλτιστη λύση, αυτή κείται σε κορυφή της 
εφικτής περιοχής. 

• Ο αριθµός των εφικτών λύσεων ακραίων σηµείων είναι 
πεπερασµένος. 

• Αν µια εφικτή λύση ακραίου σηµείου είναι καλύτερη από όλες 
τις γειτονικές της, τότε είναι η βέλτιστη  του προβλήµατος. 

 

Παρατήρηση: Αν και ο αριθµός των κορυφών της εφικτής περιοχής είναι πεπερασµένος, η επίλυση 
µέσω απαρίθµησής τους είναι πρακτικά αδύνατη. Κάθε ακραίο σηµείο αποτελεί λύση ενός 
συστήµατος n από τις (m + n) περιοριστικές εξισώσεις, οπότε οι δυνατοί συνδυασµοί που 
προκύπτουν είναι: 

(m + n)!
m! n!   

Για παράδειγµα, σε ένα πρόβληµα 50 µεταβλητών και 50 περιορισµών προκύπτουν 1029 ανεξάρτητα 
συστήµατα προς επίλυση. 

Α. Ευστρατιάδης και ∆. Κουτσογιάννης, Γραµµικός Προγραµµατισµός 3

Ο αλγόριθµος simplex

Πρόκειται για µια επαναληπτική διαδικασία, µέσω της οποίας επιτυγχάνεται διαδοχική βελτίωση της 
τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης, µέχρις ότου εντοπιστεί η βέλτιστη λύση. Ο αλγόριθµος 
κινείται µεταξύ διαδοχικών κορυφών της εφικτής περιοχής και περιλαµβάνει: 

• Ένα µέσο επιλογής του σηµείου εκκίνησης x[0]. 

• Μια διαδικασία µεταφοράς από µια εφικτή ακραία λύση x[k] σε µια γειτονική της x[k + 1] τέτοια 
ώστε f (x[k + 1]) ≥ f (x[k]). 

• Ένα µέσο αναγνώρισης την βέλτιστης λύσης. 

Η εφαρµογή της µεθόδου προϋποθέτει τη διατύπωση του προβλήµατος γραµµικού 
προγραµµατισµού στην τυπική µορφή (standard form): 

max    z = f (x1, x2, . . . , xn) = ∑
j = 1

n

 cj xj  

έτσι ώστε  ∑
j = 1

n

 aij xj  + xn + i = bi  ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , m) 

Με την προσθήκη m αδιάφορων µεταβλητών (slack variables), οι ανισωτικοί περιορισµοί 
µετατρέπονται σε ισότητες. Οι αδιάφορες µεταβλητές εκφράζουν το πόσο απέχει µια λύση από κάθε 
περιορισµό, δηλαδή κατά πόσο εξαντλείται κάθε οριακή εξίσωση. Κάθε λύση (x1, . . . , xn, xn + 1, . . . , 

xn + m) η οποία ικανοποιεί τους εξισωτικούς περιορισµούς καλείται επαυξηµένη (augmented), ενώ αν 
κείται σε κορυφή της εφικτής περιοχής καλείται βασική (basic). Κάθε βασική λύση αποτελείται από 
n µηδενικές µεταβλητές, οι οποίες καλούνται µη βασικές και m µη µηδενικές µεταβλητές, οι οποίες 
καλούνται βασικές. 
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Αριθµητικό παράδειγµα

Έστω το πρόβληµα µεγιστοποίησης:

max   5x1 + 4x2 + 3x3 

έτσι ώστε 2x1 + 3x2 +   x3 ≤ 5 

   4x1 +   x2 + 2x3 ≤ 11 

   3x1 + 4x2 + 2x3 ≤ 8 

   x1, x2, x3 ≥ 0 

Για κάθε έναν από τους ανισωτικούς περιορισµούς εισάγεται µία αδιάφορη µεταβλητή έτσι ώστε: 

x4 = 5 – 2x1 – 3x2 – x3

x5 = 11 – 4x1 – x2 – 2x3

x6 = 8 – 3x1 – 4x2 – 2x3

     

Το αρχικό πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το: 

Max  z = 5x1 + 4x2 + 3x3 

έτσι ώστε x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0 

Κάθε εφικτή λύση του αρχικού προβλήµατος (x1, x2, x3) είναι ισοδύναµη µε την επαυξηµένη λύση 
(x1, x2, x3, x4, x5, x6) και αντίστροφα. 
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Επιλογή του σηµείου εκκίνησης
Ως σηµείο εκκίνησης του αλγορίθµου µπορεί να θεωρηθεί οποιαδήποτε κορυφή της εφικτής 
περιοχής, δηλαδή οποιαδήποτε βασική λύση (x1, . . . , xn, xn + 1, . . . , xn + m ). Το ισοδύναµο πρόβληµα 
γράφεται: 

z = ∑
j = 1

n

 cj xj  

xn + i = – ∑
j = 1

n

 aij xj  + bi  (i = 1, 2, . . . , m) 

∆εδοµένου ότι bi  ≥ 0, θέτοντας τις µεταβλητές ελέγχου (x1, . . . , xn) ίσες µε το µηδέν προκύπτει η 
αρχική λύση (0, . . . , 0, b1, . . . , b m ), µε z = 0. Οι αδιάφορες µεταβλητές αποτελούν τις βασικές (µη 
µηδενικές) µεταβλητές της αρχικής λύσης, η οποία κείται γεωµετρικά στην αρχή των αξόνων. 

Η αρχική λύση του αριθµητικού παραδείγµατος είναι: 

x1 = 0, x2= 0, x3 = 0, x4 = 5, x5 = 11, x6 = 8 

 

Παρατήρηση: Εάν ένας ή περισσότεροι όροι bi λαµβάνει αρνητική τιµή, τότε η λύση (0, . . . , 0, 
b1, ..., b m) είναι µη εφικτή. Στην περίπτωση αυτή ακολουθείται ειδική µεθοδολογία, η οποία είναι 
γνωστή ως µέθοδος δύο φάσεων (two-phase simplex method). Κατά την πρώτη φάση αναζητείται 
µια κατάλληλη βασική λύση µε την εισαγωγή µιας ψευδοµεταβλητής. Η λύση αυτή εντοπίζεται µέσω 
επίλυσης ενός βοηθητικού προβλήµατος (auxiliary problem) και χρησιµοποιείται ως σηµείο 
εκκίνησης για την επίλυση του αρχικού προβλήµατος. 

Η µέθοδος των δύο φάσεων εφαρµόζεται και σε προβλήµατα µε περιορισµούς της µορφής "≥". 
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Επαναληπτικό βήµα (1)
Σε κάθε επανάληψη, κάθε νέα βασική λύση προκύπτει από την προηγούµενή της µε αντικατάσταση 
µιας τρέχουσας βασικής µεταβλητής xl (εξερχόµενη µεταβλητή) από µια µη βασική xe (εισερχόµενη 
µεταβλητή), δηλαδή η µετάβαση από µια κορυφή της εφικτής περιοχής σε µια αµέσως πλησιέστερη. 

Επιλογή της εισερχόµενης µεταβλητής 

Υποψήφιες εισερχόµενες µεταβλητές xe είναι όλες οι τρέχουσες µη βασικές µεταβλητές xj οι οποίες 
δύνανται να βελτιώσουν την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, δηλαδή όλες οι µεταβλητές που 
έχουν θετικό συντελεστή cj. Μια συνήθης πρακτική είναι η επιλογή της µεταβλητής µε τη µέγιστη 
µοναδιαία αξία. Σηµειώνεται ότι το παραπάνω κριτήριο δεν εξασφαλίζει τη µέγιστη βελτίωση της 
αντικειµενικής συνάρτησης, καθώς δε λαµβάνονται υπόψη οι περιοριστικές εξισώσεις. 

Στο αριθµητικό παράδειγµα, οι µη βασικές µεταβλητές είναι οι x1, x2, x3 µε c1 = 5, c2= 4, c3 = 3. Με 
βάση το κριτήριο εισόδου, η εισερχόµενη µεταβλητή στην πρώτη επανάληψη είναι η x1. 

Παρατήρηση 1: Εάν δύο ή περισσότερες µεταβλητές πληρούν το κριτήριο εισόδου, τότε η επιλογή 
γίνεται αυθαίρετα, χωρίς να είναι δυνατός ο προσδιορισµός της ταχύτερης διαδροµής εκ των 
προτέρων.  

Παρατήρηση 2: Σε βελτιωµένη εκδοχή της µεθόδου, γνωστή ως αναθεωρηµένη (revised) simplex, 
έχει αναπτυχθεί ειδική µεθοδολογία για τον εντοπισµό της µεταβλητής εισόδου, κατάλληλη για πολύ 
µεγάλα προβλήµατα µε αραιά (sparse) µητρώα. 

Παρατήρηση 3: Αν καµία µη βασική µεταβλητή δεν εκπληρώνει το κριτήριο εισόδου τότε δεν 
µπορεί να αυξηθεί περαιτέρω η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και η τρέχουσα λύση είναι η 
βέλτιστη. 
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Επαναληπτικό βήµα (2)

Επιλογή της εξερχόµενης µεταβλητής 

Η εξερχόµενη µεταβλητή xl είναι η βασική εκείνη µεταβλητή της οποίας η απαίτηση µη 
αρνητικότητας θέτει το µέγιστο περιορισµό στην αύξηση της εισερχόµενης µεταβλητής xe, δηλαδή: 

bl

ale
 = mini {

bi

aie
, aie > 0} 

Στο παράδειγµα, η συνθήκη x4 = 5 – 2x1 – 3x2 – x3 ≥ 0 προϋποθέτει ότι x1 ≤ 5/2, η συνθήκη x5 ≥ 0 
προϋποθέτει ότι x1 ≤ 11/4 και η συνθήκη x6 ≥ 0 προϋποθέτει ότι x1 ≤ 8/3. Από αυτές, η πλέον 
κρίσιµη είναι η πρώτη, οπότε αυξάνοντας τη µεταβλητή x1 µέχρι το µέγιστο όριο προκύπτει η νέα 
βασική λύση: 

x1 = 5/2, x2= 0, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 1, x6 = 1/2 

Η τιµή της συνάρτησης µετά την πρώτη επανάληψη αυξάνεται από z[0] = 0 σε z[1] = 25/2. 

Παρατήρηση 1: Αν δύο ή περισσότερες βασικές µεταβλητές ικανοποιούν το κριτήριο εξόδου, 
οποιαδήποτε από αυτές µπορεί να επιλεγεί ως εξερχόµενη, ενώ οι υπόλοιπες θα πρέπει να λάβουν 
µηδενική τιµή, οπότε καλούνται εκφυλισµένες (degenerate). Σε ορισµένες περιπτώσεις αυτό µπορεί 
να οδηγήσει σε ανακύκλωση (cycling), δηλαδή σε περιοδική επανάληψη της ίδιας αλληλουχίας 
λύσεων χωρίς µεταβολή της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης. 

Παρατήρηση 2: Αν καµία βασική µεταβλητή δεν ικανοποιεί το κριτήριο εξόδου, η εισερχόµενη 
µεταβλητή µπορεί να αυξηθεί απεριόριστα. Η περίπτωση αυτή εµφανίζεται όταν ο συντελεστής aie 
είναι µη αρνητικός για κάθε περιορισµό i και υποδηλώνει ότι δεν υπάρχει όριο στην αύξηση της 
αντικειµενικής συνάρτησης µέσα στην εφικτή περιοχή. 
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Οι πίνακες simplex
Σε κάθε επανάληψη, η διαδικασία simplex µπορεί να πινακοποιηθεί ως εξής: 

Μεταβλητές 
ελέγχου 

Αδιάφορες 
µεταβλητές  Βασικές 

µεταβλητές 
∆ιάνυσµα 
- γραµµή 

x1 . . . x n xn + 1 . . . xm + n 

Σταθερές

xB1 R1 a11 . . . a1n s11 . . . s1m b1 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 . 
. 
. 

. 

. 

. 
xΒm Rm am1 . . . am n sm1 . . . sm m bm 

Αντικειµενική 

συνάρτηση 
R0 z1 – c1 . . . zn – cn y1 . . . ym z 

Η ποσότητα zj εκφράζει το καθαρό ποσό κατά το οποίο αυξάνεται η αρχική µοναδιαία αξία της 
µεταβλητής xj. 

Θεµελιώδης ιδιότητα: Σε κάθε επανάληψη k, η τελευταία γραµµή του πίνακα simplex προκύπτει 
ως γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του αρχικού πίνακα: 

R0
[k] = R0

[0] + ∑
i = 1

m

 yi
[k] Ri

[0]  

Η παραπάνω ιδιότητα βρίσκει εφαρµογή στη δυαδική θεωρία και στην ανάλυση ευαισθησίας. 
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Επίλυση του παραδείγµατος µε τους πίνακες simplex

Αρχικός πίνακας

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 2 3 1 1 0 0 5

x5 4 1 2 0 1 0 11

x6 3 4 2 0 0 1 8

z -5 -4 -3 0 0 0 0

1η επανάληψη

x1 1 1.5 0.5 0.5 0 0 2.5

x5 0 -5 0 -2 1 0 1

x6 0 -0.5 0.5 1.5 0 1 0.5

z 0 3.5 -0.5 2.5 0 0 12.5

2η επανάληψη

x1 1 2 0 -2 0 0 2

x5 0 -5 0 -2 1 0 1

x3 0 -1 1 -3 0 2 1

z 0 3 0 1 0 1 13

Εισερχόµενη µεταβλητή  x1

Εξερχόµενη µεταβλητή   x4

Εισερχόµενη µεταβλητή x3
Εξερχόµενη µεταβλητή x6

∆εν υπάρχει υποψήφια
εισερχόµενη µεταβλητή,
εντοπίστηκε το βέλτιστο
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Η δυαδική θεωρία
 

Έστω το πρωτεύον (primal) πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού: 

max   f (x1, x2, . . . , xn) = ∑
j = 1

n

 cj xj  

έτσι ώστε ∑
j = 1

n

 aij xj ≤ bi  (i = 1, 2, . . . , m) 

   xj ≥ 0   (j = 1, 2, . . . , n) 

Στο παραπάνω πρόβληµα αντιστοιχεί ένα δυαδικό, η µαθηµατική διατύπωση του οποίου είναι: 

min   f΄(y1, y2, . . . , ym) = ∑
i = 1

m

 bi yi  

έτσι ώστε ∑
i = 1

m

 aji yi ≥ cj  (j = 1, 2, . . . , n) 

   yi ≥ 0   (i = 1, 2, . . . , m) 

Οι µεταβλητές ελέγχου yi του δυαδικού προβλήµατος ταυτίζονται µε τα στοιχεία της µηδενικής 
γραµµής των πινάκων simplex τα οποία αντιστοιχούν στις αδιάφορες µεταβλητές του πρωτεύοντος. 
Σε κάθε επανάληψη k προσδιορίζεται ένα άνω φράγµα zu

[k] της αντικειµενικής συνάρτησης τέτοιο 
ώστε zu

[k] ≥ zu
[k + 1]. Το ελάχιστο άνω φράγµα είναι ίσο µε τη µέγιστη τιµή που µπορεί να λάβει η 

συνάρτηση µέσα στην εφικτή περιοχή. 
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Σχέσεις πρωτεύοντος και δυαδικού προβλήµατος

Για κάθε ζεύγος πρωτεύοντος – δυαδικού προβλήµατος ισχύει: 

 Πρωτεύον ∆υαδικό 

Μεταβλητή ελέγχου xj yi 

Αριθµός µεταβλητών n m 

Αριθµός περιορισµών m n 

Στόχος max min 

Συντελεστές αντικειµενικής συνάρτησης cj bi 

Περιορισµοί A x ≤ b AT y ≥ c 

Θεµελιώδες θεώρηµα: Αν το πρωτεύον πρόβληµα έχει µια βέλτιστη λύση (x1
*, x2

*, . . . , xn
*), τότε 

το δυαδικό έχει µια βέλτιστη λύση (y1
*, y2

*, . . . , ym
*) τέτοια ώστε: 

∑
j = 1

n

 cj xj
*  = ∑

i = 1

m

 bi yi
*  

Παρατηρήσεις 

• Το πρωτεύον πρόβληµα έχει βέλτιστη λύση αν και µόνο αν το δυαδικό του έχει βέλτιστη λύση. 

• Μη βέλτιστες αλλά εφικτές βασικές λύσεις οποιουδήποτε από τα δύο προβλήµατα (υποβέλτιστες) 
είναι συµπληρωµατικές προς βασικές λύσεις του άλλου προβλήµατος, οι οποίες είναι µη εφικτές 
αλλά καλύτερες της βέλτιστης (υπερβέλτιστες). 

Βέλτιστη λύση

Υπερβέλτιστες λύσεις

Υποβέλτιστες λύσεις

∆υαδικό

Πρωτεύον
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Εφαρµογές της δυαδικότητας
Αντιµετώπιση προβληµάτων µε πολλούς περιορισµούς

Σε µεγάλα προβλήµατα, ο αριθµός των απαιτούµενων επαναλήψεων µε τη µέθοδο simplex έχει 
παρατηρηθεί ότι είναι περίπου ανάλογος του αριθµού των περιορισµών m (διπλάσιος ως 
τριπλάσιος), ενώ παραµένει σχετικά αδιάφορος ως προς τον αριθµό των µεταβλητών n. Όταν m > n, 
µπορεί να επιτευχθεί σηµαντική µείωση του υπολογιστικού φόρτου µέσω επίλυσης του δυαδικού 
αντί του πρωτεύοντος προβλήµατος. 

Οικονοµική ερµηνεία 

Αν και ο γραµµικός προγραµµατισµός προϋποθέτει σταθερές τιµές παραµέτρων, συνήθως στην 
πράξη υπάρχει µερική ευελιξία των διαθέσιµων πόρων. Στην περίπτωση αυτή τα bi 
αντιπροσωπεύουν την προσδοκώµενη (anticipated) διαθεσιµότητα των πόρων i. Στη βέλτιστη λύση, 
οι δυαδικές µεταβλητές yi

*, οι οποίες καλούνται σκιώδεις τιµές (shadow prices), χρησιµοποιούνται 
για να αξιολογηθεί κατά πόσο πρέπει να αλλάξει η κατανοµή των πόρων. Οι σκιώδεις τιµές 
εκφράζουν το ρυθµό αύξησης της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης για µοναδιαία αύξηση του 
πόρου bi και χωρίς αλλαγή των βασικών µεταβλητών (και κατά συνέπεια των περιορισµών που 
ορίζουν τη βέλτιστη λύση). 

Ανάλυση ευαισθησίας 

Η ανάλυση ευαισθησίας εξετάζει τη συµπεριφορά του µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού στις 
αλλαγές των τιµών των παραµέτρων του. Η δυαδική θεωρία αποτελεί τη βάση αυτής της µεθόδου, 
καθώς η αλλαγή των παραµέτρων του πρωτεύοντος προβλήµατος επηρεάζει τις συσχετιζόµενες 
παραµέτρους του δυαδικού. 
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Ανάλυση ευαισθησίας

Στόχος: Η διερεύνηση της συµπεριφοράς του συστήµατος κάτω συνθήκες αβεβαιότητας ως προς τις 
τιµές των παραµέτρων του. Συνήθως επιχειρείται µια αρχικά αδρή προσέγγισή τους και αφού 
επιλυθεί το πρόβληµα, εξετάζεται για ποιες από αυτές η βέλτιστη λύση παρουσιάζει ευαισθησία. 

Τυπική περίπτωση αποτελεί η παράλειψη περιορισµών που θεωρούνται δευτερεύουσας σηµασίας, 
έτσι ώστε να µειωθεί ο υπολογιστικός φόρτος. Η εκ των υστέρων προσθήκη τους βελτιώνει την 
αξιοπιστία του µοντέλου αλλά δε βελτιώνει ποτέ την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. 

Τυπικά προβλήµατα που χειρίζεται η θεωρία ανάλυσης ευαισθησίας 

α) Μεταβολές των διαθέσιµων πόρων bi. 

β) Μεταβολές συντελεστών µη βασικών µεταβλητών. 

γ) Μεταβολές συντελεστών βασικών µεταβλητών. 

δ) Προσθήκη νέας µεταβλητής ελέγχου. 

ε) Προσθήκη νέου περιορισµού. 

x2

x1

z΄ = c1΄x1 + c2΄x2 z
= c

1 x
1 + c

2 x
2
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Παραµετρικός γραµµικός προγραµµατισµός
Η παραµετρική ανάλυση βρίσκει εφαρµογή στην περίπτωση που οι συντελεστές της αντικειµενικής 
συνάρτησης cj µεταβάλλονται σύµφωνα µε µια γραµµική παραµετρική σχέση και διερευνά όλο το 
πιθανό εύρος µεταβολής τους. Η συνάρτηση διατυπώνεται στη µορφή: 

f (x1, x2, . . . , xn, θ) = ∑
j = 1

n

 (cj + λj θ) xj  

Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση z* = f (θ) είναι κυρτή και κατά τµήµατα γραµµική. Τα σηµεία 
αλλαγής κλίσης αντιστοιχούν σε τιµές του θ για τις οποίες µεταβάλλεται η βασική λύση, ενώ 
υπάρχει µια κρίσιµη τιµή θo για την οποία η βέλτιστη λύση λαµβάνει την ελάχιστη τιµή της. 

Ο παραµετρικός προγραµµατισµός αντιµετωπίζει και προβλήµατα συστηµατικής µεταβολής των 
διαθέσιµων πόρων bi, µε θεώρηση της δυαδικής αντικειµενικής συνάρτησης: 

f΄(y1, y2, . . . , ym, θ) = ∑
i = 1

m

 (bi + µi θ) yi  

Στην περίπτωση αυτή, η συνάρτηση z * = f ΄(θ) είναι κοίλη και κατά τµήµατα γραµµική. 

z*(θ)

θ
θ*

z*(θ)

θ
θ*

Παραµετρική
µεταβολή των
συντελεστών bi

Παραµετρική
µεταβολή των
συντελεστών cj
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Γράφος ή γράφηµα (graph) είναι ένα σύνολο σηµείων (κόµβων) Ν και ένα σύνολο διατεταγµένων 
ζευγών αυτών (ακµών ή τόξων) Α. Κάθε γράφος µπορεί να παρασταθεί µε τη µορφή (N, A).

∆ιγράφος ή διγράφηµα (digraph) ή διευθυνόµενος γράφος είναι ένας γράφος του οποίου οι ακµές 
έχουν προσανατολισµένη φορά.

∆ίκτυο (network) είναι ένας γράφος στα στοιχεία του οποίου (κόµβοι και ακµές) αντιστοιχούν 
κάποιες ιδιότητες (π.χ. χωρητικότητα).

Ένα µονοπάτι (path) µεταξύ δύο κόµβων s και t είναι ένα σύνολο ακµών µέσω των οποίων 
συνδέονται. Εάν οι κόµβοι s και t ταυτίζονται τότε καλείται κύκλωµα (circuit).

Ένας γράφος καλείται συναπτός (connected) αν υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι µεταξύ κάθε 
ζεύγους κόµβων αυτού.

∆ένδρο (tree) είναι ένας συναπτός γράφος χωρίς κυκλώµατα. Οι επόµενοι ορισµοί είναι 
ισοδύναµοι:

∆ένδρο είναι κάθε συναπτός γράφος που αποτελείται από n κόµβους και n - 1 ακµές.

∆ένδρο είναι ένας γράφος, κάθε ζεύγος κόµβων του οποίου συνδέεται µε ένα και µόνο µονοπάτι.

∆ένδρο είναι ένας συναπτός γράφος τέτοιος ώστε η απαλοιφή οποιασδήποτε ακµής του να τον 
µετατρέπει σε µη συναπτό.

Κάθε γράφος (N, A΄) που προκύπτει από τον αρχικό (N, A) µε θεώρηση ενός υποσυνόλου των 
τόξων του καλείται µερικός γράφος (partial graph) ή υπογράφος (subgraph) του (N, A).

∆ένδρα που προκύπτουν ως µερικοί γράφοι ονοµάζονται δένδρα γεφύρωσης (spanning trees). Σε 
κάθε τέτοιο δένδρο υπάρχει ένα µονοπάτι για κάθε ζεύγος κόµβων του γράφου, ενώ περιέχεται ο 
ελάχιστος δυνατός αριθµός ακµών.

Θεωρία γράφων - Ορισµοί
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Μητρωική απεικόνιση γράφων
Η τοπολογία ενός γράφου (N, A) ο οποίος αποτελείται από n κόµβους και m ακµές µπορεί να 
περιγραφεί αλγεβρικά µε δύο τύπους µητρώων: 

α) Το n × n µητρώο γειτνίασης (adjacency matrix) µε στοιχεία aij = 1, αν υπάρχει ακµή που συνδέει 
τους κόµβους i και j κατά τη φορά (i, j) και aij = 0 αν δεν υπάρχει.  

β) Το n × m µητρώο πρόσπτωσης (incidence matrix) µε τιµές aik = 1 αν η φορά είναι από τον κόµβο i 
προς την ακµή k, aik = –1 αν η φορά είναι ανάστροφη και aik = 0 αν δεν υπάρχει σύνδεση µεταξύ του 
κόµβου i και της ακµής k. 

Μειονέκτηµα του µητρώου γειτνίασης είναι η αδυναµία απεικόνισης παράλληλων ακµών, ενώ το 
µειονέκτηµα του µητρώου πρόσπτωσης είναι η αδυναµία απεικόνισης βροχωτών ακµών. 

Παράδειγµα 







1 1 0 0
0 0 0 1
1 1 0 1
0 1 0 0

  







0 1 0 –1 0 0 0
0 –1 1 0 –1 0 –1
0   0 0 1 1 1 0
0 0 –1 0 0 –1 1

 

µητρώο γειτνίασης µητρώο πρόσπτωσης 

4

1 2

3

2

1

4

6

7

5

3
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Το πρόβληµα µεταφόρτωσης (transhippment problem)
Ορισµός: Το πρόβληµα ελαχιστοποίησης του κόστους µεταφοράς προϊόντων από κάποιους κόµβους 
που καλούνται πηγές (sources) στους κόµβους κατανάλωσης ή καταβοθρών (sinks), µέσω ενός δικτύου 
n κόµβων και m ακµών.  

Οι κόµβοι στους οποίους δεν υπάρχει ούτε προσφορά ούτε ζήτηση καλούνται ενδιάµεσοι (intermediate). 

Στο πρόβληµα µεταφόρτωσης ισχύουν οι ακόλουθες προϋποθέσεις: 

• Η συνολική προσφορά ισούται µε τη συνολική ζήτηση (διαφορετικά εισάγεται ένας εικονικός κόµβος 
ο οποίος απορροφά το πλεόνασµα της προσφοράς). 

• Σε κάθε κόµβο οι εισερχόµενες ποσότητες ισούνται µε τις εξερχόµενες µείον τις καταναλισκόµενες 
(εξίσωση συνέχειας). 

Μαθηµατική διατύπωση 

min   f (x) = cΤ x = ∑ cij xij   

έτσι ώστε A x = b 

   x ≥ 0 

όπου xij η µεταφερόµενη ποσότητα µέσω του κλάδου (i, j), cij το µοναδιαίο κόστος µεταφοράς, bi η 
ζήτηση ή η προσφορά στον κόµβο i (µε θετικό ή αρνητικό πρόσηµο αντίστοιχα) και aij το στοιχείο του 
n × m µητρώου αντιστοίχισης του δικτύου.  

Εφόσον η συνολική προσφορά ισούται µε τη συνολική ζήτηση θα πρέπει: 

∑
i = 1

n

 bi  = 0 
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Η δικτυακή simplex (1)
Η δικτυακή simplex είναι µια επαναληπτική µέθοδος κατανοµής των ποσοτήτων xij στο δίκτυο έτσι ώστε το 
σύνολο των κλάδων µε xij > 0 να διαµορφώνουν ένα δένδρο γεφύρωσης T µε n κόµβους και n – 1 ακµές. Κάθε 
επανάληψη περιλαµβάνει τρία βήµατα: 

Βήµα 1ο: Σε κάθε κόµβο j του δικτύου υπολογίζονται οι ποσότητες: 

yi + cij = yj για κάθε κλάδο (i, j) του δένδρου 

Η µεταβλητή yj εκφράζει το συνολικό µοναδιαίο κόστος που αντιστοιχεί στον κόµβο j του δένδρου για τη 
διαδροµή που καταλήγει σε αυτόν. Θεωρώντας ότι yn = 0, οι τιµές των yj προκύπτουν από την επίλυση ενός 
γραµµικού συστήµατος (n – 1) × (n – 1) εξισώσεων. 

Βήµα 2ο: Στο δένδρο προστίθεται µια νέα ακµή (i, j) τέτοια ώστε: 

yi + cij < yj 

Με τον τρόπο αυτό εισάγεται ένα εναλλακτικό µονοπάτι που καταλήγει στον κόµβο j και στο οποίο αντιστοιχεί 
µικρότερο κόστος µεταφοράς, ενώ δηµιουργείται ένα κύκλωµα που αναιρεί τη δενδροειδή (ακτινωτή) µορφή 
του δικτύου. 

Βήµα 3ο: Καθορίζεται η µέγιστη ποσότητα xij = t η οποία µπορεί να µεταφερθεί µέσω της ακµής (i, j), έτσι 
ώστε να ισχύουν οι εξισώσεις συνέχειας σε όλους τους κόµβους, χωρίς να παραβιάζονται οι περιορισµοί µη 
αρνητικότητας. Οι µεταβλητές του προβλήµατος αναθεωρούνται ως εξής: 

x'ij = 


xij + t αν η φορά της ακµής (i, j) είναι ορθή

xij – t αν η φορά της ακµής (i, j) είναι ανάστροφη

xij αν η ακµή (i, j) δεν ανήκει στο κύκλωµα
  

Με τον τρόπο αυτό µία τουλάχιστον µεταβλητή xij γίνεται µηδενική, οπότε η αντίστοιχη ακµή τίθεται εκτός του 
δικτύου και διαµορφώνεται ένα νέο δένδρο γεφύρωσης. 
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Η δικτυακή simplex (2)
Κατασκευή ενός αρχικού δένδρου

Θεωρείται ένας τυχαίος κόµβος w του δικτύου, ο οποίος συνδέεται µε τους υπόλοιπους n – 1 µέσω 
υπαρκτών ή τεχνητών τόξων (artificial arcs), διαµορφώνοντας ένα δένδρο Tw τέτοιο ώστε: 

xwj = bj αν bj ≥ 0 και j ≠ w

xiw =  –bj αν bi < 0 και i ≠ w

xij = 0 αν ο κλάδος (i, j) δεν ανήκει στο Tw

  

Αναζητείται µία εφικτή λύση του προβλήµατος, τέτοια ώστε να µην περιλαµβάνει κανένα από τα 
τεχνητά τόξα. Για το λόγο αυτό τίθεται µια ποινή πij = 1 για κάθε τεχνητό τόξο (i, j) (µε πij = 0 για κάθε 
πραγµατικό τόξο) και επιλύεται το βοηθητικό πρόβληµα ελαχιστοποίησης: 

z = ∑ πij xij  

Εφόσον z* = 0, η βέλτιστη λύση x* του βοηθητικού προβλήµατος λαµβάνεται ως τιµή εκκίνησης του 
αρχικού, ενώ αν z* > 0, τότε το αρχικό πρόβληµα µεταφόρτωσης δεν έχει λύση. 

Εντοπισµός της βέλτιστης λύσης 

Αν δεν υπάρχει κανένα τόξο (i, j) τέτοιο ώστε: 

yi + cij < yj 

τότε το δένδρο που έχει διαµορφωθεί είναι το βέλτιστο, δηλαδή δεν υπάρχει καµία εναλλακτική 
διαδροµή τέτοια ώστε να µειωθεί το συνολικό κόστος µεταφοράς, ενώ η τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης είναι: 

z* = ∑
i = 1

n

 bi yi
*  = ∑

(i, j)∈T

 cij xij
*  
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Σύγκριση της τυπικής µε τη δικτυακή simplex

 Τυπική simplex ∆ικτυακή simplex 

Αριθµός µεταβλητών ελέγχου n m (= αριθµός ακµών δικτύου) 

Αριθµός περιορισµών m n – 1 (= εξισώσεις συνέχειας 
στους κόµβους του δικτύου) 

Στοιχεία µητρώου Α aij ∈ R aij ∈ {0, 1, –1} 

Χώρος εφικτών λύσεων Πολύεδρο n διαστάσεων µε n 
+ m ακµές. 

∆ίκτυο n κόµβων και m ακµών. 

Βασικές λύσεις Κορυφές του πολυέδρου ∆ένδρα του δικτύου 

Αριθµός µη µηδενικών 
µεταβλητών 

m (= αριθµός περιορισµών) n – 1 (= αριθµός ακµών του 
δένδρου) 

Επαναληπτικό βήµα Μετάβαση σε µια γειτονική 
κορυφή µε αντικατάσταση 
µιας βασικής µεταβλητής από 
µια µη βασική (µηδενική).  

Αναµόρφωση του δένδρου µε 
αντικατάσταση ενός κλάδου του 
από έναν κλάδο µε µηδενική 
µεταφορά. 

Αριθµός επαναλήψεων (2 ÷ 3) m n 
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Το θεώρηµα ακεραίου

Έστω το πρόβληµα µεταφόρτωσης: 

min   f (x) = cΤ x  

έτσι ώστε A x = b 

   x ≥ 0 

τέτοιο ώστε όλα τα στοιχεία του διανύσµατος b να είναι ακέραιοι αριθµοί. 

α) Αν το πρόβληµα έχει µία τουλάχιστον εφικτή λύση, τότε αυτή είναι ακέραια. 

β) Αν το πρόβληµα έχει µία βέλτιστη λύση, τότε αυτή είναι ακέραια. 

Προβλήµατα βελτιστοποίησης της µορφής: 

min   f (x) = cΤ x  

έτσι ώστε A x = b 

   x ≥ 0  

 όπου x διάνυσµα ακέραιων µεταβλητών ελέγχου 

καλούνται µοντέλα ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού (integer linear programming). Ο χειρισµός 
τέτοιων συστηµάτων είναι δυσχερής, λόγω του περιορισµού ακέραιων τιµών. Ωστόσο, αν µπορούν 
να διατυπωθούν ως προβλήµατα µεταφόρτωσης (αν το Α είναι ένα µητρώο πρόσπτωσης δικτύου µε 
στοιχεία 1, –1 και 0), τότε µπορούν να επιλυθούν µε τη δικτυακή simplex. 

Εφαρµογή: Μοντέλα χρονικού προγραµµατισµού έργων (CPM) 
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Ειδικές µορφές του προβλήµατος µεταφόρτωσης 
α) Το πρόβληµα εκχώρησης (assignment problem)

Ορισµός: Το πρόβληµα της βέλτιστης αντιστοίχισης n κόµβων αφετηρίας σε n κόµβους προορισµού. Κάθε 
µεταβλητή απόφασης xij λαµβάνει την τιµή 1 αν υπάρχει αντιστοίχιση µεταξύ των κόµβων i, j και 0 αν δεν 
υπάρχει. Το πρόβληµα επιλύεται µε τη δικτυακή simplex, µε εφαρµογή του θεωρήµατος ακεραίου. 

Μαθηµατική διατύπωση 

min   f (x) = ∑
i = 1

n

 ∑
j = 1

n

 cij xij   

έτσι ώστε ∑
i = 1

n

 xij  = ∑
j = 1

n

 xij  = 1 για κάθε i, j = 1, 2, . . . , n 

   xij = 0 ή 1 για κάθε i και j 

β) Το πρόβληµα µεταφοράς (transportation problem) 

Ορισµός: Το πρόβληµα µεταφόρτωσης στο δίκτυο του οποίου δεν υπάρχουν ενδιάµεσοι κόµβοι, ενώ κάθε 
ακµή συνδέει µία πηγή µε έναν κόµβο κατανάλωσης. 

Μαθηµατική διατύπωση 

min   f (x) = ∑
i = 1

m

 ∑
j = 1

n

 cij xij   

έτσι ώστε ∑
j = 1

n

 xij  = ri για κάθε κόµβο εισόδου (πηγή) i = 1, 2, . . . , m 

∑
i = 1

m

 xij  = sj για κάθε κόµβο εξόδου (κατανάλωση) j = 1, 2, . . . , n 
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Άνω φραγµένα προβλήµατα µεταφόρτωσης

Μαθηµατική διατύπωση 

min   f (x) = cΤ x  

έτσι ώστε A x = b 

   0 ≤ x ≤ u 

Προσαρµογή της δικτυακής simplex 

Οι περιορισµοί xij ≤ uij αντιµετωπίζονται όπως οι περιορισµοί µη αρνητικότητας, θεωρώντας ότι xij = 0 ή xij = uij 
εφόσον ο κλάδος (i, j) δεν ανήκει στο δένδρο Τ. Οι κλάδοι µε xij = uij καλούνται κορεσµένοι (saturated). 

Σε κάθε επανάληψη ο υποψήφιος κλάδος (i, j) για εισαγωγή στο δένδρο θα πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη: 

yi + cij < yj εφόσον xij = 0 

Αν δεν υπάρχει τέτοιος κλάδος, τότε εισάγεται ένας κορεσµένος κλάδος για τον οποίο ισχύει: 

yi + cij > yj εφόσον xij = uij 

Αν κανένας κλάδος δεν ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες τότε η υφιστάµενη λύση είναι βέλτιστη. 

Αν t είναι η ποσότητα οποία µεταφέρεται µέσω της εισερχόµενης ακµής (i, j) τότε οι ροές κατά µήκος του 
κυκλώµατος που διαµορφώνεται αναθεωρούνται ως εξής: 

x'ij = 


xij + t ≤ uij αν η φορά της ακµής (i, j) είναι ορθή

xij – t ≥ 0 αν η φορά της ακµής (i, j) είναι ανάστροφη
  

Άλλες µέθοδοι επίλυσης 

Εναλλακτική µέθοδος (Out-of-Kilter Algorithm), κατάλληλη για ακέραιες τιµές των xij, έχει αναπτυχθεί από 
τους Ford και Fulkerson (Smith, 1982). 
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Το πρόβληµα µέγιστης ροής
Ορισµός: Η εκτίµηση της µέγιστης δυνατής ποσότητας που µπορεί να µεταφερθεί από µία πηγή s σε 
έναν προορισµό t µέσω ενός δικτύου, κάθε κλάδος (i, j) του οποίου έχει µια παροχετευτικότητα uij. 

Τοµή (cut) του δικτύου καλείται κάθε σύνολο C κόµβων αυτού, το οποίο περιλαµβάνει την πηγή s αλλά 
όχι τον κόµβο προορισµού t. Η ποσότητα: 

kc = ∑
j∈C
k∉C 

 ujk  

καλείται χωρητικότητα (capacity) της τοµής C. 

Το θεώρηµα µέγιστης ροής – ελάχιστης τοµής (max-flow min-cut) 

Κάθε πρόβληµα µέγιστης ροής ικανοποιεί µία ακριβώς από τις ακόλουθες συνθήκες: 

α) Το δίκτυο µπορεί να µεταφέρει απεριόριστα µεγάλες παροχές και η χωρητικότητα οποιασδήποτε 
τοµής είναι µη πεπερασµένη. 

β) Το δίκτυο µπορεί να µεταφέρει µια µέγιστη παροχή, η τιµή της οποίας ταυτίζεται µε την ελάχιστη 
χωρητικότητα µιας τοµής αυτού. 

Παράδειγµα 

Στο δίκτυο του σχήµατος η ελάχιστη 
χωρητικότητα αντιστοιχεί στην τοµή 3 
µε k3 = 8 και ισούται µε τη µέγιστη ροή 
που µπορεί να µεταφερθεί από το δίκτυο. 

5

8

3

2
4

1
2

2

7

k1 = 13 k2 = 10 k3 = 8

k4 = 11
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