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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1 Σωληνοειδείς (µονοδιάστατες) ροές 

Σωληνοειδής χαρακτηρίζεται η ροή ρευστού σε αγωγούς που η µορφή τους έχει το σχήµα 
ενός σωλήνα. Ας θυµηθούµε από τη µηχανική των ρευστών τους ορισµούς της γραµµής 
ροής, του ροϊκού νήµατος και του ροϊκού σωλήνα, του οποίου τα τοιχώµατα αποτελούνται 
από ροϊκά νήµατα. Ο ορισµός σωληνοειδής ροή (Γκανούλης, 1982) είναι ταυτόσηµος µε 
τον όρο "µονοδιάστατη ροή", δηλαδή η ροή την οποία αναλύουµε σε µια µόνο διάσταση.  

 

Σχήµα 1.1 Σωληνοειδής ροή σε αγωγό υπό πίεση (σωλήνα) και αγωγό µε ελεύθερη 
επιφάνεια (πρισµατικό κανάλι). 

 
Κλασσικά παραδείγµατα σωληνοειδών ροών αποτελούν τα εξωτερικά υδραγωγεία (αγωγοί 
υπό πίεση ή διώρυγες µεταφοράς νερού), τα δίκτυα ύδρευσης, τα αρδευτικά κανάλια κ.α. 
Η ροή σε κάθε ένα αγωγό από τους παραπάνω θεωρείται ότι είναι µονοδιάστατη 
(σωληνοειδής). Τα τοιχώµατα ενός σωλήνα ορίζουν το ροϊκό σωλήνα, ενώ σε ένα κανάλι ο 
‘ροϊκός σωλήνας’ αποτελείται από τη βρεχόµενη περίµετρο και την ελεύθερη επιφάνεια. 
 

Ροϊκό νήµα 

Ροϊκός σωλήνας 

Σωλήνας Κανάλι 
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Σχήµα 1.2 Σύστηµα διανοµής νερού µε δίκτυο σωλήνων υπό πίεση. 
 
Στα παραπάνω παραδείγµατα οι αγωγοί του ρευστού έχουν ενιαία διατοµή κατά τµήµα. Η 
ροή ενός ποταµού ή φυσικού υδατορρεύµατος, µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι µονοδιάστατη 
(αν και η διατοµή του διαφέρει καθ’ όλο το µήκος) και να αναλυθεί µε βάση τις 
αντίστοιχες αρχές.  

∆ύο είναι οι βασικές κατηγορίες της µονοδιάστατης (σωληνοειδούς ροής) που πρόκειται 
να διερευνηθούν στα κεφάλαια που ακολουθούν. (α) Οι αγωγοί υπό πίεση ή κλειστοί 
αγωγοί και (β) οι αγωγοί µε ελεύθερη επιφάνεια ή ανοικτοί αγωγοί. 

 

Σχήµα 1.3 Ένας ποταµός είναι αγωγός µε ελεύθερη επιφάνεια που η εγκάρσια διατοµή 
του µεταβάλλεται χωρικά. 

 

1.2 Ροή σε κλειστούς (υπό πίεση) αγωγούς  

Ως ροή υπό πίεση ορίζοµε αυτή στην οποία το ρευστό καλύπτει ολόκληρη τη διατοµή του 
αγωγού, ενώ η πίεση είναι διαφορετική από την ατµοσφαιρική. ∆εν υπάρχει ελεύθερη 
επιφάνεια αφού τα όρια της ροής συµπίπτουν µε τα τοιχώµατα του αγωγού. Με αγωγούς 
υπό πίεση µεταφέρουµε νερό για ύδρευση, άρδευση ή για την κίνηση των υδροδυναµικών 
µηχανών (υδροστροβίλων). Ορισµοί που θα χρησιµοποιούνται στο εξής για την περιγραφή 
της ροής σε αγωγούς υπό πίεση δίδονται στη συνέχεια. 

Οµοιόµορφος:  Ονοµάζεται ο κλειστός (υπό πίεση) αγωγός µε σταθερή διατοµή και 
ενιαία κλίση. 

Σωλήνας: Ονοµάζεται ο αγωγός µε κυκλική διατοµή 

Στη πράξη: Συνήθως χρησιµοποιούµε κυκλικούς αγωγούς (σωλήνες) και αγωγούς 
ορθογωνικής ή τετραγωνικής διατοµής. 

Οικισµός 

∆ίκτυο 
ύδρευσης 

∆εξαµενή 

Θάλασσα 

Ποταµός 
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Η πίεση: Κατανέµεται υδροστατικά, κάθετα στις γραµµές ροής (ή στην κύρια 
διεύθυνση του αγωγού). Συνήθως, όταν αναφερόµαστε στην πίεση, 
εννοούµε αυτή στον άξονα του αγωγού. 

Iδιαίτερα, υδροστατική κατανοµή της πίεσης εµφανίζεται στην περιοχή µόνιµης* και 
οµοιόµορφης ροής που είναι η περισσότερο συνηθισµένη περίπτωση ροής σε αγωγούς υπό 
πίεση. Στον οριζόντιο σωλήνα του Σχήµατος 1.4 µε οµοιόµορφη παράλληλη ροή, η πίεση 
στην κατώτερη και ανώτερη γενέτειρα του σωλήνα διαφέρει από αυτή στον άξονα κατά 
±ρgD/2 αντίστοιχα. 

 

Σχήµα 1.4 Υδροστατική κατανοµή των πιέσεων σε ένα σωλήνα µε µόνιµη ροή. 

1.3 Χαρακτηρισµός της ροής 

Σαν µόνιµη οµοιόµορφη ροή ορίζουµε τη ροή που πραγµατοποιείται σε αγωγούς ικανού 
µήκους για την οποία: (1) Οι γραµµές ροής είναι παράλληλες µεταξύ τους, (2) Η ταχύτητα 
είναι σταθερή κατά µήκος µιας γραµµής ροής και (3) Η πίεση κατανέµεται υδροστατικά, 
κάθετα στις γραµµές ροής. 

Σαν µόνιµη ανοµοιόµορφη ροή ορίζουµε τη ροή στην οποία το διάνυσµα της ταχύτητας 
µεταβάλλεται κατά µήκος της γραµµής ροής (ακόµη και αν υπάρχει οµοιόµορφη τοπικά 
ροή, σε διαφορετικές διατοµές του αγωγού). Η µόνιµη ανοµοιόµορφη ροή διακρίνεται σε: 
(1) Επιταχυνόµενη (συγκλίνουσα) ροή, (2) Επιβραδυνόµενη (αποκλίνουσα)ροή, ή (3) Ροή 
σε καµπύλη. 

Μόνιµη ανοµοιόµορφη ροή συναντούµε κυρίως στις αλλαγές διαµέτρου του σωλήνα, σε 
καµπύλες αγωγών (οριζοντιογραφικές ή σε µηκοτοµή αλλαγές κατεύθυνσης του αγωγού), 
σε συσκευές ελέγχου της ροής (µετρητές Venturi) καθώς και στην εισροή ή την εκροή από 
και προς δεξαµενές αντίστοιχα. 

                                                 
* Μόνιµη ονοµάζεται η ροή στην οποία η παροχή (και ως εκ τούτου η ταχύτητα) σε δεδοµένη διατοµή του 
αγωγού παραµένουν αµετάβλητες στο χρόνο.  

Μη µόνιµη ονοµάζεται η ροή στην οποία η παροχή είναι συνάρτηση του χρόνου, δηλαδή Q=Q(t). Ένα 
παράδειγµα είναι η ροή από δεξαµενή σε αγωγό, χωρίς προσθήκη υγρού στη δεξαµενή (άδειασµα). Εφόσον 
οι µεταβολές της παροχής στο χρόνο είναι αργές, η ροή που µελετάµε µπορεί να θεωρηθεί σαν µόνιµη σε 
δεδοµένες χρονικές στιγµές (π.χ. η πληµµυρική παροχή µεγάλου ποταµού). Όταν οι µεταβολές της παροχής 
στο χρόνο είναι µεγάλες, επιδρούν στα δυναµικά χαρακτηριστικά της ροής (π.χ. το απότοµο κλείσιµο 
δικλείδας δηµιουργεί κύµατα υπερπίεσης και υποπίεσης στον αγωγό, λόγω της αδράνειας της µάζας του 
ρευστού που κινείται. Έτσι ο αγωγός υπερφορτίζεται από δυνάµεις λόγω πιέσεων, το δε φαινόµενο 
ονοµάζεται υδραυλικό πλήγµα (waterhammer) ή πλήγµα κριού. 

D 

p-ρgD/2 

p+ρgD/2 

x 
p 
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Σχήµα 1.5 Ροή σε κωνικό αγωγό µε τοιχώµατα που συγκλίνουν (αριστερά) και σε 
καµπύλη 90ο αλλαγής διεύθυνσης (αριστερά). 

 
Στρωτή ονοµάζεται η ροή σε ένα αγωγό όταν ο αριθµός Reynolds (Re) είναι µικρότερος 
από, κάποια ‘κρίσιµη’ τιµή (Rec). Ο αριθµός Reynolds ορίζεται ως γνωστον από τη σχέση 

ν

VD
=Re , 

όπου V είναι κάποια χαρακτηριστική ταχύτητα (συνήθως η µέση ταχύτητα ροής στη 
διατοµή), D είναι κάποιο χαρακτηριστικό µήκος του πεδίου ροής (συνήθως είναι η 
διάµετρος προκειµένου περί κυκλικού αγωγού ή κάποια άλλη χαρακτηριστική εγκάρσια 
κλίµακα µήκους) και ν = µ/ρ είναι το κινηµατικό ιξώδες του ρευστού. O κρίσιµος αριθµός 
Reynolds εξαρτάται από τη γεωµετρία της διατοµής του αγωγού. Είναι διαφορετικός σε 
έναν κυκλικό αγωγό απ’ ότι σ’ ένα τριγωνικό ή ορθογωνικό που έχουν το ίδιο εµβαδόν 
εγκάρσιας διατοµής. Η τιµή του κρίσιµου αριθµού Reynolds σε σωλήνα (κλειστό αγωγό 
κυκλικής διατοµής) είναι περίπου 2000÷2300. Στην πράξη είναι δυνατόν να επιτύχουµε 
στρωτή ροή σε σωλήνα µε αριθµό Reynolds έως και 10000. Η ροή όµως είναι ιδιαίτερα 
(υδροδυναµικά) ασταθής και η παραµικρή διαταραχή (όπως ένα κτυπηµατάκι στο σωλήνα) 
θα τη µετατρέψει αµέσως σε τυρβώδη.  
Τυρβώδης ονοµάζεται η ροή για την οποία ο Re υπερβαίνει κάποια κρίσιµη τιµή Rec. Σε 
κυκλικούς αγωγούς (σωλήνες) υπό πίεση συνήθως θεωρούµε ότι Rec = 2000-2300. Στην 
πράξη, τα προβλήµατα που αντιµετωπίζει ο Πολιτικός Μηχανικός σε σωλήνες, αφορούν 
τυρβώδη ροή. Πρακτικά µιλώντας, ένας σωλήνας οικιακής παροχής διαµέτρου 1.25 cm 
δηλαδή ½ in µπορεί να γεµίσει το καζανάκι στην τουαλέτα χωρητικότητας 5 L σε χρόνο 
µικρότερο του ενός λεπτού της ώρας. Αυτό σηµαίνει ότι η µέση ταχύτητα ροής είναι 
τουλάχιστον 70cm/s, δηλαδή ο αριθµός Re=70×1.25/0.01=8750>Rec (v≈0.01cm2/s για 
θερµοκρασία νερού περί τους 20ο C). Οι αγωγοί µεταφοράς νερού από την ‘πηγή’ στη 
δεξαµενή ενός οικισµού καθώς επίσης και οι αγωγοί του δικτύου ύδρευσης του οικισµού 
έχουν εσωτερική διάµετρο τουλάχιστον 80mm, η παροχή που µεταφέρουν είναι της τάξης 
µερικών L/s, η δε τιµή του αριθµού Reynolds µπορεί να κυµαίνεται από 100000 έως και 
µερικά εκατοµµύρια. Είναι εποµένως σκόπιµο να µελετήσουµε στο εξής µόνο την 
τυρβώδη ροή, δεδοµένων των πρακτικών εφαρµογών τις οποίες έχει κατά νου ο Πολιτικός 
Μηχανικός. 

U1 

U2 Περιοχή 
Αποκόλλησης 
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1.4 Είσοδος σε σωλήνα – ανάπτυξη τυρβώδους οριακού στρώµατος 

Η φωτογραφία1 του Σχήµατος 1.6(α) δείχνει το προφίλ (κατανοµή) της αξονικής 
ταχύτητας σε σωλήνα όταν η ροή είναι στρωτή, εφαρµόζοντας τη µέθοδο οπτικοποίησης 
της ροής µε φυσσαλίδες υδρογόνου. Παρατηρούµε ότι η κατανοµή της ταχύτητας 
µεταβάλλεται σαν συνάρτηση της απόστασης από τη στρογγυλευµένη διατοµή εισόδου 
στον σωλήνα, από ορθογωνική που αντιστοιχεί σε οµοιόµορφη ροή έως παραβολική, που 
είναι η κατανοµή ταχύτητας της µόνιµης στρωτής ροής Poiseuille. Η µετάβαση από 
οµοιόµορφη σε παραβολική κατανοµή ταχύτητας παρουσιάζεται σχηµατικά στο Σχήµα 
1.6(β). Παρατηρούµε ότι σε µήκος Le από την είσοδο του νερού αναπτύσσεται το στρωτό 
αξονοσυµµετρικό οριακό στρώµα στο σωλήνα, ενώ υπάρχει µια περιοχή γύρω από τον 
άξονα όπου η ροή είναι οµοιόµορφη (πυρήνας ή core), η δε τιµή της οµοιόµορφης 
ταχύτητας εκεί αυξάνεται (γιατί;) σαν συνάρτηση της απόστασης από την είσοδο. Η 
περιοχή 0< x < Le ονοµάζεται περιοχή εισόδου όπου η ροή είναι ανοµοιόµορφη χωρικά, το 
δε µήκος Le ονοµάζεται µήκος εισόδου. Η περιοχή x > Le ονοµάζεται περιοχή της 
εγκατεστηµένης, πλήρως ανεπτυγµένης µόνιµης ροής, όπου η κατανοµή της αξονικής 
ταχύτητας παραµένει αµετάβλητη. 

Το µήκος εισόδου όταν η ροή είναι στρωτή2 δίδεται από τη σχέση Le=(0.06Re)D και 
µπορεί να φθάσει τις 140 διαµέτρους για οριακές τιµές του αριθµού Reynolds (Re≤2300).  

 

(α) 

 

(β) 

 

Σχήµα 1.6 Ανάπτυξη στρωτής ροής κατά την είσοδό της σε σωλήνα, (α) οπτικοποίηση 
µε τη µέθοδο φυσσαλίδων υδρογόνου1 και (β) σχηµατική ανάπτυξη του 
οριακού στρώµατος εισόδου. 

 

                                                 
1 Visualized flow, 1988, Fig 13, Flow in an inlet region of a circular pipe (water, flow velocity 6 cm/s, pipe 

diameter 27 mm, Re=1.6×103, hydrogen bubble method, Japan Society of Mechanical Engineers Ed., 
Pergamon Press. 

2 F. Durst, S. Ray, B. Ünsal & O.A. Bayoumi, 2005. The development lengths of laminar pipe and channel 
flows. Trans. ASME, 127, 1154-1160. 

πυρήνας οριακή στοιβάδα 

 µήκος εισόδου Le  ανεπτυγµένη ροή 
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Στο διάγραµµα του Σχήµατος 1.7 παρουσιάζονται τα προφίλ της µέσης κατά µήκος 
ταχύτητας σε διαφορετικές αποστάσεις από την είσοδο αέρα στην αεροσήραγγα κυκλικής 
διατοµής διαµέτρου 8.2 cm και µήκους 3 m του Εργαστηρίου Υδροµηχανικής και 
Περιβαλλοντικής Τεχνικής Τµήµατος Πολιτικών Μηχανικών του Πανεπιστηµίου 
Θεσσαλίας, που µετρήθηκαν µε καθολικό σωλήνα Pitot3. Επειδή η αεροσήραγγα είναι 
αναρροφητικού τύπου µε την αντλία τοποθετηµένη στην έξοδο αυτής, έχει τοποθετηθεί 
στην είσοδο σταυρός από δύο λεπτά ελάσµατα για την αποφυγή στροβιλισµού της ροής 
στο σωλήνα (µηδενική µέση εφαπτοµενική ταχύτητα uθ = 0). Η µέση ταχύτητα εισόδου 
είναι 22 m/s, ο δε αριθµός Reynolds της ροής είναι περίπου Re=VD/ν≈119000.  

Το µήκος ανάπτυξης του τυρβώδους οριακού στρώµατος, δηλαδή η απόσταση όπου το 
οριακό στρώµα έχει πάχος ίσο µε την ακτίνα του σωλήνα εκτιµάται από πειραµατικές 
µετρήσεις ότι βρίσκεται σε απόσταση Le=(4.40Re1/6)D, όπου η ροή θεωρείται πλήρως 
ανεπτυγµένη. Το µήκος ανάπτυξης (≈2.50 m) είναι περίπου ίσο µε την µέγιστη απόσταση 
από την είσοδο της αεροσήραγγας όπου έγιναν οι µετρήσεις (2.534 m ή 32 διαµέτρους από 
την είσοδο), το δε προφίλ της ταχύτητας (µαυρισµένοι κύκλοι) σε µεγαλύτερες αποστάσεις 
παραµένει ουσιαστικά αµετάβλητο. 
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Σχήµα 1.7 Ανάπτυξη τυρβώδους οριακού στρώµατος κατά την είσοδο αέρα σε 
αεροσήραγγα

4. Τα προφίλ της ταχύτητας είναι µετατοπισµένα κατά 20 m/s 
από το προηγούµενο. 

 
Στη συνέχεια θα αναλύσουµε τη µόνιµη οµοιόµορφη, πλήρως ανεπτυγµένη τυρβώδη ροή 
σε σωλήνες. Στο εξής, θα αναφερόµαστε σε τυρβώδη ροή, εκτός εάν αναφέρουµε ρητά το 
αντίθετο. 

                                                 
3 Βλ. Παραρτηµα Γ. 
4 Εργαστήριο Υδροµηχανικής και Περιβαλλοντικής Τεχνικής, Τµήµατος Πολιτικών Μηχανικών του 
Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας. 
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1.5 Μόνιµη οµοιόµορφη ροή σε σωλήνες 

 

Σχήµα 1.7 Σχηµατικό διάγραµµα της πλήρως ανεπτυγµένης τυρβώδους ροής σε 
σωλήνα. 

 
Θεωρούµε τον κεκλιµένο σωλήνα του σχήµατος όπου η ροή είναι (α) µόνιµη δηλαδή 
∂/∂t=0, (β) οµοιόµορφη δηλαδή ∂/∂x = 0, (γ) πλήρως ανεπτυγµένη, (δ) αξονοσυµµετρική 
µε κυλινδρική συµµετρία και (ε) τυρβώδης. Οι µέσες χρονικά (time-averaged) εξισώσεις 
συνέχειας και ορµής ή ποσότητας της κίνησης της ροής, που ονοµάζουµε εξισώσεις 
Reynolds, στην ακτινική και αξονική διεύθυνση µπορούν να γραφούν ως ακολούθως 
[u(r)=ux]: 

(α) Εξίσωση συνέχειας  

00 =⇒=++ r

xrr u
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∂

∂
∂

 (επειδή ∂ux/∂x = 0) (1.1) 

(β) Εξίσωση Reynolds (ποσότητας της κίνησης ή ορµής) στην αξονική διεύθυνση  
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Οι συνιστώσες της ταχύτητας µε τους τόνους αντιστοιχούν στη διακύµανσή τους σε σχέση 

µε τη µέση ταχύτητα στο σηµείο που µελετούµε, είναι δηλαδή xxx uuu −=' . 

(γ) Εξίσωση ορµής (ποσότητας της κίνησης) στην ακτινική διεύθυνση  
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ή επειδή η ροή είναι µόνιµη (∂/∂t = 0) και οµοιόµορφη (∂/∂x = 0) 

r
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p rr
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0 −−−=
. (1.3) 

Επειδή όµως οι εξισώσεις της ορµής στις διευθύνσεις r και θ περιέχουν µόνο τον όρο της 
πίεσης, του οποίου οι µερικές παράγωγοι ως προς r και θ µηδενίζονται, η εξίσωση (1.2) 
µπορεί να γραφτεί ως εξής (οι µερικές παράγωγοι γίνονται ολικές παράγωγοι) 
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Όµως gx=g sinθ = -g (dz/dx). Μετά από ανασύνταξη των όρων και διαιρώντας δια ρg 
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Η εξίσωση της ενέργειας ανάµεσα σε δύο κοντινές διατοµές του αγωγού που απέχουν dx 
µεταξύ τους µπορεί να γραφτεί ως εξής 

dHdxxHxH ++= )()(  (1.5) 

ή για πεπερασµένο µήκος αγωγού ∆x ανάµεσα σε δύο διατοµές (1) και (2) 
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είναι οι αντίστοιχες ενεργειακές στάθµες στις δύο διατοµές. Ο διορθωτικός συντελεστής α 
είναι απόρροια της παραδοχής της οµοιόµορφης µέσης ταχύτητας στη διατοµή, η οποία 
στην πραγµατικότητα δεν ισχύει. Αφαιρώντας τις δύο εξισώσεις ενέργειας µεταξύ των 
διατοµών x και x+∆x θεωρώντας ότι οι µέσες ταχύτητες είναι ίδιες (από την εξίσωση 
συνέχειας) προκύπτει ότι 
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και σε διαφορική µορφή η εξίσωση 
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Ορίζουµε την κλίση της γραµµής ενέργειας JΕ
 
της ροής ως 
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d

dx

dH
J E ρ

. (1.11) 
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Ολοκληρώνοντας την εξίσωση (1.4) έχουµε ότι 

Cz
g

p

dx

dr
gr +








+−=

ρ
ρτ

2

2

 (1.12) 

όπου η σταθερά C µηδενίζεται επειδή η διατµητική τάση τ = 0 για r = 0 (λόγω αξονικής 
συµµετρίας της ροής). Εποµένως 









+−= z

g

p

dx

dr
g

ρ
ρτ

2
 (1.13) 

και στο όριο (τοίχωµα του αγωγού όπου r = R = D/2) 









+−=








+−= z

g

p

dx

dD
gz

g

p

dx

dR
go ρ

ρ
ρ

ρτ
42

 (1.14) 

Eποµένως, από τις σχέσεις (1.11) και (1.14) προκύπτει ότι  

oE
gD

J τ
ρ

4
= . (1.15) 

Από τη µηχανική των ρευστών υπενθυµίζουµε ότι η αντίσταση λόγω τριβών στην 
επιφάνεια ενός σώµατος µπορεί να γραφτεί  

2

2
V

C fo ρτ = . (1.16) 

όπου Cf  είναι ο συντελεστής αντίστασης του στερεού ορίου. Από τις δύο προηγούµενες 
σχέσεις προκύπτει ότι η κλίση της γραµµής ενέργειας είναι 

g

V

D

C
J

f

E 2

4 2

=  (1.17) 

και ορίζοντας το συντελεστή τριβών fCf 4= , η παραπάνω σχέση γράφεται  

g

V

D

f
z

g

p

dx

d
J E 2

2

=







+−=

ρ
    (σχέση των Darcy και Weisbach). (1.18) 

Η σχέση των Darcy - Weisbach είναι γενική και αναζητούµε τρόπους υπολογισµού του 
συντελεστή τριβών f , έτσι ώστε από την παροχή Q σε αγωγό διαµέτρου D να µπορούµε να 
υπολογίζουµε τις απώλειες ενέργειας ανά µονάδα µήκους του αγωγού.  

Για παράδειγµα, το συνολικό ύψος απωλειών ενέργειας στον οριζόντιο αγωγό του 
Σχήµατος 1.8 µήκους L είναι  

g

V

D
LLJ

g

Lpp
h Ef 2

f)()0(
 =

2

==






 −

ρ
. (1.19) 

Για να υπολογίσουµε εποµένως το συντελεστή τριβών f, θα πρέπει να προσδιορίσουµε (1) 
την κατανοµή ταχυτήτων στον αγωγό και (2) το συσχετισµό της διατµητικής τάσης το στο 
όριο µε την κατανοµή των ταχυτήτων τόσο στη στρωτή όσο και στην τυρβώδη ροή. 
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Σχήµα 1.8 Γραµµή ενέργειας κατά µήκος σωλήνα µήκους L σε µόνιµη, πλήρως 
ανεπτυγµένη ροή. 

 

Παρατήρηση: Στη σχέση των Darcy – Weisbach µπορούµε επίσης να καταλήξουµε 
εφαρµόζοντας την ολοκληρωµατική εξίσωση ποσότητας της κίνησης σε ένα στοιχειώδη 
όγκο ανάµεσα σε δύο γειτονικές εγκάρσιες διατοµές ενός σωλήνα διαµέτρου D όταν η ροή 
είναι πλήρως ανεπτυγµένη. 

Όταν η ροή είναι µόνιµη, δηλαδή η επιτάχυνση του ρευστού είναι µηδενική, υπάρχει 
ισορροπία των δυνάµεων κατά µήκος του άξονα x που ασκούνται στον στοιχειώδη όγκο 
(Σχήµα 1.9), δηλαδή (Fpx+Fgx+Fτx=0) 

0)(sin 1221 =−=−+− VVQSgLAApAp o ρτθρ . 

 

Σχήµα 1.9 ∆υναµική ισορροπία ρευστού σε κίνηση σε µόνιµη, πλήρως ανεπτυγµένη 
ροή σε σωλήνα. 

 
Στην παραπάνω εξίσωση θεωρούµε ότι η πίεση και ταχύτητα κατανέµονται οµοιόµορφα 
στις δύο διατοµές. Όµως, το εµβαδόν διατοµής του κυκλικού αγωγού είναι Α = πD

2/4 και η 
βρεχόµενη επιφάνεια είναι S = πDL = PL, όπου P = πD είναι η βρεχόµενη περίµετρος του 
αγωγού. ∆ιαιρώντας τους όρους της εξίσωσης διά ρgA έχουµε 

4//
sin21

gD

L

gR

L

PgA

L
L

g

pp o

H

oo

ρ
τ

ρ
τ

ρ
τ

θ
ρ

===+
−

 

όπου ο λόγος RH = A/P = D/4 ορίζεται ως η υδραυλική ακτίνα της διατοµής. Εάν 
θεωρήσουµε ένα µικρό όγκο, µήκους ∆L, τότε η παραπάνω εξίσωση γράφεται 

D 
x 

p1 

L 

p2 

V1 

V2 

το 

το 

θ 

g sinθ 
g 

z 

D 

x = 0 

x 

x = L 
L 

p(0)/ρg 
p(L)/ρg 

hf = JEL 
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p o

ρ
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ρ
∆

=
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


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και διαιρώντας διά ∆L 

4/

1

gD
z

g

p

L
z

g

p

L

o

ρ

τ

ρρ
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


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
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∆
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−=








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∆
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−  

απ’ όπου προκύπτει η διαφορική εξίσωση (1.14) της προηγούµενης παραγράφου 

4/gD
z

g

p

dx

d o

ρ
τ

ρ
=








+− . 

 

1.6 Παραδείγµατα και εφαρµογές 

Παράδειγµα 1.1. Να προσδιορίσετε το συντελεστή τριβών f σε σωλήνες όταν η ροή είναι 
στρωτή. 

Απάντηση 

Η κατανοµή των ταχυτήτων σε στρωτή ροή σε αγωγό διαµέτρου D που υπόκειται σε 
δεδοµένη κλίση πίεσης dp/dx, δίνεται από τη σχέση (βλ. Παράγραφο 10.3 Νουτσόπουλος - 
Χριστοδούλου, 1996) 









−








+−=

2

22

1
4

)(
R

r
z

g

p

dx

dgR
ru

ρµ
ρ

 και 







+−== z

g

p

dx

dgR
uU

ρµ
ρ

4
)0(

2

, (1.20) 

όπου u(0) = U είναι η ταχύτητα στον άξονα του σωλήνα. Σε αδιαστατοποιηµένη µορφή 

2

2

1
)(

R

r

U

ru
−=  (1.20α) 

Η µέση ταχύτητα V στον σωλήνα προκύπτει ότι είναι  









+−=== z

g

p

dx

dgRUu
V

ρµ
ρ
822

)0( 2

 (1.21) 

Η διατµητική τάση στο τοίχωµα του σωλήνα συσχετίζει την κλίση της πίεσης µε το 
συντελεστή τριβών µε τη σχέση 

24

4

2

2
V

ρ
f

R

Vµ
h

gρ

p

dx

dgRρ

dr

du
µτ

Rr

o ==







+−=




=
=

 (1.22) 

απ’ όπου προκύπτει ότι σε στρωτή ροή ο συντελεστής τριβών σχετίζεται άµεσα µε τον 
αριθµό Reynolds της ροής µε τη σχέση 

Re

646432
===

VDρ

µ

VRρ

µ
f ,  (1.23) 

όπου Re είναι ο αριθµός Reynolds της ροής σε σωλήνα  

 
νρµ

VDVD
==

/
Re . (1.24) 
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Παράδειγµα 1.2. Να προσδιορίσετε το συντελεστή τριβών f σε λείους σωλήνες όταν η 
ροή είναι τυρβώδης, η δε κατανοµή της µέσης ταχύτητας σαν συνάρτηση της απόστασης r 
από τον άξονα δίνεται από τη σχέση 

6

1
)(








−=
R

r

U

ru
. 

Απάντηση 

Γνωρίζουµε ότι (σχέση 1.16) 

242

22
VfV

C fo ρρτ ==  και 
R

U

dr

du

Rr

o

µ
µτ

6
==

=

 

όπου V είναι η µέση ταχύτητα στη διατοµή που υπολογίζεται από την εξίσωση συνέχειας 

Urdr
R
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U
rdrru
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...212)(
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==
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Εποµένως  

 
Re

128

2/

/6486

24

2

==⇒===
VD

f
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V

R

UVf
o

ρµµµ
ρτ  

 

Παρατήρηση: Σην πραγµατικότητα η κατανοµή των ταχυτήτων σε τυρβώδη ροή σε 
αγωγό µε ακτίνα R εξαρτάται από τον αριθµό του Reynolds της ροής RDVD 2;/Re == ν , 

δίδεται δε προσεγγιστικά από την εκθετική σχέση (Schlichting 1979) 
n

R

r

U

ru
/1

1
)(








 −= , (1.25) 

Ο εκθέτης n εξαρτάται από τον αριθµό του Reynolds (Schlichting 1979), συγκεκριµένα 

• όταν Re = 4×103,  τότε n = 6 

• όταν Re = 100×103,  τότε n = 7 και 

• όταν Re = 3240×103,  τότε n = 10 

Η µέση ταχύτητα V στο σωλήνα προκύπτει από την εφαρµογή της εξίσωσης συνέχειας  

U
nn

n
rdr

R

r

R

U
rdrru

R
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R

o
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o
)12)(1(

2
...212)(

1 2/1

22 ++
==








−== ∫∫ π

π
π

π
 (1.26) 

όπου U=u(0) είναι η ταχύτητα στον άξονα του αγωγού.  

Στο διάγραµµα του Σχήµατος 1.10 φαίνεται η κατανοµή της µέσης αδιαστατοποιηµένης 
ταχύτητας Uru /)(  σαν συνάρτηση της αδιαστατοποιηµένης απόστασης από τον άξονα 

Rr /  για στρωτή ροή (εξίσωση 1.20α) και τυρβώδη ροή σε λείους σωλήνες (εξίσωση 1.25) 
για τρείς διαφορετικές τιµές του εκθέτη n. Παρατηρούµε ότι η κατανοµή της ταχύτητας 
στην τυρβώδη ροή είναι ‘επίπεδη’ στο κεντρικό τµήµα του σωλήνα. 
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Σχήµα 1.10 Αδιάστατα προφίλ ταχύτητας σε λείο σωλήνα. 
 

Η διατµητική τάση του ορίου µε βάση την κατανοµή της εξίσωσης (1.25) είναι µηδέν, 
πράγµα αδύνατον για πραγµατικά ρευστά. Ο Blasius (1911) εκτίµησε το συντελεστή 
τριβών από πειράµατα και έδωσε την ακόλουθη εµπειρική σχέση  

4/1Re3164.0 −=f  (1.27) 

που ισχύει για αριθµούς Reynolds στην περιοχή 3000<Re<100000. Ο ακριβής 
προσδιορισµός του συντελεστή τριβών f για λείους και όχι µόνον αγωγούς πρόκειται να 
συζητηθεί στο κεφάλαιο 2 που ακολουθεί. Στο διάγραµµα του Σχήµατος 1.11 φαίνεται η 
µεταβολή του συντελεστή τριβών f για στρωτή ροή σε σωλήνες και τυρβώδη ροή σε 
λείους σωλήνες όπως προέκυψε από το Παράδειγµα 1.2 και την εµπειρική σχέση του 
Blasius. 
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100 1000 10000 100000
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υ
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ώ
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Σχήµα 1.11 Μεταβολή του συντελεστή τριβών σαν συνάρτηση του αριθµού Reynolds 
της ροής σε σωλήνα (α) για στρωτή και (β) για τυρβώδη ροή σε λείο 
σωλήνα µε βάση το παράδειγµα 1.2 και την εµπειρική σχέση του Blasius. 
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Εφαρµογή 1.1. Αγωγός διαµέτρου D=0.50m µεταφέρει γλυκερίνη µε ρυθµό Q=10 L/s από 
δεξαµενή στο εργοστάσιο. Σε ποιο υψόµετρο σε σχέση µε το υψόµετρο του εργοστασίου 
θα πρέπει να τοποθετηθεί η δεξαµενή όταν απέχει από το εργοστάσιο 1000m; Το 
κινηµατικό ιξώδες της γλυκερίνης είναι ν=2×10-5 m2/s. Η ροή γίνεται µε βαρύτητα χωρίς 
να υποβοηθείται. 

Απάντηση 

Η ταχύτητα στον αγωγό είναι (Q = 0.010 m3/s) 

05.0
)50.0(

)010.0(44
22
====

πDπ

Q

A

Q
V  m/s 

O αριθµός Reynolds της ροής είναι  

c
ν

VD
Re20001273

00002.0

)50.0)(05.0(
Re =<===  

Εποµένως η ροή είναι στρωτή µε συντελεστή τριβών 

f = = =
64 64

1273
0 05

Re
.  

και γραµµικές απώλειες ενέργειας  

1.3cmm013.0
2
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22

===
gg

V

D

f
Lh f  

Εποµένως η δεξαµενή θα τοποθετηθεί στο ίδιο επίπεδο µε το εργοστάσιο. 

 

Εφαρµογή 1.2. Να βρεθεί η ισχύς της αντλίας για µεταφορά λαδιού 280 L/min, 
πυκνότητας ρ=900 Kg/m3 και ιξώδους µ=1 gr/cm/s σε ύψος h = 7.50 m µε σωλήνα 
διαµέτρου 0.05 m και µήκους 75 m. 

Απάντηση 

V
Q

A

Q

D
= = =
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Εποµένως η ροή είναι στρωτή  

059.0
1071

64

Re

64
===f  

και οι γραµµικές απώλειες ενέργειας είναι 

h =
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Το συνολικό λοιπόν ύψος απωλειών ενέργειας είναι  
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=+= fhhH  7.50 + 25.88 = 33.38 m. 

Η απαιτούµενη ισχύς της αντλίας ( ( ) tQgQHρtgHρtmgHP /;// ∀==∀== ) όπου ∀ 

είναι ο όγκος ρευστού που µεταφέρεται, είναι 

 == gQHρP  900×(9.81)×(0.28/60)×(33.38) = 1370W = 1.37kW. 

 

Εφαρµογή 1.3. Λείος σωλήνας µήκους 1000m και διαµέτρου 200mm µεταφέρει παροχή 
νερού 50 L/s από τη δεξαµενή Α στη δεξαµενή Β. Να προσδιορίσετε τη διαφορά της 
στάθµης Η των δεξαµενών θεωρώντας τη ροή πλήρως ανεπτυγµένη και αµελώντας τις 
απώλειες εισόδου-εξόδου. Η πυκνότητα του νερού είναι 1000 Kg/m3 και το ιξώδες του 
0.001 Kg/m/s. 

 

Απάντηση 

59.1
20.0

050.044
22
=

×

×
===

ππD

Q

A

Q
V  m/s 

c

VD
Re2000318300

1000/001.0

200.059.1
Re =>=

×
==

ν
 

Εποµένως η ροή είναι τυρβώδης και προσεγγιστικά (Re>100000) µε βάση την εµπειρική 
σχέση του Blasius 

0133.0
Re

3164.0
4/1

==f  

Εποµένως οι γραµµικές απώλειες ενέργειας είναι 
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Η διαφορά στάθµης των δύο δεξαµενών είναι ίση µε τις γραµµικές απώλειες ενέργειας, 
δηλαδή Η = 8.58m. 

 

1.7 Γραµµή ενέργειας και πιεζοµετρική γραµµή 

Από τη Μηχανική των Ρευστών γνωρίζουµε ότι το ενεργειακό ύψος (ενέργεια ανά µονάδα 
βάρους του ρευστού που ρέει, µε διαστάσεις µήκους) σε κάποια διατοµή του αγωγού 
προκύπτει από την εξίσωση 
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 (1.28) 
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Οι απώλειες ενέργειας ανάµεσα στις διατοµές (1) και (2) είναι ∆Η = Η1 – Η2 όπου 

z  το υψόµετρο του άξονα από το επίπεδο αναφοράς (datum) 

g

p

ρ
 το πιεζοµετρικό ύψος στον άξονα 

g

V

2

2

 το ύψος της κινητικής ενέργειας 

∆Η το ύψος απωλειών ενέργειας µεταξύ των διατοµών (1) και (2). 

Στην εξίσωση (1.28) θεωρήσαµε ότι η κατανοµή της µέσης ταχύτητας είναι περίπου 
οµοιόµορφη και ως εκ τούτου ο διορθωτικός συντελεστής α έχει ληφθεί ίσος µε µονάδα. 

Η απόσταση Η από το επίπεδο αναφοράς για κάθε σηµείο του αγωγού, ορίζει µια γραµµή 
που ονοµάζεται γραµµή ενέργειας (ΓΕ, ή Energy Grade Line – EGL). Η απόσταση 

gpzgVH ρ/2/2 +=− , ορίζει µια γραµµή που ονοµάζεται πιεζοµετρική γραµµή (ΠΓ ή 

Hydraulic Grade Line – HGL) του αγωγού. 

Η θέση των γραµµών ενέργειας και πιεζοµετρικής σε σχέση µε τη µηκοτοµή του άξονα, 
παίζουν καθοριστικό ρόλο στο σχεδιασµό των αγωγών µεταφοράς ρευστών.  

Σηµείωση: Στην περίπτωση αγωγού µε ενιαία διατοµή οι Γ.Ε. και Π.Γ. είναι παράλληλες 
µεταξύ τους όταν η ροή είναι πλήρως ανεπτυγµένη. 

 

 

Σχήµα 1.12 Γραµµή ενέργειας και πιεζοµετρική γραµµή κατά µήκος αγωγού υπό πίεση. 

∆Η 

p1/ρg 

p2 /ρg 
V1 

V2 

z2 

z1 

V1
2/2g 

z 

x 

V2
2/2g 

Π.Γ. 
Γ.Ε. 

2 

1 

Επίπεδο αναφοράς: z = 0. 
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2. AΠΩΛΕΙΕΣ ΣΕ ΣΩΛΗΝΕΣ – 

ΤΥΡΒΩΔΗΣ ΡΟΗ 

Όπως έχουµε ήδη συζητήσει στην παράγραφο 1.5, ο συντελεστής τριβών σε τυρβώδη ροή 
εξαρτάται από τη διατµητική τάση στο όριο, δηλαδή από την κατανοµή της ταχύτητας στο 
όριο. Η κατανοµή της ταχύτητας όµως είναι συνάρτηση της τραχύτητας του ορίου καθώς 
επίσης και του αριθµό του Reynolds της ροής, σύµφωνα µε τη θεωρία του τυρβώδους 
οριακού στρώµατος (Schlichting, 1979). Στη συνέχεια θα προσδιορίσουµε το συντελεστή 
τριβών στο όριο (και συνεπώς τις απώλειες ενέργειας) µε βάση τις εκεί συνθήκες ροής. 

2.1 Κατανοµή µέσης ταχύτητας σε λείους σωλήνες 

Ως λείος χαρακτηρίζεται ο σωλήνας του οποίου η τραχύτητα (επιφανειακή ανωµαλία) των 
τοιχωµάτων του είναι µικρότερη από το πάχος του στρωτού οριακού υποστρώµατος δ' (βλ. 
σελίδα 1-21 του παρόντος). Λείοι µπορούν να θεωρηθούν οι γυάλινοι ή εσωτερικά 
εφυαλωµένοι σωλήνες, οι χαλκοσωλήνες καθώς επίσης και οι πλαστικοί σωλήνες (από 
PVC ή HDPE). Στη µηχανική ρευστών ορίσαµε την ταχύτητα διάτµησης του ορίου u* που 
σχετίζεται µε τη διατµητική τάση στο στερεό τοίχωµα το µε τη σχέση 

ρ
τ ou =* . (2.1) 

όπου ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού. Η κατανοµή των µέσων (χρονικά ή time-averaged) 
ταχυτήτων u=u(y) στο στρωτό οριακό υπόστρωµα (ΣΟΥ) είναι γραµµική συνάρτηση της 
απόστασης y από το τοίχωµα, δηλαδή 
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ν
yu

u

u *

*

= ;    5/0 * << νyu  (2.2) 

στην περιοχή κοντά στο τοίχωµα του αγωγού, δηλαδή όταν 5/0 * << νyu , όπου ν=µ/ρ είναι 

το κινηµατικό ιξώδες του ρευστού. Στην περιοχή 30/* >νyu  ÷ 100 (περιοχή του 
εσωτερικού νόµου) η διατµητική τάση δίδεται από τη σχέση (εξίσωση1.2) 

''vu
r

u
ρ

∂
∂

µτ −= . 

Πρακτικά µιλώντας, στην περιοχή 5/0 * << νyu  (ΣΟΥ) η συνεισφορά της τύρβης στη 

διατµητική τάση είναι αµελητέα, στην περιοχή 70/5 * << νyu  η συνεισφορά ιξώδους και 

τύρβης στη διατµητική τάση είναι ίδιας τάξης µεγέθους, ενώ στην περιοχή 70/* >νyu  η 
συνεισφορά του ιξώδους στη διατµητική τάση είναι αµελητέα συγκρινόµενη µε την 
τυρβώδη διατµητική τάση ''vuρ− . Στην περιοχή ισχύος του εσωτερικού νόµου 

( 70/* >νyu ) και κοντά στο τοίχωµα, εφαρµόζοντας τη θεωρία του µήκους ανάµειξης του 
Prandtl προσεγγιστικά ισχύει ότι 

dy

du

dy

du
lvuo

2'' ρρττ =−≅=
. 

Θεωρώντας επίσης ότι yl κ=  (Prandtl) έχουµε ότι 

y

u

dy

du

dy

du

dy

du
yuo

1*222
* κ

ρκρτ =⇒==    ή   
ν
ν

κκ /

)/(11

*

*

* yu

yud

y

dy

u

du
==  

απ’ όπου µε ολοκλήρωση προκύπτει η λογαριθµική εξίσωση κατανοµής της µέσης 
ταχύτητας u=u(y) 

C
yu

C
yu

u

u
+








=+








=

νκνκ
**

*

log
3.2

ln
1

,  (2.3) 

όπου y=R-r είναι η κάθετη απόσταση από το τοίχωµα και κ είναι η σταθερά του von 
Kármán. Από πειραµατικά δεδοµένα που έχουν προκύψει από µετρήσεις σε σωλήνες 
C=5.50 και κ = 0.40, εποµένως η εξίσωση (2.3) γράφεται ως  

50.5
)(

log75.5 *

*

+
−

=
ν

rRu

u

u
 (εσωτερικός νόµος – universal law). (2.4) 

Η σχέση αυτή της διανοµής των ταχυτήτων προκειµένου περί λείων σωλήνων, παριστάνει 
µε πολύ καλή προσέγγιση την κατανοµή των ταχυτήτων σε ολόκληρη την τυρβώδη ζώνη, 
µέχρι και τον άξονα του σωλήνα. Οι σχέσεις (2.2) και (2.4) απεικονίζονται γραφικά στο 
Σχήµα 2.1, όπου παρουσιάζονται και τα αποτελέσµατα πειραµατικών µετρήσεων σε 
αδιάστατη µορφή. Παρατηρούµε ότι η περιοχή όπου η αδιάστατη απόσταση από το 
τοίχωµα 7030/5 * ÷<< νyu  είναι µεταβατική, δηλαδή τα πειραµατικά δεδοµένα 

αποκλίνουν από τις εξισώσεις (2.2) και (2.4). Στην εξίσωση (2.4) όταν r=0 η ταχύτητα 
είναι µέγιστη, δηλαδή u(0)=U και γράφεται ως 

50.5log75.5 *

*

+=
ν

Ru

u

U
. (2.4α) 
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Σχήµα 2.1 Κατανοµή των ταχυτήτων σε λείους σωλήνες - εσωτερική περιοχή 
(Schlicting, 1979, Fig. 20.4, σελ.601). 

 
Αφαιρώντας τις εξισώσεις (2.4) και (2.4α) κατά µέλη, καταλήγουµε στη σχέση  









−

=
−

rR

R

u

uU
log75.5

*

    (εξωτερικός νόµος – velocity defect law). (2.5) 

Η σχέση αυτή που ονοµάζεται και νόµος της διαφοράς των ταχυτήτων, διαπιστώθηκε ότι 
ισχύει τόσο για λείους σωλήνες, όσο και για τραχείς στην περιοχή 0.20<r/R<1. Όµως από 
τις σχέσεις  

ρ
τ ou =*  και 

24

2
Vf

o ρτ =   (2.6) 

(V είναι η µέση ταχύτητα στη διατοµή του σωλήνα) προκύπτει η σχέση 

8*

f
Vu = . (2.7) 

Σε συνδυασµό µε την εξίσωση συνέχειας η αδιαστατοποιηµένη µέση ταχύτητα V είναι 

75.1ln50.2...2)(
1 *

0
2

*

+







=== ∫ ν

π
π

Ru
rdrru

Ru

V
R

 (2.8) 

όπου u(r) λαµβάνεται από την εξίσωση (2.4). Από τις εξισώσεις (2.7) και (2.8) 
καταλήγουµε στη σχέση  

75.1
8

log75.575.1
8

ln50.2
8

+









=+










=

fRVfRV

f νν
 (2.9) 

απ' όπου προκύπτει ότι ο συντελεστης τριβών f είναι συνάρτηση του αριθµού Reynolds της 
ροής Re=VD/ν, D=2R είναι η διάµετρος του σωλήνα. Το ίδιο αποτέλεσµα προκύπτει και 
από τη διαστατική ανάλυση (βλ. Παράρτηµα Α). Μετά από πράξεις  

Εξίσωση (2.2) 

Εξίσωση (2.4) 
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( ) 91.0Relog033.2
1

−= f
f

 (2.9α) 

Η παραπάνω σχέση βρίσκεται σε συµφωνία µε τη σχέση  

( ) 









=−=

51.2

Re
log280.0Relog2

1 f
f

f
 (2.10) 

που προέκυψε από τα πειραµατικά δεδοµένα διάφορων ερευνητών. Οι σταθερές 2.00 και   
-0.80 προέκυψαν από παλαιότερες µετρήσεις σε λείους σωλήνες σε τυρβώδη ροή όπως 
φαίνεται από το διάγραµµα του Σχήµατος 2.2 και αντικαθιστούν αυτές της εξίσωσης 
(2.9α). Στο εν λόγω διάγραµµα εµφανίζονται τα πειραµατικά δεδοµένα από διάφορους 
ερευνητές σε αδιάστατη µορφή (1/√f σαν συνάρτηση του Re√f). Από πρόσφατες µετρήσεις 
οι McKeon, Swanson, Zagarola, Donnely & Smits5 (2004) κατέληξαν στην εξίσωση  

( ) 









=−=

90.1

Re
log93.1537.0Relog93.1

1 f
f

f
. (2.10α) 

 
Σχήµα 2.2 Μεταβολή του συντελεστή τριβών 1/√f σαν συνάρτηση του Re√f σε λείους 

σωλήνες (Schlicting, 1979, Fig. 20.9, σελ.610). 

2.2 Τραχείς σωλήνες 

Ορίζουµε σαν τραχύ τον σωλήνα του οποίου η τραχύτητα (επιφανειακή ανωµαλία) των 
τοιχωµάτων του είναι µεγαλύτερη από το πάχος του στρωτού οριακού υποστρώµατος δ'. 
Στους τραχείς σωλήνες (Σχήµα 2.3) υπάρχουν προεξοχές, µε αποτέλεσµα η διατµητική 
τάση του ορίου και κατ’ επέκταση η κατανοµή ταχυτήτων να επηρεάζονται απ’ αυτές.  

Ορίζοντας σαν k το χαρακτηριστικό ύψος της τραχύτητας 

                                                 
5 McKeon, BJ, Swanson, CJ, Zagarola, MV, Donnely, RJ, & Smits, AJ5 (2004). Friction factors for smooth 

pipe flow. J. Fluid Mech., 511, 41-44. 
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1. όταν k < δ' οι προεξοχές είναι πλήρως βυθισµένες στο στρωτό οριακό υπόστρωµα 
και ουδεµία επίδραση έχουν στην κατανοµή των ταχυτήτων. 

2. όταν k >> δ' έχει αποδειχτεί πειραµατικά ότι ο f είναι ανεξάρτητος του Re για µεγάλο 
αριθµό Reynolds, εξαρτάται δε µόνο από το λόγο k/D. 

 

(α) 

 

 

(β) 

 

Σχήµα 2.3 Τοιχώµατα (α) "λείων" και (β) τραχέων σωλήνων. 
 
Σηµειώνεται ότι το πάχος δ’ του στρωτού οριακού υποστρώµατος (ΣΟΥ) συγκρινόµενο µε 
τη διάµετρο του αγωγού προκύπτει από τις σχέσεις (2.2) µε δεδοµένο ότι 

';5/* δν == yyu  και (2.7) ως 

f
D

f
V

DuD

u

D Re

14.14

8

55
/5'

*

* ====
νννδ

 

2.3 Το πείραµα του Nikuradse 

O Nikuradse κόλλησε ισοµεγέθεις (ίσης ‘διαµέτρου’) κόκκους άµµου µεγέθους ks σε 
σωλήνες διαφορετικών διαµέτρων και διερεύνησε πειραµατικά τη µεταβολή του 
συντελεστή τριβής f για µεγάλο εύρος τιµών των Re και ks/D. Βοηθούµενος από τη 
διαστατική ανάλυση (βλ. Παράρτηµα Α), κατέληξε στις ακόλουθες τρεις περιοχές ροής: 

• Υδραυλικά λεία περιοχή: Θεωρείται η περιοχή 0 < u
*
 ks/ν < 5 όπου η τραχύτητα του 

σωλήνα είναι µικρή και οι προεξοχές βρίσκονται µέσα στο στρωτό οριακό υπόστρωµα. 
Ο συντελεστής τριβών είναι συνάρτηση µόνο του αριθµού Reynolds της ροής 

(Re)ff =  

• Μεταβατική περιοχή: Θεωρείται η περιοχή 5 < u
*
 ks / ν < 70 όπου η τραχύτητα του 

σωλήνα είναι τέτοια που οι προεξοχές εν µέρει τέµνουν το στρωτό οριακό υπόστρωµα. 
Ο συντελεστής τριβών είναι συνάρτηση του αριθµού Reynolds και της σχετικής 
τραχύτητας ks / D, )/(Re, Dkff s=  

• Τραχεία περιοχή: Θεωρείται η περιοχή u* ks /ν > 70 όπου οι προεξοχές του σωλήνα 
τέµνουν το στρωτό οριακό υπόστρωµα. Ο συντελεστής τριβών είναι συνάρτηση µόνο 
της σχετικής τραχύτητας )/( Dkff s=  

δ΄

k 

δ΄

k 
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Στο σχήµα 2.4 φαίνεται η µεταβολή του συντελεστή τραχύτητας f κατά Nikuradse για 
διαφορετικές τιµές της σχετικής τραχύτητας ks/D του σωλήνα και του αριθµού Reynolds 
Re της ροής. 

 

Σχήµα 2.4 Συντελεστές τριβών για τοιχώµατα σωλήνων µε τεχνητή τραχύτητα 
(Schlicting, 1979, Fig. 20.18, σελ.617). 

 

2.4 Κατανοµή ταχυτήτων σε τραχείς σωλήνες 

Σε τραχείς σωλήνες η κατανοµή ταχυτήτων που προέκυψε από µετρήσεις είναι της µορφής 

u

u
A

y

k
B

s*

log= +  (2.11) 

όπου Α και Β είναι σταθερές. Στην περιοχή ισχύος του εξωτερικού νόµου διαφοράς των 
ταχυτήτων, η κατανοµή θα πρέπει να είναι συµβατή τόσο σε τραχείς όσο και σε λείους 
σωλήνες, εποµένως ο συντελεστής Α = 5.75. Η τιµή της σταθεράς Β εξαρτάται από τον 
αριθµό Reynolds u* ks /ν που βασίζεται σε µεγέθη γύρω από το στερεό όριο της ροής.  

Για την υδραυλικά λεία περιοχή (0 < u
*
 ks/ν < 5) η παραπάνω σχέση θα πρέπει να 

ταυτίζεται µε τη σχέση (2.5), δηλαδή τον εσωτερικό νόµο σε λείους σωλήνες. Εποµένως 
από τις σχέσεις (2.5) και (2.11) και προκύπτει ότι 









+=

ν

ku
B s*log75.550.5 . (2.12) 

Στην τραχεία περιοχή (u* ks /ν > 70) Β = 8.50 και η (2.11) γράφεται (Σχήµα 2.5), 

50.8log75.5
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=
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Σχήµα 2.5  Κατανοµή ταχυτήτων σε τραχείς σωλήνες (Schlicting, 1979, Fig. 20.20, 
σελ.619). 

 
Στη µεταβατική περιοχή (5 < u

*
 ks / ν < 70), δεν υπάρχει αναλυτική σχέση που να 

περιγράφει το συντελεστή Β, παρά µόνο η σχέση Β = Β (u* ks /ν). Η µεταβολή της 

σταθεράς Β σαν συνάρτηση του u* ks /ν παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.6. 

 

Σχήµα 2.6 Μεταβολή του συντελεστή Β σαν συνάρτηση του u* ks /ν (Schlicting, 1979, 
Fig. 20.21, σελ. 620). 
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Στην τραχεία περιοχή ο συντελεστής τριβών µπορεί να εκφραστεί µε τη γενική σχέση 


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D

k
Γ

f

ss  (2.14) 

οι δε σταθερές Γ και ∆ από τα πειράµατα του Nikuradse λαµβάνουν τις τιµές -2.00 και 
1.14 αντίστοιχα. Στη µεταβατική περιοχή είναι δύσκολο να δοθεί αναλυτική σχέση για το 
συντελεστή τραχύτητας. Για τους σωλήνες του εµπορίου χρησιµοποιείται ο όρος 
ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΗ ΤΡΑΧΥΤΗΤΑ, που αντιστοιχεί στην τραχύτητα ks κατά Nikuradse που 

δίνει τον ίδιο συντελεστή τριβών f.  

Οι Colebrook και White κατέληξαν στην ακόλουθη σχέση για τη µεταβατική περιοχή σε 
σωλήνες του εµπορίου 
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που µετά από πράξεις (γράφεται 
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και είναι ασυµπτωτική ως προς τη σχέση της πλήρως τραχείας περιοχής σε τυρβώδη ροή 
καθώς και ως προς τη σχέση των λείων σωλήνων σε τυρβώδη ροή. Στις παραγράφους που 
ακολουθούν παρουσιάζεται η πρακτική εφαρµογή των παραπάνω σχέσεων σε προβλήµατα 
αγωγών υπό πίεση. 

 

Εφαρµογή 2.1. Από τη σχέση των Colebrook-White (2.15) για τη µεταβατική περιοχή, να 
καταλήξετε στις ασυµπτωτικές σχέσεις (2.10) και (2.14) για υδραυλικά λείους και τραχείς 
σωλήνες αντίστοιχα. 

Απάντηση 

(α) Λείοι σωλήνες: Όταν ks→ 0, ο λόγος ks/D→ 0 και εποµένως, η σχέση των C-W γίνεται,  
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(β) Τραχείς σωλήνες: Όταν ο σωλήνας είναι τραχύς, ks/D > 0. Εποµένως, όταν Re → ∞ 
(λαµβάνει µεγάλες τιµές) ο λόγος 9.35 / Re√f→0, δηλαδή 
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=+
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s . 
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Παράδειγµα 2.1. Τµήµα λείου οριζόντιου σωλήνα διαµέτρου 500mm και µήκους 1000m 
µεταφέρει παροχή νερού 500 L/s θερµοκρασίας 15οC. (1) Να υπολογίσετε την πτώση 
πίεσης στον αγωγό, (2) να υπολογίσετε τη διατµητική τάση στο τοίχωµα και (3) να δώσετε 
την κατανοµή της ταχύτητας σαν συνάρτηση της ακτίνας.  

Απάντηση 

 
(1) Η µέση ταχύτητα στον αγωγό είναι  

546.2
)500.0(

500.044

4/ 222 ×

×
====

πππ D

Q

D

Q

A

Q
V m/s 

Από πίνακες σε βιβλία Μηχανικής Ρευστών προσδιορίζουµε την πυκνότητα και το ιξώδες 
του νερού σε θερµοκρασία 15 οC, που είναι ρ=999.09 Kg/m3 και µ=1.1452×10-3 Kg/m/s, 
αντίστοιχα. Εποµένως το κινηµατικό ιξώδες είναι ν=µ/ρ=1.146×10-6 m2/s και ο αριθµός 
Reynolds της ροής 

1110600
10146.1

5.0546.2
Re

6
≈

×
×

==
−ν

VD
. 

Από τη σχέση (2.10α) που συσχετίζει το συντελεστή τριβών µε τον αριθµό Reynolds της 
ροής σε λείους σωλήνες 

2
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µπορούµε µε δοκιµές να προσδιορίσουµε τον f όπως φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί. 
Αρχικά υποθέτουµε µια τιµή του f και υπολογίζουµε τη νέα τιµή από την παραπάνω 
σχέση. Το αποτέλεσµα το χρησιµοποιούµε σαν τη νέα τιµή δοκιµής, κοκ. 

f 
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0.02000 0.01087 
0.01087 0.01149 
0.01149 0.01143 
0.01143 0.01144 

Μετά από 3 – 4 δοκιµές προκύπτει ότι f = 0.01144, εποµένως από τη σχέση των Darcy – 
Weisbach 

=== ...
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L
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Επειδή η µέση ταχύτητα είναι ίδια κατά µήκος του αγωγού, δηλαδή η πιεζοµετρική 
γραµµή είναι παράλληλη µε τη γραµµή ενέργειας ισχύει ότι 

194.74=∆=∆⇒
∆

=∆= Hgp
g

p
Hh f ρ

ρ
 kPa. 

(2) Από τη σχέση (1.15) προκύπτει η µέση διατµητική τάση του ορίου 

274.9
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(3) Η ταχύτητα διάτµησης προκύπτει από τη διατµητική τάση  

0963.0* ==
ρ
τ ou  m/s. 

H κατανοµή της ταχύτητας σαν συνάρτηση της ακτίνας προκύπτει από τη σχέση (2.4) 
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και δίδεται στον παρακάτω πίνακα σαν συνάρτηση της απόστασης r από τον άξονα του 
σωλήνα, καθώς επίσης και διαγραµµατικά στο πλάι. 
 

r (m) yu*/ν u(r) (m/s) 

0.2499 8.40 1.04 

0.2490 84.03 1.60 
0.2450 420.16 1.98 
0.2300 840.31 2.32 

0.2000 4201.57 2.54 

0.1500 8403.14 2.70 
0.1000 12604.71 2.80 
0.0500 16806.28 2.87 

0.0000 21007.85 2.92 

0.00
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Παράδειγµα 2.2. Εάν ο αγωγός του παραδείγµατος 2.1 έχει ισοδύναµη τραχύτητα 1 mm 
ενώ οι διαστάσεις του και η παροχή που µεταφέρει είναι ίδιες: (1) Να υπολογίσετε την 
πτώση πίεσης στον αγωγό, (2) να υπολογίσετε τη διατµητική τάση στο τοίχωµα (3) να 
δώσετε την κατανοµή της ταχύτητας σαν συνάρτηση της ακτίνας και (4) να δείξετε ότι η 
ροή γίνεται στην πλήρως τραχεία περιοχή. 

Απάντηση 

(1) Η µέση ταχύτητα και ο αριθµός Reynolds της ροής είναι  
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όπως στο προηγύµενο παράδειγµα. Για να προσδιορίσουµε όµως τις γραµµικές απώλειες 
ενέργειας και στη συνέχεια την πτώση της πίεσης, πρέπει να εκτιµήσουµε τον συντελεστή 
τριβών f. Όµως (εξίσωση 2.15) 
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Αρχικά υποθέτουµε µια τιµή του f και υπολογίζουµε τη νέα τιµή από την παραπάνω 
σχέση. Το αποτέλεσµα το χρησιµοποιούµε σαν τη νέα τιµή δοκιµής, κοκ. 
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0.0200 0.02363 
0.0236 0.02361 
0.0236 0.02361 

Από τις δοκιµές προκύπτει ότι f = 0.02361, εποµένως από τη σχέση των Darcy – Weisbach 
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που συµπίπτουν µε τις απώλειες του ύψους πίεσης ∆p/ρg, εποµένως 
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(2) Από εξίσωση 2.8 
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(3) Στην πλήρως τραχεία περιοχή (πραγµα που θα εξετασθεί στη συνέχεια) η κατανοµή της 
µέσης ταχύτητας στο σωλήνα δίδεται από την εξίσωση (2.13)  
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και δίδεται στον παρακάτω πίνακα σαν συνάρτηση της απόστασης r από τον άξονα του 
σωλήνα, καθώς επίσης και διαγραµµατικά στο πλάι  

r (m) (R-r)/ks u(r) (m/s) 

0.2499 0.1 0.380 

0.249 1 1.176 
0.245 5 1.732 
0.23 20 2.212 

0.20 50 2.529 

0.15 100 2.769 
0.10 150 2.909 
0.05 200 3.008 
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(4) Ισχύει η σχέση της πλήρως τραχείας περιοχής για την εν λόγω ροή; 
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δηλαδή πρόκειται για την πλήρως τραχεία περιοχή! 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

1. Να δείξετε ότι σε λείους σωλήνες µε τυρβώδη ροή η µέση ταχύτητα V στη διατοµή 
προκύπτει από τη σχέση (2.8) 
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2. Να δείξετε ότι σε τραχείς σωλήνες µε τυρβώδη ροή η µέση ταχύτητα V στη διατοµή 
προκύπτει από τη σχέση (2.8) 
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3. Να αναπαράξετε τις γραµµές του διαγράµµατος Moody (συντελεστής γραµµικών 
απωλειών f σαν συνάρτηση του αριθµού Reynolds Re της ροής) στην περιοχή 
5000<Re<107, για τις εξής περιπτώσεις: (1) Λείος αγωγός, ks/D=0, (2) Τραχύς αγωγός 
ks/D=0.00001, (3) Τραχύς αγωγός ks/D=0.0001, (4) Τραχύς αγωγός ks/D=0.001, (5) Τραχύς 
αγωγός ks/D=0.01 και (6) Τραχύς αγωγός ks/D=0.05. Να χρησιµοποιήσετε το περιβάλλον 
εργασίας Excel® ή αντίστοιχο και να δώσετε το διάγραµµα σε λογαριθµικές κλίµακες 
αξόνων. 

4. Χαλύβδινος σωλήνας διαµέτρου D=300mm, µεταφέρει παροχή νερού Q =0.30 m3/s από 
µια πηγή σε ένα οικισµό. Η υψοµετρική διαφορά µεταξύ της στάθµης της πηγής και της 
δεξαµενής του οικισµού είναι ∆Η = 50m και το µήκος του αγωγού είναι L=1000m. 

Να υπολογίσετε την ταχύτητα διάτµησης u* και την ισοδύναµη τραχύτητα ks του αγωγού. 
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3. ΠΡΑΚΤΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΕ 

ΑΓΩΓΟΥΣ ΥΠΟ ΠΙΕΣΗ 

3.1 Γενικά 

Οι µεταβλητές και τα σύµβολα που θα χρησιµοποιήσουµε στο κεφάλαιο αυτό είναι  

L το µήκος του αγωγού 

D η διάµετρος του αγωγού 

Q η παροχή του αγωγού 

V η µέση ταχύτητα νερού στον αγωγό 

ks ο συντελεστής τραχύτητας του αγωγού 

f ο συντελεστής τριβών 

g η επιτάχυνση της βαρύτητας. 

ν = µ/ρ το κινηµατικό ιξώδες του ρευστού (νερού). 

ℜ ο αριθµός Reynolds που δίνεται από τη σχέση 

ν
VD

=ℜ  (3.1) 

Το ύψος των απωλειών ενέργειας (φορτίου) σε ένα µήκος L του αγωγού υπολογίζεται από 
τη σχέση των Darcy & Weisbach 
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ορίζεται ως η κλίση των γραµµικών απωλειών ενέργειας. Ο συντελεστής τριβών f για τους 
σωλήνες του εµπορίου µπορεί να υπολογιστεί από τις σχέσεις 

(α) Υδραυλικά λεία περιοχή 
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(β) Μεταβατική περιοχή (Colebrook - White) 
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(γ) Πλήρως τραχεία περιοχή (µεγάλοι αριθµοί Reynolds) 

14.1log0.2
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+−=
D

k

f

s  (3.6) 

3.2 ∆ιάγραµµα του Moody 

Η επίλυση των παραπάνω σχέσεων (3.4) έως (3.6) µπορεί γίνει είτε αριθµητικά, είτε 
γραφικά µε το διάγραµµα του Moody (βλ. ∆ιαγράµµατα που ακολουθούν), από το οποίο 
µπορούµε µε βάση τη σχετική τραχύτητα ks/D των αγωγών του εµπορίου και τον αριθµό 

Reynolds της ροής να υπολογίσουµε το συντελεστή αντίστασης f. 

 

3.3 Ρητές (explicit) εξισώσεις υπολογισµού του f (Swamme & Jain, Haaland) 

Στη µεταβατική περιοχή (από λεία σε τραχέα τοιχώµατα αγωγών), η σχέση των Colebrook-
White (C-W) αν και δίνει εξαιρετικά αποτελέσµατα, είναι δύσχρηστη επειδή είναι 
πεπελεγµένη ως προς το συντελεστή τραχύτητας f. ∆ιάφοροι ερευνητές κατασκεύασαν 
σχέσεις απ’ ευθείας υπολογισµού του συντελεστή τριβών f, εάν γνωρίζουµε τη σχετική 
τραχύτητα ks/D και τον αριθµό Reynolds της ροής Re. Στη συνέχεια παρατίθενται δύο από 
τις εξισώσεις που οι µηχανικοί χρησιµοποιούν περισσότερο. Οι Swamee και Jain6 (1976) 
προτείνουν την εναλλακτική σχέση 

                                                 
6 Swamee, P.K.; Jain, A.K. (1976). Explicit equations for pipe-flow problems". Journal of the Hydraulics 

Division (ASCE) 102 (5): 657–664. 

Jain, AK, 1976. Accurate explicit equation for friction factor. ASCE, J. Hyd. Div., 102, 674-677. 
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ενώ ο Haaland7 (1984) από το Norwegian Institute of Technology τη σχέση 
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Οι δύο παραπάνω σχέσεις δεν παρουσιάζουν τη δυσκολία της σχέσης των Colebrook - 
White, δεδοµένου ότι µπορούµε να υπολογίσουµε απ' ευθείας το συντελεστή τραχύτητας f 
σαν συνάρτηση της σχετικής τραχύτητας ks/D και του αριθµού Reynolds της ροής.  

Το διάγραµµα που ακολουθεί είναι το αυθεντικό (ιστορικό) διάγραµµα που δηµοσιεύτηκε 
από τον Moody8 (1944). 

 

                                                 
7 Haaland, SE (1983). Simple and Explicit Formulas for the Friction Factor in Turbulent Flow. Journal of 

Fluids Engineering (ASME) 105 (1): 89–90. doi:10.1115/1.3240948. 
8 Moody, L.F. (1944). Friction Factors for Pipe Flow. Transactions of the ASME 66 (8): 671–684. 
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3.4 Χαρακτηριστικά προβλήµατα στους αγωγούς υπό πίεση 

Τα χαρακτηιστικά προβλήµατα που αντιµετωπίζουµε στους αγωγούς υπό πίεση είναι τρία, 
ανάλογα µε τα δεδοµένα και τα ζητούµενα. Το πρώτο αφορά στον προσδιορισµό των 
γραµµικών απωλειών σε σωλήνες, το δεύτερο στον προσδιορισµό της παροχής από τα 
γεωµετρικά χαρακτηριστικά και το ύψος των απωλειών και το τρίτο στον προσδιορισµό 
της διαµέτρου του αγωγού. Σε όλες τις περιπτώσεις, για τον προσδιορισµό του συντελεστή 
τριβών θα χρησιµοποιήσουµε είτε το διάγραµµα του Moody είτε τη σχέση των Colebrook-
White. 

 

1ο Τυπικό πρόβληµα 

∆εδοµένα  Ζητούµενο    

Παροχή ρευστού Q Ύψος απωλειών  hf 

Κινηµατικό ιξώδες  ν 

Μήκος αγωγού L 

∆ιάµετρος αγωγού D 

Τραχύτητα αγωγού  ks 

 

∆ιαδικασία υπολογισµών 

1. Υπολογίζουµε την ταχύτητα ροής: V
Q

D
=

4
2π

 

2. Υπολογίζουµε τον αριθµό Reynolds: ℜ =
VD

ν
 

3. Υπολογίζουµε το λόγο: 
k

D

s  

Από το διάγραµµα Moody (ή τις σχέσεις 
των C-W ή S&J) προσδιορίζουµε το 
συντελεστή τριβών f (βλ. παράπλευρο 
σχήµα) και στη συνέχεια τις γραµµικές 
απώλειες ενέργειας hf 

LJ
g
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D

L
fh Ef ==

2

2

. 

 

Εναλλακτική λύση 

Ο υπολογισµός του συντελεστή τριβών µπορεί να γίνει και µε διαδοχικές δοκιµές µε 
χρήση της εξίσωσης των Colebrook-White, αγνοώντας το διάγραµµα Moody. Υποθέτουµε 
αρχικά ένα συντελεστή τριβών f1, ενώ από τη σχέση των Colebrook-White µε γνωστούς 

τους ℜ, ks/D υπολογίζουµε το συντελεστή τριβών f2 ως ακολούθως 

ℜ 

f ks/D 
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Στη συνέχεια θέτουµε στο δεξί µέλος της εξίσωσης f=f2 και υπολογίζουµε το f3, κοκ έως 
ότου fn=fn+1. Συνήθως 2-3 δοκιµές είναι αρκετές για ακρίβεια 4ου δεκαδικού ψηφίου! 
 

Παράδειγµα 3.1. Χαλύβδινος σωλήνας µε ισοδύναµη τραχύτητα ks = 0.5 mm και διάµετρο 
D = 500 mm, µεταφέρει νερό από µια πηγή σε ένα οικισµό. Άν η παροχή που µεταφέρει 
είναι Q = 0.5 m3/s, ζητείται να προσδιορίσετε την υψοµετρική διαφορά ∆Η µεταξύ της 
στάθµης της πηγής και της δεξαµενής του οικισµού, εάν το µήκος του αγωγού είναι L = 
1000m. 

Για το νερό να ληφθεί ν = 1.15x10
-6 m

2
/s. 

 

Απάντηση 

Η διαφορά στη στάθµης της δεξαµενής από αυτή της πηγής ∆Η είναι ίση µε το ύψος των 
γραµµικών απωλειών ενέργειας hf του αγωγού, αµελώντας τις τοπικές απώλειες ενέργειας. 
Η λύση του προβλήµατος ανάγεται στο 1ο τυπικό πρόβληµα των αγωγών υπό πίεση. 

 ∆εδοµένα  Ζητούµενo 

ks = 0.5 mm = 0.0005m  hf 
D = 500 mm = 0.50 m   
L = 1000 m   
Q = 0.50 m3/s   
ν = 1.10x10-6 m2/s   
ks /D = 0.001   
g = 9.81m/s2   

 

Θα υπολογίσουµε την ταχύτητα στον αγωγό, και τον αριθµό Reynolds. Από το διάγραµµα 
του Moody ή τη σχέση των Colebrook-White θα προσδιορίσουµε το συντελεστή 
τραχύτητας και στη συνέχεια τις γραµµικές απώλειες hf. 

Υπολογίζουµε την ταχύτητα ροής 
22 )50.0(

50.044

×

×
==

ππD

Q
V = 2.55 m/s 

Υπολογίζουµε τον αριθµό Reynolds 
61010.1

50.055.2
−×

×
==ℜ

ν
VD

 = 1157490 

Υπολογίζουµε το λόγο 
500.0

0005.0
=

D

k s  = 0.001 

Από το διάγραµµα Moody βρίσκουµε f = 0.02 

Τέλος υπολογίζουµε τις γραµµικές απώλειες ενέργειας hf 

h L
f

D

V

g
J Lf E= =

2

2
= 0.01315 x 1000 = 13.15 m. 

Εποµένως, ∆Η = 13.15 m. 
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Εναλλακτικά 

Ο υπολογισµός του συντελεστή τριβών γίνεται µε διαδοχικές δοκιµές µε χρήση της 

εξίσωσης των Colebrook-White [ ]( ) 2

12 )/(35.9/log0.214.1
−

ℜ+−= fDkf s  στον πίνακα 

που ακολουθεί: 

D Q ks L V ks/D ℜ f1 f2 J hf=JL 

(m) (m3/s) (m) (m) (m/s)   VD/ν     (m/m) (m) 

0.5 0.5 0.0005 1000 2.546 0.001 1 157 490 0.0150 0.0199 0.00992 9.92 

    2.546 0.001 1 157 490 0.0199 0.0199 0.01317 13.17 

    2.546 0.001 1 157 490 0.0199 0.0199 0.01314 13.14 

    2.546 0.001 1 157 490 0.0199 0.0199 0.01314 13.14 

Παρατήρηση 

Ο συντελεστής τριβών µπορεί να υπολογιστεί απ’ ευθείας µε τη σχέση των Swamee-Jain 

0199.0

)1107000(

74.5
001.027.0log
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2
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που δεν διαφέρει από το συντελεστή τριβών που υπολογίστηκε από τη σχέση C-W. 

 

2ο Τυπικό πρόβληµα 

∆εδοµένα  Ζητούµενο    

Ύψος απωλειών  hf  Παροχή ρευστού Q  

Κινηµατικό ιξώδες  ν  

Μήκος αγωγού L 

∆ιάµετρος αγωγού D  

Τραχύτητα αγωγού ks 

∆ιαδικασία υπολογισµών 

Λύνοµε τη σχέση των Darcy - Weisbach ως προς V 

fL

D
ghV f

1
2

2/1






=  (3.7) 

Oπότε 

f

D

L

ghVD f

νν

2/32/1
2









==ℜ  (3.8) 

και 

ν

2/32/1
2 D

L

gh
f

f









=ℜ  (γνωστή τιµή) (3.9) 
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Επίσης ks/D = γνωστή τιµή 

Από το διάγραµµα του Moody (βλ. σχήµα 
παραπλεύρως) ή από τη σχέση των 
Colebrook-White µε δεδοµένα τα ks/D και 

ℜ√f βρίσκουµε ή υπολογίζουµε αντίστοιχα 
απευθείας το f. 

Τέλος, από τη σχέση (3.7) υπολογίζουµε τήν 
ταχύτητα V, από την οποία προκύπτει η 
παροχή Q = (πD2/4)V. 

 

Εναλλακτική λύση 

Ο υπολογισµός του συντελεστή τριβών µπορεί να γίνει απ’ ευθείας µε χρήση της εξίσωσης 

των Colebrook-White, αγνοώντας το διάγραµµα Moody. Με γνωστούς τους όρους ℜ√f 
και ks/D υπολογίζουµε το συντελεστή τριβών f ως ακολούθως 

2
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Παράδειγµα 3.2. Χαλύβδινος σωλήνας µε ισοδύναµη τραχύτητα ks =1 mm και διάµετρο 
D=500 mm, µεταφέρει νερό από µια πηγή σε ένα οικισµό. Η υψοµετρική διαφορά µεταξύ 
της στάθµης της πηγής και της δεξαµενής του οικισµού είναι ∆Η=60 m και το µήκος του 
αγωγού είναι L=1000 m. 

Να υπολογιστεί η µέγιστη παροχή νερού Q που µπορεί να µεταφέρει ο αγωγός. Για το 

νερό να ληφθεί ν = 1.15x10
-6 m

2
/s. 

Απάντηση 

 ∆εδοµένα  Ζητούµενo 

ks = 1 mm = 0.001m  Q 

D = 500 mm = 0.50 m   
L = 1000 m   
hf = 60 m   
ν = 1.10x10-6 m2/s   
ks /D = 0.002   
g = 9.81m/s2   

 

Τα δεδοµένα και ζητούµενο του προβλήµατος υποδεικνύουν την αντιµετώπιση του 2ου 
τυπικού προβλήµατος. Υπολογίζουµε αρχικά το γινόµενο 

ℜ =








f

gh

L

Df2
1 2 3 2/ /

ν
 = 348729 

Από το διάγραµµα του Moody µε γνωστά τα ks/ D και ℜf
1/2, βρίσκουµε (υπολογίζουµε) 

τον συντελεστή τριβών f = 0.0235. 

Re√f 

f ks/D 

ℜ 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική - Αγωγοί υπό πίεση 1-37 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

 

Εναλλακτικά, από τη σχέση των Colebrook-White έχουµε ότι 

0235.0
348729

35.9
002.0log0.214.1

2

=
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f . 

Η ταχύτητα προκύπτει από τη σχέση των Darcy - Weisbach λύνοντας ως πρός V 

fL

D
ghV f

1
2

2/1






= = 5.01 m/s 

και η παροχή που προκύπτει είναι 

Q
D

V=
π 2

4
= 0.983 m3/s. 

 

3ο Τυπικό πρόβληµα 

 ∆εδοµένα  Ζητούµενο    

Παροχή ρευστού Q  ∆ιάµετρος αγωγού  D 

Κινηµατικό ιξώδες  ν  

Ύψος απωλειών  hf    

Μήκος αγωγού L 

Τραχύτητα αγωγού ks 

∆ιαδικασία υπολογισµών 

Ο υπολογισµός της διαµέτρου του αγωγού επιτυγχάνεται µε διαδοχικές δοκιµές ως εξής: 

Υποθέτουµε µια τιµή του f. 

Λύνοµε τη σχέση των Darcy - Weisbach ως προς D, αντικαθιστώντας Q=(πD2/4)V 

5/1

5/1

2

28
f

gh

LQ
D

f 
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




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


=

π
 (3.10)  

Υπολογίζουµε τον αριθµό Reynolds ℜ =
VD

ν
  

Υπολογίζουµε το λόγο 
k

D

s   

Από το διάγραµµα Moody προσδιορίζουµε το f1. Αν f = f1 σταµατούµε, αλλιώς 
επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία ξεκινώντας µε f = f1 µέχρις ότου fi = fi+1. Η 

διαδικασία αυτή θα µας δώσει το συντελεστή τραχύτητας αν ξεκινήσουµε µε f = 0.020 
µετά από δύο ή τρεις δοκιµές. 

Εναλλακτικά, υποθέτουµε µια τιµή του f  και υπολογίζουµε τη διάµετρο από τη σχέση 

( )[ ] 5/15/122 /8 fghLQD fπ= . Στη συνέχεια υπολογίζουµε τα ℜ√f και ks/D και το 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική - Αγωγοί υπό πίεση 1-38 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

 

συντελεστή τριβών f1 από τη σχέση [ ]( ) 2

1 )/(35.9/log0.214.1
−

ℜ+−= fDkf s . Εάν f1=f 

τότε σταµατούµε τον υπολογισµό, αλλιώς επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία µε το νέο 
συντελεστή τριβών που βρήκαµε. 

 

Παράδειγµα 3.3. Πρόκειται να κατασκευαστεί αγωγός µεταφοράς νερού από το φράγµα 
της περιοχής µε ανώτατη στάθµη ύδατος (ΑΣΥ) +400 m και κατώτατη στάθµη ύδατος 
(ΚΣΥ) +390 m, στη δεξαµενή της πόλης σε υψόµετρο +350m που βρίσκεται σε απόσταση 
L=1000m και απαιτεί παροχή νερού Q = 200 l/s. Λαµβάνοντας ν = 1.15x10-6 m2/s για το 
νερό: 

(α) Να υπολογίσετε την απαιτούµενη διάµετρο χαλύβδινου αγωγού µε ισοδύναµη 
τραχύτητα ks= 1 mm. 

(β) Σε περίπτωση που χρησιµοποιηθούν λείοι σωλήνες PVC (πλαστικοί), ποια θα είναι η 
διάµετρος του αγωγού; 

(γ) Ποια είναι η µέγιστη παροχή που µπορεί να µεταφέρει ο χαλύβδινος αγωγός; 

Απάντηση 

 ∆εδοµένα  Ζητούµενο 

ks = 1 mm = 0.001m  D 
Q = 200 l/s = 0.200 m3/s   
L = 1000 m   
hf = 40 m   
ν = 1.15x10-6 m2/s   
ks /D = ?   
g = 9.81m/s2   

Για να είναι εξασφαλισµένη η παροχή υπολογισµού, αντιστοιχεί στο ελάχιστο διαθέσιµο 
ενεργειακό φορτίο, δηλαδή στην ελάχιστη στάθµη του νερού στην ανάντη δεξαµενή. Είναι 
εποµένως hf = H1-H2 = 390 -350 = 40 m 

(α) Τα δεδοµένα και ζητούµενο του προβλήµατος υποδεικνύουν την αντιµετώπιση του 3ου 
τυπικού προβλήµατος. Η λύση επιτυγχάνεται µε διαδοχικές δοκιµές ως εξής: 

Υποθέτουµε ότι f = 0.020. 

Λύνοµε τη σχέση Darcy - Weisbach ως πρός D, αντικαθιστώντας Q=(πD
2/4)V 

5/1

5/1

2

28
f

gh
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D

f 

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






=

π
= 0.278m 

Υπολογίζουµε τον αριθµό Reynolds ℜ = VD/ν = 792282 και το λόγο ks/D = 0.0036.  

Με αυτά τα δεδοµένα προσδιορίζουµε το νέο f1 = 0.027 από το διάγραµµα του Moody.  

Στη συνέχεια επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία µέχρι τη σύµπτωση των f.  

Οι δοκιµές φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 
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f D V ℜ ks/D f1 

 (m) (m/s)    

0.0200 0.278 3.30 797282 0.0036 0.0270 
0.0270 0.295 2.93 750836 0.0034 0.0270 

Εποµένως, η ζητούµενη διάµετρος είναι  

D = 0.295 m = 295 mm. 

Εναλλακτικά, υποθέτουµε µια τιµή του f και υπολογίζουµε τη διάµετρο από τη σχέση 

( )[ ] 5/15/122 /8 fghLQD fπ= . Στη συνέχεια υπολογίζουµε τα ℜ√f και ks/D και το 

συντελεστή τριβών f1 από τη σχέση C-W. Όταν f1=f σταµατούµε τον υπολογισµό όπως 
φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί. 

L hf Q ks f D V ℜ Re √f ks/D f1 

(m) (m) (m3/s) (m)  (m) (m/s) VD/ν      

1000 40 0.2 0.001 0.0200 0.278 3.301 833 522 117878 0.00360 0.0277 

    0.0277 0.296 2.898 780 953 129978 0.00337 0.0272 

    0.0272 0.295 2.920 783 917 129242 0.00339 0.0272 

    0.0272 0.295 2.919 783 746 129284 0.00339 0.0272 
 
(β) Στη περίπτωση λείων σωλήνων, ks/D = 0. Εφαρµόζοντας την παραπάνω διαδικασία 
καταλήγουµε στη διάµετρο D = 0.251 m για f = 0.012. 

(γ) Η µέγιστη παροχή αντιστοιχεί στο µέγιστο ενεργειακό φορτίο, δηλαδή στη µέγιστη 
στάθµη του νερού στην ανάντη δεξαµενή. Είναι εποµένως hf = H1-H2 = 400 -350 = 50 m. 

∆εδοµένα   Ζητούµενο    

Ύψος απωλειών : hf = 50m  Παροχή: Q  
Κινηµατικό ιξώδες:  ν = 1.15x10-6 m2/s 
Μήκος: L = 1000 m 
∆ιάµετρος: D = 0.295 m  
Τραχύτητα: ks = 0.001 m 
Έχουµε λοιπόν να επιλύσουµε το 2o τυπικό πρόβληµα.  

ℜ =








f

gh

L

Df2
1 2 3 2/ /

ν
 = 137997 

Από το διάγραµµα του Moody ή τη σχέση των Colebrook - White µε γνωστά τα ks/D = 
0.0034 και Ref

1/2=137997, βρίσκουµε (υπολογίζουµε) τον συντελεστή τριβών f = 0.0272. 

Κατόπιν, η ταχύτητα προκύπτει από τη σχέση των Darcy - Weisbach λύνοντας ως πρός V 

V gh
D

L f
f= 





2
1

1 2/

= 3.27 m/s 

και η µέγιστη παροχή προκύπτει από τη σχέση 

Q
D

V=
π 2

4
= 0.225 m3/s. 
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3.5 Τυπικές τιµές των σταθερών υπολογισµού και τραχύτητας αγωγών 

Το κινηµατικό ιξώδες του καθαρού νερού για θερµοκρασίες µεταξύ 5 και 20οC δίδεται µε 
σφάλµα µικρότερο του 0.5% από την προσεγγιστική σχέση 

0175.0105106.6 426 +×−×= −−
TTν  

όπου η θερµοκρασία είναι σε οC και το ιξώδες σε cm2/s. Η παραπάνω σχέση εκτιµήθηκε 
από τιµές του ιξώδους του καθαρού νερού σαν συνάρτηση της θερµοκρασίας που δίδονται 
στη βιβλιογραφία. Οι τυπικές τιµές των σταθερών που θα χρησιµοποιούµε στο εξής στο 
παρόν κείµενο είναι ν=1.10×10-6 έως 1.15×10-6  m2/s (για νερό θερµοκρασίας 18 έως 15 
οC) και g=9.81m/s2 (επιτάχυνση της βαρύτητας).  

Οι συνήθεις τιµές της τραχύτητας για σωλήνες του εµπορίου (σε περίπτωση που αυτή δεν 
δίνεται) φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 

 

ΕΙ∆ΟΣ ΑΓΩΓΟΥ Ισοδύναµη τραχύτητα  ks 

PVC ή HDPE (Πλαστικοί) 0.1 mm (0.0001 m) 

Χυτοσιδηροί σωλήνες 0.25 mm (0.00025 m) 

Χαλύβδινοι σωλήνες 1.00 mm (0.001 m) 

Αµιαντοτσιµεντοσωλήνες 0.50 mm (0.0005 m) 

 

3.6 Γήρανση των αγωγών ενός δικτύου 

Στην πράξη, επειδή ένα δίκτυο αγωγών σχεδιάζεται για πολυετή χρήση (30 έως 50 ετών), 
οι µέγιστες απώλειες ενέργειας στους αγωγούς θα πρέπει να υπολογίζονται για το χρόνο 
ζωής του δικτύου. Η ποιότητα του νερού και το υλικό κατασκευής των αγωγών 
δηµιουργούν συνθήκες διάβρωσης, απόθεσης και δηµιουργίας αλάτων στην εσωτερική 
επιφάνειά τους, µε αποτέλεσµα την µείωση της παροχετευτικότητας των αγωγών µε την 
πάροδο του χρόνου λόγω αύξησης της τραχύτητας ή µείωσης της διατοµής τους. Η 
διεργασία αυτή προκαλεί τη ‘γήρανση’ του αγωγού, δηλαδή προκαλεί αύξηση των 
γραµµκών του απωλειών µε την πάροδο του χρόνου. Για το λόγο αυτό, η εµπειρία των 
Μελετητών Υδραυλικών Έργων, προτείνει τη χρήση σχετικής τραχύτητας όχι µικρότερης 
από 1mm (0.001m), για κάθε είδος αγωγού. Ας σηµειωθεί ότι ένας λείος αγωγός υποθετικά 
δεν γηράσκει. Έτσι ένας αγωγός από πλαστικό (PVC ή HDPE) πρακτικά θεωρείται ότι 
παραµένει λείος για όλη του τη ζωή. 

Ο νόµος µεταβολής της τραχύτητας είναι συνήθως γραµµικός της µορφής 

at)((t)=kk ss +0  (3.11) 

όπου ks(0) είναι η ισοδύναµη αρχική τραχύτητα που δίνει ο κατασκευαστής, t ο αριθµός 
ετών λειτουργίας του και a συντελεστής προσαύξησης της τραχύτητας που λαµβάνει 
µικρές τιµές. Στην εικόνα που ακολουθεί φαίνεται η τοµή ενός αγωγού ύδρευσης από την 
πόλη Grand Haven της πολιτείας Michigan των ΗΠΑ µετά από µερικές δεκαετίες 
λειτουργίας. 
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Παράδειγµα 3.4. Εφυαλωµένος σωλήνας (λείος) διαµέτρου D=100mm, µήκους L=100m 
µεταφέρει παροχή νερού Q. Εκφράζοντας τις γραµµικές απώλειες ενέργειας hf = CQ

2  
και 

για ν = 1.15x10-6 m2/s: 

(α) Υπολογίστε το C σαν συνάρτηση της παροχής Q και συζητείστε τη συµπεριφορά του. 

(β) Βρείτε την ελάχιστη παροχή που µεταφέρει ο αγωγός ώστε να εξασφαλίζεται τυρβώδης 
ροή. 

(γ) Προσδιορείστε τη µέγιστη παροχή που µεταφέρεται όταν οι γραµµικές απώλειες είναι 
50m. 

 

Απάντηση 

(α) Ισχύει η σχέση των Darcy - Weisbach 

h L
f

D

V

g
J Lf E= =

2

2
, όπου Q

D
V=

π 2

4
. 

Αντικαθιστώντας την ταχύτητα στην πρώτη σχέση προκύπτει ότι 

22
5242

2 8

2

16
CQQ

Dg

fL

Dg

Q

D

L
fh f ===

ππ
  όπου  

52

8

Dg

fL
C

π
=  

όπου το C µεταβάλλεται λόγω µεταβολής του f (βλ. Πίνακα που ακολουθεί). 
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D Q ks L V Re f JE hf C 

(m) (m3/s) (m) (m) (m/s) VD/ν  m/m (m)  
0.100 0.000157 0 100 0.02 1 999 0.0518 0.00001 0.00 42788 
0.100 0.00025 0 100 0.03 3 183 0.0446 0.00002 0.00 36870 
0.100 0.0003 0 100 0.04 3 820 0.0422 0.00003 0.00 34867 
0.100 0.0005 0 100 0.06 6 366 0.0363 0.00008 0.01 30016 
0.100 0.0010 0 100 0.13 12 732 0.0301 0.00025 0.02 24848 
0.100 0.0050 0 100 0.64 63 662 0.0204 0.00422 0.42 16880 
0.100 0.0100 0 100 1.27 127 324 0.0176 0.01456 1.46 14556 
0.100 0.0200 0 100 2.55 254 648 0.0153 0.05068 5.07 12669 
0.100 0.0300 0 100 3.82 381 972 0.0142 0.10553 10.55 11726 
0.100 0.0400 0 100 5.09 509 296 0.0135 0.17787 17.79 11117 
0.100 0.0500 0 100 6.37 636 620 0.0129 0.26690 26.69 10676 
0.100 0.0600 0 100 7.64 763 944 0.0125 0.37204 37.20 10334 
0.100 0.0800 0 100 10.19 1 018 592 0.0119 0.62892 62.89 9827 
0.100 0.1000 0 100 12.73 1 273 241 0.0114 0.94577 94.58 9458 
Με τα δεδοµένα του προβλήµατος και για διάφορες παροχές, κατασκευάζουµε τον 
παραπάνω πίνακα υπολογισµών, µεταβάλλοντας την παροχή (f από Moody για ks/D = 0, 
λείοι σωλήνες). 

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε το διάγραµµα του C σαν συνάρτηση της παροχής Q 
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30000 
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40000 
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Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι ο συντελεστής C µειώνεται καθώς η 

παροχή αυξάνεται, και λαµβάνει περίπου σταθερή τιµή για µεγάλους αριθµούς ℜ. 

(β) Η ελάχιστη παροχή που µεταφέρεται για να εξασφαλίσουµε τυρβώδη ροή (ℜ≥2000) 
είναι 0.157 Lt/s. 

(γ) Από τον παραπάνω πίνακα µε γραµµική παρεµβολή προκύπτει ότι το ύψος γραµµικών 
απωλειών είναι hf = 50m όταν η παροχή είναι Q = 0.070m3/s. 

 

Παράδειγµα 3.5. Για τους χαλυβδοσωλήνες, (ks=0.5mm) του εµπορίου µε διαµέτρους 

100, 150, 200, 300, 400 και 500 mm 

(α) να υπολογιστεί η παροχή που µεταφέρει η κάθε διάµετρος σε απόσταση 1000 m όταν 
οι γραµµικές απώλειες είναι 10 m.  

(β) Να γίνει γραφική παράσταση της Q σαν συνάρτηση της D. 

Για το νερό να ληφθεί ν=10-6 m2/s. 
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Απάντηση 

(α) Για κάθε µια από τις διαµέτρους λύνουµε το τυπικό πρόβληµα µε την εξής διαδικασία. 
Υπολογίζουµε τους όρους 

ℜ =








f

gh

L

Df2
1 2 3 2/ /

ν
 

και ks/ D. Από το διάγραµµα του Moody ή τη σχέση των Colebrook - White, βρίσκουµε 
(υπολογίζουµε) τον συντελεστή τριβών f. Κατόπιν, η ταχύτητα και η παροχή προκύπτουν 
από τις σχέσεις των Darcy - Weisbach λύνοντας ως πρός V 

V gh
D

L f
f= 





2
1

1 2/

 και Q
D

V=
π 2

4
. 

Οι υπολογισµοί συνοψίζονται στον παρακάτω πίνακα. 

D ks L hf ks/D ℜ f1/2 f V Q 

(m) (m) (m) (m)    (m/s) (m3/s) 

0.100 0.0005 1000 10 0.0050 12180 0.0317 0.79 0.006 

0.150 0.0005 1000 10 0.0033 22376 0.0279 1.03 0.018 

0.200 0.0005 1000 10 0.0025 34451 0.0256 1.24 0.039 

0.250 0.0005 1000 10 0.0020 48146 0.0240 1.43 0.070 

0.300 0.0005 1000 10 0.0017 63290 0.0228 1.61 0.114 

0.400 0.0005 1000 10 0.0013 97441 0.0211 1.93 0.242 

0.500 0.0005 1000 10 0.0010 136178 0.0199 2.22 0.436 

 

(β) Η παροχή σαν συνάρτηση της διαµέτρου φαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα (log - 
log). Από το διάγραµµα αυτό προκύπτει ότι για δεδοµένο ύψος γραµµικών απωλειών, η 
σχέση των Q και D σε λογαριθµικό διάγραµµα είναι ευθεία γραµµή (γιατί;). 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

Για το νερό να ληφθεί ν=1.15x10-6 m2/s και ρ = 1000 Kg/m3 σε όλες τις παρακάτω 
ασκήσεις. 
 
1. Σωλήνας από PVC διαµέτρου D=400 mm και µήκους L=2000 m, µεταφέρει νερό µια 
πηγή σε ένα οικισµό. Η υψοµετρική διαφορά µεταξύ της στάθµης της πηγής και της 
δεξαµενής του οικισµού είναι ∆Η = 80m και η ισοδύναµη τραχύτητα του ks αγωγού είναι 
0.1 mm. 
Να υπολογιστεί η παροχή νερού που µεταφέρεται. 
 
2. Αγωγός διαµέτρου D=550 mm και µήκους L=1000 m, µεταφέρει παροχή νερού 
Q=1m3/s από µια πηγή στη δεξαµενή ενός οικισµού µε στάθµη στο +20.00. Εάν η 
ισοδύναµη τραχύτητα ks του αγωγού είναι 0.5 mm. 
(α) Να υπολογιστεί η υψοµετρική διαφορά µεταξύ της στάθµης της πηγής και της 
δεξαµενής του οικισµού. 
(β) Να υπολογιστεί η πίεση στο µέσο του αγωγού αν το υψόµετρο του άξονα εκεί είναι στα 
+40.00. 
(γ) Να υπολογιστεί η διατµητική τάση που ασκείται στα τοιχώµατα του αγωγού. 
 
3. Για τη µεταφορά νερού από το φράγµα της περιοχής στη δεξαµενή της πόλης σε 
απόσταση L=2000 m, µε υψοµετρική διαφορά 40 m, πρόκειται να κατασκευαστεί 
χαλύβδινος αγωγός. Εάν η απαιτούµενη παροχή νερού είναι Q=300 L/s: 
(α) Να υπολογίσετε την απαιτούµενη διάµετρο του χαλύβδινου αγωγού µε ισοδύναµη 
τραχύτητα 1 mm. 
(β) Σε περίπτωση που χρησιµοποιηθούν λείοι σωλήνες (ks = 0.0 mm), ποιά είναι η παροχή 
που θα µεταφέρει ο αγωγός; Τι παρατηρείτε; 
 
4. Χαλύβδινος σωλήνας διαµέτρου D=250 mm, µεταφέρει παροχή νερού Q =0.20 m3/s από 
µια πηγή σε ένα οικισµό. Η υψοµετρική διαφορά µεταξύ της στάθµης της πηγής και της 
δεξαµενής του οικισµού είναι ∆Η = 80 m και το µήκος του αγωγού είναι L=1500 m. 
Να υπολογιστεί η ισοδύναµη τραχύτητα ks του αγωγού. 
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4. ΑΓΩΓΟΙ  ΜΗ  ΚΥΚΛΙΚΗΣ 

ΔΙΑΤΟΜΗΣ 

Στους αγωγούς των οποίων η διατοµή δεν είναι κυκλική, υπάρχει λόγω σχήµατος 
ανοµοιοµορφία στην κατανοµή των ταχυτήτων, όπως για απράδειγµα στο Σχήµα 4.1, 
όπου δυο ισοταχείς καµπύλες δεν ισαπέχουν µεταξύ τους σε ολόκληρη τη διατοµή του 
αγωγού όπως συµβαίνει στους σωλήνες). Στο επίπεδο της διατοµής υπάρχει 
δευτερεύουσα ροή, και η διατµητικές τάσεις στις γωνίες είναι µικρότερες (αραιότερες 
ισοταχείς). 

 

Σχήµα 4.1 Ισοταχείς καµπύλες - δευτερεύουσα ροή σε µη κυκλικούς αγωγούς (Daily, 
JW, and Harleman, DRF, 1966, Fig.13.3, σελ. 262). 
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Σχήµα 4.2 Κυλινδρικός αγωγός τυχαίας διατοµής. 
 

Έστω ο κλειστός κυλινδρικός αγωγός µη κυκλικής διατοµής του σχήµατος 4.2. Στην 
κατεύθυνση του αγωγού η εξίσωση των Navier - Stokes γράφεται 
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Ολοκληρώνοντας ως προς y 
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από όπου προκύπτει ότι  
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Σχήµα 4.3 Τυπικές κατανοµές (α) διατµητικών τάσεων και (β) µέσης ταχύτητας 
πλησίον στερεάς επίπεδης επιφάνειας. 

 
Στην παραπάνω σχέση το είναι η τάση του ορίου και τ(y) η τάση σε απόσταση y από το 

στερεό όριο. Όταν το y είναι µεγάλο (περιοχή οµοιόµορφης ταχύτητας µακριά από το 
τοίχωµα) η διατµητική τάση τ(y) ≈ 0. Πολύ κοντά στο τοίχωµα η διατµητική τάση 

y=δ(x) 
U(x) 

u(x,y) 

ττυρβ 

τστρ 

Περιοχή στρωτής ροής 

Ενδιάµεση περιοχή  
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οφείλεται κατά κύριο λόγο στο ιξώδες. Σε µεγαλύτερη απόσταση (εκτός του στρωτού 
οριακού υποστρώµατος) είναι συνάρτηση της τύρβης και του ιξώδους (βλ. Σχήµα 4.3), 
ενώ σε ακόµη µεγαλύτερη απόσταση είναι συνάρτηση της τύρβης του ορίου µέχρι την 
περιοχή οµοιόµορφης ροής όπου µηδενίζεται. Λαµβάνοντας τη µέση διατµητική τάση τm 

στην περίµετρο του αγωγού και ολοκληρώνοντας στη διατοµή έχουµε 



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ρ
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ρ
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h

g

p

dx

d
AP
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m ,  (4.4) 

όπου Ρ είναι η περίµετρος και Α η επιφάνεια της εγκάρσιας διατοµής του αγωγού. 
Ορίζοντας σαν υδραυλική ακτίνα της διατοµής RH το λόγο RH = A/P, η παραπάνω σχέση 
µπορεί να γραφτεί 
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που είναι παρόµοια µε την σχέση  
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 (4.6) 

που έχουµε ήδη αναλύσει σε κυκλικό αγωγό, όπου Α/Ρ = (πD
2/4)/πD = D/4 είναι η 

υδραυλική ακτίνα του σωλήνα διαµέτρου D. Εποµένως από τις σχέσεις (4.5) και (4.6) 
προκύπτει ότι οι απώλειες ενέργειας στην παραπάνω τυχαία διατοµή µπορεί να θεωρηθούν 
ίδιες µε αυτές της ισοδύναµης κυκλικής διατοµής διαµέτρου D = 4RH, όπου RH είναι η 
υδραυλική ακτίνα της διατοµής που εξετάζουµε. 

Συµπερασµατικά λοιπόν, αναφορικά µε διατοµές που δεν διαφέρουν πολύ από την κυκλική 
(π.χ. σκουφοειδείς, ωοειδείς κλπ), η κλίση ενέργειας σε αυτές µπορεί να γραφτεί  

g

V

R
J

H

E 24

f 2

=     σχέση των Darcy - Weisbach (4.7) 

και το συνολικό ύψος απωλειών σε αγωγό µήκους L είναι  

g

V

R
LLJh

H

Ef 24

f 2

== . (4.8) 

Ο συντελεστής τριβών f  προκύπτει από το διάγραµµα του Moody (σχέση των Colebrook - 
White) ή από τη σχέση των Swamme & Jain για αριθµό Reynolds 

ν

RV H4
Re

×
=  (4.9) 

όπου V είναι η µέση ταχύτητα της πραγµατικής διατοµής και σχετική τραχύτητα ks/4RH. 
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Παράδειγµα 4.1  

 
Ο ορθογωνικός αγωγός αποχέτευσης οµβρίων του σχήµατος, µήκους L=1000 m, συνδέει 
δύο φρεάτια επίσκεψης και µεταφέρει παροχή 10 m3/s όταν η ροή γίνεται υπό πίεση όπως 
φαίνεται στο σχήµα. 

Να υπολογίσετε την ισοδύναµη τραχύτητα του αγωγού (ks) που µεταφέρει την ίδια 

παροχή, κατά Darcy - Weisbach. Να ληφθεί για το νερό ν=1.15x10-6 m2/s. 

Απάντηση 

∆εδοµένα   Ζητούµενο    

Ύψος απωλειών : hf = 2.50 m Τραχύτητα: ks = ? 

Κινηµατικό ιξώδες:  ν = 1.15x10-6 m2/s  

Μήκος: L = 1000 m 

Υγρή επιφάνεια: Α = 4 m2 

Βρεχόµενη περίµετρος: P = 8 m 

Υδραυλική ακτίνα: RH = A/P = 0.50 m  

Ισοδύναµη διάµετρος: D = 4R = 2 m  

Παροχή: Q = 10 m3/s 

Η µέση ταχύτητα ροής είναι  

V = Q/A = 10/4 = 2.50 m/s. 

Ο αριθµός του Reynolds της ροής είναι 

61015.1

50.0450.24
Re

−×

××
=

×
=

ν

RV H  = 4.347x106 

Επίσης JE = hf/L = 2.5/1000 = 0.0025. Από τη σχέση των Darcy-Weisbach, λύνοντας ως 
προς f έχουµε 

22 )50.2(

2)50.0(4
)0025.0(

24 g

V

gR
Jf E

××
×=

×
=  = 0.0157. 

Από το διάγραµµα του Moody, µε Re = 4.4×106 και f = 0.0157 προκύπτει ότι 

ks/D = 0.00035 

δηλαδή  

ks = 0.00035×D = 0.00035×4RH = 0.0007 m = 0.7 mm. 

b=2 m 

h=2 m 

L 

∆Η=2.50
m 
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Α 

Β 

Η=20 m 
a=0.50m 

b=0.30m 

Παράδειγµα 4.2  
Χρησιµοποιώντας τη σχέση Darcy - Weisbach, να υπολογίσετε την παροχή που µεταφέρει 
ορθογωνικός αγωγός 0.50 m × 0.30 m από τη δεξαµενή Α στη δεξαµενή Β. 

∆εδοµένα: L=1000 m, H=20 m, ks=1 mm. Για το νερό θεωρείστε ότι ν = 1.15x10-6 m2/s. 

Υπόδειξη: Να προσδιορίσετε τον ισοδύναµo σωλήνα και να εργαστείτε κατά τα γνωστά.  

Απάντηση 

Α = 0.5 × 0.3 = 0.15 m2 

P = 2 × (0.5 + 0.3) = 1.60 m 

RH = A/P = 0.09375 m 

D = 4RH = 0.375 m 

 

Έχουµε να επιλύσουµε το 2ο τυπικό πρόβληµα. 

∆εδοµένα   Ζητούµενο   

Ύψος απωλειών : hf = 20m  Παροχή: Q  

Κινηµατικό ιξώδες:  ν = 1.15x10-6 m2/s 

Μήκος: L = 1000 m 

∆ιάµετρος: D = 0.375 m  

Τραχύτητα: ks = 0.001 m 

Για να επιλύσουµε το 2o τυπικό πρόβληµα υπολογίζουµε τον αριθµό 

ℜ =
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ν
 = 125087 

Από το διάγραµµα του Moody ή τη σχέση των Colebrook - White µε γνωστά τα 
ks/4RH=0.00267 και Ref

1/2=125087, βρίσκουµε (υπολογίζουµε) τον συντελεστή τριβών  

f = 0.026. 

Κατόπιν, η ταχύτητα προκύπτει από τη σχέση των Darcy - Weisbach λύνοντας ως πρός V 

V gh
D

L f
f= 





2
1

1 2/

= 2.38 m/s 

και η παροχή προκύπτει από τη σχέση 

Q = a × b × V = 0.357 m3/s. 
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b 

2b 

Παράδειγµα 4.3  

Σε χαλύβδινο αγωγό µήκους L=1000 m και διαµέτρου D=300 mm πρόκειται να 
αντικατασταθούν τα 100 m µε ορθογωνικό χαλύβδινο σωλήνα. Άν η αρχική παροχή του 
αγωγού που είναι Q=200 L/s πρόκειται να διατηρηθεί:  

Να βρείτε το µήκος των πλευρών του ορθογώνιου σωλήνα µε λόγο πλευρών 1:2. 

∆ίνεται η ισοδύναµη τραχύτητα ks=1 mm και ν=1.15x10-6 m2/s. 

Απάντηση 

Υπολογίζουµε τις απώλειες ενέργειας του κυκλικού αγωγού. 

Υπολογίζουµε την ταχύτητα ροής 
22 )30.0(

20.044

×

×
==

ππD

Q
V = 2.83 m/s 

Υπολογίζουµε τον αριθµό Reynolds 
61015.1

50.055.2
−×

×
==ℜ

ν
VD

 = 738110 

Υπολογίζουµε το λόγο 
300.0

001.0
=

D

ks  = 0.0033 

Από το διάγραµµα Moody βρίσκουµε f = 0.0275 

Τέλος οι γραµµικές απώλειες ενέργειας hf  στον 1000m µήκους αγωγό είναι 

h L
f

D

V

g
J Lf E= =

2

2
= 0.0374 x 1000 = 37.42 m. 

Οι γραµµικές απώλειες του ορθογωνικού αγωγού µήκους 100m θα πρέπει εποµένως νάναι 
3.74m, η δέ κλίση γραµµικών απωλειών 0.0374. 

Έστω ορθογωνικός αγωγός πλευρών b και 2b, τότε 

A = b×2b = 2b2 

P = b + b + 2b + 2b = 6b 

RH = A/P = b/3. 

D=4RH και  

V = Q/A. 

Καταρτίζουµε τον παρακάτω πίνακα µεταβάλλοντας το b έως ότου επιτύχουµε µε δοκιµές 
ίδια κλίση απωλειών του ορθογωνικού αγωγού µε αυτή του σωλήνα. 

b V D=4R ks/D Re=V×4RH/ν f JE hf 
0.25 1.60 0.333 0.00300 463300 0.027 0.0106 10.57 
0.20 2.50 0.267 0.00375 579710 0.028 0.0334 33.45 

0.195 2.63 0.260 0.00385 594575 0.028 0.0380 38.00 
 

Παρατηρούµε ότι οι γραµµικές απώλειες είναι περίπου αυτές του κυκλικού αγωγού όταν 
b=0.195 m. Εποµένως ο ορθογωνικός αγωγός πρέπει να έχει διαστάσεις 0.195m×0.39m 
(στην πραγµατικό-τητα 0.20m×0.40m). 
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5. ΕΜΠΕΙΡΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙ-

ΣΜΟΥ ΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ 

ΑΠΩΛΕΙΩΝ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 

5.1 Τύπος του Chézy 

Ο Antoine de Chézy (1718 –1798) ήταν Γάλλος Υδραυλικός Μηχανικός, γνωστός για τη 
φόρµουλα του Chézy που αφορά σε ροή σε σωλήνες. Πέθανε το 1798 αφού διατέλεσε 
διευθυντής στην École nationale des ponts et chaussées για διάστηµα µικρότερο από ένα 
έτος. Από τη γενικευµένη σχέση των Darcy - Weisbach 

g

V

R
LLJh

H

Ef 24

f 2

==  

λύνοντας ως προς την ταχύτητα V (RH=R) 

EE RJCRJ
f

g
V ==

8
       (τύπος του Chézy) (5.1) 

καταλήγουµε στη σχέση ου Chézy (5.1) όπου C ορίζεται σαν ο συντελεστής του Chézy. 
Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι ο συντελεστής του Chézy δεν είναι σταθερός 
αλλά είναι συνάρτηση της ταχύτητας και τραχύτητας του αγωγού (γιατί;). 

5.2 Άλλοι εµπειρικοί τύποι. 

(α) Τύπος του Kutter.  
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Εάν στη σχέση του Chézy αντικαταστήσουµε το συντελεστή C µε τη σχέση  

Rm

R
C

+
=

100
 (5.2) 

προκύπτει ο τύπος του Kutter 

RJ
Rm

R
V

+
=

100
 (5.3) 

όπου J είναι η κλίση της γραµµής ενέργειας ή της πιεζοµετρικής γραµµής και R η 
υδραυλική ακτίνα. Ο συντελεστής m λαµβάνει τις τιµές 

m = 0.25 για σχετικά καθαρό νερό (δίκτυα ύδρευσης και άρδευσης) 

m = 0.35 για όχι καθαρό νερό (αποχετευτικά δίκτυα υπό πίεση - καταθλιπτικός 
αγωγός ακαθάρτων). 

(β) Τύπος του Manning.  

Η σχέση του Chézy όπως είναι διατυπωµένη δεν λαµβάνει υπόψη τη σχετική µε το βάθος 
ροής τραχύτητα. Όµως αν στη σχέση του Chézy αντικαταστήσουµε το συντελεστή C µε το 
γινόµενο 

6/11
R

n
C = , 

αν δηλαδή ελαττώνουµε την τραχύτητα σε συνάρτηση µε την υδραυλική ακτίνα R, 
προκύπτει ο τύπος του Manning 

V
n

R J=
1 2 3 1 2/ /  (5.4) 

όπου όπου J είναι η κλίση της γραµµής ενέργειας, V η µέση ταχύτητα σε m/s και R η 
υδραυλική ακτίνα σε m. Ο συντελεστής n εξαρτάται µόνο από το είδος της επιφάνειας, π.χ. 
n = 0.011 - 0.013 για λείους τσιµεντοσωλήνες και είναι σταθερός, ανεξάρτητα από τις 
διαστάσεις του αγωγού. Τη σχέση του Manning χρησιµοποιούσαν οι µηχανικοί ευρύτατα 
κατά το παρελθόν, δίνει δε πολύ καλά αποτελέσµατα όταν εφαρµοστεί. 

Σηµείωση: Η παραπάνω σχέση (5.4) ισχύει µόνον για το σύστηµα µονάδων SI, όπου η 
υδραυλική ακτίνα δίδεται σε m και η ταχύτητα σε m/s. Εάν θελήσουµε να εφαρµόσουµε τη 
σχέση στο σύστηµα των US, όπου η υδραυλική ακτίνα είναι σε ft και η ταχύτητα σε ft/s   
(1 ft =  0.3048 m) διατηρώντας τις ίδιες τιµές του n και στα δύο συστήµατα, αυτή θα 
πρέπει να πολλαπλασιαστεί επί ένα συντελεστή k για να µας δώσει συµβατό αποτέλεσµα. 
Εάν για το SI και το US σύστηµα οι ταχύτητες είναι  

2/13/21
JR

n
V SISI =

  και  

2/13/2
JR

n

k
V USUS =

 

αντίστοιχα, τότε διαιρώντας τις δύο σχέσεις κατά µέλη προκύπτει ότι 

49.13048.0
3048.0

11

3048.0

11 3/1
3/23/2

==⇒






=⇔







= −

k
kR

R

kV

V

US

SI

US

SI

. 
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Εποµένως, για να διατηρήσουµε τις ίδιες τιµές του n και στα δύο συστήµατα (SI και US) ο 
υπολογισµός της ταχύτητας στο σύστηµα US πρέπει να γίνεται µε τη σχέση 

2/13/249.1
JR

n
V = ;   V (ft/s ή fps)  και  R (ft) (5.4α) 

 

5.3 Εξίσωση των Hazen - Williams 

Παλαιότερα, για τον υπολογισµό των γραµµικών απωλειών σε σωλήνες, οι µηχανικοί 
χρησιµοποιούσαν την εµπειρική σχέση των Hazen - Williams 

h
L

D

V

C
f = 








6 79
1 16

1 85
.

.

.

 

όπου 

hf ... οι γραµµικές απώλειες ενέργειας σε m 

L ... το µήκος του αγωγού σε m 

D ... η διάµετρος του αγωγού σε m 

V ... η µέση ταχύτητα σε m/s 

C ... ο συντελεστής τριβών των Hazen - Williams. 

Στην παραπάνω σχέση, για τραχύτερους αγωγούς χρησιµοποιούµε µικρότερα C. Η τιµή 
του συντελεστή τριβής µεταβάλλεται από περίπου 100 (πολύ τραχείς σωλήνες) µέχρι 
περίπου 140 (λείοι σωλήνες). Η παραπάνω σχέση φυσικά δεν είναι αδιάστατη και 
εποµένως οι σταθερές διαφέρουν ανάµεσα στο SI και το Αµερικάνικο σύστηµα µονάδων. 

 

Παράδειγµα 5.1 Ο σωλήνας µεταφοράς νερού του σχήµατος από το φράγµα της περιοχής 
στη δεξαµενή της πόλης διαµέτρου D=0.50 m και µήκους L=5000 m, έχει συντελεστή 
τραχύτητας Manning n=0.012. 

Να υπολογίσετε τις παροχές που µεταφέρει, εάν η στάθµη της δεξαµενής είναι στα +23m 
και η κατώτατη και ανώτατη στάθµη του φράγµατος στα +57m και +65 m αντίστοιχα. 

 

  

D=0.50 m 

L 

ροή 

+65.0 
+57.0 
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Απάντηση 

Οι γραµµικές απώλειες ενέργειας για την ανώτατη και κατώτατη στάθµη του φράγµατος 
είναι ∆Η1=65-23=42 m και ∆Η2=57-23=34 m αντίστοιχα, οι δε κλίσεις της γραµµής 
ενέργειας του αγωγού είναι JE1 = 42/5000=0.0084 και JE2 = 34/5000=0.0068. 

Επίσης Α = π×0.52/4=0.196 m2 και R=D/4=0.125 m.  

Από τη σχέση του Manning 

 2/1
1

3/2
max EJR

n

A
Q = =0.375 m3/s  και 

 2/1
2

3/2
min EJR

n

A
Q = =0.337 m3/s. 

 
Παράδειγµα 5.2 Ο ορθογωνικός αγωγός αποχέτευσης οµβρίων του σχήµατος, µήκους 
L=1000 m, συνδέει δύο φρεάτια επίσκεψης και µεταφέρει παροχή 10 m3/s όταν η ροή 
γίνεται υπό πίεση όπως φαίνεται στο σχήµα. 

Να υπολογίσετε το συντελεστή Manning του αγωγού. 

 

 Απάντηση 

Η κλίση της γραµµής ενέργειας του αγωγού είναι 

JE = 2.00/1000 = 0.002. 

Επίσης Α = 8m2, P = 12m και R=A/P = 0.667m.  

Από τη σχέση του Manning 

2/1
3/2

2/1
3/2

)002.0(
10

)667.0(8×
== EJ

Q

AR
n =0.027 

Ο συντελεστής του Manning που προσδιορίσαµε είναι αρκετά µεγαλύτερος από αυτόν του 
τραχέος σκυροδέµατος.  

b=4 m 

h=2 m 

L 

∆Η=2.00
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6. ΜOΝΙΜΗ ΑΝΟΜΟΙOΜΟΡΦΗ ΡΟH, 

ΤΟΠΙΚΕΣ ΑΠΩΛΕΙΕΣ 

Ανοµοιόµορφη χαρακτηρίζεται η µόνιµη ροή στην οποία το διάνυσµα της ταχύτητας κατά 
µήκος της γραµµής ροής µεταβάλλεται (κατά µέγεθος, κατά διεύθυνση ή και τα δύο). 
Γεωµετρικές µεταβολές των στερεών ορίων της ροής επιτυγχάνονται µε ειδικά τεµάχια. Οι 
µεταβολές αυτές µπορεί να είναι  

(α) Μεταβολές διατοµής 

(1) συστολή (βαθµιαία ή απότοµη) 

(2) διαστολή (βαθµιαία ή απότοµη) 

(β) Μεταβολές κατεύθυνσης (σε οριζοντιογραφία ή µηκοτοµή) 

(γ) Παρεµβολή µετρητικών συσκευών (π.χ. µετρητές Venturi) ή συσκευών ελέγχου 
της ροής (π.χ. δικλίδες). 

(δ) ∆ιακλαδώσεις (αλλαγή στην κατεύθυνση της ροής µε ή χωρίς αλλαγή της διατοµής. 

Οι γεωµετρικές µεταβολές προκαλούν διαταραχή στα χαρακτηριστικά της οµοιόµορφης 
ροής. Οι µεταβολές αυτές στην οµοιόµορφη ροή µπορεί να είναι επιτάχυνση ή 
επιβράδυνση της ροής, αποκόλληση και ανάπτυξη οριακού στρώµατος. 

Οι γεωµετρικές µεταβολές προκαλούν απώλειες ενέργειας λόγω παραγωγής τύρβης (η 
κινητική ενέργεια µετατρέπεται σε θερµότητα από την επενέργεια του ιξώδους στην 
περιοχή "viscous subrange" του φάσµατος της τύρβης), και όχι λόγω τριβών στα 
τοιχώµατα του αγωγού, που ονοµάζονται απώλειες σχήµατος. Οι απώλειες αυτές 
λαµβάνουν χώρα σε µικρό µήκος και τις ονοµάζουµε τοπικές (local losses). 
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6.1 Χαρακτηριστικά συγκλίνουσας ή αποκλίνουσας ροής 

 

(α) Συγκλίνουσα ροή 

 

Σχήµα 6.1 Βαθµιαία συστολή. 

Θεωρούµε τη διδιάστατη (2-D) βαθµιαία συστολή του σχήµατος. Η εξίσωση Bernoulli 
µεταξύ των διατοµών οµοιόµορφης ροής (1) και (2) αµελώντας τις απώλειες ενέργειας 
µπορεί να γραφτεί ως εξής 

g

Vp

g

Vp

22

2
22

2
11 α+

γ
=α+

γ
 (6.1) 

όπου ο αγωγός θεωρούµε ότι είναι οριζόντιος. Από την εξίσωση της συνέχειας όµως 
προκύπτει ότι 

2121 ppVV >⇒<  (6.2) 

πράγµα που σηµαίνει ότι θεωρητικά δεν υπάρχει αποκόλληση της ροής. Πρακτικά όµως 
λόγω της έντονης καµπύλωσης των γραµµών ροής, υπάρχουν κλίσεις της πίεσης κάθετες 
προς τις γραµµές ροής µε αποτέλεσµα η µονοδιάστατη ανάλυση να µην µπορεί να 
αποδώσει πιστά τις λεπτοµέρειες του πεδίου ροής. Αµελώντας τις τριβές το πεδίο ροής 
είναι αυτό του ιδεατού ρευστού που περιγράφεται από την εξίσωση του Laplace 

02 =Φ∇  (ή 02 =Ψ∇ ). (6.3) 

Από το πεδίο των ταχυτήτων προκύπτει η κατανοµή των πιέσεων πάνω στο στερεό όριο. 
Στις περιοχές (1) - (β) και (γ) - (2) υπάρχει ανάστροφη κλίση της πίεσης και εποµένως 
πιθανότητα αποκόλλησης του οριακού στρώµατος στις περιοχές αυτές. Σηµαντική κλίση 
∂p/∂s > 0 ⇒ αποκόλληση. Στο σχεδιασµό των συστολών προσπαθούµε κατά το δυνατόν 
να κρατούµε την κλίση της πίεσης ∂p/∂s < 0 κατά µήκος των στερεών ορίων. 

 

b1 b2 
x 

∂p/∂s > 0 

∂p/∂s < 0 

∂p/∂s > 0 

(1) (β) (γ) (2) 

s 
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(β)  ∆ιαστολές (αποκλίνουσα ροή) 

Στο Σχήµα 6.2 θεωρούµε διδιάστατη αποκλίνουσα ροή. Επειδή κατά µήκος της γραµµής 
ροής η κλίση της πίεσης είναι θετική, παρατηρούµε αποκόλληση της ροής στα σηµεία 
όπου η διεύρυνση της διατοµής είναι έντονη. Η κύρια διαφορά µεταξύ συγκλίνουσας και 
αποκλίνουσας ροής είναι ότι οι απώλειες ενέργειας στην αποκλίνουσα είναι κατά πολύ 
µεγαλύτερες από αυτές στη συγκλίνουσα ροή, επειδή δηµιουργείται αποκόλληση (και κατά 
συνέπεια έντονη τύρβη) ευκολότερα.  

 

 

Σχήµα 6.2 Επάνω: Βαθµιαία διαστολή.Κάτω: Οπτικοποίηση της ροής (Visualized 
flow, 1988. Ed. Japan Society of Mechanical Engineers. Pergamon Press.) σε βαθµιαία 
διεύρυνση υπό γωνία 20ο, χαµηλή ταχύτητα (αριστερά) και µεγαλύτερη ταχύτητα (δεξιά). 
Η περιοχή αποκόλλησης είναι εµφανής. 

l 

(1) (2) 

∆Ηα(1-2) 

V1
2/2g 

V2
2/2g 

p1/ρg p2/ρg 

Γ.Ε. 

Π.Γ. 

x 

Οµοιόµορφη               Ανοµοιόµορφη             Οµοιόµορφη 
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6.2 Απώλειες ενέργειας σε συγκλίνουσα και αποκλίνουσα ροή. 

Οι απώλειες ενέργειας µεταξύ των διατοµών οµοιόµορφης ροής 1 και 2 των σχηµάτων 6.1 
και 6.2 είναι 

)21(21 −∆=− HHH  (6.4) 

όπου 

g

V
h

g

p
H

2

2
1

1
1

1 α++
ρ

=  (6.5) 

και 

g

V
h

g

p
H

2

2
2

2
2

2 α++
ρ

= . (6.6) 

Στην περίπτωση που ο αγωγός είναι οριζόντιος, η εξίσωση των απωλειών ενέργειας µπορεί 
να γραφτεί (α = 1) 

)21(

2
22

2
11

22 −∆++=+ H
g

V

g

p

g

V

g

p

ρρ
 (6.7) 

(α)  Βαθµιαία µεταβολή διατοµής 

af hhH +=∆ − )21(  (6.8) 

όπου ορίζουµε 

hf ... γραµµικές απώλειες (σε περίπτωση ικανού µήκους µεταβολής διατοµής) 

ha ... απώλειες σχήµατος 

Οι απώλειες σχήµατος υπολογίζονται σαν ποσοστό της κινητικής ενέργειας 

h K
V

g
a =

2

2
 (6.9) 

όπου ο συντελεστής Κ είναι συνάρτηση της γεωµετρίας και του αριθµού Reynolds,  

K = φ(γεωµετρία, Re). 

 (β)  Απότοµη µεταβολή διατοµής 

Ο συντελεστής απωλειών είναι συνάρτηση της γεωµετρίας και µόνο (δεν επηρεάζεται 
πρακτικά από τον αριθµό του Reynolds) στην περίπτωση πλήρως ανεπτυγµένης 
τυρβώδους ροής. Όταν η ροή πλησιάζει προς τη στρωτή, K = φ(γεωµετρία, Re). 

 (γ)  Aπότοµη διαστολή - αποκλίνουσα ροή 

Η απότοµη διαστολή (sudden expansion) είναι η µοναδική περίπτωση για την οποία είναι 
δυνατός ο αναλυτικός υπολογισµός του συντελεστή τοπικών απωλειών από τη 
µονοδιάστατη ανάλυση. Θα παραθέσουµε στη συνέχεια τον υπολογισµό του Κ. 

Η εξίσωση συνέχειας γράφεται 

2211 AVAVQ ==  (6.10) 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική - Αγωγοί υπό πίεση 1-59 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

 

 
Σχήµα 6.3 Απότοµη διαστολή. Η οπτικοποίηση της ροής ελήφθη από το Visualized 

flow, 1988. Ed. Japan Society of Mechanical Engineers. Pergamon Press. 
Θεωρητικά, οι µεταβολές στη ΓΕ και ΠΓ είναι σηµειακές (απότοµες), ενώ 
στην πραγµατικότητα είναι οµαλές και πραγµατοποιούνται σε κάποιο 
µήκος, που πρακτικά θεωρείται αµελητέο.  

 

Από την εξίσωση ενέργειας µεταξύ των διατοµών (1) και (2) του σχήµατος προκύπτει ότι 
για οριζόντιο αγωγό 
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Από την εξίσωση ορµής (ποσότητας κίνησης) κατά µήκος του άξονα x 

 221112 )( ApApVVQρFFFF τgp −=−=++=   

όπου 0== τFFg και 2221 ApApFp −= προκύπτει ότι 

)()( 1222122211222 VVVρppApApVVAVρ −=−⇒−=− . (6.12) 

Από τις σχέσεις (6.11) και (6.12) εποµένως προκύπτει ότι (µηδενικό µήκος συστολής) 
έχουµε µόνο απώλειες σχήµατος που είναι 

p1 p2 

V2 V1 

A2 A2 
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Από τις παραπάνω εξισώσεις λοιπόν συνάγεται ότι ο συντελεστής απωλειών KSE σε 
απότοµη διαστολή (sudden expansion – SE) θα είναι 
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Από την εξίσωση συνέχειας (6.10) όµως ο συντελεστής απωλειών µπορεί να εκφραστεί µε 
βάση τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της ροής µε την ακόλουθη σχέση 

2

2

11 

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A

A
KSE . (6.15) 

Στην περίπτωση που ο αγωγός έχει αξονική συµµετρία (σωλήνας) ο συντελεστής τοπικών 
απωλειών γράφεται (D = διάµετρος σωλήνα) 

22
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Η παραπάνω σχέση για την περίπτωση εισόδου σωλήνα σε δεξαµενή ασυµπτωτικά δίνει 
την τιµή ΚSE = 1, επειδή D2 = ∞. Αυτό είναι λογικό επειδή έχουµε καθολική µετατροπή 

της κινητικής ενέργειας του νερού σε θερµότητα λόγω τυρβώδους ανάµιξης του νερού του 
σωλήνα µε αυτό της δεξαµενής. 

 

 (δ)  Κωνικός διαχύτης. 

• Είναι το ειδικό τεµάχιο που επιτρέπει τη βαθµιαία µεταβολή σωλήνα διαµέτρου 
D σε σωλήνα µεγαλύτερης διαµέτρου.  

• Χρησιµοποιείται για ελαχιστοποίηση των απωλειών ενέργειας. 

• Χρησιµοποιείται επίσης για µεγιστοποίηση της µετατροπής κινητικής ενέργειας 
σε πιεζοµετρικό ύψος. 

• Η βέλτιστη γωνία για ελαχιστοποίηση των απωλειών ενέργειας είναι θ = 7ο 
(µικρότερη γωνία από αυτή συνεπάγεται µεγαλύτερες γραµµικές απώλειες 
ενέργειας). 

• Η χρήση πτερυγίων συµβάλλει στη σµίκρυνση της γωνίας θ. Το µήκος των 
πτερυγίων θα πρέπει να είναι µικρότερο από αυτό του διαχύτη (l < L). 
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(α) 

 

(β) 

 

Σχήµα 6.4 (α) Κωνικός διαχύτης, (β) απώλειες ενέργειας (Daily & Harleman, 1966, 
Fig. 14-7, σελ. 316). 

 

 (ε)  Aπότοµη συστολή - συγκλίνουσα ροή. 

Παρουσιάζονται απώλειες ενέργειας για δύο λόγους: (1) από την παρουσία δευτερεύουσας 
ροής και (2) από την παραγωγή τύρβης κατά την απόκλιση της φλέβας κατάντη της 
διατοµής συστολής. Κατά µήκος του αγωγού ο τύπος της ροής που παρατηρούµε είναι: 

1. Οµοιόµορφη ροή ανάντη της διατοµής (1) και κατάντη της διατοµής (2). 

2. Ανοµοιόµορφη ροή µεταξύ των διατοµών (1) και (2). 

• Αποκόλληση στη διατοµή συστολής (α). 

• Πλήρης συστολή στη διατοµή (σ). 

• Συγκλίνουσα ροή από (1) έως (σ). 

• Αποκλίνουσα ροή από (σ) έως (2). 

Ο συντελεστής τοπικών απωλειών KSC για απότοµη συστολή (sudden contraction – SC) 
έχει προκύψει από πειραµατική διερεύνηση ότι είναι KSC = φ(A2/A1), βλ. πίνακα 6.1, όπου   

gV

h
K a

SC 2/2
2

= . (6.17) 
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Σχήµα 6.5 Απότοµη συστολή. Η οπτικοποίηση της ροής ελήφθη από το Visualized 
flow, 1988. Ed. Japan Society of Mechanical Engineers. Θεωρητικά, οι 
µεταβολές στη ΓΕ και ΠΓ είναι σηµειακές ενώ στην πραγµατικότητα είναι 
οµαλές και πραγµατοποιούνται σε κάποιο µήκος, που θεωρείται αµελητέο. 

 

Από τη διατοµή πλήρους συστολής έως τη διατοµή (2) οι απώλειες ενέργειας µπορούν να 
υπολογιστούν από τη σχέση (6.13) 
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όπου Vσ = V2 / C. Εποµένως οι απώλειες ενέργειας από τη διατοµή (1) έως τη διατοµή (2) 

θα είναι 

)2()1()21(
2

2 )2/( −−− +=== σσ aaaa hhhhgVK . (6.19) 

Από τις εξισώσεις (6.17), (6.18) και (6.19)  και την εξίσωση συνέχειας  

σσσ VCAAVAVAV 22211 ===   

προκύπτει ότι 
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Γενικά ισχύει  

g

V
Kh SC 2

2
2

)21( =−α  

όπου το Κ προσδιορίζεται µε βάση το λόγο των διατοµών A2/A1 από τον πίνακα 6.1. 
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Πίνακας 6.1 Χαρακτηριστικά απότοµων συστολών. 

A2/A1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

C 0.61 0.624 0.632 0.643 0.659 0.681 0.712 0.755 0.813 0.892 1.000 

K 0.50 0.46 0.41 0.36 0.30 0.24 0.18 0.12 0.06 0.02 0.00 
 

Εκτός από τον παραπάνω πίνακα, αναπτύχθηκαν εµπειρικές σχέσεις για τις απώλειες 
ενέργειας της συστολής που βασίζονται σε πειραµατικές µετρήσεις, δεδοµένου ότι η 
θεωρία δεν µπορεί να δώσει λύσεις. Μια από τις σχέσεις προσδιορισµού του συντελεστή 
απωλειών σε απότοµη συστολή KSC δίδεται από τον White (1994) 





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


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142.0
D

d
K SC  (6.21) 

που για τιµές του λόγου των διαµέτρων που υπερβαίνουν το d/D=0.76 οι συντελεστές 
απωλειών απότοµης συστολής και διαστολής σχεδόν ταυτίζονται. Στο διάγραµµα που 
ακολουθεί φαίνονται οι µεταβολές των Κ σαν συνάρτηση του λόγου d/D (εξισώσεις 6.16, 
6.20 και Πίνακας 6.1). 
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Σχήµα 6.6 Μεταβολή των συντελεστών τοπικών απωλειών σε απότοµη διεύρυνση και 
στένωση σωλήνα σαν συνάρτηση του λόγου των διαµέτρων d/D. 

 

Εφαρµογή: Να προσδιορίσετε το συντελεστή απωλειών εισόδου σε σωλήνα από µεγάλη 
δεξαµενή (υδροληψία).  

Απάντηση 

Όταν A1 = ∞ (A2/A1=0), τότε από τον πίνακα 6.1 προκύπτει ότι Κ = Κε = 0.50. Όταν όµως το 

στόµιο της οπής είναι στρογγυλευµένο, ακόµη και για µικρή ακτίνα καµπυλότητας, τότε 
Κε=0.10. Σε µεγάλα έργα υδροληψίας χρησιµοποιούνται ελλειπτικές συναρµογές στην είσοδο 
και οι απώλειες είναι ακόµα µικρότερες π.χ. Κε=0.05. 
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Στο Σχήµα 6.7 παρουσιάζονται οι τοπικές απώλειες εισόδου από δεξαµενή σε σωλήνα για 
τις περισσότερο συνηθισµένες τρεις διαµορφώσις εισόδου. 

 

Σχήµα 6.7 Συντελεστές τοπικών απωλειών εισόδου σε σωλήνα (α) χωρίς προσαρµογή, 
(β) εισερχόµενου στη δεξαµενή και (γ) µε στρογγυλευµένη είσοδο. 

 

Παράδειγµα 6.1 

Ο αγωγός αποχέτευσης οµβρίων του σχήµατος, µε 
συντελεστή Manning n=0.014, συνδέει δύο 
φρεάτια επίσκεψης που απέχουν µεταξύ τους 
L=1000 m και µεταφέρει παροχή Q=6 m3/s. 
Σε περίπτωση που η ροή γίνεται υπό πίεση και η 
υψοµετρική διαφορά στάθµης των δύο φρεατίων 
είναι ∆Η=2.20m, να υπολογίσετε τη διάµετρο του 
αγωγού, λαµβάνοντας υπόψη τις τοπικές 
απώλειες, Κεισ=0.5, Κεξ=1.0. 
 

Απάντηση 

(α) Λαµβάνοντας υπόψη τις τοπικές απώλειες εισόδου εξόδου έχουµε ότι  
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V
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όπου V η µέση ταχύτητα ροής στο σωλήνα που προσδιορίζουµε από τη σχέση του 
Manning. Η λύση θα γίνει µε δοκιµές. Θεωρούµε αρχικά τη διάµετρο γνωστή, απ’ όπου µε 
την εξίσωση του Manning προσδιορίζουµε την κλίση του αγωγού JE, τις γραµµικές, 
τοπικές και ολικές απώλειες, που πρέπει να είναι 2.20m. Οι δοκιµές φαίνονται στον πίνακα 
που ακολουθεί. 
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Q D R V JE hf He H=hf+he 

m3/s m m m/s  m m m 

6 1.80 0.45 2.36 0.0032 3.16 0.43 3.58 

6 1.90 0.48 2.12 0.0024 2.37 0.34 2.71 

6 2.00 0.50 1.91 0.0018 1.80 0.28 2.08 

6 1.98 0.50 1.95 0.0019 1.90 0.29 2.19 
Εποµένως, η διάµετρος του αγωγού είναι 1.98 m. 

6.3 Αλλαγές κατεύθυνσης – καµπύλες και γωνίες. 

Αλλαγή κατεύθυνσης σε σωλήνες πραγµατοποιείται µε γωνίες ή µε καµπύλες. Η ροή σε 
καµπύλη είναι αρκετά πολύπλοκη επειδή (i) είναι τριδιάστατη, (ii) υπάρχει δευτερεύουσα 
ροή, (iii) υπάρχει ελικοειδής κίνηση που συνεχίζεται σε ικανό µήκος µετά το τέλος της 
καµπύλης και (iv) υπάρχει αποκόλληση στην εσωτερική παρειά.  

Μια περιγραφή της ροής σε καµπύλη δίνεται στο Σχήµα 6.8. ∆ευτερεύουσα ροή φαίνεται 
στο σχήµα 6.8 (a), στο δε διάγραµµα των ισοταχών (b) φαίνεται έντονα το φαινόµενο της 
αποκόλλησης της ροής, ενώ η κατανοµή των πιέσεων στην εσωτερική και εξωτερική 
παρειά της καµπύλης φαίνεται στο σχήµα 6.8(c). Στις φωτογραφίες του Σχήµατος 6.9 
φαινεται η λειτουργία των πτερυγίων σε καµπύλη και γωνία 90ο. Είναι εµφανής η 
βελτίωση της ροής µε τη σηµαντικότατη µείωση των περιοχών αποκόλλησης της ροής και 
κατά συνέπεια των τοπικών απωλειών ενέργειας. Ο συντελεστής τοπικών απωλειών Κ 
είναι συνάρτηση της γωνίας της καµπύλης θ και του λόγου των ακτινών r/R 








== θφ ,
2/2 R

r

gV

h
K a . (6.22) 

και µεταβάλλεται σύµφωνα µε την σχέση 0.15 < Κ < 0.40. Η βέλτιστη τιµή του Κ 
προκύπτει για R/r = 4. Όταν R = 0 (απότοµη γωνία 90ο), Κ = 1.10. Χρήση πτερυγίων 
µπορεί να µειώσει το συντελεστή τοπικών απωλειών σε γωνίες µέχρι και την τιµή Κ=0.20. 
Στο Σχήµα 6.10 φαίνεται ο µετρηµένος συντελεστής απωλειών σε καµπύλες λείων 
σωλήνων, για διαφορετικές γωνίες και λόγο ακτίνας καµπυλότητας προς ακτίνα του 
αγωγού.  

6.4 ∆ικλίδες – ρύθµιση της ροής (δες επίσης Παράρτηµα Β). 

Από τεχνική άποψη η ρύθµιση της ροής επιτυγχάνεται µειώνοντας ή αυξάνοντας τη 
διατοµή διόδου του ρευστού. Από υδραυλική άποψη, η ρύθµιση της ροής επιτυγχάνεται µε 
την εισαγωγή τοπικών απωλειών. 

Οι συσκευές µε τις οποίες ρυθµίζουµε την παροχή των αγωγών ονοµάζονται δικλίδες ή 
βάνες. Υπάρχουν διαφόρων ειδών δικλίδες, όπως οι σφαιρικές, οι συρταρωτές, οι δικλίδες 
βύσµατος, πεταλούδας κλπ. Για παράδειγµα, στις συρταρωτές δικλίδες οι τοπικές απώλειες 
µπορούν να εκφραστούν µε µια σχέση της µορφής  

gV

h
K a

2/2
=  (6.23) 
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Σχήµα 6.8 Ροή σε καµπύλη σωλήνα9. 

 

 

 

Σχήµα 6.9 Οπτικοποίηση της ροής χωρίς ή µε την χρήση πτερυγίων σε καµπύλη και 
γωνία 90ο, (από Visualized flow, 1988. Ed. Japan Society of Mechanical 
Engineers, Pergamon Press). 

                                                 
9 Rouse, H 1961. Fluid mechanics for hydraulic engineers (Fig. 139). Dover. 
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Σχήµα 6.10 Μεταβολή των απωλειών ενέργειας σε καµπύλες λείων αγωγών (Daily & 
Harleman, 1966, Fig. 14-15, σελ. 321). 

 

Ο συντελεστής απωλειών Κ της δικλίδας εξαρτάται από τον τύπο αυτής, καθώς επίσης και 
από το άνοιγµα της δικλίδας, σε σχέση µε την πλήρη διατοµή του αγωγού (βλ. Παράδειγµα 
στον πίνακα που ακολουθεί). Όπως φαίνεται από τον πίνακα που ακολουθεί, µια δικλίδα 
ακόµη και άν είναι τελείως ανοικτή προκαλεί τοπικά απώλειες ενέργειας. Το διάγραµµα 
του συντελεστή απωλειών σε δικλίδες δίνεται συνήθως από τον κατασκευαστή. 

Θέση δικλίδας Open 3/4 - Open 1/2 - Open 1/4 - Open 

K 0.20 1.15 5.60 24.00 

 

Σχήµα 6.9 ∆ικλίδες. 

Σφαιρική δικλίδα 

Συρταρωτή δικλίδα 

∆ικλίδα πεταλούδας 

∆ικλίδες βύσµατος 
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Παράδειγµα 6.2 

 

Ο λείος οριζόντιος σωλήνας Α∆ συνολικού µήκους 300m υδροδοτείται από δεξαµενή. Το 
τµήµα ΑΓ = 200m έχει διάµετρο D=500 mm. Στη συνέχεια σε µήκος Γ∆ = 100m,  η 
διάµετρος µειώνεται στα D = 200 mm το δε νερό εκρέει ελεύθερα στην ατµόσφαιρα. Στο 
µέσο του τµήµατος ΑΓ υπάρχει συρταρωτή δικλίδα Β για τη ρύθµιση της παροχής. 

Να υπολογίσετε την παροχή του αγωγού όταν η δικλίδα είναι ανοικτή κατά το 1/2 (Κ=6) 
και να χαράξετε τη γραµµή ενέργειας και πιεζοµετρική γραµµή λαµβάνοντας υπόψη όλες 
τις τοπικές απώλειες. (Για το νερό να ληφθεί ν = 1.15x10-6m2/s.) 

Απάντηση 

Οι απώλειες ενέργειας είναι γραµµικές και τοπικές. Οι γραµµικές απώλειες των τµηµάτων 
ΑΓ και Γ∆ βρίσκονται από το γινόµενο της κλίσης απωλειών και µήκους. Οι τοπικές 
απώλειες είναι οι εξής: 

Απώλειες εισόδου στο σηµείο Α (Κ=0.5): gVA 2/50.0 2
Γ  

Απώλειες δικλίδας στο σηµείο Β (Κδ =6): gVK A 2/2
Γδ  

Απώλειες στένωσης στο σηµείο Γ: gKV 2/2
Γ∆  

Ενέργεια νερού στο σηµείο εξόδου ∆ (Κ=1): gV 2/2
Γ∆  

Ο συντελεστής απωλειών της στένωσης υπολογίζεται από το λόγο των επιφανειών των 
διατοµών του αγωγού A2/A1 = (D2/D1)

2 = (0.2/0.5)2 = 0.16. 

Από τον Πίνακα 6.1 προκύπτει από παρεµβολή ότι C = 0.628 και Κ=0.435. 

Η εξίσωση ενέργειας εποµένως γράφεται 

gVgVhh

gVgVgVgVhhh

ff

ff

2/435.12/50.6)()(

2/2/435.02/62/50.0)()(
22

2222

Γ∆ΑΓ

Γ∆Γ∆ΑΓΑΓ

++Γ∆+ΑΓ=

++++Γ∆+ΑΓ=∑
 

∆οκιµάζουµε διάφορες παροχές για τη λύση. Οι παροχές δοκιµών είναι 0.100, 0.150 και 
0.200 m3/s. Η πορεία των υπολογισµών δίνεται σχηµατικά µε τα παρακάτω βήµατα 

• (Q, D) → V 

• (V,D) →Re 

• (Re, ks=0) → f 

A B Γ 
∆ 

+10.00 

±0.00 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 
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• (D, V, f) → J 

• hf = JL 

και οι υπολογισµοί φαίνονται στους πίνακες που ακολουθούν. 

Q=0.100 m3/s D L V Re JE f hf ή ha 

Τµήµα ή Σηµείο (m) (m) (m/s) VD/ν m/m  (m) 
ΑΓ (γραµµικές) 0.500 200 0.51  254 648 0.0004 0.0153 0.08 
Γ∆ (γραµµικές) 0.200 100 3.18  636 620 0.0334 0.0129 3.34 
Α (τοπικές) 0.500  0.51   0.5V2/2g = 0.01 
Β (τοπικές) 0.500  0.51   6V2/2g = 0.08 
Γ (τοπικές) 0.200  3.18   0.435V2/2g = 0.22 
∆ (ενέρ. εξόδου) 0.200  3.18   V2/2g = 0.52 

      Σh = 4.24 

Q=0.150 m3/s D L V Re JE f hf ή ha 

Τµήµα ή Σηµείο (m) (m) (m/s) VD/ν m/m  (m) 
ΑΓ (γραµµικές) 0.500 200 0.76  381 972 0.0008 0.0142 0.17 
Γ∆ (γραµµικές) 0.200 100 4.77  954 930 0.0699 0.0120 6.99 
Α (τοπικές) 0.500  0.76   0.5V2/2g = 0.01 
Β (τοπικές) 0.500  0.76   6V2/2g = 0.18 
Γ (τοπικές) 0.200  4.77   0.435V2/2g = 0.51 
∆ (ενέρ. εξόδου) 0.200  4.77   V2/2g = 1.16 

      Σh = 9.02 

Q=0.200 m3/s D L V Re JE f hf ή ha 

Τµήµα ή Σηµείο (m) (m) (m/s) VD/ν m/m  (m) 
ΑΓ (γραµµικές) 0.500 200 1.02  509 296 0.0014 0.0135 0.28 
Γ∆ (γραµµικές) 0.200 100 6.37 1 273 241 0.1182 0.0114 11.82 
Α (τοπικές) 0.500  1.02   0.5V2/2g = 0.03 
Β (τοπικές) 0.500  1.02   6V2/2g = 0.32 
Γ (τοπικές) 0.200  6.37   0.435V2/2g = 0.90 
∆ (ενέρ. εξόδου) 0.200  6.37   V2/2g = 2.07 

      Σh = 15.41 

Η παροχή που δίνει συνολικό ύψος ενέργειας Σh =10m προκύπτει µε γραµµική παρεµβολή 
και είναι Q = 0.159 m3/s. 

(γ) Η χάραξη των ΓΕ και ΠΓ θα γίνει για Q=0.159 m3/s. Οι µέσες ταχύτητες ροής στα δύο 
τµήµατα του αγωγού είναι  

ΑΓV  = 0.81 m/s και Γ∆V  = 5.05 m/s. 

Mε αυτά δεδοµένα, οι ΓΕ και ΠΓ υπολογίζονται παρακάτω. 

Η(1) = 10 - 0.5 gV 2/2
ΑΓ  = 9.97 m (ΓΕ) 

p1/ρg = Η(1) - gV 2/2
ΑΓ = 9.93 m (ΠΓ) 

Η(2) = Η(1)  - hf(AB) = 9.97 - 0.09 = 9.88 m (ΓΕ) 

p2/ρg = Η(2) - gV 2/2
ΑΓ = 9.84 m (ΠΓ) 
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Η(3) = Η(2)  - 6 gV 2/2
ΑΓ = 9.68 m (ΓΕ) 

p3/ρg = Η(3) - gV 2/2
ΑΓ = 9.64 m (ΠΓ) 

Η(4) = Η(3)  - hf(BΓ) = 9.68 - 0.09 = 9.59 m (ΓΕ) 

p4/ρg = Η(4) - gV 2/2
ΑΓ = 9.55 m (ΠΓ) 

Η(5) = Η(4)  - 0.435 gV 2/2
Γ∆ = 9.02 m (ΓΕ 

p5/ρg = Η(5) - gV 2/2
Γ∆ = 7.72 m (ΠΓ) 

Η(6) = Η(5)  - hf(Γ∆) = 9.02 - 7.74 = 1.28 m (ΓΕ) 

p6/ρg = Η(6) - gV 2/2
Γ∆ = 1.28 - 1.30 ≈ 0.00 m (ΠΓ) 

Η ΠΓ και ΓΕ φαίνονται σχηµατικά στο σχήµα που ακολουθεί. 

 

6.5 Ισοδύναµο µήκος – σηµασία των τοπικών απωλειών. 

Ορίζουµε σαν ισοδύναµο µήκος LI του ειδικού τεµαχίου αγωγού, το µήκος του αγωγού της 

ίδιας διαµέτρου D, στο οποίο οι γραµµικές απώλειες ενέργειας είναι ίσες µε τις τοπικές 
απώλειες του υπό µελέτη ειδικού τεµαχίου, δηλαδή 

f

KD
L

g

V

D

L
fh

g

V
Kh I

I

fa =⇔===
22

22

. (6.24) 

Κατ' αυτό τον τρόπο, αγωγός στον οποίο κατά µήκος υπάρχουν και τοπικές απώλειες, 
µπορεί να αντικατασταθεί µα αγωγό µεγαλύτερου µήκους, στον οποίο υπάρχουν µόνο 
γραµµικές απώλειες φορτίου. Αρκεί τα ειδικά τεµάχια (συστολές, διαστολές, δικλίδες κλπ) 
να αντικατασταθούν µε τα αντίστοιχα ισοδύναµα µήκη τους.  

Η σηµασία των τοπικών απωλειών σε ένα αγωγό µεταφοράς ρευστών είναι µεγάλη, 
ειδικότερα όταν είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε τις γραµµικές απώλειες φορτίου του 
αγωγού. Σε µεγάλα τµήµατα οµοιόµορφων αγωγών που διασυνδέονται, οι τοπικές 
απώλειες ενέργειας µπορούν να αµεληθούν, εάν τις συγκρίνουµε µε τις γραµµικές. 

Σαν κανόνα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι οι τοπικές απώλειες ενέργειας 
µπορούν να αµεληθούν, εάν δεν υπερβαίνουν το 5% των γραµµικών. Αυτό επιτυγχάνεται 
πρακτικά, αµελώντας τις απώλειες ενέργειας όταν τα οµοιόµορφα τµήµατα µεταξύ των 
ειδικών τεµαχίων είναι µεγαλύτερα από 1000 D. 

110.00   9.97 

  9.93 

9.88 

  9.84 

  9.68 

  9.64 

  9.59 

  9.55 

  9.02 

  7.72   1.28 

  0.00 

  Γ.Ε. 
  Π.Γ. 

1±0.00 
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7. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΣΩΛΗΝΩΝ 

 

Τα συστήµατα σωλήνων κατατάσσονται σε δύο απλές κατηγορίες: (1) Απλά συστήµατα 
ονοµάζονται αυτά που διαθέτουν ένα σηµείο υδροληψίας και ένα σηµείο υδροδότησης. Σ’ 
αυτά παρουσιάζεται µια και µοναδική διαδροµή νερού. (2) Σύνθετα συστήµατα 
ονοµάζονται αυτά στα οποία υπάρχουν περισσότερα του ενός συστήµατα υδροδότησης και 
υδροληψίας. Κάθε σύστηµα αποτελείται από τους αγωγούς του που είναι τµήµατα ενιαίας 
διαµέτρου, κατά µήκος των οποίων η παροχή παραµένει σταθερή και τους κόµβους του 
συστήµατος, που είναι τα σηµεία στα οποία τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά (διάµετρος και 
τραχύτητα ή υλικό κατασκευής) ή και η παροχή µεταβάλλονται. 

 

Σχήµα 7.1 (α) Απλό και (β) σύνθετο σύστηµα σωλήνων. 

∆εξαµενή 

∆εξαµενή 

Ταµιευτήρας 

Πηγάδι/γεώτρηση 

Οικισµός 

(α)
  

(β)
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7.1 Ορισµοί: 

Ακτινωτά ονοµάζουµε τα συστήµατα στα οποία κάθε σηµείο υδροδότησης µπορεί να 
υδροδοτηθεί από κάθε υδροληψία µέσα από µια και µοναδική διαδροµή. 

Κυκλοφορικά ονοµάζονται τα συστήµατα όπου ένα σηµείο υδροδότησης µπορεί να 
υδροδοτηθεί από δεδοµένη υδροληψία µέσα από περισσότερες της µιας διαδροµές. 

Σύστηµα βαρύτητας ονοµάζουµε αυτό στο οποίο η απαιτούµενη για τη µεταφορά νερού 
ενέργεια υπάρχει λόγω βαρύτητας στη φύση. Σε περίπτωση που η διαθέσιµη ενέργεια δεν 
επαρκεί για τη µεταφορά της απαιτούµενης παροχής, προσδίδουµε ενέργεια στο σύστηµα 
µε αντλίες. 

7.2 Υπολογισµοί συστηµάτων σωλήνων. 

Για τον υπολογισµό ενός συστήµατος σωλήνων, πρέπει να υπολογίσουµε τις απώλειες 
ενέργειας κατά µήκος των αγωγών (γραµµικές απώλειες) 

g

V

D
Lh

2

f
=

2

f ;   f f
k

D

s= 





Re,  (7.1) 

και τις τοπικές (σηµειακές) απώλειες ενέργειας που θεωρούνται ότι είναι συγκεντρωµένες 
στο υπόψη σηµείο 

g

V
Kh

2
=

2

a ;   K = K (γεωµετρίας, Re). (7.2) 

 

Εξίσωση ενέργειας 

Έστω σηµείο (1) το ανάντη σηµείο και (2) το κατάντη σηµείο σε κάποιο τµήµα του 
δικτύου. Η εξίσωση της ενάργειας µπορεί να γραφτεί ως εξής 

)21(21 −∆+∆+= HHHH m  (7.3) 

όπου Η1 ... το ύψος ενέργειας του σηµείου (1) ανάντη 

 Η2 ... το ύψος ενέργειας του σηµείου (2) κατάντη 

 ∆Ηm ... το ύψος της µηχανικής ενέργειας που αποδίδεται από το σύστηµα 

(θετικό σε περίπτωση υδροστροβόλου), ή που λαµβάνεται από το 
σύστηµα (αρνητικό σε περίπτωση αντλίας). 

 ∆Η (1-2) ... = Σ (hf(1-2)+h(1-2)) το σύνολο των γραµµικών και τοπικών απωλειών 

στους επί µέρους αγωγούς και κόµβους του συστήµατος. 

 

Εξίσωση συνέχειας 

321 QQQ +=  (7.4) 

 

Q1 
Q3 

Q2 
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7.3 Αγωγοί σε σειρά  

 

Σχήµα 7.2 Αγωγοί σε σειρά. 

 

Οι απώλειες ενέργειας είναι το άθροισµα των επί µέρους απωλειών 

...)1()()(... +++++= nhNhnhH fafL  (7.5) 

 

Παράδειγµα 7.1 Αµελώντας τις τοπικές απώλειες ενέργειας ζητείται: 

(α) Να υπολογίσετε την παροχή του αγωγού ΑΒ από τη δεξαµενή ∆1 στη δεξαµενή ∆2.  

(β) Να σχεδιάσετε την Π.Γ. του αγωγού. 

(γ) Να προσδιορίσετε την πίεση περί το σηµείο Ο. 

∆εδοµένα: LΑΟ=2000m, DΑΟ=0.50m, LΟΒ=500m, DΟΒ=0.30m, z(O)=-15.00m και 
ks=0.5mm. Για το νερό θεωρείστε ότι ν = 1.15x10-6 m2/s και ρ = 1000Kg/m3. 

 
Απάντηση 

(α) ∆εν γνωρίζουµε την στάθµη της Γ.Ε. στο σηµείο Ο. Εποµένως θα αναζητήσουµε τη 
λύση κάνοντας δοκιµές. 

∆οκιµή 1η: Έστω ότι Η(Ο)=25m, εποµένως hf(AO)=25m και hf(OB)=25m. Με το δεύτερο 
τυπικό πρόβληµα προσδιορίζουµε τις παροχές των τµηµάτων ΑΟ και ΟΒ κατά τα γνωστά 
µε βάση τον πίνακα  

 

Α 

O 

∆1 

∆2 

B 

+50 

±0 

-15 

39.15 

39.01 
38.10 

49.86 

-1.05 

Γ.Ε

Π.Γ. 

Γ.Ε. 

αγωγός 
n 

κόµβος 
Ν 

αγωγός 
n+1 
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D hf L ks ks/D Rf1/2 f V Q 
(m) (m) (m) (m)   (m/s) (m3/s)  
0.500 25.00 2000 0.0005 0.0010 175089 0.0199 2.48 0.487 
0.300 25.00 500 0.0005 0.0017 162748 0.0225 3.61 0.255 

 

απ' όπου προκύπτει ότι ∆Q = Q(AO) – Q(OB) = 0.232m3/s. Η παροχή που έρχεται από το 
σηµείο Α προς το Ο είναι µεγαλύτερη από αυτήν που φευγει προς το Β, εποµένως πρέπει 
να µειωθεί το ύψος της διαθέσιµης ενέργειας στο τµήµα ΑΟ, δηλαδή Η(Ο)>25m. 

∆οκιµή 2η: Έστω ότι Η(Ο)=40m, εποµένως hf(AO)=10m hf(OB)=40m. Με το δεύτερο 
τυπικό πρόβληµα προσδιορίζουµε τις παροχές των τµηµάτων ΑΟ και ΟΒ µε βάση τον 
πίνακα  

D hf L ks ks/D Rf1/2 f V Q 
(m) (m) (m) (m)   (m/s) (m3/s)  
0.500 10.00 2000 0.0005 0.0010 110736 0.0201 1.56 0.307 
0.300 40.00 500 0.0005 0.0017 205862 0.0225 4.58 0.324 

 

Εποµένως ∆Q = Q(AO) – Q(OB) = -0.017m3/s. Κάνοντας γραµµική παρεµβολή βρίσκουµε 
ότι Η(Ο)=39.15m και Q=0.32m3/s. 

 

(β) Υπολογισµός της Π.Γ. Οι µέσες ταχύτητες ροής στους αγωγούς ΑΟ και ΟΒ είναι 
V(AO)=1.63m/s και V(OB)=4.53m/s αντίστοιχα. Εποµένως 
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(γ) Πιέσεις γύρω από το σηµείο Ο (z = -15m): 
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7.4 Παράλληλοι αγωγοί  

Ισχύουν οι σχέσεις 

βα +== QQQQ 21  (7.6) 
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Σχήµα 7.3 Αγωγοί σε παράλληλη διάταξη. 

 

7.5 Ισοδύναµοι αγωγοί 

(α) Σε σειρά: ∆ύο αγωγοί σε σειρά διαµέτρων Da και Db µε µήκη La και Lb αντίστοιχα, 
αντικαθίστανται µε αγωγό διαµέτρου D του οποίου το µήκος είναι L (συνήθως L=La+Lb), 
µεταφέρει την ίδια παροχή Q = Qa = Qb και οι συνολικές απώλειες φορτίου είναι 

h =f f
a

h h f

b+ . (7.9) 

 

Σχήµα 7.4 Ισοδύναµος αγωγός µε αγωγούς σε σειρά. 

Γ.Ε. 

Π.Γ. 

hf 

α 
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p1/γ 
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 (β) Σε παράλληλη διάταξη: ∆ύο αγωγοί µήκους L = La = Lb σε παράλληλη διάταξη 
διαµέτρων Da και Db που µεταφέρουν παροχές Qa και Qb αντίστοιχα, αντικαθίστανται µε 
αγωγό διαµέτρου D του οποίου το µήκος είναι L, µεταφέρει παροχή Q = Qa + Qb και οι 

απώλειες φορτίου είναι  
b

fhhh =a
ff = . (7.10) 

 

Σχήµα 7.5 Ισοδύναµος αγωγός µε αγωγούς σε παράλληλη διάταξη. 

 

Εφαρµογή: Για δύο αγωγούς διαµέτρων D1 και D2 µε µήκη L1 και L2 ζητούνται οι 
εξισώσεις που συνδέουν το συντελεστή τραχύτητας και την διάµετρο του ισοδύναµου 
αγωγού µε τα χαρακτηριστικά των δύο αγωγών όταν οι αγωγοί είναι συνδεδεµένοι (α) σε 
σειρά και (β) σε παράλληλη διάταξη. 
 
(α) Αγωγοί σε σειρά Έστω ότι ο ισοδύναµος αγωγός έχει µήκος L και διάµετρο D. Επειδή 
οι αγωγοί είναι συνδεδεµένοι σε σειρά, από το θεώρηµα της συνέχειας έχουµε ότι 

2

2
2

1

2
1

44
V

D
V

D
Q

π
=

π
= . 

Η σχέση των Darcy -Weisbach τότε γράφεται 
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Από τις παραπάνω σχέσεις και προκύπτει ότι  
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(β) Παράλληλοι αγωγοί Όταν οι αγωγοί βρίσκονται σε παράλληλη διάταξη, τότε 

QQQ =+ 21   και   21 ff hh = . 

ΓΕ ΓΕ h f  h f  

Qa, Da, La 

Qb, Db, Lb Q, D, L 
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Εποµένως 
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ή αντικαθιστώντας την ταχύτητα µε την παροχή 

42

2

4
2

2

2
2

2

2
24

1
2

2
1

1

1
1

2

16

2

16

2

16

Dg

Q

D

L
f

Dg

Q

D

L
f

Dg

Q

D

L
fh f πππ

=== . 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι 

Q
f

f

L

L

D

D
Q1

1

1 2

1

1 2

1

5 2

=




























/ / /

 και Q
f

f

L

L

D

D
Q2

2

1 2

2

1 2

2

5 2

=




























/ / /

 

ενώ από την εξίσωση συνέχειας ( QQQ =+ 21 )µετά από απλοποιήσεις 
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 (7.12) 

Εποµένως, στην περίπτωση αγωγών που συνδέονται είτε σε σειρά είτε σε παράλληλη 
διάταξη παρατηρούµε ότι η σχέση που συνδέει το συντελεστή τραχύτητας την διάµετρο 

και το µήκος του ισοδύναµου αγωγού µε τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά των δύο 
αγωγών, είναι ανεξάρτητη από την παροχή που διέρχεται. 

 

Παράδειγµα 7.2  Να υπολογίσετε την παροχή του αγωγού ΑΒ από τη δεξαµενή ∆1 στη 
δεξαµενή ∆2

 
στο παράδειγµα 7.1 χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα της προηγούµενης 

εφαρµογής.  

∆εδοµένα: ∆Η=50 m, LΑΟ=2000m, DΑΟ=0.50m, LΟΒ=500m, DΟΒ=0.30m, και ks=0.5mm. 
Για το νερό θεωρείστε ότι ν = 1.15x10-6 m2/s. 

Απάντηση 

∆εν γνωρίζουµε την στάθµη της Γ.Ε. στο σηµείο Ο. Έστω ότι Η(Ο)=25m, εποµένως 
hf(AO)=25m και hf(OB)=25m. Με το δεύτερο τυπικό πρόβληµα προσδιορίζουµε τις 
παροχές των τµηµάτων ΑΟ και ΟΒ κατά τα γνωστά µε βάση τον πίνακα  

 

D hf L ks ks/D Rf1/2 f V Q 
(m) (m) (m) (m)    (m/s) (m3/s) 

0.500 25.00 2000 0.0005 0.0010 175089 0.0199 2.48 0.487 
0.300 25.00 500 0.0005 0.0017 162748 0.0225 3.61 0.255 

 

απ' όπου προκύπτει ότι ∆Q = Q(AO) – Q(OB) = 0.232 m3/s. Η παροχή που έρχεται από το 
σηµείο Α προς το Ο είναι µεγαλύτερη από αυτήν που φευγει προς το Β.  

Αντί να εκτελέσουµε 2η δοκιµή, χρησιµοποιώντας τους συντελεστές τριβής του παραπάνω 
παραδείγµατος (που πρακτικά δεν µεταβάλλονται πολύ), µπορούµε να προσδιορίσουµε την 
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παροχή που θα µεταφέρει ο ισοδύναµος αγωγός µήκους 2500 m και διαµέτρου 
(D1+D2)/2=400 mm µε συντελεστή τριβών που θα προκύψει από τη σχέση (7.11)  

02418.0
300.0

500
0225.0

500.0

2000
0199.0

2500

400.0
555

2

2
25

1

1
1

5

=









+=








+=

D

L
f

D

L
f

L

D
f . 

Από τη σχέση (3.7) µε γνωστό τον f προκύπτει ότι η ταχύτητα είναι  

2/1

2 







=

fL

D
ghV f =2.55 m/s 

και η παροχή Q=(πD
2/4)V=0.320 m3/s, ίδια ακριβώς µε την παροχή που υπολογίσαµε 

πρωτύτερα! 

 

Παράδειγµα 7.3  Να υπολογίσετε την παροχή που µεταφέρεται µε το αρκετά πολύπλοκο 
δίκτυο του σχήµατος από τη δεξαµενή ∆1 στη δεξαµενή ∆2. 

∆εδοµένα: ∆Η=50 m, ν = 1.1×10-6 m2/s. 

 

ΑΓΩΓΟΣ ΚΩ∆ΙΚΟΣ L (m) D (m) ks (mm) 

Α-Β 1 1500 0.50 0.5 
B-Γ 2 500 0.25 0.5 
B-Γ 3 800 0.30 0.5 
Γ-∆ 4 2000 0.40 0.5 

Απάντηση 

Έστω ότι hf1=hf4=20 m και hf2=hf3=10 m, έτσι ώστε Σhf =50 m. Με βάση το 2ο τυπικό 
πρόβληµα υπολογίζονται οι παροχές που µεταφέρουν οι αγωγοί στον πίνακα που 
ακολουθεί. 

Αγωγός D hf L ks ks/D Re√√√√f f V JE Q 

 (m) (m) (m) (m)    (m/s) m/m (m
3
/s) 

1 0.500 20.00 1500 0.0005 0.00100 164392 0.0199 2.56 0.0133 0.504 

4 0.400 20.00 2000 0.0005 0.00125 101870 0.0211 1.93 0.0100 0.242 

3 0.300 10.00 800 0.0005 0.00167 73976 0.0227 1.80 0.0125 0.127 

2 0.250 10.00 500 0.0005 0.00200 71184 0.0238 2.03 0.0200 0.100 

Α 
1 

∆1 

∆2 

B 

+50 

±0 

Γ 
∆ 

2 

3 

4 
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Οι ισοδύναµοι αγωγοί 1-4 των 1 και 4 (σε σειρά) και 2-3 των 2 και 3 (παράλληλα) 
θεωρούµε ότι έχουν µήκη 3500 m και 600 m, διαµέτρους 0.45 m και 0.40 m αντίστοιχα. Οι 
συντελεστές απωλειών υπολογίζονται από τις ανεξάρτητες από την παροχή σχέσεις (7.11) 
και (7.12) 
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αντίστοιχα, ενώ η ταχύτητα και η παροχή από τις σχέσεις 
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στον πίνακα που ακολουθεί. 

 

Pipe D hf L ks f V Re JE Q 

 (m) (m) (m) (m)  (m/s) VD/ν m/m (m
3
/s) 

1-4 0.45 40 3500 0.0005 0.02676 1.94 794 429 0.01143 0.309 

2-3 0.40 10 600 0.0005 0.04014 1.81 656 419 0.01667 0.227 

          

1-2-3-4 0.425 50.00 4100 0.0005 0.02512 2.01 777 403 0.01220 0.285 

 

Τέλος, ο ισοδύναµος αγωγός 1-2-3-4 των 1-4 και 2-3 που είναι σε σειρά µήκους 4100 m 
και διαµέτρου 0.425 m φαίνεται στην τελευταία σειρά του παραπάνω πίνακα ενώ η παροχή 
που µεταφέρει για ∆Η=50 m είναι 285 L/s. 

Έλεγχος: Πρέπει το άθροισµα των απωλειών για την παραπάνω παροχή να είναι 50m. Από 
1ο τυπικό υπολογίζουµε γραµµικές απώλειες των 1, 4 

 

Αγωγός D Q Ks L V Re f J hf 

 (m) (m3/s) (m) (m) (m/s) VD/ν  (m/m)   

1 0.500 0.285 0.00050 1500 1.45  659 770 0.02008 0.0043 6.47 

4 0.400 0.285 0.00050 2000 2.27  824 712 0.02104 0.0138 27.58 

        Σhf= 34.05 

Αφαιρώντας τις συνολικές απώλειες από το ∆Η, ελέγχουµε εάν το άθροισµα των 
παροχών των 2 και 3 είναι 285 L/s στον πίνακα που ακολουθεί 
    

Αγωγός D hf L ks f V Re J Q 

3 0.3 15.95 800 0.0005 0.0226 2.28  620 839 0.01993 0.161 

2 0.25 15.95 500 0.0005 0.0237 2.57  583 761 0.03190 0.126 

        ΣQ= 0.287 

Εποµένως Q = 287 ≅ 285 L/s είναι η ζητούµενη παροχή. 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική - Αγωγοί υπό πίεση 1-81 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

 

8. ΔΕΞΑΜΕΝΕΣ 

Είναι τα σηµεία του δικτύου που αποθηκεύουµε νερό προσωρινά για να το διοχετεύσουµε 
στην κατανάλωση όταν µας ζητηθεί. Η διαστασιολόγηση µιας δεξαµενής γίνεται ανάλογα 
µε το λόγο λειτουργίας της. Υπάρχουν δεξαµενές ύδρευσης, αποθήκευσης, αναρρύθµισης 
κλπ.  
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Σχήµα 8.1 Καµπύλες εισροών και εκροών δεξαµενής. Στο πλάϊ δίδεται η καµπύλη 
κατανάλωσης σε 24-ωρη βάση. 
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Στην περίπτωση π.χ. των δεξαµενών ύδρευσης, ο όγκος τους θα πρέπει να είναι τόσος που 
να µην αδειάζει ποτέ. Για παράδειγµα, σε περίπτωση σταθερής παροχής εισροής, η 
δεξαµενή (βλ. Σχήµα 8.1) στις 6:00 το πρωί θα πρέπει να έχει όγκο νερού Vδεξ ώστε στις 
19:00 το απόγευµα να µην είναι άδεια. Ο όγκος της δεξαµενής Vδεξ καθορίζεται από τη 
µέγιστη διαφορά όγκων εισροής (κύκλοι) και κατανάλωσης (τετράγωνα). Εάν ο όγκος της 
δεξαµενής είναι µηδέν τα µεσάνυχτα (0:00πµ), θα υπάρχει έλειµµα όγκου Vo στις 7:00µµ. 
Εποµένως για σταθερή παροχή εισροής 13m3/hr, η δεξαµενή στις 0:00πµ θα πρέπει να 
περιέχει Vο=17m3 νερού. Ο όγκος της δεξαµενής προκύπτει από τη διαφορά των 
αθροιστικών όγκων εισροής (Vo+Qin×t) και εκροής (ΣQout×∆t) στις 6:00πµ και είναι 66m3. 
Εποµένως, η δεξαµενή που θα σχεδιάσουµε θα πρέπει να έχει όγκο µεγαλύτερο από 66m3, 
πρακτικά περι τα 80m3. 

 

8.1 Σύνδεση δεξαµενών 

(α) Πρόβληµα τριών δεξαµενών (Σχήµα 8.2) 

Είναι το κλασσικό πρόβληµα υπολογισµού των παροχών από ή προς τρεις δεξαµενές που 
συνδέονται µε τρεις αγωγούς που έχουν ένα κοινό σηµείο, µε δεδοµένα µήκη και 
διαµέτρους όταν η στάθµη νερού σε κάθε µια από αυτές είναι δεδοµένη. 

Η επίλυση για τον προσδιορισµό των παροχών γίνεται µε δοκιµές. Υποθέτουµε ότι το 
πιεζοµετρικό ύψος (ή η στάθµη της γραµµής ενέργειας) στο σηµείο συµβολής των αγωγών 
είναι γνωστό και στη συνέχεια επιλύουµε τους αγωγούς ΑΟ, ΟΒ και ΟΓ (προσδιορισµός 
παροχών). Εάν µετά τον υπολογισµό των παροχών ικανοποιείται το θεώρηµα συνέχειας, 
σταµατάµε, αλλιώς δοκιµάζουµε νέο πιεζοµετρικό ύψος µέχρις ότου QΑΟ + QΟΒ + QΟΓ = 0  

 

Περίπτωση 1: Η(Ο) > Η(Β) >Η(Γ), τότε η ροή γίνεται από τη δεξαµενή Α προς τις Β και Γ 
και ισχύει QΑΟ = QΟΒ + QΟΓ. 

Περίπτωση 2: Η(Ο) = Η(Β) >Η(Γ), τότε η ροή γίνεται από τη δεξαµενή Α προς τη Γ 
(QΟΒ=0) και ισχύει QΑΟ = QΟΓ. 

Περίπτωση 3: Η(Β) > Η(Ο) > Η(Γ), τότε η ροή γίνεται από τις δεξαµενές Α και Β προς τη 
Γ και ισχύει QΑΟ + QΟΒ = QΟΓ. 

 

Για τον προσδιορισµό των παροχών προτείνεται η παρακάτω διαδικασία υπολογισµών. 

1. Αρχικά υποθέτουµε ότι ΗΟ = ΗΒ, δηλαδή QOB=0. Εάν QΑΟ= QΟΓ, τότε σταµατούµε 
τον υπολογισµό, έχοντας προσδιορίσει και τις τρεις παροχές. 

2. Εάν QΑΟ>QΟΓ, αυτό σηµαίνει ότι (i) το ΗO που υποθέσαµε πρέπει να αυξηθεί και 
(ii) ότι η δεξαµενή Α τροφοδοτεί τις Β και Γ. 

3. Εάν QΑΟ<QΟΓ, αυτό σηµαίνει ότι (i) το ΗO που υποθέσαµε πρέπει να µειωθεί και 
(ii) ότι οι δεξαµενές Α και Β τροφοδοτούν τη Γ. 
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Σχήµα 8.2 ∆ιασύνδεση τριών δεξαµενών. 

 

(β) Γενικό πρόβληµα σύνδεσης Ν – δεξαµενών 

 

Σχήµα 8.3 ∆ιασύνδεση Ν δεξαµενών. 

Για την επίλυση του συστήµατος των Ν δεξαµενών χρειάζονται: 

(α) Ν-1 ενεργειακές εξισώσεις όπως π.χ. η εξίσωση ενέργειας από τη δεξαµενή Ι στη 
δεξαµενή ΙΙ 
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(β) Eξισώσεις συνέχειας στους κόµβους, π.χ. σηµείο Ο 
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 (8.2) 

στο σηµείο Ο.Τα συνηθισµένα προβλήµατα διασυνδεδεµένων δεξαµενών συνοψίζονται 
στα εξής 

(α) ∆ίνονται οι Ν-1 παροχές και ζητούνται οι διάµετροι των αγωγών, οπότε (i) η άγνωστη 
παροχή προσδιορίζεται από την εξίσωση συνέχειας και (ii) οι Ν-1 ενεργειακές εξισώσεις 
έχουν Ν αγνώστους τις Ν διαµέτρους. Καθορίζουµε τη µια από αυτές και υπολογίζουµε τις 
υπόλοιπες. Αντί αυτού, καθορίζουµε το ύψος της ενέργειας στον κεντρικό κόµβο µε βάση 
την τοπογραφία της περιοχής και τη φορά των επιδιωκόµενων παροχών. Εποµένως, 
ορίζεται αυτόµατα η µια διάµετρος και από αυτήν οι υπόλοιπες. 

Επειδή οι αγωγοί του εµπορίου υπάρχουν σε περιορισµένο αριθµό διαµέτρων, γίνεται 
χρήση δικλίδων ή δύο διαµέτρων ανά τµήµα για την επίτευξη των επιθυµητών γραµµικών 
απωλειών ενέργειας και ως εκ τούτου των επιθυµητών παροχών. 

(β) ∆ίνονται όλες οι διάµετροι (π.χ. περίπτωση εγκατεστηµένου δικτύου) και ζητούνται οι 
παροχές. Το σύστηµα εποµένως των εξισώσεων της συνέχειας και των Ν-1 ενεργειακών 
εξισώσεων λύνεται µονοσήµαντα για τον προσδιορισµό των Ν παροχών συνήθως µε 
κάποια µέθοδο διαδοχικών προσεγγίσεων, ειδικότερα όταν ο αριθµός των δεξαµενών είναι 
µεγαλύτερος από 3, επειδή οι εξισώσεις ενέργειας είναι µη γραµµικές. 

 

Παράδειγµα 8.1 Να προσδιοριστεί η κατεύθυνση ροής στο παρακάτω σύστηµα των τριών 
δεξαµενών (χωρίς να υπολογίσετε τις παροχές). ∆ίδεται ks=0.1 mm. Για το νερό να ληφθεί 
ν=1.15x10-6 m2/s.  

 

 

Απάντηση 

Έστω ότι Η(∆) = +10.00 m, πράγµα που σηµαίνει ότι η παροχή του κλάδου (αγωγού) ∆Β 
είναι µηδενική. Εποµένως 

hf (A∆) = 20 – 10 = 10 m και 

hf (∆Γ) = 10 – 0 = 10 m 

δηλαδή  
hf (A∆) = hf (∆Γ). 

A 

B 

Γ 

∆ 

LΑ∆=1000 m 
DΑ∆=0.30 m L∆Β=500 m 

D∆Β=0.30 m 

L∆Γ=500 m 
D∆Γ=0.30 m 

+20  

+10  

±0.00 
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Θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε τις παροχές των κλάδων Α∆ και ∆Γ µε βάση το 2ο 
τυπικό πρόβληµα. Όµως, η διεύθυνση της ροής µπορεί να προκύψει από τα δεδοµένα του 
προβλήµατος χωρίς τον υπολογισµό των παροχών ως εξής: 

 
1ος τρόπος: Επειδή οι διάµετροι των δύο αγωγών είναι ίδιες, ενώ το µήκος του αγωγού 
ανάντη είναι διπλάσιο, άν υπολογίζαµε τις παροχές θα προέκυπτε ότι Q(Α∆) < Q(∆Γ) για 
να έχουµε τις ίδιες γραµµικές απώλειες στους δύο αγωγούς. Αυτό σηµαίνει ότι  

Η(∆) < Η(Β) 
και εποµένως έχουµε ροή και από τη δεξαµενή Β προς την Γ. 
 

2ος τρόπος: Εάν δεν υπήρχε ροή στον αγωγό ∆Β, τότε Q(Α∆) = Q(∆Γ). Επειδή όµως οι 
διάµετροι των αγωγών Α∆ και ∆Γ είναι ίδιες, η κλίση των γραµµικών απωλειών ενέργειας 
θα πρέπει να είναι ίδια και στους δύο αγωγούς πράγµα που σηµαίνει ότι οι γραµµικές 
απώλειες του αγωγού Α∆, hf(A∆), πρέπει να είναι διπλάσιες απ’ αυτές του αγωγού ∆Γ 
επειδή  

LΑ∆ = 2 L∆Γ =1000m. 
∆ηλαδή, hf (A∆) = 2hf (∆Γ) και εποµένως 

hf (A∆) = Η(Α) – Η(∆) = (2/3)x20 = 13.33m. 
H(∆) = Η(Α) – 13.33 = 20 – 13.33 = 6.67m < 10m = Η(Β). 

Εποµένως θα πρέπει να έρχεται παροχή και από τη δεξαµενή Β προς την Γ. 
 

Παράδειγµα 8.2  

(α) Να υπολογιστούν οι παροχές που µεταφέρουν οι αγωγοί Α∆, ∆Β και ΒΓ. 

(β) Να υπολογιστεί η πίεση στο σηµείο ∆ (διακλάδωση). 

∆εδοµένα:  z∆ = +10m, ks=0 (λείοι αγωγοί), ρ = 1000Kg/m3, ν=1.15x10-6 m2/s. 

 

Απάντηση 

(α) Έστω ότι Η(∆) = +15.00m, πράγµα που σηµαίνει ότι η παροχή του κλάδου (αγωγού) 
∆Β είναι µηδενική. Εποµένως 

hf (A∆) = 35 – 15 = 20m και 

hf (∆Γ) = 15 – 0 = 15 m 

A 
B 

Γ 

∆ 

LΑ∆=1000 m 
DΑ∆=0.50 m 

L∆Β=1500 m 
D∆Β=0.40 m 

L∆Γ=500 m 
D∆Γ=0.30 m 

+35 m 
+15 m 

±0.00 

+10 m 
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Από τις παραπάνω γραµµικές απώλειες υπολογίζουµε τις αντίστοιχες παροχές QΑ∆ και Q∆Γ 
στους αγωγούς Α∆ και ∆Γ, µε βάση το 2ο τυπικό πρόβληµα. Τα επί µέρους αποτελέσµατα 
φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 
 
Η(∆) = 15m        
Αγωγός D hf L ks/D Rf1/2 f V Q 

 (m) (m) (m) (m)   (m/s) (m3/s) 

Α∆ 0.50 20 1000 0 192585 0.0105 4.33 0.850 

∆Β 0.40 --- 1500 --- --- --- --- 0 

∆Γ 0.30 15 500 0 109621 0.0116 3.90 0.276 

 
Επειδή QΑ∆ > Q∆Γ, η δεξαµενή Α θα τροφοδοτεί µε νερό και τη δεξαµενή Β και εποµένως 
η στάθµη της γραµµής ενέργειας στο σηµείο της διακλάδωσης θα είναι  
Η(∆) > 15m. 
Ο προσδιορισµός των παροχών των αγωγών θα γίνει µε δοκιµές. Θεωρούµε ότι Η(∆)=25m 
> Η(Β). Εποµένως 

hf (A∆) = 35 – 25 = 10m  

hf (∆Β) = 25 – 15 = 10m και 

hf (∆Γ) = 25 – 0 = 25 m 

Από τις παραπάνω γραµµικές απώλειες υπολογίζουµε τις αντίστοιχες παροχές QΑ∆, Q∆Β 
και Q∆Γ στους αγωγούς Α∆ ∆Β και ∆Γ, µε βάση το 2ο τυπικό πρόβληµα. Τα επί µέρους 
αποτελέσµατα φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 
 
Η(∆) = 25 m        
Αγωγός D hf L ks/D Rf1/2 f V Q 

 (m) (m) (m) (m)   (m/s) (m
3
/s) 

Α∆ 0.500 10.00 1000 0 136178 0.0112 2.97 0.582 

∆Β 0.400 10.00 1500 0 79560 0.0123 2.06 0.259 

∆Γ 0.300 25.00 500 0 141520 0.0111 5.15 0.364 

 
Από την επίλυση για Η(∆) = +15.00m έχουµε ότι  

∆Q = QΑ∆ – (Q∆Β + Q∆Γ) = 0.574 m3/s, 
ενώ για Η(∆) = 25m  

∆Q = QΑ∆ – (Q∆Β + Q∆Γ) = -0.041 m3/s. 
Με γραµµική παρεµβολή προκύπτει ότι ∆Q = 0 όταν Η(∆) = 24.30m και οι παροχές είναι 
QΑ∆ =610l/s, Q∆Β = 250l/s και Q∆Γ = 360l/s (δείτε τα διαγράµµατα που ακολουθούν). 
 
(γ) Από την εξίσωση ενέργειας προκύπτει ότι ανάντη του σηµείου ∆ στον αγωγό Α∆ η 
πίεση υπολογίζεται ως 

kPa
g

gρp

g

V

gρ

p

g

V
z

gρ

p
H

∆

∆A∆∆A
∆

∆
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46.135
2

11.3
30.14

2
1030.2430.24

2
30.24

2

22

=
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
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
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Μετά τη διακλάδωση στον αγωγό ∆Β η πίεση είναι 
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και στον αγωγό ∆Γ η πίεση είναι 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
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9. ΥΔΡΟΔΥΝΑΜΙΚΕΣ ΜΗΧΑΝΕΣ 

ΣΤΑ ΔΙΚΤΥΑ - ΑΝΤΛΙΕΣ 

Οι υδροδυναµικές µηχανές είναι δύο τύπων, αυτές που προσδίδουν ενέργεια στο σύστηµα 
και ονοµάζονται αντλίες και αυτές που λαµβάνουν ενέργεια από το ρευστό και 
ονοµάζονται τουρµπίνες.  

Οι αντλίες χρησιµοποιούνται για τη µεταφορά υγρών, όπου η βαρύτητα δεν είναι αρκετή 
να µεταφέρει την απαιτούµενη παροχή, ή όπου χρειάζεται να µεταφερθεί ένα υγρό σε 
στάθµη µε µεγαλύτερη δυναµική ενέργεια (υψηλότερη από την αρχική στάθµη). Οι αντλίες 
µετατρέπουν την ηλεκτρική ή την µηχανική ενέργεια του κινητήρα τους σε κινητική 
ενέργεια του ρευστού, που µε τη σειρά της µετατρέπεται σε δυναµική ενέργεια και σε 
θερµότητα από τις απώλειες ενέργειας λόγω τριβών. 

9.1 Είδη αντλιών 

Αντλίες θετικής εκτόπισης (Positive Displacement Pumps, PDP) που αναπτύσσουν 
µεγάλες πιέσεις στο ρευστό.  

∆υναµικές αντλίες που προσδίδουν ορµή στο ρευστό από πτερύγια που κινούνται γρήγορα. 

9.2 Φυγοκεντρικές αντλίες 

Είναι δυναµικές αντλίες που προσδίδουν ορµή στο ρευστό. Χρησιµοποιούνται ευρύτατα 
σε έργα υποδοµής και εφαρµογές έργων Πολιτικού Μηχανικού. Σε µόνιµη ροή, η αντλία 
προσδίδει ενέργεια µεταξύ εισόδου του νερού (σωλήνας αναρρόφησης, σηµείο 1, eye) και 
εξόδου (σωλήνας κατάθλιψης, σηµείο 2). 
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όπου Ηs ... το ύψος ενέργειας που προσδίδει η αντλία στο ρευστό 

 hf ... το ύψος απωλειών από τριβές. 

 

 

Σχήµα 9.1 Αντλία θετικής εκτόπισης (PDP). 

 

 

Σχήµα 9.2 Φυγοκεντρική αντλία. 

 

Σχήµα 9.3 Φυγοκεντρική αντλία σχηµατικά. 

 

(1) 
(2) 

z1 
z2 

Αναρρόφηση 
Κατάθλιψη 

Συµπίεση 

Αναρρόφηση 
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Συνήθως V1 = V2  και z1 = z2. Εποµένως η σχέση (9.1) γίνεται 

gρ

pp
H 12 −

=  (9.2) 

H ισχύς (έργο ανά µονάδα χρόνου) που αποδίδεται στο ρευστό από την αντλία είναι  

( )
gQHρ

t

Hgρ

t

Hmg

t

W
P =

∀
=

×
== . (9.3) 

9.3 Xαρακτηριστικές καµπύλες αντλιών. 

Τρεις είναι οι χαρακτηριστικές καµπύλες που χρειάζεται να γνωρίζουµε για κάθε αντλία: 

• Η καµπύλη µανοµετρικού ύψους - παροχής (Q - H), χαρακτηριστική καµπύλη που 
δίνεται από τον κατασκευαστή. Όταν αυξάνουµε την παροχή ελαττώνεται το 
µανοµετρικό και αντίστροφα.  

• Ο βαθµός απόδοσης η της αντλίας σαν συνάρτηση της παροχής (καµπύλη η - Q). Η 
µέγιστη τιµή του βαθµού απόδοσης δεν ξεπερνά το 0.80 έως 0.90 και αντιστοιχεί στο 
60% συνήθως της µέγιστης παροχής της αντλίας. 

• Η καµπύλη ισχύος σαν συνάρτηση της παροχής της αντλίας (P - Q), όπου Ρ είναι η 
ισχύς που προσδίδουµε στην αντλία. 

Στο σχήµα 9.4 φαίνονται σχηµατικά οι τρεις χαρακτηριστικές καµπύλες. 

 

Σχήµα 9.4 Χαρακτηριστικές καµπύλες µιας φυγοκεντρικής αντλίας. 

Βέλτιστο σηµείο 
λειτουργίας  

Q 

H 

Q Q*≈ 0.60 Qmax 

Q 

Ρ 

 η 

max η 
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9.4 Σηµείο λειτουργίας αντλίας - δικτύου. 

 

Σχήµα 9.5 Άντληση από στάθµη z1 στη στάθµη z2. 

 

Η αντλία αντλεί νερό από τη δεξαµενή µε τη χαµηλότερη στάθµη z1 και το στέλνει στη 
δεξαµενή µε την υψηλότερη στάθµη z2. που οι στάθµες τους απέχουν. Το ύψος ενέργειας 
που προσδίδει η αντλία στο σύστηµα θα πρέπει να είναι ίσο µε το σύνολο των απωλειών 
ενέργειας hf+haκαι υψοµετρικής διαφοράς Η = z2-z1 των δύο δεξαµενών, και αυτό να 
συµβαίνει στην περιοχή βέλτιστης λειτουργίας της αντλίας.  

H z z h h H f
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D
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g
s f a= − + + = +


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
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





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2 1

2 2

2 2
Σ Σ  (9.4) 

 

Εφαρµογή. Να µελετηθεί το σηµείο λειτουργίας του συστήµατος που φαίνεται στο Σχήµα 
9.5 για τις περιπτώσεις: (1) ροή χωρίς τριβές, (2) στρωτή ροή  και (3) τυρβώδη ροή όταν η 
καµπύλη Q - H της αντλίας είναι δεδοµένη. 

(1) Μηδενικές απώλειες τριβών 

12 zzH s −= = σταθερά 

Εποµένως  

1QQ = . 

(2) Στρωτή ροή: Οι απώλειες ενέργειας σε στρωτή ροή δίδονται από τη σχέση  

h f
L

D

V

g
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Γ. Ε. 
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Εποµένως  

QzzH s β+−= 12  και  2QQ = . 

(γ) Τυρβώδης ροή: Οι απώλειες ενέργειας σε τυρβώδη ροή προκύπτουν από τη σχέση  

h f
L

D

V

g
CQf = =

2
2

2
 

Εποµένως  
2

12
2

CQzzCQHH s +−=+=  και 3QQ = . 

 

Σχήµα 9.6 Σηµείο λειτουργίας αντλίας σε άτριβη, στρωτή και τυρβώδη ροή. 

 

Παράδειγµα 9.1  

 
Αντλία ισχύος 100 KW χρησιµοποιείται για τη µεταφορά παροχής νερού 150 L/s από 
δεξαµενή µε στάθµη ±0.00 στη στάθµη +40.00 m (P = ρgQHs/η). 

(α) Να προσδιοριστούν οι γραµµικές απώλειες του συστήµατος όταν ο συντελεστής 
απόδοσης της αντλίας είναι η=0.80. (Να αµελήσετε τις τοπικές απώλειες). 

(β) Να προσδιοριστεί η διάµετρος του αγωγού ΟΒ. 

∆εδοµένα: LΑΟ=1000 m, DΑΟ=0.50 m, LΟΒ=1500 m, ks = 0.5 mm, H=40 m. Για το νερό 
θεωρείστε ρ = 1000 Kg/m3, ν = 1.15x10-6 m2/s. 

Η=40 m 

Α 

Ο 

Β 

H Ηs = z2 - z1 + CQ2 

 Ηs = z2 - z1 + βQ 

Ηs = z2 - z1 

Q Q1 Q2 Q3 

Ho 
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Απάντηση 

(α) Υπολογίζουµε το µανοµετρικό ύψος της αντλίας. 

==⇒= gQρηPHηgQHρP ss // 100000 x (0.80) /(1000 x 9.81 x 0.150) = 54.37 m. 

Όµως 

HHhhHH sffs −=⇒+=  = 54.37 – 40 = 14.37 m. 

Οι γραµµικές απώλειες του συστήµατος είναι 14.37m. 

(β) Επιλύοντας (το σύστηµα 3ο τυπικό πρόβληµα) κατά τα γνωστά προκύπτι ότι 

D = 342 mm. 

 
Παράδειγµα 9.2  

 

Να υπολογίσετε την παροχή νερού που µεταφέρει αντλία από τη δεξαµενή Α στη δεξαµενή 
Β όταν η διαφορά στάθµης είναι ∆Η = 80m και η χαρακτηριστική της καµπύλη δίδεται 
από τη σχέση Hs = 120 - 0.005Q2, Ηs σε m και Q σε L/s. Η ισοδύναµη τραχύτητα του 
σωλήνα είναι 0.5 mm. 

Για το νερό θεωρείστε ρ = 1000 Kg/m3, ν = 1.10×10-6 m2/s. 

Απάντηση 

(α) Υπολογίζουµε τις απώλειες ενέργειας στο σωλήνα µεταβάλλοντας την παροχή 
σύµφωνα µε το πρώτο τυπικό πρόβληµα. 

D Q Ks L V Re f J hf 

(m) (m3/s) (m) (m) (m/s) VD/ν  (m/m) (m) 

0.25 0.03 0.0005 1000 0.61 152 789 0.00188 0.0001 0.14 

0.25 0.05 0.0005 1000 1.02 254 648 0.00511 0.0011 1.08 

0.25 0.07 0.0005 1000 1.43 356 507 0.00993 0.0041 4.12 

0.25 0.09 0.0005 1000 1.83 458 366 0.01634 0.0112 11.20 

0.25 0.11 0.0005 1000 2.24 560 225 0.02432 0.0249 24.90 

0.25 0.13 0.0005 1000 2.65 662 085 0.03389 0.0485 48.47 

0.25 0.15 0.0005 1000 3.06 763 944 0.04505 0.0858 85.76 

 

∆H 

A 

B 

L=1000m 
D=250mm 
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Στη συνέχεια καταρτίζουµε το γράφηµα (Q, Hs) και (Q, ∆Η+hf). Το σηµείο όπου τέµνονται 
οι δύο καµπύλες µας δίνει το ζητούµενο, δηλαδή Q=80 L/s. 
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9.5 Παράλληλη σύνδεση αντλιών 

Όταν µια αντλία παρέχει το απαιτούµενο µανοµετρικό ύψος αλλά όχι και την απαιτούµενη 
παροχή, τότε πρέπει να συνδυάσουµε δύο ή περισσότερες αντλίες του ιδίου ή και 
διαφορετικού τύπου έτσι ώστε να πάρουµε την απαιτούµενη παροχή. Για το σύστηµα π.χ. 
Ν ίδιων αντλιών έχουµε 

SSNSS HH...HH ==== 21  (9.5) 

και 

QQ...QQ N =+++ 21 . (9.6) 

 

9.6 Σύνδεση αντλιών σε σειρά 

Σε περίπτωση που διαθέτουµε αντλίες που µας παρέχουν την απαιτούµενη παροχή αλλά σε 
χαµηλότερο µανοµετρικό ύψος από το απαιτούµενο, τότε στην έξοδο της πρώτης αντλίας 
προσθέτουµε και δεύτερη, στην έξοδο της δεύτερης και τρίτη, κοκ, έως ότου πετύχουµε το 
µανοµετρικό ύψος που απαιτείται. Για σύστηµα λοιπόν Ν αντλιών σε σειρά έχουµε 

SSNSS HH...HH =+++ 21  (9.7) 

και 

QQ...QQ N ==== 21 . (9.8) 

Εφαρµογή 9.1: Σύνδεση δύο αντλιών σε παράλληλη διάταξη - σηµείο λειτουργίας. 
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Αθροίζουµε τις παροχές των αντλιών για κάθε µανοµετρικό και προσδιορίζουµε την 
καµπύλη Q – H του συστήµατος. 

 

Εφαρµογή 9.2: Σύνδεση δύο αντλιών σε σειρά - σηµείο λειτουργίας συστήµατος. 

Αθροίζουµε τα µανοµετρικά των αντλιών για κάθε παροχή και προσδιορίζουµε την 
καµπύλη Q – H του συστήµατος. 

Σε ένα σύστηµα δύο αντλιών που συνδέονται παράλληλα ή σε σειρά ο συντελεστής 
απόδοσης του συστήµατος είναι 

η
γ

A B

A B A B

motors

Q H
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+ +=
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 (9.9) 
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9.7 Σπηλαίωση (cavitation) 

Πίεση (ή τάση) ατµών ορίζουµε την πίεση εκείνη για την οποία το υγρό και οι ατµοί του 
βρίσκονται σε ισορροπία. Σε περίπτωση που σε ένα υγρό µε ελεύθερη επιφάνεια η πίεση 
στη µάζα του υγρού είναι µεγαλύτερη από την πίεση των ατµών του, τότε η µοναδική 
εναλλαγή ατµών - υγρού συµβαίνει στη διεπιφάνεια (ελεύθερη επιφάνεια). Όταν η πίεση 
ενός κινούµενου υγρού γίνει µικρότερη από την πίεση των ατµών του (για δεδοµένη 
θερµοκρασία), τότε στα σηµεία χαµηλής πίεσης αρχίζουν να εµφανίζονται φυσσαλίδες 
ατµού, µε αποτέλεσµα την έναρξη βρασµού στο υγρό (λόγω υποπίεσης). Το φαινόµενο 
αυτό ονοµάζεται σπηλαίωση (cavitation).  

Η παράµετρος που εκφράζει το βρασµό σε ένα υγρό που κινείται είναι ο αριθµός 
σπηλαίωσης (cavitation number) που ορίζεται ως 

2

2

1
V

pp
C a

a

ρ

υ−
=  (9.10) 

όπου pa ... η πίεση του περιβάλλοντος ρευστού 

Q Q 

 ΗS3 

 ΗS2 

 ΗS1 

 Hs 

Σχηµατική διάταξη τριών 
(3) αντλιών σε σειρά 
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 pυ ... η πίεση των ατµών 

 V ... χαρακτηριστική ταχύτητα (π.χ. µέση ταχύτητα του ρευστού) 

Όταν η φυσαλίδα του ατµού µετακινηθεί σε περιοχή µε µεγαλύτερη πίεση, τότε 
καταστρέφεται µε τη σύγχρονη δηµιουργία µιας µικρο-έκρηξης που έχει αρνητικές 
επιπτώσεις στο περιβάλλον. Π.χ σε περίπτωση που αυτό συµβεί κοντά σε στερεό τοίχωµα, 
η επιφάνειά του καταστρέφεται σταδιακά. Σπηλαίωση εµφανίζεται στις προπέλες των 
πλοίων, στα κινούµενα µέρη των αντλιών και των υδροστροβίλων, σε περιοχές 
αποκόλλησης λόγω απότοµης διεύρυνσης της διατοµής ενός αγωγού κλπ. 

Στο διάγραµµα που ακολουθεί φαίνεται η τάση των ατµών του νερού σαν συνάρτηση της 
θερµοκρασίας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 9.7 Τάση των ατµών νερού σαν 
συνάρτηση της θερµοκρασίας. 

 

 

9.8 Καθαρό ύψος αναρρόφησης αντλίας (Net positive suction head - NPSH) 

Στήλη νερού σε εφελκυσµό. Θεωρούµε ένα κατακόρυφο πιστόνι που η επιφάνεια του 
εµβόλου εφάπτεται στο νερό, ενώ ο περιµετρικός δακτύλιος δεν επιτρέπει την είσοδο αέρα 
ανάµεσα στην επιφάνεια του εµβόλου και του νερού. Καθώς µετακινούµε το έµβολο 
κατακόρυφα προς τα επάνω, δηµιουργείται µια στηλη νερού µέσα στο σωλήνα που το 
ακολουθεί. Αυτό συµβαίνει επειδή η ατµοσφαιρική πίεση ωθεί το νερό προς τα επάνω. 
Όταν η στήλη του νερού φτάσει σε ύψος περίπου 10 m, όσο περίπου είναι και το ύψος 
πίεσης της ατµόσφαιρας p/ρg, η πίεση στην επιφάνεια του εµβόλου είναι περίπου µηδέν. 
Σε περίπτωση που µετακινήσουµε το έµβολο παραπάνω, το νερό θα βρεθεί υπό την 
επίδραση εφελκυστικών δυνάµεων, όταν δε η υποπίεση ξεπεράσει την τάση των υδρατµών 
pυ (pυ/ρg =0.24 m H2O, σε θερµοκρασία 20 oC) τότε το νερό θα (βράσει) εξατµιστεί και θα 
δηµιουργηθεί µια φυσαλίδα υδρατµού ανάµεσα στο έµβολο και την επιφάνεια του νερού. 

Τάση ατµών νερού
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Το ίδιο µπορούµε να επιτύχουµε ρουφώντας νερό µε ένα καλαµάκι, πράγµα που σηµαίνει 
ότι εάν βρισκόµαστε σε απόσταση περίπου 10 m πάνω από την ελεύθερη επιφάνεια του 
νερού του δοχείου θα ρουφάµε υδρατµούς, δεδοµένου ότι η στάθµη του νερού δεν θα 
ξεπεράσει τα 10 m περίπου. Στην περίπτωση µιας αντλίας το νερό που κινείται µέσα στο 
σωλήνα αναρρόφησης υποβοηθείται από την ατµοσφαιρική πίεση, ενώ παράλληλα έχει και 
απώλειες ενέργειας λόγω τριβών µε τα τοιχώµατα.  

Καθαρό ύψος αναρρόφησης µιας αντλίας (NPSH στο εξής) είναι το ύψος της ενέργειας ή η 
στάθµη τοποθέτησης της αντλίας σε σχέση µε τη στάθµη του αντλούµενου υγρού, που 
απαιτείται για την αποφυγή δηµιουργίας φυσαλίδας υδρατµών (βρασµού ή σπηλαίωσης). 

 

Σχήµα 9.8 Αναρρόφηση υγρού από αντλία που βρίσκεται σε στάθµη zi υπεράνω της 

ελεύθερης επιφάνειας. 

Η εξίσωση ενέργειας από τη διατοµή (1) στη διατοµή της εισόδου του αγωγού στην αντλία 
(i) γράφεται ως εξής 

H H hi f i1 1= + −( )  (9.11) 

( i ) 

zi 

Q 

(1) 

Υδρατµοί 

p=3.5 kPa 

p=101.35 kPa 
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και αναλυτικότερα 
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όπου pa ... η ατµοσφαιρική πίεση 

 pi ... η πίεση στην είσοδο (eye) της αντλίας 

 Vi ... ταχύτητα του ρευστού στην είσοδο της αντλίας 

 zi ... η υψοµετρική διαφορά ελ. επιφάνειας και άξονα της αντλίας. 

Στη συνέχεια ορίζουµε το NPSH σαν τη διαφορά 
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όπου pυ ... η πίεση των ατµών και  

 hf(1-i) ... οι απώλειες ενέργειας στο σωλήνα εισόδου. 

Για να µη διακοπεί η λειτουργία της αντλίας λόγω διακοπής της στήλης νερού από βρασµό 
ή εξαέρωση από την υποπίεση θα πρέπει 
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δηλαδή 
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Για αντλίες στις οποίες ο αγωγός εισόδου έχει µικρό µήκος, δηλαδή hf(1-i) ≈ 0, θα πρέπει η 
απόσταση του άξονα της αντλίας zi από την ελεύθερη επιφάνεια να είναι µικρότερη από τη 

διαφορά (pa - pυ) / ρg. Όµως για θερµοκρασία 20 οC,  

pa = 1 atm   (pa / ρg = 10.33 m H2O)  

pυ = 2.337 kPa  (pυ / ρg = 0.24 m H2O) 

και εποµένως πρέπει  

i

a zm.
g

pp
>≈

ρ

− υ 0910 . (9.16) 

Για λόγους ασφάλειας όµως θεωρούµε zi < 7 m, δηλαδή η αντλία δεν τοποθετείται σε 

απόσταση που υπερβαίνει τα 7 m (στάθµη αναρρόφησης) πάνω από την ελεύθερη 
επιφάνεια. 

Ερώτηση: Υπάρχει περίπτωση η στάθµη αναρρόφησης της αντλίας να είναι κάτω από την 
ελεύθερη επιφάνεια και να έχουµε διακοπή λειτουργίας της λόγω σπηλαίωσης; 
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9.9 Σίφωνας 

 

Σχήµα 9.9 Σίφωνας. 

Σίφωνας είναι ένας σωλήνας µικρής διαµέτρου που χρησιµοποιείται για παροχέτευση 
υγρών από δεξαµενή ή δοχείο σε άλλη δεξαµενή ή δοχείο. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον 
παρουσιάζει ο αντεστραµµένος σίφωνας, στον οποίο η ψηλότερη διατοµή βρίσκεται πάνω 
από την ελεύθερη επιφάνεια. 

Όταν ο σίφωνας είναι σε λειτουργία η εξίσωση ενέργειας µεταξύ των διατοµών (1), (2) και 
(3) γράφεται ως εξής 

H H h H hf f1 2 1 2 3 1 3= + = +− −( ) ( )  (9.17) 

και αναλυτικότερα 
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Εποµένως 
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Για να µην υπάρχει εποµένως διακοπή της στήλης του νερού θα πρέπει η σχετική πίεση 
(πάνω από την ατµοσφαιρική) στη διατοµή (2) να είναι µεγαλύτερη από την πίεση των 
ατµών του νερού, δηλαδή 
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∆ηλαδή, χρησιµοποιώντας τον ορισµό NPSH, όπου η βαρύτητα οδηγεί το νερό αντί της 
αντλίας,  
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που σηµαίνει ότι 
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Για hf = 1 m, πρέπει πρακτικά h < 9.0 m. Στην πράξη όµως h < 7.0 m από την επιφάνεια 

του νερού για λόγους ασφαλείας. 

Σηµείωση: Η έναρξη λειτουργίας του σίφωνα γίνεται µε αναρρόφηση νερού, έτσι που να 
γεµίσει ο σωλήνας και να υπάρξει συνέχεια στη στήλη του νερού. Τότε η βαρύτητα αρχίζει 
να κινεί το νερό. Σε περίπτωση όµως που  
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η υποπίεση δηµιουργεί εξάτµιση και εποµένως µεγάλη φυσαλίδα ατµών που διακόπτει τη 
ροή. 

Για να υπάρξει κίνηση θα πρέπει Η1>Η3, δηλαδή από την εξίσωση (9.18) προκύπτει ότι 

)31(
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Παράδειγµα 9.3 

 
(α) Σε περίπτωση που χρησιµοποιηθεί ο λείος (ks = 0) αγωγός µήκους 4000m και ενιαίας 
διαµέτρου που προκύπτει χρησιµοποιώντας την διαφορά στάθµης των δεξαµενών Α και Β 
σαν µήκος γραµµικών απωλειών ενέργειας, υπάρχει περίπτωση να διέλθει από τον αυχένα 
η παροχή των 200 L/s;  

(β) Αν όχι, ποια ή ποιες είναι οι θεωρητικές διάµετροι των αγωγών που πρέπει να 
χρησιµοποιηθούν ώστε να µεταφέρεται παροχή 200 L/s;  

∆εδοµένα: L(AΓ)=1000 m, L(ΓΒ)=3000 m, ν =1.15×10-6 m2/s. Να αµελήσετε τοπικές 
απώλειες. 
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Απάντηση 

(α) Υπολογίζουµε τη διάµετρο του τµήµατος ΑΒ για παροχή 200 L/s µε βάση το τρίτο 
τυπικό πρόβληµα. 

∆εδοµένα Ζητούµενο 
ks = 0        D 

Q = 0.2 m3/s  
L = 4000 m  
hf  = 100 m  
ks/D = 0  
g = 9.81 m/s2  
Με διαδοχικές προσεγγίσεις υπολογίζουµε τη διάµετρο D. Oι υπολογισµοί φαίνονται στον 
πίνακα που ακολουθεί: 

f D V Re ks/D f 

0.0200 0.305 2.74 725752 0.0000 0.0118 
0.0118 0.275 3.38 806525 0.0000 0.0121 
0.0121 0.276 3.34 802486 0.0000 0.0121 

Εποµένως D(AΒ) = 0.276 m. Η κλίση απωλειών υπολογίζεται κατά τα γνωστά στον 
παρακάτω πίνακα 

D Q ks V Re f J 
(m) (m3/s) (m) (m/s) VD/ν  m/m 

0.276 0.200 0 3.34  922 638 0.0121 0.02497 
Εποµένως, οι γραµµικές απώλειες µέχρι το σηµείο Γ είναι  

hf(ΑΓ) = 1000 JE = 1000 x 0.02497 = 24.97 m 

Η στάθµη της Γραµµής Ενέργειας (ΓΕ) Η(Γ) στο σηµείο Γ θα είναι 

100 - 24.97 = 75.03 m 

Το υψόµετρο στο Γ είναι zΓ = 100 - 10 = 90 m. 

Εποµένως  
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 75.03 - 90 ≈ -15.00 m. 

Για να µην υπάρξει διακοπή της στήλης του νερού πρέπει  
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Αλλά -15.00 m < -7.00 m και εποµένως θα υπάρξει διακοπή της στήλης νερού. Άρα δεν 
περνά η παροχή των 200 L/s από αγωγό µε ενιαία διάµετρο. 

Σηµείωση: Το ερώτηµα µπορεί να απαντηθεί απ’ ευθείας. Επειδή η διάµετρος θα είναι 
ενιαία, οι γραµµικές απώλειες στο ¼ του αγωγού (1000 m) θα είναι ∆Η/4=25 m. 
Εποµένως, η Γ.Ε. θα βρίσκεται 15m κάτω από το υψόµετρο του άξονα του αγωγού, 
δηλαδή το ύψος υποπίεσης υπερβαίνει τα 10 m που συνεπάγεται τη διακοπή της στήλης 
του νερού από τη δηµιουργία υδρατµών. 
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(δ) Για να διέλθει η παροχή των 200 L/s, θα χρησιµοποιήσουµε αγωγούς διαφορετικής 
διαµέτρου ανάµεσα στα σηµεία ΑΓ και ΓΒ, έτσι ώστε  
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 m, ή ότι hf(ΑΓ) ≤ 10 + 7 = 17 m. 

Έστω ότι hf(ΑΓ) =15 m. Από το 3o τυπικό πρόβληµα έχουµε ότι 

∆εδοµένα Ζητούµενo 
ks = 0 mm D 
Q = 200 L/s  
L = 1000 m  
hf = 15 m  
ν = 1.15×10-6 m2/s  
ks/D = 0  
g = 9.81m/s2  

απ' όπου προκύπτει κατά τα γνωστά D = 307mm. Τότε hf(ΓΒ) =85 m. Από το 3o τυπικό 
πρόβληµα έχουµε ότι 

∆εδοµένα Ζητούµενo 
ks = 0 mm D 
Q = 200 L/s  
L = 3000 m  
hf = 85 m  
ks/D = 0  

απ' όπου προκύπτει κατά τα γνωστά D = 269mm. 

 

Παράδειγµα 9.4 

 
Αντλία µεταφέρει παροχή νερού από τη δεξαµενή Α στη δεξαµενή Β. Ζητούνται: (α) Η 
µέγιστη παροχή που µπορεί να µεταφέρει η αντλία χωρίς να διακοπεί η λειτουργία της. (β) 
Το µανοµετρικό της αντλίας για τη µέγιστη παροχή. (γ) Η ισχύς του κινητήρα εάν ο 
βαθµός απόδοσης είναι 75%. 

Α 

Β 

Η=50 m 

-1.00 

zo 

Ηs 

±0.00 
L1=500 m 

L2=2000 m 

D1=300 mm 
D2=350 mm 

Γ 

Γ.Ε. 

Γ.Ε. 
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∆εδοµένα: Η ισοδύναµη τραχύτητα των σωλήνων είναι 0.5 mm, ν=1.1×10-6 m2/s και 
ρ=1000 Kg/m3. 

Απάντηση 

(α) Πρέπει το ύψος υποπίεσης (κάτω απο την ατµοσφαιρική) στην είσοδο του αγωγού 
αναρρόφησης ΑΓ να µην ξεπερνά τα 7 m, δηλαδή zo=-8 m. Εποµένως hf(ΑΓ)=8 m. Πρέπει 
στη συνέχεια να λύσουµε το 2ο τυπικό µε δεδοµένα L1=500 m, D1=200 mm, ks=0.5 mm 
και hf=8 m. Ο υπολογισµός φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί. 

D hf L ks ks/D Re√f f V Q 

(m) (m) (m) (m)      (m/s) (m3/s) 

0.300 8.00 500 0.0005 0.0017 83695 0.0227 2.038 0.1440 

 
(β) Οι απώλειες ενέργειας στον καταθλιπτικό αγωγό ΓΒ θα υπολογιστούν µε το 1ο τυπικό 
πρόβληµα µε δεδοµένα L2=2000 m, D2=350 mm, Q=144 L/s και ks=0.5 mm. Ο 
υπολογισµός φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί. 

D Q ks L V ks/D Re f1 f2 J hf 

(m) (m3/s) (m) (m) (m/s)   VD/ν Hypothesis Calc (m/m) (m) 

0.350 0.144 0.0005 2000 1.497 0.0014  476 225 0.0150 0.0220 0.00489 9.79 

0.350 0.144 0.0005 2000 1.497 0.0014  476 225 0.0220 0.0219 0.00719 14.37 

0.350 0.144 0.0005 2000 1.497 0.0014  476 225 0.0219 0.0219 0.00715 14.31 

Εποµένως hf =14.31 m και Hs = H+8+hf=50+8+14.31=72.31 m. 

(γ) Η ισχύς της αντλίας πρέπει να είναι 

== ηρ /sgQHP 1000×9.81×0.144×72.31/0.75 = 136.2 kW. 

 

Παράδειγµα 9.5 

 

Με δεδοµένο ότι διαθέτουµε δύο αντλίες µε χαρακτηριστικές καµπύλες  

Pump_1: H=120-0.005Q2 και Pump_2: H=100-0.0045Q2 (Q σε m3/s, H σε m) ζητούνται: 

(α) Για Η = 80m και δύο αντλίες τύπων Pump_1 και Pump_2 που λειτουργούν σε σειρά 
ποιά είναι η παροχή Q που µεταφέρουν στη ∆εξαµενή Β; 

H=80 m 

A 

B 

L=1000m 
D=250mm 
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(β) Για Η = 80m και δύο αντλίες τύπου Pump 1 που λειτουργούν σε παράλληλη διάταξη 
ποιά είναι η παροχή Q που µεταφέρουν στη ∆εξαµενή Β; 

∆εδοµένα: L=1000m, D=250mm, ks=0.5 mm και ν=1.10x10-6m2/s. 

Απάντηση 

Υπολογισµός hf ίδιος µε παράδειγµα 9.2 (ίδια µήκος, διάµετρος και τραχύτητα σωλήνα). 

(α) Αντλίες Pump_1 και Pump_2 σε σειρά. 

H (Q) = H1(Q) + H2(Q) 

Aπό το παρακάτω σχήµα προκύπτει ότι η παροχή που µεταφέρει το σύστηµα είναι 110 L/s 
(σηµείο λειτουργίας αντλίας-δικτύου). 
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(β) ∆ύο αντλίες Pump_1 σε παράλληλη διάταξη. 

Q (H) = Q1(H) + Q2(H) 

Aπό το παρακάτω σχήµα προκύπτει ότι η παροχή που µεταφέρει το σύστηµα είναι 90 L/s 
(σηµείο λειτουργίας αντλίας-δικτύου).  
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10. ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΗ ΑΣΚΗΣΗ - 

ΑΓΩΓΟΙ ΥΠΟ ΠΙΕΣΗ 

Στο Εργαστήριο Υδροµηχανικής και Περιβαλλοντικής Τεχνικής του Τµήµατος Πολιτικών 
Μηχανικών του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας, υφίσταται ένα σύστηµα µέτρησης των 
απωλειών φορτίου σε αγωγούς υπό πίεση. Είναι η Πειραµατική συσκευή H16 - Losses in 
Piping Systems που κατασκευάστηκε από τον Οίκο TecQuipment10 Limited, που έχει έδρα 
στο Ηνωµένο Βασίλειο. Η συσκευή αποτελείται από δύο κυκλώµατα σωλήνων που 
ελέγχονται από τις δικλίδες Α και Β, που στο εξής θα αποκαλούµε κύκλωµα Α και 
κύκλωµα Β. Τα µήκη των σωλήνων ανάµεσα σε διαδοχικά πιεζόµετρα είναι 0.914 m. 
 

Το κύκλωµα Α αποτελείται από τα παρακάτω τµήµατα µήκους 0.914 m το καθένα:  

• Ευθύγραµµο σωλήνα l = 0.914m, D = 13.7mm (3 – 4) 
• Σωλήνα l = 0.914m, D = 13.7mm µε γωνία 90ο (5 – 6) 
• Σωλήνα l = 0.914m, D = 13.7mm µε καµπύλη 90ο µικρής R (1–2) 
 

Το κύκλωµα Β αποτελείται από τα παρακάτω τµήµατα µήκους 0.914 m το καθένα:  

• Απότοµη διεύρυνση από 13.7mm σε 26.4mm (7 – 8) 
• Ευθύγραµµο σωλήνα l = 0.914m, D = 26.4mm (8 – 9) 
• Απότοµη στένωση από 26.4 mm σε 13.7 mm (9 – 10) 
• Σωλήνα l = 0.914m, D = 13.7mm µε καµπύλη 90ο R = 52 mm (15 – 16) 
• Σωλήνα l = 0.914m, D = 13.7mm µε καµπύλη 90ο R = 102 mm (11 – 12) 
• Σωλήνα l = 0.914m, D = 13.7mm µε καµπύλη 90ο R = 152 mm (13 – 14) 

                                                 
10 TecQuipment Limited, Bonsall St., Long Eaton, Nottingham, NG10 2AN, ENGLAND. 
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Από παλαιότερα πειράµατα που διεξήχθησαν στο εργαστήριο έχουµε τα παρακάτω 
δεδοµένα: Η θερµοκρασία στο εργαστήριο ήταν 20 οC. 

(α) ∆εδοµένα για το κύκλωµα Α 

Η παροχή του κυκλώµατος Α ήταν Q = 337.21 cc/s. 

Οι πιέσεις που µετρήθηκαν στα πιεζόµετρα (p/ρg, σε mm Η2Ο) είναι: p1=723, p2=50, 
p3=740, p4=305, p5=1040 και p6=140. 

Ζητείται να υπολογίσετε: (α) Το συντελεστή f των γραµµικών απωλειών του σωλήνα, τι 
παρατηρείτε; (β) τις τοπικές απώλειες στη γωνία 90ο ανάµεσα στα πιεζόµετρα 5 και 6 και 
τον αντίστοιχο συντελεστή τοπικών απωλειών και (γ) τις τοπικές απώλειες στην καµπύλη 
90ο ανάµεσα στα πιεζόµετρα 1 και 2 και τον αντίστοιχο συντελεστή τοπικών απωλειών. 

(β) ∆εδοµένα για το κύκλωµα Β 

Η παροχή του κυκλώµατος B ήταν Q = 336.42cc/s. 

Οι πιέσεις που µετρήθηκαν στα πιεζόµετρα (p/ρg, σε mm Η2Ο) είναι: p7=480, p8=570, 
p9=548, p10=102, p11=695, p12=229, p13=556, p14=75, p15=657 και p16=160. 

Ζητείται να υπολογίσετε: (α) Το συντελεστή γραµµικών απωλειών του σωλήνα (8-9) 
διαµέτρου 26.4mm, (β) τις τοπικές απώλειες στην διεύρυνση (7-8) και τη στένωση (9-10) 
και τους αντίστοιχους συντελεστές τοπικών απωλειών, (γ) τις τοπικές απώλειες στις 
καµπύλες 90ο R = 52 mm (15–16), R = 102 mm (11–12) και R = 152 mm (13–14) και τους 
αντίστοιχους συντελεστές τοπικών απωλειών. 

Απάντηση 
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Κύκλωµα Α: 

Από πιεζόµετρα 3 και 4 προέκυψε ότι f = 0.024 

Από πιεζόµετρα 1 και 2 προέκυψε ότι για καµπύλη 90ο Κ = 0.892  

Από πιεζόµετρα 5 και 6 προέκυψε ότι για γωνία 90ο Κ = 1.743  

Κύκλωµα Β: 

Από πιεζόµετρα 8 και 9 προέκυψε ότι f = 0.033 

Από πιεζόµετρα 7 και 8 προέκυψε ότι για τη διεύρυνση Κ = 0.59 

Από πιεζόµετρα 9 και 10 προέκυψε ότι για τη στένωση Κ = 0.75 

Από πιεζόµετρα 11 και 12 προέκυψε ότι για καµπύλη 90ο 102mm Κ = 0.124  

Από πιεζόµετρα 13 και 14 προέκυψε ότι για καµπύλη 90ο 152mm Κ = 0.181  

Από πιεζόµετρα 15 και 16 προέκυψε ότι για καµπύλη 90ο 52mm Κ = 0.241  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α: ∆ΙΑΣΤΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 

Α.1 Το θεώρηµα των Π του Buckingham 

Το θεώρηµα του Buckingham µπορεί να διατυπωθεί σε δύο φράσεις:  

1. Όλα τα φυσικά φαινόµενα µπορούν να περιγραφούν µε αδιάστατα µονώνυµα που 
αποτελούνται από µεταβλητές που το περιγράφουν. 

2. Ο αριθµός των φυσικών µεταβλητών υπερβαίνει τον αριθµό των ανεξάρτητων 
αδιάστατων µονωνύµων κατά ποσότητα, όση και ο αριθµός των θεµελιωδών 
διαστάσεων που εµφανίζονται στο φαινόµενο. 

∆ηλαδή, εάν σε ένα φυσικό φαινόµενο υπεισέρχονται n µεταβλητές και εµφανίζονται m 
θεµελιώδεις διαστάσεις, τότε υπάρχουν n-m αδιάστατα µονώνυµα τα οποία µπορούν να το 
περιγράψουν. 

Οι συνήθεις διαστάσεις που εµφανίζονται σε προβλήµατα Μηχανικής του Συνεχούς 
Μέσου είναι το µήκος (L), η µάζα (M) και ο χρόνος (T). 

 

Παράδειγµα Α.1  Να βρείτε τη σχέση προσδιορισµού της φυσικής συχνότητας 
ταλάντωσης µάζας m στην κορυφή αβαρούς ράβδου µήκους l και διαµέτρου d µε ακαµψία 
EI όπου Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας του υλικού της ράβδου και Ι η ροπή αδράνειας της 
διατοµής. 

Απάντηση 

Η φυσική συχνότητα ταλάντωσης ω είναι συνάρτηση των εξής µεταβλητών 

ω = f(Ε, d, l, m) = f'(ΕΙ, l, m).  (1) 

Στην εξίσωση εµφανίζονται 4 µεταβλητές (ω, ΕΙ, l, m) και 3 διαστάσεις, εποµένως 
αναζητούµε 4-3=1 αδιάστατο µονώνυµο. 

∆ιαστάσεις 

[ω] = Τ-1 

[Ε] = [F/A] = MLT-2/L2 = ML-1T-2 

[I] = L4 

[EI] = ML3T-2 

 [l] = L 

[m] = M 

Εποµένως ω = (EI)albmc και λαµβάνοντας τις διαστάσεις 

Τ
-1 = (ML3T-2)aLbMc  (2) 

απ’ όπου εξισώνοντας τους εκθέτες των ίδιων διαστάσεων προκύπτει το σύστηµα των 
εξισώσεων 

Μ: 0 = a + c 

L: 0 = 3a + b 

ω 
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T: -1 = -2a 

από την επίλυση του οποίου προκύπτουν οι εκθέτες a = 1/2, b = -3/2, c = -1/2. Εποµένως η 
εξίσωση που δίνει τη φυσική συχνότητα ταλάντωσης της ράβδου είναι η 

2/13

2/1

)(

)(

ml

EI
C=ω  (3) 

όπου C είναι µία σταθερά που µπορεί να προσδιοριστεί πειραµατικά. Για τον 
προσδιορισµό της σταθεράς αυτής χρειάζεται να γίνει ένα µόνο πείραµα και να µετρηθεί η 
συχνότητα. 

 

Φυσική συχνότητα ράβδου από αλουµίνιο 

Ας πούµε ότι µετρήσαµε συχνότητα 0.9 Hz σε µια χαλύβδινη (Ε=2.03x1011 Pa) ράβδο 
µήκους 0.40 m και διαµέτρου 12mm τοποθετώντας µάζα 2 Kg. Ποια θα είναι η φυσική 
συχνότητα αλουµινένιας (Ε=7.4x1010 Pa) ράβδου των ιδίων διαστάσεων όταν τοποθετηθεί 
µάζα 1 Kg στο άκρο της; 

Από το πείραµα της χαλύβδινης ράβδου, προσδιορίζουµε τη σταθερά C από τη σχέση 

0224.0
])006.0)(4/(10)03.2[(

])4.0)(0.2)[(9.0(

)(

)(
2/1411

2/13

2/1

2/13

===
π

ω
EI

ml
C  

∆εδοµένης της σταθεράς C = 0.0224, αντικαθιστώντας στη παραπάνω εξίσωση της 
συχνότητας E = 7.4x1010 Pa και m = 1.0 Kg, βρίσκουµε ότι η συχνότητα ταλάντωσης της 
αλουµινένιας ράβδου είναι 0.77 Hz. 

 

Παράδειγµα Α.2 Θεωρείστε ότι η κατακόρυφη µετακίνηση δ (βέλος κάµψης) του άκρου 
ενός προβόλου µήκους l µε ακαµψία EI όπου Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας του υλικού 
της ράβδου και Ι η ροπή αδράνειας της διατοµής είναι συνάρτηση της δύναµης P που 
εφαρµόζεται στο άκρο του. Να προσδιορίσετε τη σχέση υπολογισµού του δ. 

 

Απάντηση 

Οι παράµετροι και οι αντίστοιχες διαστάσεις τους είναι 

δ Ρ l EI 

L MLT-2 L ML3T-2 

Οι παράµετροι είναι 4 και οι θεµελιώδεις διαστάσεις είναι 3 εποµένως υπάρχει 4-3=1 
αδιάστατο µονώνυµο που περιγράφει το φαινόµενο. Θεωρώντας τη σχέση 

l 

P 

δ 

ΕΙ 
A 

A 

TOMH  A - A 
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δ = Pa lb (EI)c, (4) 

Αντικαθιστούµε τις διαστάσεις, εξισώνουµε τους εκθέτες των αντίστοιχων θεµελιωδών 
διαστάσεων 

L = (MLT-2)a Lb(ML3T-2)c 

και προκύπτει το σύστηµα εξισώσεων 

 0 = a + c 

 1 = a + b + 3c 

 0 = -2a - 2c ⇔ a + c =0 

που αποτελεί σύστηµα δύο εξισώσεων µε τρεις αγνώστους. Προσδιορίζοντας τον ένα 
άγνωστο, έστω a = 1, τότε c = -1 και b = 3. Η εξίσωση του βέλους κάµψης του προβόλου 
γράφεται  

δ = C
Pl

EI

3

, (5) 

η δε σταθερά προκύπτει από τη θεωρία της αντοχής των υλικών ότι είναι C=1/3. 

Α.2 Συστηµατοποίηση της εφαρµογής του θεωρήµατος Π. 

Ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα: 

1 Επιλογή των σχετικών µε το πρόβληµα n µεταβλητών που συνδέονται µε τη σχέση 

 f(x1, x2, ..., xn) = 0 

2 Επιλέγονται οι επαναλαµβανόµενες µεταβλητές, δηλαδή αυτές που θα εµφανίζονται σε 
κάθε µονώνυµο Π, που είναι και όσος είναι ο αριθµός των m θεµελιωδών ποσοτήτων 
που υπεισέρχονται στις n µεταβλητές. Πρακτικά, στα προβλήµατα της 
ρευστοµηχανικής όπου υπεισέρχονται και οι τρεις θεµελιώδεις διαστάσεις, επιλέγουµε 
την πυκνότητα ρ, µια ταχύτητα V και ένα χαρακτηριστικό µήκος l που τις 
περιλαµβάνουν. 

3 Οµαδοποιούνται οι µεταβλητές ανά m+1 και διαµορφώνονται τα µονώνυµα Πi, (i=1, 2, 
..., n-m). Κάθε µονώνυµο περιέχει τις m επαναλαµβανόµενες µεταβλητές  και µια 
µεταβλητή µε εκθέτη 1. 

4 Προσδιορίζονται οι εκθέτες των επαναλαµβανόµενων µεταβλητών στα µονώνυµα. 

5 Γράφεται η εξίσωση στη µορφή  

 f(Π1, Π2, ..., Πn-m) = 0 

6 Η εξίσωση αυτή µπορεί να επιλυθεί συνήθως ως προς ένα από τα µονώνυµα. 

7 Τέλος, µερικά από τα µονώνυµα µπορούν να αντικατασταθούν από άλλα που 
προκύπτουν από συνδυασµούς τους, αρκεί τα νέα µονώνυµα να είναι ανεξάρτητα 
µεταξύ τους. 

Παράδειγµα Α.3 Να µελετηθεί διαστατικά η µόνιµη ροή ρευστού σε τραχείς σωλήνες. 
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Θα ακολουθήσουµε τα παραπάνω βήµατα για τον προσδιορισµό της σχέσης που 
συσχετίζει τις απώλειες ενέργειας µε τα χαρακτηριστικά του ρευστού, του αγωγού και του 
πεδίου ροής. Οι απώλειες ενέργειας σε σωλήνες είναι συνακόλουθο φαινόµενο της µέσης 
διατµητικής τάσης στο στερεό όριο. Η γενική σχέση είναι της µορφής 

φ(το, ρ, µ, V, d, ks) (6) 

όπου (σε παρένθεση δίνονται οι διαστάσεις της κάθε µεταβλητής) 

το ... η µέση διατµητική τάση στο όριο (ML-1T-2) 

ρ ... η πυκνότητα του ρευστού (ML-3) 

µ ... το ιξώδες του ρευστού (ML-1T-1) 

V ... η µέση ταχύτητα ροής (LT-1) 

d ... η διάµετρος του σωλήνα (L) 

ks ... η ισοδύναµη τραχύτητα του αγωγού (L) 

περιέχει 6 µεταβλητές και 3 θεµελιώδεις διαστάσεις, ζητούνται εποµένως 6-3=3 αδιάστατα 
µονώνυµα Π. 

Θεωρούµε σαν επαναλαµβανόµενες µεταβλητές την πυκνότητα ρ, την ταχύτητα V και τη 
διάµετρο d του αγωγού. Τα τρία µονώνυµα θα είναι της µορφής 

 Π1 = το / ρ
Χ1VY1dZ1 

 Π2 = µ / ρΧ2VY2dZ2 

 Π3 = ks / ρ
Χ3VY3dZ3 

Τα παραπάνω µονώνυµα είναι αδιάστατα. Γράφοντας τις εξισώσεις των διαστάσεων για το 
κάθε µονώνυµο, προκύπτουν τρία συστήµατα εξισώσεων µε τρεις αγνώστους το καθένα 
που θα καθορίσουν τους εκθέτες των επαναλαµβανόµενων µεταβλητών.  

Π1: ML-1T-2 = (ML-3)Χ1(LT-1)Y1(L) Z1 

απ’ όπου προκύπτει το σύστηµα  

 1 = Χ1 

 -1 = -3Χ1 + Υ1 + Ζ1 

 -2 = -Υ1 

εποµένως Χ1 = 1, Υ1 = 2 και Ζ1 = 0 και το µονώνυµο που προκύπτει είναι 

Π1 2
=

τ
ρ

o

V
 (7) 

Όµοια 

Π2: ML-1T-1 = (ML-3)Χ2(LT-1)Y2(L) Z2 

απ’ όπου προκύπτει ότι Χ2 = 1, Υ2 = 1 και Ζ2 = 1 και το µονώνυµο που προκύπτει είναι 

Π2 =
µ

ρVd
 (8) 
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και Π3: L = (ML-3)Χ3(LT-1)Y3(L) Z3 

απ’ όπου προκύπτει ότι Χ3 = 0, Υ3 = 0 και Ζ3 = 1 και το µονώνυµο που προκύπτει είναι 

Π3 =
k

d

s . (9) 

Η αδιάστατη εποµένως εξίσωση τριβών σε σωλήνα είναι 

τ
ρ

ρ
µ

o s

V
F

k

d

Vd
2

= ℜ






 ℜ =, ; . (10) 

Το µονώνυµο Π1 δεν είναι τίποτα άλλο από το συντελεστή αντίστασης τριβών f/8, γνωστό 
από την υδραυλική και προσδιοριστέο από την εξίσωση των Darcy-Weisbach ή το 
διάγραµµα Moody. 

Στο παραπάνω παράδειγµα, στην περίπτωση που ο αγωγός είναι λείος, δηλαδή η 
ισοδύναµη τραχύτητα δεν επηρεάζει τη ροή, η παραπάνω σχέση είναι µόνο συνάρτηση του 
αριθµού Reynolds, ενώ στην περίπτωση της πλήρως τραχείας περιοχής όπου το ιξώδες δεν 
παίζει σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη διατµητικής τάσης σε σχέση µε την τραχύτητα των 
ορίων, είναι µόνο συνάρτηση του λόγου ks/d. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β:  ∆ΙΚΛΙ∆ΕΣ (ΑΠΟ ΤΟ ∆ΙΑ∆ΙΚΤΥΟ) 

 

1. Συρταρωτή δικλίδα (Gate Valve) 

     

 

2. ∆ικλίδα πεταλούδας (Butterfly Valve) 

 

 

3. ∆ιαφραγµατική δικλίδα (Diaphragm Valve) 

   

4. Βάνα αντεπιστροφής (Check Valve) 
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5. Βάνα βύσµατος (Globe Valve) 

 

 

6. ∆ικλίδα κοίλης φλέβας (Needle Valve) 

      
 

7. Κωνική βάνα Howell Bunger (καταστροφής ενέργειας) 
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Σε λειτουργία 
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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

1.1 Ορισµός 

Ανοικτοί αγωγοί ονοµάζονται αυτοί στους οποίους το ρευστό (νερό) ρέει µε ελεύθερη 

επιφάνεια, καταλαµβάνει δηλαδή τµήµα µόνο της διατοµής. Ροή µε ελεύθερη επιφάνεια 

εµφανίζεται στους αγωγούς οµβρίων και ακαθάρτων, σε οχετούς, διώρυγες, κανάλια 

ναυσιπλοΐας, υδατορρεύµατα, κλπ. Η βασική οριακή συνθήκη είναι ότι πίεση στην 

ελεύθερη επιφάνεια είναι ατµοσφαιρική. Στη ροή σε αγωγό µε ελεύθερη επιφάνεια η 

παροχή ορίζεται ως  

AVQ =   

όπου Α είναι το εµβαδόν της υγρής διατοµής και V η µέση ταχύτητα ροής της υγρής 

διατοµής. Το εµβαδόν της υγρής διατοµής Α είναι συνάρτηση της γεωµετρίας της 

διατοµής και της θέσης της ελεύθερης επιφάνειας 

),γεωµετρια( yAA =  

όπου ως y ορίζουµε το βάθος ροής. Για 

παράδειγµα, σε τραπεζοειδή διατοµή µε πλάτος 

πυθµένα b, βάθος νερού y και κλίση πρανών Z, το 

εµβαδόν της υγρής διατοµής δίδεται από τη σχέση 

( )yZybZybA +=),,( . 

Σε περίπτωση διάβασης πληµµύρας σε κάποιο ποτάµι ή υδατόρευµα, η υγρή διατοµή 

µεταβάλλεται χρονικά κατά τη διάρκεια του πληµµυρικού φαινοµένου µε αποτέλεσµα 

το εµβαδόν της υγρής διατοµής να εξαρτάται και από το χρόνο, δηλαδή  

)χρονος,,γεωµετρια( yAA = . 

b 

y 
Z

1 
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1.2 Κύριες εφαρµογές. 

Οι σηµαντικότερες εφαρµογές της ροής µε ελεύθερη επιφάνεια εµφανίζονται στα 

κανάλια και διώρυγες µεταφοράς νερού, στα κανάλια ναυσιπλοΐας, στην ποτάµια 

υδραυλική, σε µελέτες αποχέτευσης και αποστράγγισης, σε υπερχειλιστές φραγµάτων, 

αναβαθµούς κλπ. 

Στην ανάλυση της ροής αγωγών µε ελεύθερη  επιφάνεια εµφανίζονται αρκετές 

δυσκολίες που προκύπτουν από δευτερεύουσα ροή που δηµιουργείται. Ο ρόλος της 

βαρύτητας είναι ουσιαστικός δεδοµένου ότι αυτή καθορίζει κατά κύριο λόγο την 

κίνηση του ρευστού. 

1.3 Χαρακτηριστικά των ανοικτών αγωγών. 

Οι ανοικτοί αγωγοί χωρίζονται σε δύο κύριες κατηγορίες, τους φυσικούς αγωγούς 

(ποτάµια, ρυάκια, ρεύµατα, χείµαρροι, κλπ) και τους τεχνητούς (διώρυγες ναυσιπλοΐας, 

αρδευτικές και στραγγιστικές τάφροι, υπόνοµοι, κλπ). Οι φυσικοί αγωγοί έχουν 

ακανόνιστη διατοµή,  υφίστανται διάβρωση και εποµένως µεταβολή των γεωµετρικών 

τους χαρακτηριστικών και αναλύονται στην ποτάµια υδραυλική. Οι τεχνητοί αγωγοί 

µπορεί να είναι επενδυµένοι µε σκυρόδεµα, σαραζανέτ, ή άλλο υλικό (διώρυγες, 

υπερχειλιστές, υπόνοµοι, κλπ) ή ανεπένδυτοι (τάφροι, κλπ).  

Τα φυσικά χαρακτηριστικά των ανοικτών αγωγών είναι η κατά µήκος κλίση του 

πυθµένα Jo, η εγκάρσια (κάθετη) στον πυθµένα διατοµή, η κατακόρυφη διατοµή, η 

υγρή διατοµή και η στάθµη της ροής σε σχέση µε κάποιο επίπεδο αναφοράς. 

1.4 Γεωµετρικά χαρακτηριστικά. 

Υπάρχουν διάφορα γεωµετρικά είδη ανοικτών διατοµών όπως είναι η ορθογωνική, η 

τραπεζοειδής, η τριγωνική, η παραβολική, καθώς και γεωµετρικά κλειστών όπως η 

κυκλική, η ελλειπτική και η πεταλοειδής. Ένας αγωγός µε ελεύθερη επιφάνεια είναι 

πρισµατικός όταν η διατοµή του παραµένει αµετάβλητη κατά µήκος. Για παράδειγµα, 

µια ορθογωνική διώρυγα είναι πρισµατικός αγωγός όταν το πλάτος της δεν 

µεταβάλλεται, µια τραπεζοειδής διώρυγα είναι πρισµατικός αγωγός όταν εκτός από το 

πλάτος πυθµένα, η κλίση των πρανών της παραµένει αµετάβλητη, ενώ ένας κυκλικός 

αγωγός είναι πρισµατικός όταν έχει σταθερή διάµετρο.  

Ως διατοµή (section) ενός ανοικτού αγωγού ορίζεται η εγκάρσια τοµή του στην κύρια 

διεύθυνση ροής, ενώ κατακόρυφη διατοµή ονοµάζουµε αυτή που προκύπτει από ένα 

κατακόρυφο επίπεδο, κάθετο οριζοντιογραφικά στον άξονα του αγωγού. 

Τα κυριότερα χαρακτηριστικά γεωµετρικά µεγέθη της διατοµής ενός ανοικτού αγωγού 

είναι το εγκάρσιο βάθος ροής t από την ελεύθερη επιφάνεια ως το χαµηλότερο σηµείο 

(πόδι) της διατοµής, το κατακόρυφο βάθος ροής y, το εµβαδόν της υγρής διατοµής A, το 

πλάτος της ελεύθερης επιφάνειας Τ, η βρεχόµενη περίµετρος P, η υδραυλική ακτίνα 

R=A/P και το υδραυλικό βάθος D=A/Τ της διατοµής που ορίζεται ως το βάθος της 

ισοδύναµης ορθογωνικής διατοµής πλάτους Τ. 
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Σχήµα 1.1 Χαρακτηριστικά γεωµετρικά µεγέθη σε ανοικτό αγωγό. 

 

1.5 Κατηγορίες ροής µε ελεύθερη επιφάνεια 

Η ροή µε ελεύθερη επιφάνεια χωρίζεται σε κατηγορίες ανάλογα µε χαρακτηριστικά που 

βασίζονται σε κινηµατικά ή δυναµικά κριτήρια. Μόνιµη (steady) ονοµάζουµε τη ροή 

στην οποία το βάθος t παραµένει αµετάβλητο στο χρόνο (αλλιώς η ροή ονοµάζεται µη 

µόνιµη - unsteady ή χρονικά µεταβαλλόµενη). Οµοιόµορφη (uniform) ονοµάζεται η ροή 

όπου το βάθος t είναι σταθερό καθ' όλο το µήκος του αγωγού, αλλιώς η ροή ονοµάζεται 

ανοµοιόµορφη (non-uniform). Στη φύση οι ροές που παρουσιάζονται είναι σαφώς µή 

µόνιµες µε χωρική και χρονική µεταβλητότητα. 

Η ανοµοιόµορφη ροή χωρίζεται σε δύο βασικές κατηγορίες, την ταχέως µεταβαλλόµενη 

ροή (ΤΜΡ) (rapidly varied flow, RVF) και τη βαθµιαία µεταβαλλόµενη ροή (ΒΜΡ) 

(gradually varied flow, GVF). Στην ταχέως µεταβαλλόµενη ροή το βάθος t 

µεταβάλλεται σηµαντικά σε µικρό µήκος, ενώ οι γραµµές ροής παρουσιάζουν έντονη 

καµπύλωση. Στη βαθµιαία µεταβαλλόµενη ροή η ελεύθερη επιφάνεια παρουσιάζει 

µικρή καµπύλωση και οι γραµµές ροής είναι περίπου παράλληλες. Στη φωτογραφία του 

Σχήµατος 1.2 µπορούµε να παρατηρήσουµε τις δύο κατηγορίες ροής που αναφέρουµε 

παραπάνω, στην περιοχή αναβαθµού ύψους 7.5 cm, σε εργαστηριακό κανάλι µήκους 

5.0 m και πλάτους 0.10 m. Η παροχή είναι 3.50 L/s και ο αριθµός Reynolds της ροής 

περίπου 35000.  

Η ροή για την οποία η παροχή δεν είναι ίδια κατά µήκος του αγωγού, όπως για 

παράδειγµα η ροή ενός ποταµού, οι συλλεκτήρες στις µονάδες επεξεργασίας νερού, το 

κανάλι ενός πλευρικού υπερχειλιστή κλπ, ονοµάζεται χωρικά µεταβαλλόµενη ροή 

(spatially varied flow), µπορεί δε να είναι είτε µόνιµη είτε µη µόνιµη.  

Από κινηµατική άποψη η ροή χωρίζεται στις παρακάτω κατηγορίες:  

(1) Μόνιµη οµοιόµορφη ροή είναι αυτή στην οποία το βάθος είναι σταθερό στο χρόνο 

και καθ’ όλο το µήκος του αγωγού.  

(2) Μόνιµη ανοµοιόµορφη ροή είναι αυτή στην οποία το βάθος ροής µεταβάλλεται 

χωρικά αλλά όχι και χρονικά Είναι και το περισσότερο συνηθισµένο είδος ροής που 

παρουσιάζεται κυρίως στους πρισµατικούς αγωγούς. Η ροή αυτή όπως προαναφέραµε 

έχει δύο υποκατηγορίες, τη βαθµιαία και την ταχέως µεταβαλλόµενη ροή.  

Πόδι της 

διατοµής 

t y 

Τ 

t 
Α 

P 

G 

G 

ΤΟΜΗ G - G 

θ 
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(3) Μη µόνιµη οµοιόµορφη ροή, κατάσταση η οποία είναι πρακτικά αδύνατη, και  

(4) Μη µόνιµη ανοµοιόµορφη ροή είναι η ροή όπου το βάθος µεταβάλλεται στο χώρο 

και το χρόνο, ενώ αποτελείται από δύο υποκατηγορίες, τη βαθµιαία µεταβαλλόµενη και 

την ταχέως µεταβαλλόµενη µή µονιµη ανοµοιόµορφη ροή. 

 

 

Σχήµα 1.2 Ροή σε ορθογωνική διώρυγα πλάτους 10 cm µε βυθισµένο αναβαθµό
1
 

ύψους 7.5 cm και υδραυλικό άλµα (επάνω). Λεπτοµέρεια στην περιοχή 

του βυθισµένου αναβαθµού (κάτω).  

 

Από δυναµική άποψη η ροή χωρίζεται σε κατηγορίες µε βάση τη σχέση των δυνάµεων 

αδρανείας και βαρύτητας που την επηρεάζουν. Συγκεκριµένα, θεωρώντας µια 

χαρακτηριστική ταχύτητα V (π.χ. τη µέση ταχύτητα της διατοµής) και ένα 

χαρακτηριστικό µήκος L του πεδίου ροής (π.χ. το βάθος ροής ή την υδραυλική ακτίνα), 

οι δυνάµεις που εµφανίζονται µπορούν να γραφτούν διαστατικά στον πίνακα που 

ακολουθεί όπου a είναι η επιτάχυνση του ρευστού, ∆p κάποια διαφορά πιέσεων, Μ η 

µάζα, ρ η πυκνότητα του υγρού, Α το εµβαδόν της διατοµής και µ το κινηµατικό ιξώδες 

του υγρού. Αδιαστατοποιώντας τις εξισώσεις Navier-Stokes σε ένα ανοικτό αγωγό µε 

βάθη και διαστάσεις τέτοιες που η επιφανειακή τάση και άλλοι παράγοντες δεν 

επηρεάζουν τη ροή, προκύπτουν δύο αδιάστατα µονώνυµα. 

                                                 

1
Π.Ν. Παπανικολάου, (2005, 2011), Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας, Τµήµα Πολιτικών Μηχανικών, 

Εργαστήριο Υδροµηχανικής και Περιβαλλοντικής Τεχνικής. 

ΒΜΡ ΒΜΡ ΤΜΡ 

ΤΜΡ 
BΜΡ BΜΡ BΜΡ 

ΤΜΡ 
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∆υνάµεις Σχέση δυνάµεων ∆ιαστατική σχέση 

Αδράνειας MaFI =  2223 )/( VLLVLFI ρρ =∝  

Βαρύτητας MgFg =  gLFI

3ρ∝  

∆ιαφοράς πιέσεων pAFp ∆=  2pLFp ∆∝  

Ιξώδους ( )AdyduF /µµ =  VLF µµ ∝  

Επιφανειακής τάσης, ανωστικές, κλπ 

 

Το πρώτο µονώνυµο, µε βάση τον παραπάνω πίνακα, είναι ο λόγος των δυνάµεων 

αδράνειας προς τις δυνάµεις τριβής (λόγω µή µηδενικού ιξώδους) και ονοµάζεται 

αριθµός Reynolds (Re) της ροής 

 Re =
VL

ν
, (1.1) 

όπου V είναι η µέση ταχύτητα ροής, ν = µ/ρ είναι το κινηµατικό ιξώδες και L κάποιο 

χαρακτηριστικό µήκος (όπως π.χ. η υδραυλική ακτίνα της διατοµής). Εάν ο αριθµός 

Reynolds της ροής υπερβεί κάποια κρίσιµη τιµή Rec, η ροή από στρωτή γίνεται 

τυρβώδης. Συγκεκριµένα εάν Re<500 (L=R=A/Ρ η υδραυλική ακτίνα της διατοµής), η 

ροή θεωρούµε ότι είναι στρωτή, εάν Re > 4000 (ο French, 1985, προτείνει 12500) είναι 

τυρβώδης και εάν 500<Re<4000 (ή 12500) βρίσκεται σε µια µεταβατική κατάσταση. 

Το δεύτερο αδιάστατο µονώνυµο που προκύπτει είναι ο λόγος των δυνάµεων αδράνειας 

προς τις δυνάµεις βαρύτητας και ονοµάζεται αριθµός Froude (Fr) της ροής 

 
gL

V
Fr = , (1.2) 

όπου V είναι η µέση ταχύτητα ροής, ενώ το χαρακτηριστικό µήκος L=A/T=D 

ονοµάζεται το υδραυλικό βάθος της διατοµής. Εάν ο αριθµός του Froude Fr<1 η ροή 

ονοµάζεται υποκρίσιµη (ποτάµια), εάν Fr>1 η ροή ονοµάζεται υπερκρίσιµη 

(χειµαρρώδης) και εάν Fr=1 η ροή ονοµάζεται κρίσιµη. 

Σε ένα ορθογωνικό ανοικτό αγωγό µε ελεύθερη επιφάνεια και βάθος ροής y, µεγάλου 

πλάτους πυθµένα b (b>5y), η υδραυλική ακτίνα R και το υδραυλικό βάθος D είναι 

περίπου ίσα επειδή  

y
yb

by

P

A
R ≅

+
==

2
, y

b

by

T

A
D === , 

και ο αριθµοί Reynolds και Froude της ροής γράφονται 

 
νν
VyVL

==Re   και  
gy

V

gL

V
Fr == . (1.2α) 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική – Αγωγοί με ελεύθερη επιφάνεια 2-6 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

1.6 Ταχύτητα µετάδοσης κύµατος (celerity) σε ανοικτό αγωγό. 

Ο υπολογισµός της ταχύτητας διάδοσης µικροδιαταραχής (κύµατος) σε ένα αγωγό µε 

ελεύθερη επιφάνεια γίνεται µε βάση τις παραδοχές (i) ότι το βάθος ροής είναι µικρό 

(ρηχό νερό) και (ii) το ύψος κύµατος στην επιφάνεια είναι πολύ µικρό σε σχέση µε το 

βάθος ροής. Σε κανάλι µε νερό βάθους y δηµιουργούµε ένα κύµα ύψους δy µε ένα 

πιστόνι. Το κύµα θα κινηθεί µε µία ταχύτητα c που δεν γνωρίζουµε, ενώ το πιστόνι έχει 

προσδώσει στο ρευστό ταχύτητα δu. Ακινητοποιώντας το κύµα (κινώντας το σύστηµα 

συντεταγµένων µε ταχύτητα – c), οι (ανά µονάδα πλάτους του καναλιού) εξισώσεις 

συνέχειας και ποσότητας κίνησης αµελώντας τις τριβές στον πυθµένα γράφονται ως 

εξής (βλ. σχήµα 1.3β) 

 

Σχήµα 1.3 ∆ηµιουργία απειροστού κύµατος ύψους δy από πιστόνι (α) σε ακίνητο 

και (β) σε κινούµενο σύστηµα αναφοράς. 

 

 
yy

y
cuyyuccy

δ
δ

δδδ
+

=⇒+−= ))((  και (1.3) 

])[()(
22

)( 22

12 cuccyyy
g

y
g

uuQFp −−=+−⇒−−= δρδ
ρρ

ρ  

απ’ όπου µετά από πράξεις 

 ucy
y

y
g δδ

δ
=








+

2
1  (1.4) 

Απαλοίφοντας το δu από τις δύο παραπάνω σχέσεις (1.3) και (1.4) προκύπτει ότι 









+








+=

y

y

y

y
gyc

2
11

2 δδ
 

και γιά πολύ µικρό δy→0 

 gyc = . (1.5) 

 

(α) 

c 

u=-δu u=0 

δu 

δy 

Ακίνητο σύστηµα  αναφοράς 

y u=c 
δu 

c=0 

δy 

ρgy ρg(y+δy) 

Κινούµενο σύστηµα αναφοράς 

(β) 

y 
u=c-δu 
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Παρατήρηση: Ο προσδιορισµός της 

ταχύτητας µετάδοσης κύµατος c (celerity), 

ύψους h (h<<y) σε αβαθή ανοικτό αγωγό 

βάθους y µπορεί να γίνει σε κινούµενο 

σύστηµα αναφοράς µε την προσθήκη 

αντίθετης µέσης ταχύτητας -c και θεώρηση 

µεταφοράς του κύµατος σε ρηχή διώρυγα.  

Από την εξίσωση ενέργειας σε βάθη y και y+h (h πολύ µικρό) έχουµε ότι 

=++=+ hy
g

u
y

g

c

22

22

σταθερά 0=+⇒ dy
g

cdc
.  

Από την εξίσωση συνέχειας  

=+= )( hyucy  σταθερά 0=+⇒ ydccdy .  

Από τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι  

gycdy
gy

c
=⇒=








− 01

2

. 

Με βάση τις σχέσεις (1.2α) και (1.5), προκύπτει ότι εάν Fr=1, τότε V=c. Η ροή 

εποµένως σε ένα αγωγό µε ελεύθερη επιφάνεια χαρακτηρίζεται σαν  

Υποκρίσιµη: Όταν V<c (Fr<1), ένα κύµα κινείται ταχύτερα από τη µέση ροή µε 

αποτέλεσµα τυχόν µικροδιαταραχές στην ελεύθερη επιφάνεια 

µεταδίδονται και προς τα ανάντη. Οι δυνάµεις βαρύτητας (κύµατα) 

υπερισχύουν των δυνάµεων αδράνειας (ταχύτητα ρευστού). 

Υπερκρίσιµη: Όταν V>c (Fr>1), ένα κύµα κινείται βραδύτερα από τη µέση ροή µε 

αποτέλεσµα τυχόν µικροδιαταραχές στην ελεύθερη επιφάνεια 

παρασύρονται προς τα κατάντη. Οι δυνάµεις αδράνειας (ταχύτητα 

ρευστού) υπερισχύουν των δυνάµεων βαρύτητας (κύµατα). 

Κρίσιµη: Όταν V=c (Fr=1), ασταθής ροή που µεταπίπτει από υπερκρίσιµη σε 

υποκρίσιµη και αντίστροφα. Οι δυνάµεις αδράνειας και δυνάµεις 

βαρύτητας είναι ισοδύναµες. 

1.7 Μεθοδολογία ανάλυσης της ροής 

Στα επόµενα κεφάλαια πρόκειται να µελετήσουµε ορισµένα χαρακτηριστικά της 

µόνιµης ροής σε αγωγούς µε ελεύθερη επιφάνεια. Η ροή είναι κατά κανόνα 

τρισδιάστατη µε µια κύρια συνιστώσα στη διεύθυνση του αγωγού. Η ανάλυση γίνεται 

προσεγγιστικά σε µια διάσταση, επιλέγοντας κάποιο (ολοκληρωµατικό) όγκο αναφοράς 

και εφαρµόζοντας τους νόµους της ρευστοµηχανικής. Σε περίπτωση που δύο διατοµές 

στην κατεύθυνση της ροής που περικλείουν τον όγκο αναφοράς βρίσκονται σε 

απόσταση ∆x, θα αναφερόµαστε σε ένα πεπερασµένο όγκο αναφοράς, ενώ αν 

βρίσκονται σε απόσταση dx, θα αναφερόµαστε σε ένα διαφορικό όγκο αναφοράς. 

Οι βασικές εξισώσεις της µόνιµης ροής θεωρώντας ένα ολοκληρωµατικό όγκο 

αναφοράς (Σχήµα 1.4) είναι: 

h 

y 

c 
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(i) Εξίσωση συνέχειας  

 QAVVAVAAdV
A

===⇔=⋅∫ 22110)(ρ  (1.6) 

(ii) Εξίσωση ποσότητας της κίνησης (ορµής) 

∫∑ ==++=
A

pg AdVVFFFF 0)( oρτ  

που είναι ισοδύναµη µε τη σχέση 

 )( 1122 VVQFFFF pg ββρτ −=++=∑  (1.7) 

όπου V η µέση ταχύτητα στη διατοµή και β είναι ένας συντελεστής διόρθωσης όταν 

αµελείται η πραγµατική κατανοµή της u(z) ταχύτητας στον υπολογισµό των 

αδρανειακών όρων της ορµής και προσδιορίζεται από τη σχέση  

AV

dAu
A

2

2∫
=β . 

 

Σχήµα 1.4 Πεπερασµένος όγκος αναφοράς για την ολοκληρωµατική ανάλυση σε 

ροή µε ελεύθερη επιφάνεια. 

(iii) Εξίσωση ενέργειας 

Η εξίσωση ενέργειας µεταξύ των δύο εγκάρσιων στον πυθµένα διατοµών (1) και (2) 

γράφεται ως εξής 

 )21(21 −∆+= HHH , 
g

V
z

g

p
H

2

2

α
ρ

++=  (1.8) 

όπου )21( −∆H  οι απώλειες ενέργειας ανάµεσα στις διατοµές (1) και (2) και ο αντίστοιχος 

συντελεστής διόρθωσης για την εξίσωση ενέργειας είναι  

AV

dAu

a A

3

3∫
= . 

Επειδή η ροή θεωρείται παράλληλη, η κατανοµή των πιέσεων είναι υδροστατική 

(Σχήµα 1.5) και εποµένως ισχύει ότι 

b

b z
g

p
z

g

p
+=+

ρρ
 

(1) 

V2 

(2) 

V1 A1 

A2 
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όπου pb είναι πίεση στον πυθµένα και zb το υψόµετρο πυθµένα σε σχέση µε κάποιο 

επίπεδο αναφοράς, όπως είναι π.χ. η µέση στάθµη της θάλασσας. Όµως 

θρθθρθρρ 2cos)cos)(cos()cos( gyygtgtgp tb ====  

επειδή η συνιστώσα της βαρύτητας κάθετα στον πυθµένα είναι gt = g cosθ και το 

κάθετο στον πυθµένα βάθος t = y cosθ. Εποµένως, το ύψος ενέργειας σε µια διατοµή 

για µικρές γωνίες θ µπορεί να γραφτεί 

 H y z
V

g
y z

V

g
= + + ≈ + +cos2

2 2

2 2
θ α α . (1.9) 

 

Σχήµα 1.5 Χαρακτηριστικά µεγέθη της ροής σε αγωγό µε ελεύθερη επιφάνεια. 

 

Παράδειγµα1.1 Στην απείρου πλάτους 

ορθογωνική διώρυγα του σχήµατος, 

θεωρώντας ότι το βάθος ροής είναι h και η 

κατανοµή ταχύτητας τριγωνική u(z)=U(z/h) 

µε u(0)=0, u(h)=U, τότε η µέση ταχύτητα 

είναι 2/UV = . Οι συντελεστές διόρθωσης 

που προκύπτουν είναι: 

β = 4/3 και α = 2. 

 

Παράδειγµα 1.2 Μέχρι ποια γωνία (κλίση πυθµένα) µπορούµε να θεωρήσουµε 

πρακτικά ότι y = t; 

θ=2
ο
  ⇒ cos

2
θ = 0.999  (Jo=0.0349) 

θ=5
ο
  ⇒ cos

2
θ = 0.992  (Jo=0.0875) 

θ=7.5
ο
  ⇒ cos

2
θ = 0.983  (Jo=0.1317) 

θ=10
ο
 ⇒ cos

2
θ = 0.970  (Jo=0.1763) 

Πρακτικά για κλίση πυθµένα µέχρι 15% (θ ≈ 8
ο
) µπορούµε να θεωρήσουµε ότι y = t. 

(1) 

(2) 

t t cosθ 

V
2
/2g 

y 

Π.Γ

θ 

Γ.Ε. 

∆Η(1-2) 

g cosθ 

g sinθ 

g 

U 

h 

x 

z 

ΜΗΚΟΤΟΜΗ 
ΕΓΚΑΡΣΙΑ 

ΤΟΜΗ 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
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2 ΑΡΧΕΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ ΚΑΙ ΟΡΜΗΣ 

(ΠΟΣΟΤΗΤΑΣ ΚΙΝΗΣΗΣ) 

Στο Σχήµα 2.1 σηµειώνονται γεωµετρικά µεγέθη που θα χρησιµοποιηθούν στις 

παραγράφους που ακολουθούν. Οι παράµετροι και τα σύµβολα που θα χρησιµοποιθούν 

στο εξής είναι συµβατά µε τη διεθνή βιβλιογραφία και ορίζονται ως:  

 

Σχήµα 2.1 Ορισµοί – ονοµατολογία 

 

t  Βάθος (depth) ροής (κάθετο στον πυθµένα) της διατοµής από το βαθύτερο 

σηµείο (πόδα της διατοµής). 

y  Κατακόρυφο βάθος (vertical depth) ροής από το βαθύτερο σηµείο (πόδα) 

της διατοµής. 
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A  Εµβαδόν υδάτινης επιφάνειας (flow area - υγρή διατοµή). 

T  Πλάτος της υγρής διατοµής στην ελεύθερη επιφάνεια (top width). 

P  Βρεχόµενη περίµετρος (wetted perimeter) της υγρής διατοµής. 

PAR /=  Υδραυλική ακτίνα (hydraulic radius) της διατοµής. 

TAD /=  Υδραυλικό βάθος (hydraulic depth) της διατοµής, το βάθος της ισοδύναµης 

ορθογωνικής διατοµής µε πλάτος πυθµένα Τ. 

Βασική παραδοχή αποτελεί η υπόθεση ότι η κλίση του πυθµένα (γωνία µε το οριζόντιο 

επίπεδο) θεωρείται ότι είναι µικρή και εποµένως µπορούµε να κάνουµε την παραδοχή 

ότι το κατακόρυφο βάθος ροής είναι ‘ταυτόσηµο’ µε το εγκάρσιο βάθος ροής, δηλαδή 

ότι t=y, εκτός εάν υποδεικνύεται το αντίθετο. Ακολουθούν επιπλέον ορισµοί µε τα 

αντίστοιχα σύµβολά τους. 

z  Υψόµετρο πυθµένα (σε σχέση µε το υψόµετρο αναφοράς). 

θsin/ =−= dxdzJ o
 Κλίση πυθµενα του αγωγού. 

dxdHJ E /−=  Κλίση της γραµµής ενέργειας. 

dxdyJ /−=   Κλίση της ελεύθερης επιφάνειας. 

2.1. Ειδική ενέργεια - διάγραµµα ειδικής ενέργειας 

Η εξίσωση ενέργειας σε ένα ανοικτό αγωγό µε µικρή σχετικά κλίση πυθµένα γράφεται 

σαν το άθροισµα τριών µηκών
2
 (ενέργειας ανά µονάδα βάρους του ρέοντος ρευστού): 

(1) τη δυναµική (λόγω θέσης) ενέργεια που είναι το υψόµετρο του πυθµένα της 

διατοµής z, (2) το έργο πίεσης που είναι το βάθος ροής y (ή t) και (3) το ύψος της 

κινητικής ενέργειας αV
2
/2g 

 H z y
V

g
= + +α

2

2
 (2.1) 

όπου H είναι το ύψος ενέργειας, z το υψόµετρο πυθµένα από το επίπεδο αναφοράς, y το 

κατακόρυφο βάθος ροής, V η µέση ταχύτητα του νερού στη διατοµή, α ο διορθωτικός 

συντελεστής λόγω ανοµοιοµορφίας της κατανοµής ταχύτητας και g η επιτάχυνση της 

βαρύτητας. 

Ορίζουµε σαν ειδική ενέργεια Ε µιας διατοµής , το ύψος της ενέργειας στη διατοµή 

πάνω από το υψόµετρο του πυθµένα z, δηλαδή το άθροισµα των έργου πίεσης και 

κινητικής ενέργειας 

 E y
V

g
= +α

2

2
. (2.2) 

Θεωρούµε ένα πρισµατικό ανοικτό αγωγό µε δεδοµένη διατοµή, δηλαδή για κάθε βάθος 

ροής y γνωρίζουµε το εµβαδόν A(y) της υγρής διατοµής καθώς και τη βρεχόµενη 

                                                 

2 Επειδή θεωρούµε ότι η ροή είναι παράλληλη, η κατανοµή πιέσεων είναι υδροστατική και ως εκ τούτου 

σε οποιοδήποτε σηµείο µιας συγκεκριµένης διατοµής ισχύει ότι z+y=σταθερό, επειδή p/ρg+z=σταθερό. 
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περίµετρο P(y). Για δεδοµένη την παροχή του αγωγού Q, τότε η µέση ταχύτητα στη 

διατοµή δίδεται από τη σχέση  

 
A

Q
V = . (2.3) 

Η εξίσωση της ειδικής ενέργειας Ε(y) σαν συνάρτηση του βάθους για σταθερή 

(δεδοµένη) παροχή Q δίδεται από τη σχέση 

 
2

2

2

2

2)(2
)(

gA

Q
y

ygA

Q
yyEE αα +=+== . (2.4) 

Στη συνέχεια, κατασκευάζουµε το διάγραµµα y-E για τη συγκεκριµένη παροχή Q 

µεταβάλλοντας το βάθος ροής y, το οποίο και ονοµάζουµε διάγραµµα ειδικής ενέργειας. 

Στο σχήµα 2.1 φαίνεται το διάγραµµα ειδικής ενέργειας για µια συγκεκριµένη διατοµή 

για διαφορετικές παροχές Q. Παρατηρούµε δε ότι όταν y→0 τότε A(y)→0 και εποµένως 

Ε→∞. Όταν y→∞, τότε Ε→y. 

 

Σχήµα 2.2 ∆ιάγραµµα ειδικής ενέργειας. 

 

Είναι προφανές από το διάγραµµα της ειδικής ενέργειας ότι για κάθε διαφορετική τιµή 

της παροχής, η ειδική ενέργεια γίνεται ελάχιστη Emin για µια συγκεκριµένη τιµή του 

βάθους ροής y. Για το βάθος αυτό µηδενίζεται η πρώτη παράγωγος dE/dy της ειδικής 

ενέργειας. Παραγωγίζοντας λοιπόν τη σχέση (2.4) ως προς y έχουµε  

01
)/(

1

11
2

1

22

3

2

3

2

2

2

=−=−=

−=−=
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
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gD

V

TAg

V

gA

TQ
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dA

gA

Q

gA

Q

dy

d

dy

dE

, 

όπου dA/dy=T, D=A/T. Εποµένως,  

 

1
2

2

== Fr
gD

V

. (2.5) 

y1 

yc 

y 

y2 

yc 

Emin E2 = E1 E(y) 

Q1 
Q2 

Q3 

Υπερκρίσιµη ροή 

Υποκρίσιµη ροή 

y 

dy 

A 

dA=Tdy 

T 

Vc
2
/2g 

Q1 < Q2 < Q3 
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∆ηλαδή η ροή είναι κρίσιµη (Fr=1), το δε βάθος ροής  y=yc ορίζουµε ως το κρίσιµο 

βάθος της διατοµής για τη δεδοµένη παροχή. Για y=yc η εξίσωση της ειδικής ενέργειας 

γράφεται 

 
222

2

min

c

c

c

c

c

c

D
y

g

gD
y

g

V
yE +=+=+=  (2.6) 

όπου Dc είναι το υδραυλικό βάθος που αντιστοιχεί στην κρίσιµη ροή. Η αντίστοιχη 

µέση ταχύτητα ονοµάζεται κρίσιµη ταχύτητα και είναι Vc = (gD)
1/2

. Για κάθε παροχή Q 

και Ε > Εmin υπάρχουν δύο πιθανά βάθη ροής τα y
1
 και y

2
 που ονοµάζονται εναλλακτά. 

Όταν y>yc (βάθος y2) η ροή ονοµάζεται υποκρίσιµη και ισχύει ότι Fr<1. Όταν y<yc 

(βάθος y1) η ροή ονοµάζεται υπερκρίσιµη και ισχύει ότι Fr>1. Σε ορθογωνική διώρυγα 

πλάτους b µε παροχή Q (ή µε παροχή ανά µονάδα πλάτους  q=Q/b), είναι y=D και 

Emin=3yc/2, απ' όπου συνάγουµε (εξίσωση 2.5) ότι 

 
b

Q
q

g

q

gb

Q
yc === ;3

2

3
2

2

. (2.7) 

όπου q η ειδική (ανά µονάδα πλάτους του αγωγού) παροχή. 

2.2 ∆ιάγραµµα παροχής 

 

Σχήµα 2.3 ∆ιάγραµµα παροχής 

 

Επιλύοντας την εξίσωση (2.4) της ειδικής ενέργειας ως προς Q έχουµε ότι 

 Q gA E y= −2 2 ( )  (2.8) 

Εάν θεωρήσουµε ότι η ειδική ενέργεια Ε είναι δεδοµένη Q=Q(y) και A=A(y). Από την 

εξίσωση (2.8) προκύπτει ότι όταν 0=⇒→ QEy  και όταν 000 =⇒=⇒→ QAy  

(Σχήµα 2.3). Εποµένως, όταν 0<y<E υπάρχει ένα βάθος ροής για το οποίο dQ/dy=0 και 

η παροχή γίνεται µέγιστη. Παραγωγίζοντας 

( ) 0)(20 2 =−⇒= yEgA
dy

d

dy

dQ
 

Ε = σταθερά 

y2 

yc 

y1 

y 

Qmax Q2 = Q1   Q 

y 

dy 

A 

dA=Tdy 

T 
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[ ] 02)(22)(2
2

1 22/12 =







−−−=

−
gAyE

dy

dA
AgyEgA

dy

dQ
 

Εποµένως πρέπει 

22

1
0)(2)(2

D

T

A
yEAyETAyE

dy

dA
==−⇒=−−=−− . 

Όµως από την εξίσωση (2.1) προκύπτει ότι 

1
22

2
2

2

2

==⇒==− Fr
gD

VD

gA

Q
yE . 

Αυτό αποδεικνύει ότι y=yc (κρίσιµο βάθος) και η παροχή που είναι η µέγιστη προκύπτει 

από τη σχέση 

 

c

c

c

c

c

c

c

cc

T

A
g

T

A
gA

D
gA

yEgAQ

3
22

2

max

2
2

)(2

===

−=

. (2.9) 

Για κάθε παροχή Q<Qmax υπάρχουν δύο βάθη ροής y1 και y2 που αντιστοιχούν σε 

υπερκρίσιµη και υποκρίσιµη ροή αντίστοιχα, ονοµάζονται δε εναλλακτά. 

2.3. Εξίσωση ορµής (ποσότητας της κίνησης)  

Η εξίσωση της ορµής (ποσότητας κίνησης) σε ανοικτή διώρυγα ανάµεσα σε δύο 

γειτονικές διατοµές µεταξύ των οποίων η παροχή είναι σταθερή γράφεται ως εξής 

 F F F Q V Vpx x gx+ + = −τ ρ ( )2 1  (2.10) 

Η δύναµη που ασκείται στο υγρό και προέρχεται από την υδροστατική πίεση είναι 

 AygFpx ρ=  (2.11) 

όπου y  είναι η απόσταση του Κ.Β. της υγρής διατοµής από την ελεύθερη επιφάνεια. 

∆ιαιρώντας µε ρg η εξίσωση της ορµής γράφεται ως 

 022

2

2

11

1

2

=









+−










+++ Ay

gA

Q
Ay

gA

Q

g

F

g

F gxx

ρρ
τ . (2.12) 

2.4. ∆ιάγραµµα ειδικής δύναµης 

Ορίζουµε σαν ειδική δύναµη Μ την ποσότητα (ορµή ανά µονάδα βάρους του ρευστού)  

 Ay
gA

Q
M +=

2

. (2.13) 

Η εξίσωση της ορµής για οριζόντιο πυθµένα (gx=0) και αµελώντας τις τριβές (Fτ=0) 

γράφεται 
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=   ή  21 MM = . (2.14) 

Για δεδοµένη παροχή Q, µεταβάλλοντας το βάθος ροής y η ειδική δύναµη M(y) παίρνει 

τη µορφή του σχήµατος 2.4. Παρατηρούµε ότι: (i) η ειδική δύναµη έχει µια ελάχιστη 

τιµή Mmin, κάτω από την οποία η ροή δεν είναι πραγµατοποιήσιµη και (ii) όταν Μ>Mmin 

για τη δεδοµένη παροχή Q, υπάρχουν δύο βάθη ροής y1 και y2, για τα οποία y1>y2 αλλά 

Μ1=Μ2. Τα βάθη αυτά ονοµάζονται συζυγή. 

Η ειδική δύναµη γίνεται ελάχιστη (Μ=Mmin) όταν 
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=
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Εποµένως 

1
)/(

0
2

22

2

2

===⇒=+− Fr
gD

V

TAg

V
AT

gA

Q
, 

που υποδεικνύει ότι Μ=Mmin, όταν η ροή είναι κρίσιµη (το βάθος ροής είναι yc). 

 

Σχήµα 2.4 ∆ιάγραµµα ειδικής δύναµης. 

Q = σταθερά 

 Mmin M1= M2 M 

y2 

y 
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2.5. Αδιάστατοποιηµένα διαγράµµατα ειδικής ενέργειας και ειδικής δύναµης σε 

ορθογωνικούς αγωγούς 

Στο σηµείο αυτό θα ήταν σκόπιµο να αδιαστατοποιήσουµε τα διαγράµµατα της ειδικής 

ενέργειας και δύναµης µε το κρίσιµο βάθος yc, για µια διώρυγα ορθογωνικής διατοµής 

πλάτους Β. Στο διάγραµµα της ειδικής ενέργειας αδιαστατοποιούµε και τους δύο άξονες 

διαιρώντας τα µήκη διά του κρίσιµου βάθους και καταλήγουµε σε ένα διάγραµµα 

(E/yc,y/yc). Έχουµε λοιπόν 
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Όταν Fr=1 (y=yc), E/yc=1.50. Στο διάγραµµα της ειδικής δύναµης αδιαστατοποιούµε το 

Μ διαιρώντας το µήκη διά 2

cBy  και καταλήγουµε σε ένα διάγραµµα ( 2/ cByM , cyy / ). 

Έχουµε εποµένως 
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Όταν Fr=1 ( cyy = ), 2/ cByM =1.50. 

Τα δύο αυτά αδιάστατα διαγράµµατα φαίνονται στο Σχήµα 2.5 από το οποίο 

γνωρίζοντας τα δύο εναλλακτά βάθη από το θεώρηµα ενέργειας µπορούµε να 

προσδιορίσουµε τα αντίστοιχα συζυγή και αντίστροφα (σε ορθογωνικές πάντα 

διατοµές). 

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

0 2 4 6 8 10 12

E /y c, M /b yc
2

y
/y

c

E

M

  

Σχήµα 2.5 Αδιάστατοποιηµένο διάγραµµα ειδικής ενέργειας (κύκλοι) και ειδικής 

δύναµης (τετράγωνα) ορθογωνικής διατοµής. 

2.6. Υπολογισµός του κρίσιµου βάθους 

Το κρίσιµο βάθος σε µια διατοµή µε καθορισµένη γεωµετρία, ορίζεται σαν συνάρτηση 

της παροχής Q, υπολογίζεται δε από τη σχέση  
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 Fr
V

gD

V

gD

c

c

= = = 1. (2.15) 

Τα µεγέθη που υπεισέρχονται στην παραπάνω εξίσωση εκφράζονται σαν συνάρτηση 

της παροχής και των χαρακτηριστικών της διατοµής. Ακολουθούν παραδείγµατα 

υπολογισµού του κρίσιµου βάθους σε τραπεζοειδείς και κυκλικές διατοµές. 

 

Εφαρµογή 2.1  

Να υπολογιστεί το κρίσιµο βάθος yc σε τραπεζοειδή διατοµή πλάτους πυθµένα b και 

κλίσης πρανών Ζ για δεδοµένη παροχή Q=AV. Ισχύουν οι σχέσεις  

 yZybA )( +=  

 212 ZybP ++=   

 ZybT 2+=  

 TADPAR /,/ ==  

 

και η εξίσωση (2.15) γράφεται 
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από την οποία µετά από πράξεις καταλήγουµε στην επαναληπτική σχέση 
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που συγκλίνει ανεξάρτητα από την αρχική τιµή y που θεωρούµε (βλ. Παράδειγµα 2.1). 

Παρατήρηση: Στην περίπτωση της κλειστής διατοµής ισοσκελούς τριγώνου, το 

κρίσιµο βάθος υπολογίζεται εάν στην εξίσωση (2.16) θέσουµε –Ζ αντί Ζ στην κλίση 

πρανών, δηλαδή το κρίσιµο βάθος υπολογίζεται από τη σχέση 
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Εφαρµογή 2.2  

Να υπολογιστεί το κρίσιµο βάθος σε ορθογωνική διατοµή πλάτους b για παροχή Q. 

Από τη σχέση (2.16), αντικαθιστώντας Ζ=0 καταλήγουµε στη σχέση  

 
B

Q
q

g

q

gb

Q
yc =








=








= ;

3/1
2

3/1

2

2

. (2.17) 

που είναι η σχέση υπολογισµού του κρίσιµου βάθους ορθογωνικής διατοµής. 

b 

y 
Z

1 

Τ 
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Εφαρµογή 2.3  

Να υπολογιστεί το κρίσιµο βάθος yc σε αγωγό κυκλικής διατοµής διαµέτρου d. Η 

παροχή Q θεωρείται δεδοµένη. Τα χαρακτηριστικά γεωµετρικά µεγέθη κυκλικής 

διατοµής είναι 

[ ]
2

)2/cos(1
d

y θ−=  

)2/sin(θdT =  

8

)sin( 2
d

A
θθ −

= , 2/θdP =  

4

sin
1/

d
PAR 







 −==
θ
θ

 

)2/sin(8

)sin(
/

θ
θθ d

TAD
−

==  

Επειδή η ροή είναι κρίσιµη 

1
/

/
3

2222

=====
gA

TQ

TgA

AQ

gD

V

gD

V
Fr  

( )
1

8/)sin(

)2/sin(
32

2

3

2

=
−

=
dg

dQ

gA

TQ

θθ

θ
 

( )
)2/(sin

sin

8 2/1

2/3

2/3

2/5

θ
θθ −

==⇒ g
d

Q  

απ' όπου προκύπτει ότι 

 

3/1
2

3/5

)2/sin(8
sin 








+=

g

Q

d

θ
θθ  (2.18) 

όπου θ είναι η επίκεντρη γωνία σε ακτίνια (rad), Q η παροχή, d η διάµετρος του 

κυκλικού αγωγού και g η επιτάχυνση της βαρύτητας. Η εξίσωση λύνεται µε 

επαναληπτική διαδικασία ως προς θ. Θεωρούµε θ=θ1 και υπολογίζουµε το θ=θ2. Στη 

συνέχεια θέτουµε θ=(θ1+θ2)/2 και επαναλαµβάνουµε. Η σύγκλιση επιτυγχάνεται µετά 

4-5 επαναλήψεις (βλ. Παράδειγµα 2.2). Με το θ γνωστό προκύπτει ότι 

 [ ] πθθ 20;)2/cos(1
2

≤≤−=
d

yc . (2.19)  

Συνήθως θεωρούµε αρχική τιµή της γωνίας θ1=π για την πρώτη δοκιµή, πράγµα που 

σηµαίνει ότι το κρίσιµο βάθος είναι το µισό της διαµέτρου. 

 

Παράδειγµα 2.1: Να υπολογιστεί το κρίσιµο βάθος σε τραπεζοειδή διατοµή πλάτους 

2.5 m και µε κλίση πρανών 1:1 (Ζ=1) για παροχή 7 m
3
/s. 

Απάντηση 

Αντικαθιστώντας στη σχέση (2.16) τα µεγέθη Q, Z και b καταλήγουµε στην 

επαναληπτική σχέση 

y 

d 

θ y 

d 

T 
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3/1
2

)250.2(
81.9

00.7

)50.2(

1








+

+
= c

c

c y
y

y  

από την οποία αρχίζοντας µε yc = 2.00 m καταλήγουµε 

y1 = 2.000 m → y2 = 0.709 m 

y1 = 0.709 m → y2 = 0.840 m 

y1 = 0.840 m → y2 = 0.824 m 

y1 = 0.824 m → y2 = 0.826 m 

y1 = 0.826 m → y2 = 0.826 m 

Εποµένως yc = 0.826 m. 

 

Παράδειγµα 2.2 Να υπολογίσετε το κρίσιµο βάθος σε κυκλικό αγωγό µε τα ακόλουθα 

δεδοµένα: Q=0.10 m
3
/s και d=0.60 m. 

Απάντηση 

Καταρτίζουµε τον παρακάτω πίνακα υπολογισµών, όπου θεωρούµε αρχικά ότι θ1=π, 

υπολογίζουµε το θ2, όµως σαν επόµενη τιµή δοκιµής θεωρούµε την (θ1+θ2)/2, 

δεδοµένου ότι η επαναληπτική σχέση συγκλίνει ταχύτερα (µετά 3 δοκιµές). 

(θ1+θ2)/2  Q (m
3
/s)  g (m/s

2
)  d (m)  θ2   yc 

 π=3.142 0.10 9.81 0.6 1.886 0.300 

 2.514 0.10 9.81 0.6 2.442 0.207 

 2.478 0.10 9.81 0.6 2.467 0.202 

 2.473 0.10 9.81 0.6 2.471 0.202 

 2.472 0.10 9.81 0.6 2.472 0.201 

Εποµένως yc = 0.20 m. 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ  

Στο διάγραµµα που ακολουθεί φαίνεται η µεταβολή του αδιαστατο-ποιηµένου κρίσιµου 

βάθους yc/d (από εξίσωση 2.19) σαν συνάρτηση της αδιάστατης παραµέτρου Q/(gd
5
)
1/2

. 

Πρακτικά, όταν η γωνία θ≈3.10 rad, yc/d=1, ενώ Q/(gd
5
)
1/2≈3.50 που αποτελεί την 

ανώτερη πρακτικά τιµή της αδιάστατης παραµέτρου µε βάση την οποία προκύπτει η 

παροχή για την οποία ο υπολογισµός του κρίσιµου βάθους έχει νόηµα (yc<d). Το 

διάγραµµα που ακολουθεί µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον γραφικό προσδιορισµό του 

κρίσιµου βάθους αγωγού κυκλικής διατοµής µε δεδοµένα τη διάµετρο και την παροχή, 

εφ’ όσον Q ≤3.50(gd
5
)
1/2

. 
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0.01

0.1

1

0.001 0.01 0.1 1 10

Q /(g
1/2

d
5/2

)

y
c/

d

 

2.7. Ανακεφαλαίωση 

Όταν η ροή είναι κρίσιµη, δηλαδή όταν y=yc, 

(α) Ο αριθµός Froude της ροής γίνεται µονάδα Fr
V

gD

V

gD

c

c

= = = 1. 

(β) Η ειδική ενέργεια Ε για δεδοµένη παροχή γίνεται ελάχιστη 
2

min

c

c

D
yEE +== . 

(γ) Η ειδική δύναµη Μ γίνεται ελάχιστη. 

(δ) Η παροχή Q για δεδοµένη ειδική ενέργεια Ε γίνεται µέγιστη Q Q A gDc c= =max . 

(ε) Το ύψος της κινητικής ενέργειας ισούται µε το ήµισυ (1/2) του υδραυλικού βάθους 

222

22

cc D

g

V

g

V
== . 

2.8 Επαναληπτικά προβλήµατα 

Παράδειγµα 2.3 Για τον τραπεζοειδή αγωγό του 

σχήµατος να υπολογιστούν: 

(1) Το κρίσιµο βάθος όταν η παροχή είναι Q=50 m
3
/s. 

(2) Το υδραυλικό βάθος που αντιστοιχεί στο κρίσιµο 

βάθος. 

(3) Η µέγιστη παροχή δεδοµένου ότι η ειδική ενέργεια 

είναι 4.50 m. 

2 

1 

b = 5m 
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Απάντηση 

Το κρίσιµο βάθος µιας τραπεζοειδούς διατοµής (Z=2) για δεδοµένη παροχή Q 

υπολογίζεται από τη σχέση (2.16) ( ) 3/121 /)2()( gZybQZyby ccc ++= − . Η σχέση αυτή 

είναι επαναληπτική. Ξεκινώντας από αρχικό yc = 2.00 m, καταλήγουµε σε yc=1.715 m 

(βλ. πίνακα που ακολουθεί). 

yc Q b Z y1 

2.000 50.00 5.00 2.00 1.656 

1.656 50.00 5.00 2.00 1.728 

1.728 50.00 5.00 2.00 1.712 

1.712 50.00 5.00 2.00 1.716 

1.716 50.00 5.00 2.00 1.715 

1.715 50.00 5.00 2.00 1.715 

(β) Το υδραυλικό βάθος προκύπτει από τη σχέση 

219.1...
2

)(
==

+
+

==
c

cc

c

c
c

Zyb

yZyb

T

A
D  m. 

(γ) Γνωρίζουµε ότι η µέγιστη παροχή διέρχεται όταν y=yc. Εποµένως από την εξίσωση 

της (ελάχιστης) ειδικής ενέργειας έχουµε ότι 

)2(2

)(

22
min

2

c

cc

c

c

cc
Zyb

yZyb
y

D
y

g

V
yE

+

+
+=+=+= . 

Η παραπάνω σχέση θα να λυθεί ως προς yc για min E=4.50 m. Επίλυση της 

δευτεροβάθµιας εξίσωσης δίνει δύο λύσεις 

yc=3.417 m και yc=-1.317 m.  

Απορρίπτοντας την αρνητική λύση, έχουµε ότι 

Αc=(b + Zyc)yc=40.43 m
2
  

και εποµένως 

Q gA E yc cmax ( )= − =2
2

186.39 m
3
/s. 

 

Παρατήρηση: H µέγιστη παροχή µπορεί να υπολογιστεί και µε δοκιµές ακολουθώντας 

την εξής διαδικασία: (1) Υποθέτω την παροχή Q, (2) υπολογίζω το κρίσιµο βάθος yc, 

(3) υπολογίζω την ταχύτητα Vc, (4) υπολογίζω την ελάχιστη ειδική ενέργεια 

gVyE cc 2/min 2+= , (5) εάν Ε=4.50 m σταµατώ τον υπολογισµό. Ο πίνακας που 

ακολουθεί είναι ενδεικτικός του αλγόριθµου. Χρησιµοποιούµε φυσικά θετικά βάθη 

(y>0) όπως στον πίνακα που ακολουθεί. 
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Q Z b yc Ac V minE 

(m
3
/s)  (m) (m) (m

2
) (m/s) (m) 

100.00 2.00 5.00 2.49 24.79 4.03 3.32 

150.00 2.00 5.00 3.06 34.07 4.40 4.05 

200.00 2.00 5.00 3.54 42.73 4.68 4.65 

190.00 2.00 5.00 3.45 41.04 4.63 4.54 

186.00 2.00 5.00 3.41 40.36 4.61 4.50 

Εποµένως Q=186.00 m
3
/s. 

 

Παράδειγµα 2.4 Για τις διατοµές των ανοικτών αγωγών που εικονίζονται παρακάτω και 

για παροχή 7 m
3
/s. 

Ζητούνται: 

(α) Να προσδιορίσετε τα κρίσιµα βάθη. 

(β) Για κάθε διατοµή να προσδιορίσετε µε ακρίβεια τα διαγράµµατα της ειδικής 

ενέργειας και ειδικής δύναµης σε κατάλληλη κλίµακα. 

(γ) Να υπολογιστούν τα Εmin και Μmin.  

(δ) Να οριστεί για κάθε διατοµή η σχέση Εmin = f(yc). 

(ε) Για τις παραπάνω διατοµές και για ύψος ειδικής ενέργειας Ε=4 m, να υπολογιστούν 

οι µέγιστες παροχές Qmax. 

 

Απάντηση 

Ορθογωνική διατοµή. 

(α) Το κρίσιµο βάθος της διατοµής για δεδοµένη παροχή Q υπολογίζεται από τη σχέση  

=







=








=








=

3/1

2

2
3/1

2
3/1

2

2

)50.2(

7

gg

q

gb

Q
yc  0.93 m. 

(β) Το διάγραµµα ειδικής ενέργειας (διάγραµµα y - E) προκύπτει από τη σχέση  

E y
Q

gA
= +α

2

22
 

1 

1 1 

1 

Ορθογωνική Τραπεζοειδής 

b=2.5m 
b=2.5m 
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για τη δεδοµένη παροχή Q µεταβάλλοντας το βάθος ροής y. Στην παραπάνω εξίσωση 

θεωρούµε α = 1.0. Το διάγραµµα της ειδικής δύναµης (y - Μ) προκύπτει από τη σχέση 

M
Q

gA
yA

Q

gA

y
A= + = +

2 2

2
 

για τη δεδοµένη παροχή Q µεταβάλλοντας το βάθος ροής y.  

(γ) Οι ελάχιστες τιµές των Ε και Μ προσδιορίζονται από τις παραπάνω σχέσεις 

αντικαθιστώντας y=yc. Εποµένως  

=
×

+=+=
2

2

2

2

)93.05.2(2

7
93.0

2
min

ggA

Q
yE

c

c 1.395 m 

και 

=+
×

=+= )93.05.2(
2

93.0

)93.05.2(

7
min

22

x
g

Ay
gA

Q
M c

c

 3.23 m
3
. 

∆ιάγραµµα Ειδ. Ενέργειας

0.00

2.00

4.00

6.00

8.00

10.00

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

E (m) 

y
 (

m
)

∆ιάγραµµα Ειδ. ∆ύναµης

0.00

1.00

2.00

3.00

4.00

5.00

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00

M (m) 

y
 (

m
)

 

(δ) 

min E y
Q

gA
y

y y
c

c

c

c c= + = + =
2

22 2

3

2
 

(ε) Η µέγιστη παροχή είναι αυτή που αντιστοιχεί στο κρίσιµο βάθος. Εποµένως η ειδική 

ενέργεια Ε=4 m γίνεται ελάχιστη όταν 

min E = 4 m = 1.50 yc.  

Εποµένως  

yc = 2.67 m. 

=−×=−== )3/84(2)3/850.2()(2max gyEgAgDAQ cccc 34.10 m
3
/s. 

 

Tραπεζοειδής διατοµή. 

(α) Το κρίσιµο βάθος της διατοµής για δεδοµένη παροχή Q υπολογίζεται από την 

επαναληπτική σχέση  
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3

2

)2(
)(

1
c

c

c Zyb
g

Q

Zyb
y +

+
=  

που λύνεται µε διαδοχικές δοκιµές από τις οποίες προκύπτει yc = 0.826 m. 

(β) Το διάγραµµα ειδικής ενέργειας (διάγραµµα y - E) προκύπτει από τη σχέση  

E y
Q

gA
= +α

2

22
 

για τη δεδοµένη παροχή Q µεταβάλλοντας το βάθος ροής y. Στην παραπάνω εξίσωση 

θεωρούµε α = 1. Το διάγραµµα της ειδικής δύναµης (y - Μ) προκύπτει από τη σχέση 

M
Q

gA
yA= +

2

 

y
y b Zy b

b Zy b

y b y

b y
=

+ +
+ +









 =

+
+











3

2 2

2 6

3 2( )

( )
; Ζ = 1 

για τη δεδοµένη παροχή Q µεταβάλλοντας το βάθος ροής y.  

(Τα διαγράµµατα αφήνονται για άσκηση στο σπουδαστή). 

(γ) Οι ελάχιστες τιµές των Ε και Μ προσδιορίζονται από τις παραπάνω σχέσεις 

αντικαθιστώντας y=yc. Εποµένως  

min E y
Q

gA
y

D
c

c

c

c= + = + =
2

2
2 2

1.157 m 

και 

min M
Q

gA
yA

c

c= + =
2

 2.86 m
3
. 

(δ) min E y
Q

gA
y

D y b y

b y
c

c

c

c c c

c

= + = + =
+

+




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

2

2
2 2 2

3 5

2
 ; D

b y y
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c

c c

c

=
+
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2
 

(ε) Η µέγιστη παροχή είναι αυτή που αντιστοιχεί στο κρίσιµο βάθος. Εποµένως η ειδική 

ενέργεια Ε=4 m θα γίνει ελάχιστη, όταν y=yc. Από την εξίσωση  

22
m4min

2

2

c

c

c

c

D
y

gA

Q
yE +=+==  

όπου D=(b+Zyc)yc/(b+2yc), µε δοκιµές βρίσκουµε ότι yc=2.39 m απ' όπου προκύπτει 

max ( )Q A gD A g E yc c c c= = − =2 46.42 m
3
/s 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
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3 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΟΥ 

ΚΡΙΣΙΜΟΥ ΒΑΘΟΥΣ 

Η εξίσωση ενέργειας σε ένα αγωγό µε ελεύθερη επιφάνεια που µεταφέρει παροχή Q σε 

µόνιµη δίαιτα γράφεται 

 H z y
V

g
z y

Q

gA
= + + = + +α α

2 2

22 2
 (3.1) 

όπου H είναι το ύψος ενέργειας, z το υψόµετρο πυθµένα από το επίπεδο αναφοράς, y το 

κατακόρυφο βάθος ροής θεωρώντας ότι η κλίση του πυθµένα είναι µικρή, V η µέση 

ταχύτητα νερού στη διατοµή, α ο διορθωτικός συντελεστής λόγω ανοµοιοµορφίας του 

προφίλ ταχύτητας και g επιτάχυνση της βαρύτητας. ∆ιαφορίζοντας την παραπάνω 

εξίσωση ως προς x 

 
dH

dx

dz

dx

dy

dx

d

dx

Q

gA
= + +









α

2

22
 (3.2) 

Θεωρούµε ότι η κίνηση γίνεται προς τη θετική διεύθυνση του άξονα x. Η κλίση των 

απωλειών ενέργειας JΕ και η κλίση πυθµένα Jο προκύπτουν από τις σχέσεις  

 
dx

dH
J E −=  (3.3) 

και  

 
dx

dz
J o −= . (3.4) 

Θεωρούµε µια οµαλή µεταβολή της διατοµής του ανοικτού αγωγού που µπορεί να είναι 

είτε µια µεταβολή του υψοµέτρου του πυθµένα, είτε µια µεταβολή του πλάτους της 
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διατοµής, είτε και τα δύο συγχρόνως. Η µεταβολή αυτή γίνεται σε µικρό µήκος όπου 

δεν εµφανίζονται έντονα φαινόµενα (όπως π.χ. αποκόλληση, ανάµειξη, κλπ), έτσι ώστε 

χωρίς να εισάγουµε ιδιαίτερο σφάλµα να θεωρούµε ότι δεν έχουµε απώλειες ενέργειας 

κατά τη µεταβολή. Για να ισχύει η εξίσωση ενέργειας χωρίς να υπάρχουν απώλειες, θα 

πρέπει και η ελεύθερη επιφάνεια να µετακινηθεί κατάλληλα. Εξισώνοντας την ενέργεια 

στα ανάντη και τα κατάντη της διατοµής στην περιοχή όπου η κατανοµή των ταχυτήτων 

ροής είναι οµοιόµορφη, µπορούµε κατ’ αρχήν να εκτιµήσουµε τη µεταβολή της 

ελεύθερης επιφάνειας. Στις παραγράφους που ακολουθούν θα µελετήσουµε τη 

µεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας σε ένα ορθογωνικό αγωγό όταν (α) µεταβάλουµε 

το υψόµετρο του πυθµένα και (β) όταν µεταβάλουµε το πλάτος της διατοµής. 

3.1. Οµαλή µεταβολή του υψόµετρου πυθµένα χωρίς µεταβολή του πλάτους 

ορθογωνικής διώρυγας 

Η διαφορική εξίσωση (3.2) γράφεται (α = 1) 


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
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


−=








−=− , 

όπου dA = Tdy και Fr = V/(gD)
1/2

 και η διαφορική εξίσωση της καµπύλης της 

ελεύθερης επιφάνειας γίνεται 

 
dy

dx

J J

Fr

o E=
−

−1 2
. (3.5) 

Θεωρώντας αµελητέες τις απώλειες ενέργειας (JE = 0) η εξίσωση γίνεται  

 
dy

dx

J

Fr

o=
−1 2

 ή 0)1( 2 =+−
dx

dz
Fr

dx

dy
. (3.6) 

∆ιερεύνηση της εξίσωσης (3-6) 

Περίπτωση dz/dx Fr Τύπος ροής dy/dx y(x) 

(i) >0 <1 υποκρίσιµη <0 ↓ 

(ii) <0 <1 υποκρίσιµη  >0 ↑ 

(iii) <0 >1 υπερκρίσιµη >0 ↓ 

(iv) >0 >1 υπερκρίσιµη <0 ↑ 

(v) =0 Είτε Fr=1 (κρίσιµη ροή), είτε dy/dx=0. 

Εάν dy/dx≠0, τότε Fr=1 και δυνατό-

τητα εκτίµησης της παροχής. 

 

Στον πίνακα που ακολουθεί παρατίθενται αναλυτικά τα αποτελέσµατα της παραπάνω 

διερεύνησης. Το κρίσιµο βάθος παραµένει σταθερό κατά µήκος του αγωγού. 
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Περίπτωση (i) 

Ροή υποκρίσιµη (Fr <1) και dz/dx >0. 

Από την εξίσωση (3.6) προκύπτει ότι 

dy/dx < 0. 

 

 

Περίπτωση (ii) 

Ροή υποκρίσιµη (Fr <1) και dz/dx < 0. 

Από την εξίσωση (3.6) προκύπτει ότι 

dy/dx > 0. 

 

 

Περίπτωση (iii) 

Ροή υπερκρίσιµη (Fr >1) και dz/dx < 0.  

Από την εξίσωση (3.6) προκύπτει ότι 

dy/dx < 0. 

 

 

Περίπτωση (iv) 

Ροή υπερκρίσιµη (Fr >1) και dz/dx >0. 

Από την εξίσωση (3.6) προκύπτει ότι 

dy/dx > 0. 

 

 

3.2. Μεταβολή του πλάτους ορθογωνικής διώρυγας χωρίς µεταβολή υψοµέτρου 

πυθµένα 

Η εξίσωση ενέργειας γράφεται ως εξής 

 H z y
q

gy
= + +

2

22
 (3.7) 

όπου   )(xbb =  

  )(/)( xbQxqq ==  

yc 

dz 

yc dz 

yc 

dz 

yc dz 
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  z = σταθερό 

∆ιαφορίζοντας ως προς x 

dH

dx

dy

dx

q

gy

dy

dx

q

gy

dq

dx
= = + − +0 0

2

3 2
 

αλλά 

dx

dq
b

dx

db
q

dx

dQ
bqQ +==⇒= 0  

και αντικαθιστώντας dq/dx, η εξίσωση της κλίσης απωλειών γίνεται 

 0)1( 22 =−−
dx

db

b

y
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dx

dy
Fr  (3.8) 

όπου  
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gy
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Q
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2

33

2

3

2

2

2
2 ===== . 

 

∆ιερεύνηση της εξίσωσης (3.8) 

Περίπτωση db/dx Fr 1-Fr2 Τύπος ροής dy/dx y(x) 

(i) >0 <1 >0 υποκρίσιµη >0 ↑ 

(ii) <0 <1 >0 υποκρίσιµη <0 ↓ 

(iii) >0 >1 <0 υπερκρίσιµη <0 ↓ 

(iv) <0 >1 <0 υπερκρίσιµη >0 ↑ 

 

Στoν πίνακα που ακολουθεί παρατίθενται αναλυτικά τα αποτελέσµατα της παραπάνω 

διερεύνησης. Το κρίσιµο βάθος µεταβάλλεται κατά µήκος του αγωγού. 

 

Περίπτωση (i) 

Ροή υποκρίσιµη (Fr <1) και db/dx >0.  

Από την εξίσωση (3.8) προκύπτει ότι 

dy/dx > 0. 

 

b B 

yc 
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Περίπτωση (ii)  

Ροή υποκρίσιµη (Fr <1) και db/dx < 0.  

Από την εξίσωση (3.8) προκύπτει ότι 

dy/dx < 0. 

 

 

 

 

Περίπτωση (iii)  

Ροή υπερκρίσιµη (Fr >1) και db/dx >0.  

Από την εξίσωση (3.8) προκύπτει ότι 

dy/dx < 0. 

 

 

 

Περίπτωση (iv) 

Ροή υπερκρίσιµη (Fr >1) και db/dx < 0.  

Από την εξίσωση (3.8) προκύπτει ότι 

dy/dx > 0. 

 

 

 

3.3. Ανύψωση πυθµένα - υποκρίσιµη ροή 

Έστω ότι ο πυθµένας ορθογωνικής διατοµής ανυψώνεται κατά ∆z όπως φαίνεται στο 

σχήµα 3.1. Θεωρούµε ότι οι απώλειες ενέργειας µεταξύ των διατοµών (1) και (2) είναι 

αµελητέες. Εποµένως η εξίσωση ενέργειας γράφεται ως εξής 

 H H y
V

g
z y

V

g
1 2 1

1

2

2
2

2

2 2
= ⇒ + = + +∆  (3.9) 

ή χρησιµοποιώντας τον ορισµό της ειδικής ενέργειας 

 zEE ∆+= 21 . (3.10) 

b B 

yc 

b B 

yc 

b B 

yc 
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Σχήµα 3.1 Οµαλή ανύψωση πυθµένα σε υποκρίσιµη ροή. 

 

Για µια δεδοµένη παροχή Q, η ελάχιστη τιµή της ειδικής ενέργειας είναι  

 E y
D

y
Q

b g
c

c

cmin = + = =
2

3

2

3

2

2

2
3  (3.11) 

κάτω από την οποία η ροή είναι αδύνατη φυσικά. Επειδή Ε1>Ε2 και συγχρόνως ισχύει η 

σχέση (3.9), υπάρχει µια µέγιστη τιµή της ανύψωσης πυθµένα, πάνω από την οποία η 

ροή παροχής Q είναι αδύνατη (σχήµα 3.1). Η τιµή αυτή της µέγιστης ανύψωσης max∆z, 

αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιµή της ειδικής ενέργειας Ε2 και (από σχέσεις 3.10, 3.11) 

είναι 

 max min∆z E E E
Q

b g
= − = −1 2 1

2

2
3

3

2
. (3.12) 

Σε περίπτωση που η ανύψωση υπερβεί την τιµή max∆z, η ειδική ενέργεια µειώνεται 

στη διατοµή (2) και λαµβάνει τιµή µικρότερη από την ελάχιστη τιµή της ειδικής 

ενέργειας Ε2, πράγµα που σηµαίνει ότι είτε η παροχή που διέρχεται θα µειωθεί, είτε για 

να περάσει παροχή Q θα πρέπει να αυξηθεί το βάθος (και εποµένως η Ε1) στην διατοµή 

(1) στα ανάντη. Το βάθος ροής y2 στη διατοµή (2), υπολογίζεται από τη σχέση (3.9) 

αντικαθιστώντας τα γνωστά µεγέθη και λύνοντας ως προς y2, τη σχέση 

 y
Q

gb y
z y

Q

gb y
1

2

2

1

2 2

2

2

2

22 2
+ = + +∆ . (3.13) 

Η παραπάνω ανάλυση για υπερκρίσιµη ροή θεωρείται πολύ προσεγγιστική λόγω 

πιθανής αποκόλλησης της ροής. 

Ε1 

Ε2 

  Γ.Ε. (EGL) 

(2) (1) 

yc 
max∆z 

y1 
y2 

Ε2 Εmin 

y 

yc 

y2 

1.5yc 

Ε2 

y2 → yc 

∆z 
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Εφαρµογή 3.1: Σε ορθογωνική διώρυγα για υποκρίσιµη ροή µπορούµε να γράψουµε τη 

µέγιστη ανύψωση πυθµένα max∆z/y1 σαν συνάρτηση του αριθµού Froude F1 της ροής, 

ώστε να διέρχεται δεδοµένη παροχή Q. Έστω min E = Ec και max∆z = ∆zc τότε 

3/2
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όπου 
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1

1

F
y

yc =  (γιατί;). 

Οι οριακές τιµές του λόγου ∆zc/y1 είναι 1 και 0 όταν ο αριθµός του Froude της ροής F1 

µεταβάλλεται από 0 έως 1 αντίστοιχα (βλ. Σχήµα 3.2). 

0.0
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Σχήµα 3.2 Μεταβολή του max∆z σε ορθογωνική διώρυγα σαν συνάρτηση του 

αριθµού Froude, όταν η ροή είναι υποκρίσιµη. 

3.4. Στένωση διατοµής - υποκρίσιµη ροή 

Θεωρούµε ότι η συναρµογή είναι οµαλή. Εποµένως µεταξύ των διατοµών (1) και (2) οι 

απώλειες ενέργειας είναι µηδενικές, δηλαδή 

 21 HH =    ή   21 EE =  (3.14) 

επειδή η στάθµη του επιπέδου του πυθµένα είναι σταθερή. Εποµένως η (3.14) γράφεται 

 
2

2

2

2

22

1

2

2

1
22 ygb

Q
y

ygB

Q
y +=+ . (3.15) 

Υπάρχει µια ελάχιστη τιµή του πλάτους b έτσι ώστε να διέρχεται παροχή Q, που 

αντιστοιχεί στην ελάχιστη ειδική ενέργεια Ε2. Εάν το πλάτος b µειωθεί παραπέρα, τότε 

είτε η παροχή που διέρχεται µειώνεται, είτε για να διέλθει η αρχική παροχή Q θα πρέπει 

να αυξηθεί η στάθµη στη διατοµή (1). Η ελάχιστη αυτή τιµή προκύπτει από τη σχέση 
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==
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και είναι  

 
gE

Q
b

2

3

2

3
2/3

1

min = . (3.17) 

Σε περίπτωση που b>bmin, το βάθος ροής στη διατοµή (2) υπολογίζεται από τη σχέση 

(3.15). 

Όταν η ροή στη διατοµή (1) είναι υπερκρίσιµη, η µονοδιάστατη ανάλυση που έγινε 

προηγούµενα δεν µπορεί να εφαρµοστεί επειδή εµφανίζονται στάσιµα κύµατα (βλ. VT 

Chow
3
 κεφ. 17-3 και Σχήµα 3.4).  

 

Σχήµα 3.3 Οµαλή στένωση διατοµής σε υποκρίσιµη ροή. 

 

Σχήµα 3.4 Στάσιµα κύµατα από οµαλή στένωση διατοµής σε υπερκρίσιµη ροή 

(Chow, 1973). 

                                                 

3
 Chow, VT, 1973. Open-channel hydraulics. McGraw-Hill. 

b Β 

ΚΑΤΟΨΗ 
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bmin 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική – Αγωγοί με ελεύθερη επιφάνεια 2-35 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

Εφαρµογή 3.2: Σε ορθογωνική διώρυγα για υποκρίσιµη ροή είναι δυνατόν να 

γράψουµε ελάχιστη τιµή του πλάτους bmin/B σαν συνάρτηση του αριθµού Froude F1 της 

ροής, ώστε να διέρχεται η δεδοµένη παροχή Q. Από την εξίσωση (3.17) 
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Οι οριακές τιµές του λόγου bmin/Β είναι 0 και 1 όταν ο αριθµός του Froude της ροής F1 

µεταβάλλεται από 0 έως 1 αντίστοιχα (βλ. Σχήµα 3.5). 
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Σχήµα 3.52 Μεταβολή του bmin/B σε ορθογωνική διώρυγα σαν συνάρτηση του 

αριθµού Froude στα ανάντη, όταν η ροή είναι υποκρίσιµη. 

 

Παράδειγµα 3.1 

Αγωγός µε ορθογωνική διατοµή, πλάτος Β και πρακτικά οριζόντιο πυθµένα, στενεύει 

προς τα κατάντη γραµµικά σε πλάτος b µε ταυτόχρονη γραµµική ανύψωση του πυθµένα 

κατά ∆z σε µήκος L, όπως φαίνεται στο σχήµα. 

Για παροχή Q=3.0 m
3
/s, πλάτος B=2.0 m και βάθος ροής y1= .5 m ζητούνται: 

(α) Να καθοριστεί το πλάτος b στη διατοµή 2 και η ανύψωση πυθµένα ∆z έτσι ώστε  

y2=y2c=b. 

(β) Να υπολογιστεί η οριζόντια δύναµη F που ασκεί το νερό στη συναρµογή αµελώντας 

τις απώλειες τριβών. 

(γ) Να υπολογιστεί το βάθος ροής y στο µέσο της συναρµογής. 
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Απάντηση 

(α) Εφαρµόζουµε το θεώρηµα ενέργειας από διατοµή (1) σε διατοµή (2) θεωρώντας 

µηδενικές απώλειες και οµοιόµορφη ροή 
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Όµως y1 = 1.50 m και V1 = Q/(By1) = 3/(2 x 1.50) = 1.00 m/s. Επίσης 
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Αντικαθιστώντας τα y1, y2, V1, V2 στην (1) προκύπτει ότι 

∆z = 0.079 m. 

(β) Εφαρµόζοντας το θεώρηµα διατήρησης της ορµής ανάµεσα στις διατοµές 

οµοιόµορφης ροής (1) και (2) έχουµε ότι 

[ ] )()( 12 VVQEdVVFFgFpF
xxxx −==+++− ∑ ρρτ o . 

Όµως 

 Fgx = 0 (κατακόρυφη µόνο συνιστώσα της βαρύτητας). 

 Fτx = 0 (αµελητέα ποσότητα λόγω µικρού µήκους της συναρµογής) 

 ( )byBygFpx

2

2

2

1
2

1
−= ρ   

θεωρώντας υδροστατική κατανοµή πιέσεων. Εποµένως,  

( )F Fp Q V V y B y b Q V Vx= − − = − − − =ρ γ ρ( ) ( )2 1 1

2

2

2

2 1

1

2
11.098 kN 

Παρατήρηση: Στην παραπάνω δύναµη F περιλαµβάνεται αυτή που ασκείται στον 

πυθµένα που ανυψώνεται και στα κατακόρυφα τοιχώµατα που συγκλίνουν. 

(γ) Το βάθος ροής στο µέσο της συναρµογής θα προκύψει από την εφαρµογή των 

θεωρηµάτων συνέχειας και ενέργειας, θεωρώντας ότι η ανύψωση του πυθµένα εκεί 

είναι ∆z/2 και το πλάτος (B+b)/2. Έχουµε ότι 

H y
V

g

z
y

V

g
= + = + +1

1

2

3

3

2

2 2 2

∆
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και 

2
33333
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== . 

Αντικαθιστώντας από τη δεύτερη εξίσωση την ταχύτητα V3 στην πρώτη προκύπτει η 

εξίσωση 3ου βαθµού 

y y3

3

3

21512 0 206 0− + =. .  

Μια από τις λύσεις της, η ζητούµενη, βρίσκεται µεταξύ των βαθών 1.50 m στα ανάντη 

και 0.983 m στα κατάντη της διατοµής (3). Με δοκιµές προκύπτει ότι y3=1.408 m. 

 

3.5. Υδροδότηση ορθογωνικής διώρυγας από ταµιευτήρα µε ρυθµιστικό 

θυρόφραγµα. 

Στο παρακάτω σχηµατικό διάγραµµα ο ταµιευτήρας από αριστερά τροφοδοτεί 

οριζόντια ορθογωνική διώρυγα µε παροχή q ανά µονάδα πλάτους. Η διαθέσιµη ενέργεια 

για την τροφοδοσία της διώρυγας είναι Ε, ίση µε το βάθος του ακίνητου υγρού ανάντη 

του θυροφράγµατος. Για αυτό το ύψος ενέργειας, η µέγιστη παροχή της διώρυγας θα 

παρατηρηθεί όταν το βάθος ροής γίνει κρίσιµο, δηλαδή όταν 
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δεδοµένου ότι η διώρυγα είναι ορθογωνική. ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις 

λειτουργίας: 

Περίπτωση 1. Θυρόφραγµα κλειστό. Τότε y = 0 και εποµένως δεν υφίσταται παροχή 

νερού στην ορθογωνική διώρυγα (q = 0). 

 

 

 

 

Περίπτωση (1) 

y = 0, q = 0 

Περίπτωση 2. Θυρόφραγµα ανοικτό µε άνοιγµα µικρότερο του κρίσιµου βάθους. Τότε 

y<yc και εποµένως η παροχή κατάντη του θυροφράγµατος είναι q<qmax. 

 

 

 

 

Περίπτωση (2) 

y < yc,  q < qmax 

Περίπτωση 3. Θυρόφραγµα τελείως ανοικτό (άνοιγµα µεγαλύτερο του κρίσιµου 

βάθους). Τότε y=yc και εποµένως η παροχή κατάντη του θυροφράγµατος είναι q=qmax. 

 

 

 

 

Περίπτωση (3) 

y = yc, q = qmax 

Η µέγιστη ανά µονάδα πλάτους παροχή µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (3.11) εάν 

αντικαταστήσουµε q=Q/b 

E 
q 

y<yc 

y>yc 

Γ.Ε. 

qmax 

y=yc 
E 

Γ.Ε. 

Γ.Ε. 
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απ' όπου προκύπτει ότι 

 q g Emax

/

= 







2

3

3 2

 (3.19) 

Εάν το µήκος της διώρυγας είναι µεγάλο, τότε κατά µήκος αυτής υπάρχουν απώλειες 

ενέργειας. Σε περίπτωση που η διώρυγα καταλήγει σε πτώση, η διατοµή µε την 

ελάχιστη ειδική ενέργεια είναι η διατοµή της πτώσης. ∆εδοµένου ότι η παροχή στην 

πτώση είναι η µέγιστη, το βάθος ροής στην πτώση θα πρέπει να είναι το κρίσιµο βάθος. 

 

Σχήµα 3.6 Συνθήκες ροής στην ελεύθερη πτώση ορθογωνικού αγωγού. 

 

Όλοι οι παραπάνω υπολογισµοί του ύψους ενέργειας βασίζονται στην παραδοχή της 

υδροστατικής καθ' ύψος κατανοµής της πίεσης, πράγµα το οποίο δεν συµβαίνει στο 

σηµείο της πτώσης, επειδή η πίεση είναι µηδενική (ατµοσφαιρική) στην άνω και κάτω 

ελεύθερη επιφάνεια. Το αποτέλεσµα της µη υδροστατικής κατανοµής της πίεσης στην 

πτώση είναι η έντονη καµπύλωση της ελεύθερης επιφάνειας ακριβώς ανάντη της 

πτώσης και η µείωση του βάθους ροής. Ο Hunter Rouse
4
 έδειξε πειραµατικά ότι το 

βάθος ροής yb στην πτώση (brink depth) είναι yb = 0.715 yc. Το yc εµφανίζεται σε 

απόσταση περί τα 3yc - 4yc στα ανάντη της πτώσης. Για πρακτικούς όµως λόγους στους 

υπολογισµούς θεωρούµε ότι στο χείλος της πτώσης y = yc. 

 

Παράδειγµα 3.2 Υπερχειλιστής ευρείας στέψης τοποθετείται σε ορθογωνικό κανάλι 

πλάτους b. Θεωρώντας ότι οι συνθήκες ροής ανάντη είναι τέτοιες που να µπορούµε να 

αµελήσουµε την κινητική ενέργεια καθώς και τυχόν απώλειες τριβών, να δώσετε µια 

θεωρητική σχέση που να δίνει την παροχή σαν συνάρτηση του βάθους στα ανάντη.  

                                                 

4
 Civil Engineering, May 1937, pp. 349-350, also July 1937, p. 518. 

y 

E 

yc 
yb 

p/ρg 

pb/ρg 

Emin 

Ελεύθερη  
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Θεωρητική 

ελεύθερη επιφάνεια 
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Απάντηση 

Επειδή h είναι µεγάλο, κάπου πάνω από τον υπερχειλιστή η ροή θα έχει κρίσιµο βάθος. 

Aπό την εξίσωση ενέργειας (∆Η=0) στα ανάντη και επί του υπερχειλιστή έχουµε ότι 
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Όµως σε ορθογωνική διώρυγα ( ) 3/122 / gbQyc = . Με αντικατάσταση στην παραπάνω 

σχέση προκύπτει ότι 

Q b g y by= 





 =

2

3
1705

3 2

3 2 3 2

1 1

/

/ /. . 

Η σχέση αυτή κρίνεται πολύ καλή σε σύγκριση µε εµπειρικές σχέσεις υπολογισµού της 

παροχής από ελεγχόµενες συνθήκες ροής. 

3.6. Το υδραυλικό άλµα. 

Είναι το φαινόµενο κατά το οποίο έχουµε µετάβαση από υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη 

ροή. Σε περίπτωση που ο πυθµένας του καναλιού είναι οριζόντιος η µετάβαση από 

υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη ροή συνοδεύεται από σηµαντικές απώλειες ενέργειας, ενώ 

η ορµή (ειδική δύναµη) παραµένει πρακτικά αµετάβλητη. Οι απώλειες ενέργειας 

προκαλούνται από τη δηµιουργία έντονης τύρβης στην περιοχή µεταβολής του βάθους. 

Η εξίσωση της ορµής στην κατεύθυνση της ροής x, αµελώντας τη βαρύτητα (οριζόντιος 

αγωγός) και τις τριβές (λόγω µικρού µήκους του άλµατος) γράφεται ως εξής (εξίσωση 

2.14) 

 022
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Η σχέση αυτή είναι αναγκαία για τη δηµιουργία υδραυλικού άλµατος, τα δε βάθη ροής 

στα ανάντη και κατάντη του άλµατος είναι συζυγή. 

yc 
y1 

∆z 

h 
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Σχήµα 3.6 Το υδραυλικό άλµα σχηµατικά. 

 

Εφαρµογή 3.1 Σε ορθογωνικό πρισµατικό αγωγό πλάτους b, που µεταφέρει παροχή Q, 

το βάθος ροής είναι y1<yc. Να προσδιορίσετε το βάθος y2 της ροής εάν δηµιουργηθεί 

υδραυλικό άλµα. 

Η εξίσωση (3.20) γράφεται ως εξής 
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Από την εξίσωση συνέχειας έχουµε ότι 

 Q V y V y V V
y

y
= = ⇒ =1 1 2 2 2 1

1

2

 (3.22) 

Από τις εξισώσεις (3.21) και (3.22) αντικαθιστώντας την ταχύτητα V1 µε τον αριθµό 

του Froude F1, 

 F
V

gy
1

1

1

=  (3.23) 

καταλήγουµε στην εξίσωση 
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από την οποία επειδή y1≠y2, επιλύνοντας τη δευτεροβάθµια εξίσωση και απορρίπτοντας 

την αρνητική λύση καταλήγουµε στη σχέση 

 [ ]181
2

1 2

1

1

2 −+= F
y

y
. (3.25) 

Σε περίπτωση δε που F1>2 η παραπάνω σχέση γράφεται προσεγγιστικά 
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F F2
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1 12
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Εφαρµογή 3.2 Να υπολογιστούν οι απώλειες ενέργειας του υδραυλικού άλµατος σε 

ορθογωνικό αγωγό. 

Υπόδειξη: Από εξισώσεις ενέργειας συνέχειας και ορµής µετά από πράξεις 

καταλήγουµε στη σχέση 

 ∆H
y y

y y
=

−( )1 2

3

1 24
. (3.27) 

 

Σχήµα 3.7 Υδραυλικό άλµα στον πόδα βυθισµένου καταβαθµού µε υποκρίσιµη ροή 

στα ανάντη (Παπανικολάου
5
 2011). 

 

Σχήµα 3.8 Το υδραυλικό άλµα στο εργαστήριο (Παπανικολάου
5
 2001). 

                                                 

5 Παπανικολάου, ΠΝ. Εργαστήριο Υδροµηχανικής και Περιβαλλοντικής Τεχνικής, Τµήµα Πολιτικών 

Μηχανικών, Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας. 
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3.7. Κατηγορίες υδραυλικού άλµατος 

Το υδραυλικό άλµα έχει ερευνηθεί πειραµατικά σε µεγάλη λεπτοµέρεια. Η µορφή και 

ιδιότητές του (όπως π.χ. το µήκος του) είναι συνάρτηση του αριθµού Froude της 

υπερκρίσιµης ροής. Οι κατηγορίες του υδραυλικού άλµατος που παρατίθενται 

σχηµατικά παραπλεύρως είναι οι εξής: 

1. Κυµατοειδές (undular ή pre-jump) 1 < Fr1 
 
< 1.7  

2. Ασθενές (weak) 1.7 < Fr1< 2.5 

3. ∆ονούµενο (oscillating) 2.5 < Fr1 < 4.5 

4. Μόνιµο (steady) 4.5 < Fr1 < 9.0 

5. Ισχυρό (strong) Fr1>9.0 

Επιθυµητή κατηγορία του υδραυλικού άλµατος ειδικότερα όταν χρησιµοποιείται σαν 

µηχανισµός καταστροφής ενέργειας (στις λεκάνες ηρεµίσεως – stilling basins), είναι το 

µόνιµο, επειδή δεν δηµιουργούνται κυµατισµοί στα κατάντη. 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
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4 ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΡΟΗ 

Οµοιόµορφη χαρακτηρίζουµε τη µόνιµη ροή στην οποία οι γραµµές ροής είναι 

παράλληλες µε τον αγωγό και εποµένως πραγµατοποιήσιµη µόνο σε πρισµατικούς 

αγωγούς. Το βάθος ροής είναι σταθερό (δηλαδή η ελεύθερη επιφάνεια είναι παράλληλη 

µε τον πυθµένα), καθώς επίσης και η µέση ταχύτητα είναι ίδια σε κάθε διατοµή του 

αγωγού. Εποµένως η επιτάχυνση κατά µήκος του αγωγού είναι µηδενική. Ισχύει ηλαδή 

η σχέση 

 JJJ Eo ==  (4.1) 

 

Σχήµα 4.1 Αγωγός µε ελεύθερη επιφάνεια σε οµοιόµορφη ροή. 

θ 

Γ.Ε. 

Ε.Ε. 
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Στην παραπάνω σχέση οι τρεις κλίσεις είναι 

 
dx

dH
J E −=  η κλίση των απωλειών ενέργειας 

 θsin=−=
dx

dz
J o  η κλίση του πυθµένα 

 
dx

yzd
J

)( +
−=  η κλίση της ελεύθερης επιφάνειας 

Η εξίσωση συνέχειας γράφεται 

2211 AVAVQ ==      ή    VVVAA ==⇒= 2121 . 

Επειδή η ροή δεν επιταχύνεται, η εξίσωση ορµής (ποσότητας της κίνησης) στον 

ολοκληρωµατικό όγκο συνιστά µια εξίσωση ισορροπίας δυνάµεων, δηλαδή  

0)( 12 =−=++=∑ VVQFFFF pxxgxx ρτ ;  β = 1 

όπου 

0=pxF ,   )( xPF ox ∆−= ττ  και )()sin()( xAgxAgF xgx ∆=∆= θρρ . 

Εποµένως από την ισορροπία των δυνάµεων προκύπτει ότι 

oo JxgAxgAxP )(sin)( ∆=∆=∆ ρθρτ . 

∆ιαιρώντας µε ∆x 

θρθρτ sin,/;sin)/( ==== ooo JPARgRJPAg  

όπου το είναι η µέση διατµητική τάση των τοιχωµάτων, Α είναι το εµβαδόν της υγρής 

επιφάνειας της διατοµής, και Ρ η βρεχόµενη περίµετρος. Όµως, κατ’ αναλογία µε τους 

αγωγούς υπό πίεση, η µέση διατµητική τάση το στα τοιχώµατα του αγωγού µπορεί να 

γραφτεί 

τ ρ ρo fc
V f V

= =
2 2

2 4 2
. 

Από τις παραπάνω σχέσεις εξισώνοντας τη µέση διατµητική τάση το στο όριο και 

δεδοµένης της σχέσης των Darcy-Weisbach 

Eo J
g

V

R

f
J ==

24

2

 

καταλήγουµε στη σχέση  

 V
f

g RJE=
8

 (4.2) 

όπου R είναι η υδραυλική ακτίνα (R=A/P) του αγωγού. Η παραπάνω σχέση των Darcy-

Weisbach µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε συνδυασµό µε το διάγραµµα Moody, για 

αγωγούς µικρού µεγέθους, ορίζοντας D = 4R, όπου 
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ν

RV 4×
=ℜ  και 

k

D

k

R

s s=
4

 (4.3) 

Εάν ορίσουµε  

 C
f

g=
8

 (4.4) 

καταλήγουµε στη εµπειρική σχέση του Chèzy 

 RJCV = . (4.5) 

Στην παραπάνω σχέση, C είναι σταθερά, R είναι η υδραυλική ακτίνα σε m και V η µέση 

ταχύτητα ροής σε m/s. H εµπειρική σχέση του Chèzy, προφανώς δεν είναι διαστατικά 

οµογενής και ως εκ τούτου αλλάζοντας µονάδες στην υδραυλική ακτίνα, θα πρέπει η 

σταθερά C να µεταβάλλεται. Επίσης, θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι από τη σχέση 

(4.4) προκύπτει ότι η ‘σταθερά’ C που είναι συνάρτηση της τραχύτητας, δεν είναι 

τελικά σταθερά, δεδοµένου ότι C = C(f); f=f(ks/4R,ℜ).  

Για µεγαλύτερους αγωγούς και ρεύµατα, οι εµπειρικές σχέσεις δίνουν πολύ καλύτερα 

αποτελέσµατα. Στη συνέχεια παραθέτουµε µερικές τιµές της ισοδύναµης τραχύτητας ks 

για πρισµατικούς αγωγούς µικρών διαστάσεων στον πίνακα που ακολουθεί. 

ks (mm) Επιφάνεια (περιγραφή) 

0.15 Λείο σκυρόδεµα σε λιπανθέντες σιδηρότυπους 

0.30 Πολύ λείες επιφάνειες από τσιµεντοκονία, στοκαρισµένοι αρµοί 

0.50 Λείο σκυρόδεµα από σιδηρότυπους, επεξεργασµένοι αρµοί 

0.60 
Προκατασκευασµένοι σωλήνες, λείες τριφτές επιφάνειες, αργιλοπυριτικοί 

σωλήνες 

1.50 Σκυρόδεµα από τραχείς ξυλότυπους - gunite 

2.40 Μικρά τµήµατα τσιµεντοσωλήνων χωρίς ιδιαίτερη προσοχή στους αρµούς 

3.00 Ευθύγραµµες χωµάτινες τάφροι 

4.20 Πρόχειρα κατασκευασµένοι τσιµεντοσωλήνες 

6.00 Ξηρολιθοδοµές 

 

4.1. Εµπειρικές σχέσεις υπολογισµού οµοιόµορφης ροής 

Όπως προαναφέραµε, για αγωγούς µεγαλύτερων διαστάσεων και φυσικά 

υδατορρεύµατα, οι εµπειρικές σχέσεις δίνουν καλύτερα αποτελέσµατα από τον 

προσδιορισµό των απωλειών µε βαση τη σχέση των Darcy – Weisbach και την εξίσωση 

προσδιορισµού του συντελεστή τραχύτητας σε σωλήνες (διάγραµµα Moody). 

Παραθέτουµε για ιστορικούς λόγους µερικές από τις περισσότερο χρησιµοποιηµένες 

εµπειρικές σχέσεις, αλλά οι υπολογισµοί µας στη συνέχεια θα βασισθούν αποκλειστικά 

στη σχέση του Manning. 
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1. Τύπος Chèzy 

V C RJ=  

όπου J = κλίση πυθµένα 

 R = υδραυλική ακτίνα (m) 

 C = συντελεστής τραχύτητας της επιφάνειας 

 V = µέση ταχύτητα ροής (m/s) 

Όµως, από τη σχέση (4.4) προκύπτει ότι ο συντελεστής C δεν είναι σταθερά, ειδικότερα 

όταν µεταβάλλεται η στάθµη ροής και εποµένως η υδραυλική ακτίνα, ενώ η τραχύτητα 

των τοιχωµάτων παραµένει αµετάβλητη. Για το λόγο αυτό έχουν προταθεί και άλλες 

σχέσεις που λαµβάνουν υπόψη τη σχετική τραχύτητα. 

 

2. Τύπος Kutter - Ganguilet 

Αποτελεί βελτιωµένη έκδοση του τύπου του Chèzy µε µεταβλητό συντελεστή C 

σύµωνα µε τη σχέση 

 C
J n

J

n

R

o

o

=

+ +

+ +










23
0 00155 1

1 23
0 00155

.

.
 (4.6) 

όπου Jo = κλίση πυθµένα 

 R = υδραυλική ακτίνα 

 n = συντελεστής τραχύτητας της επιφάνειας 

 

3. Τύπος Bazin 

Ισχύει ο τύπος Chèzy µε 

 C

R

=
+

87

1
γ

 (4.7) 

όπου  γ = συντελεστής που περιγράφει την τραχύτητα της επιφάνειας 

 R = υδραυλική ακτίνα 

 

4. Τύπος Manning 

Από τη σχέση του Chèzy προκύπτει ότι ο συντελεστής C παραµένει ίδιος, ανεξάρτητα 

του βάθους ροής (και κατ’ επέκταση της υδραυλικής ακτίνας R). Όµως, για έναν αγωγό 

µε συγκεκριµένη ισοδύναµη τραχύτητα ks ο συντελεστής C θα έπρεπε να αυξάνει µε το 

βάθος ροής, πράγµα που είχαν παρατηρήσει ότι ισχύει στην πράξη, οι µηχανικοί που 

χρησιµοποιούσαν την εν λόγω σχέση. Οι Manning (1885) και Strickler δουλεύοντας 
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ανεξάρτητα, κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι ο συντελεστής C δεν είναι δυνατόν να 

είναι ανεξάρτητος του βάθους ροής και συγκεκριµένα πρότειναν τη σχέση µεταβολής 

του C σαν συνάρτηση της υδραυλικής ακτίνας C=R
1/6

/n, όπου n είναι µια σταθερά που 

εκφράζει την τραχύτητα της διατοµής. Αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στη 

σχέση του Chèzy η µέση ταχύτητα ροής στη διατοµή δίδεται από 

 V
n

R J=
1 2 3 1 2/ / . (4.8) 

Η παραπάνω σχέση (που ονοµάζεται εξίσωση του Manning και ο συντελεστής n 

συντελεστής Manning, προς τιµήν του ερευνητή που την πρότεινε) είναι και αυτή 

εµπειρική και αποτελεί την ευρύτερα χρησιµοποιούµενη σχέση σε ανοικτούς αγωγούς 

σήµερα. Ο Ven Te Chow έχει κατηγοριοποιήσει το συντελεστή τραχύτητας n - Manning 

για αγωγούς από διάφορα υλικά (βλ. Παράρτηµα). Για να ισχύει η παραπάνω σχέση, η 

υδραυλική ακτίνα R πρέπει δίδεται σε m, η δε ταχύτητα ροής που προκύπτει είναι σε 

m/s. Εάν κάποιος προτίθεται να χρησιµοποιήσει την παραπάνω εµπειρική σχέση σε 

διαφορετικό σύστηµα µονάδων µε τον ίδιο όµως συντελεστή τραχύτητας n, θα πρέπει 

να µεταβάλει το σταθερό συντελεστή (στην προκειµένη περίπτωση 1). Για παράδειγµα, 

εάν θέλαµε να εφαρµόσουµε την παραπάνω σχέση στο US σύστηµα µονάδων (R σε ft 

και V σε ft/s) ο συντελεστής 1 θα πρέπει να αντικατασταθεί µε το 1.49. Αυτό γίνεται 

επειδή η παραπάνω σχέση δεν έχει διαστατική οµογένεια, και εποµένως δεν είναι 

ανεξάρτητη του συστήµατος µονάδων που χρησιµοποιούµε. 

 

4.2 Υπολογισµός του βάθους οµοιόµορφης ροής σε απλές διατοµές 

Παραθέτουµε στη συνέχεια τον τρόπο υπολογισµού του βάθους της οµοιόµορφης ροής 

σε αγωγούς µε χαρακτηριστικές διατοµές µε τη χρήσεη της σχέσης του Manning. Οι 

µονάδες που θα χρησιµοποιούνται στους υπολογισµούς είναι m για το µήκος, m/s για 

την ταχύτητα, m
3
/s για την παροχή, κλπ. 

 

(α) Ορθογωνική διατοµή 

byA =  

ybP 2+=   

PAR /=  

byVAVQ ==  

 

2/1

3/2

2/1

3/2

2/13/2

2

111
J
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by

n
J
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n
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nby

Q
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Q
V 









+
=







====  

απ' όπου προκύπτει η σχέση 

 

5/3

3/2

2/1
)2(

1





 += yb
J

Qn

b
y  (4.9) 

y 

b 
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η οποία λύνεται µε επαναληπτική διαδικασία και συγκλίνει ανεξάρτητα από την αρχική 

τιµή δοκιµής που υποθέτουµε. Συγκεκριµένα, υποθέτουµε µια τιµή του y, µε την οποία 

υπολογίζουµε το y1 από την (4.9). Εάν y = y1 σταµατάµε τον υπολογισµό, διαφορετικά 

µε τη νέα τιµή y1 από την (4.9) υπολογίζουµε την τιµή y2, κ.ο.κ. έως ότου ταυτισθούν οι 

δύο τιµές του y. 

 

(β) Τραπεζοειδής διατοµή 

 

yZybA )( +=  

212 ZybP ++=   

PAR /=  

AVQ =  

 

Από τη σχέση του Manning 

2/1

3/2

2

2/1
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προκύπτει ότι 

 ( )
5/3

3/2
2

2/1
12

1





 ++
+

= Zyb
J

Qn

Zyb
y  (4.10) 

η οποία λύνεται µε επαναληπτική διαδικασία και συγκλίνει ανεξάρτητα από την αρχική 

τιµή δοκιµής που υποθέτουµε. 

 

(γ) Κυκλική διατοµή 

[ ]
2

)2/cos(1
d

y θ−=  

8

)sin( 2
d

A
θθ −

=  

2/θdP =  

4

sin
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d
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



 −==
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θ

 

Από την εξίσωση του Manning και τις παραπάνω σχέσεις έχουµε 
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3/2
2

2
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απ' όπου λύνοντας ως προς θ προκύπτει ότι 
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22

sin

)2/(

5/3

3/8

3/2

2/1

θθθ
θ ++








=

dJ

Qn
 (4.11) 

όπου η γωνία θ εκφράζεται σε rad (ακτίνια). Η εξίσωση (4.11) λύνεται µε επαναληπτική 

διαδικασία ως προς θ. Με το θ γνωστό προκύπτει το οµοιόµορφο βάθος από τη σχέση 

 [ ])2/cos(1
2

θ−=
d

y . (4.12) 

Παρατήρηση 1: Εάν στην εξίσωση (4.10) θέσουµε Ζ=0, προκύπτει η εξίσωση (4.9) για 

τους ορθογωνικούς αγωγούς. 

Παρατήρηση 2: Στην περίπτωση της κλειστής διατοµής ισοσκελούς τριγώνου, το 

οµοιόµορφο βάθος υπολογίζεται εάν στην εξίσωση (4.10) θέσουµε –Ζ αντί Ζ στην 

κλίση πρανών, δηλαδή το οµοιόµορφο βάθος βάθος υπολογίζεται από τη σχέση 

( )
5/3

3/2
2

2/1
12

1





 ++
−

= Zyb
J

Qn

Zyb
y  

 

Εφαρµογή 4.1. Σε κυκλικό αγωγό να κατασκευαστεί το διάγραµµα της παροχής 

αδιαστατοποιηµένης µε την παροχή πλήρωσης του αγωγού, σαν συνάρτηση του 

ποσοστού πλήρωσης y/D. 

Για βάθος ροής στον κυκλικό αγωγό y, η παροχή από τη σχέση του Manning 

χρησιµοποιώντας τις σχέσεις της προηγούµενης παραγράφου θα είναι 

2/1

3/13

3/83/5
2/1

3/22
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Η παροχή πλήρωσης (y = D) του αγωγού χωρίς να βρίσκεται υπό πίεση είναι 

2/1

3/10

3/8
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Ο λόγος των δύο παροχών είναι 

3/2

3/5

2

)sin(

πθ
θθ −

=
fullQ

Q
 όπου 

2

)2/cos(1 θ−
=

d

y
. 

Από τις δύο παραπάνω σχέσεις προκύπτει το διάγραµµα της παροχής ενός σωλήνα σαν 

συνάρτηση του ποσοστού πλήρωσης όταν ο συντελεστής τραχύτητας θεωρηθεί ότι είναι 

σταθερός. Από το διάγραµµα του Σχήµατος 4.2 παρατηρούµε ότι ο σωληνωτός αγωγός 

έχει τη µέγιστη παροχετευτικότητα όταν y/D ≈ 0.94, που είναι 7.5% µεγαλύτερη από 

την παροχή πλήρωσης. Επίσης, η παροχή πλήρωσης επιτυγχάνεται όταν y/D ≈ 0.825. 
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Σχήµα 4.2 Παροχή (κύκλοι) και ταχύτητα (τετράγωνα)  αγωγού κυκλικής διατοµής 

σαν συνάρτηση του ποσοστού πλήρωσης y/D. Qo και Vo είναι η παροχή και ταχύτητα 

πλήρους διατοµής. 

 

Παράδειγµα 4.1 Για την ορθογωνική διατοµή του 

σχήµατος από σκυρόδεµα (Manning n = 0.015) ζητούνται: 

(α) Για κατά µήκος κλίσεις πυθµένα 0.01, 0.001 και 

παροχή 7 m
3
/s τα βάθη της οµοιόµορφης ροής. 

(β) Να χαρακτηριστεί η ροή σαν υποκρίσιµη ή 

υπερκρίσιµη για κάθε περίπτωση. 

Απάντηση 

(α) Το βάθος της οµοιόµορφης ροής σε ορθογωνική διώρυγα προσδιορίζεται από τη 

σχέση (4.9) 

5/3

3/2

2/1
)2(

1





 += yb
J

Qn

b
y  

Αντικαθιστώντας στη σχέση αυτή τις γνωστές παραµέτρους και υποθέτοντας yο = 1 m 

κατ' αρχήν, το οµοιόµορφο βάθος προσδιορίζεται µε διαδοχικές δοκιµές που φαίνονται 

στον πίνακα που ακολουθεί. Για Q = 7.0 m
3
/s και Jo = 0.01 

yο b Z n Jo Q y1 

1.000 2.50 0.00 0.015 0.0100 7.00 0.752 

0.752 2.50 0.00 0.015 0.0100 7.00 0.717 

0.717 2.50 0.00 0.015 0.0100 7.00 0.712 

0.712 2.50 0.00 0.015 0.0100 7.00 0.712 

Εποµένως yο = 0.712 m. 

Όµοια εργαζόµενοι για την κλίση 0.001 βρίσκουµε ότι yο = 1.663 m. 

b=2.5m 
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(β) Για να προσδιορίσουµε τον τύπο της ροής θα πρέπει να υπολογίσουµε τον αριθµό 

του Froude της ροής. Εάν Fr > 1, τότε η ροή είναι υπερκρίσιµη. Εάν Fr < 1, τότε η ροή 

είναι υποκρίσιµη. (Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε το κρίσιµο βάθος και να το 

συγκρίνουµε µε το οµοιόµορφο. Εάν yc > yo, τότε η ροή είναι υπερκρίσιµη. Εάν yc < yo, 

τότε η ροή είναι υποκρίσιµη.) 

Ο αριθµός του Froude της ροής είναι 

Fr
V

gD
=  

όπου V = Q/A η µέση ταχύτητα ροής και D = A/T είναι το υδραυλικό βάθος της 

διατοµής. 

Q B S yo Α Τ V D Fr Χαρ/µός  

(m
3
/s) (m)  (m) (m

2
) (m) (m/s) (m)  ροής 

7.00 2.50 0.0100 0.71 1.78 2.50 3.93 0.71 1.489 Υπερκρίσιµη 

7.00 2.50 0.0010 1.66 4.16 2.50 1.68 1.66 0.417 Υποκρίσιµη 

 

Παράδειγµα 4.2 Για την τραπεζοειδή διατοµή από σκυρόδεµα (Manning n = 0.015) 

που εικονίζεται παρακάτω ζητούνται: 

(α) Για κατά µήκος κλίσεις πυθµένα 0.01, 0.001 και παροχή 7 m
3
/s τα βάθη της 

οµοιόµορφης ροής.  

(β) Να χαρακτηρίσετε τη ροή σαν υποκρίσιµη ή υπερκρίσιµη. 

 

Απάντηση 

(α) Σε τραπεζοειδή διώρυγα, από τη σχέση του Manning καταλήγουµε στην σχέση (4.10)  

( )
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3/2
2

2/1
12
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


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 ++
+

= Zyb
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Qn

Zyb
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Αντικαθιστώντας στη σχέση αυτή τις γνωστές παραµέτρους και υποθέτοντας yο = 1 m 

κατ' αρχήν, το οµοιόµορφο βάθος προσδιορίζεται µε διαδοχικές δοκιµές που φαίνονται 

στον πίνακα που ακολουθεί. 

Για Q = 7.0 m
3
/s και Jo = 0.01 

Z=1 

1 1 

Z=1 

b=2.5m 
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yο b Z n Jo Q y1 

1.000 2.50 1.00 0.015 0.0100 7.00 0.574 

0.574 2.50 1.00 0.015 0.0100 7.00 0.590 

0.590 2.50 1.00 0.015 0.0100 7.00 0.590 

 

Εποµένως yο = 0.590 m. 

Εργαζόµενοι παρόµοια για την κλίση 0.001 βρίσκουµε ότι yο = 1.135  m. 

(β) Για Q = 7.0 m
3
/s και Jo = 0.01 και yο = 0.590 m έχουµε ότι  

Τ = b+2Zy = 3.68m, A = (b+Zy)y = 1.82, D = A/T = 0.495m, V = Q/A = 3.85m/s 

Εποµένως 1745.1 >==
gD

V
Fr , υπερκρίσιµη ροή. 

Παρόµοια, για Q = 7.0 m
3
/s και Jo = 0.001 και yο = 1.135 m έχουµε ότι  

Τ = b+2Zy = 4.77m, A = (b+Zy)y = 4.13, D = A/T = 1.16m, V = Q/A = 1.70m/s 

Εποµένως 1503.0 <=Fr , υποκρίσιµη ροή. 

 

Παράδειγµα 4.3 Να υπολογίσετε το οµοιόµορφο βάθος σε κυκλικό αγωγό µε τα 

ακόλουθα δεδοµένα: Q = 0.10 m
3
/s, d = 0.60 m, J = 0.005 και n = 0.016. 

Απάντηση 

Καταρτίζουµε τον πίνακα υπολογισµών 

θ1 Q d J n θ2 yo 

3.142 0.1 0.6 0.005 0.016 2.688 0.300 

2.688 0.1 0.6 0.005 0.016 2.613 0.233 

2.613 0.1 0.6 0.005 0.016 2.597 0.222 

2.597 0.1 0.6 0.005 0.016 2.593 0.219 

2.593 0.1 0.6 0.005 0.016 2.592 0.219 

2.592 0.1 0.6 0.005 0.016 2.592 0.219 

Εποµένως, το οµοιόµορφο βάθος ροής είναι 

yο = 0.22 m. 

 

Παράδειγµα 4.4 ∆ιώρυγα µε ορθογωνική διατοµή όπως φαίνεται στο σχήµα, 

επενδυµένη µε σκυρόδεµα (n-Manning=0.014) υδροδοτείται από ταµιευτήρα ανάντη. 

Να υπολογιστούν οι παροχές Q1 και Q2 και τα κρίσιµα βάθη για κλίσεις της διώρυγας 

0.01 και 0.001. Θεωρείστε συντελεστή απωλειών εισόδου Κ = 0.20. 
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Απάντηση 

(α) J = 0.01. Έστω ότι η ροή στη διώρυγα είναι υπερκρίσιµη. Αυτό σηµαίνει ότι η 

ελεύθερη επιφάνεια κάπου κοντά στην είσοδο της διώρυγας θα τµήσει τη γραµµή του 

κρίσιµου βάθους. Τότε η εξίσωση ενέργειας γράφεται ως εξής 
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g
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c c
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c= + + = + +
2 2 2

2 2
1

2
( )  = 2.00 m. 

Σε ορθογωνικό αγωγό επίσης ισχύει η σχέση 
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Από τις δύο παραπάνω σχέσεις απαλείφοντας το Vc έχουµε ότι 

H y
V

g
K

V

g
y K

y
K

y
c

c c

c

c c= + + = + + = +
2 2

2 2
1

2
3

2
( ) ( )  

και λύνοντας ως προς yc 

y
H

K
c =

+
2

3( )
= 1.25 m. 

H παροχή εποµένως υπολογίζεται από τη σχέση  

( )y
Q

gb
Q b gyc c= ⇒ =

2

2
3

3
1 2/

= 8.754 m
3
/s. 

Από τη σχέση (4.9) το οµοιόµορφο βάθος προκύπτει µε διαδοχικές επαναλήψεις ότι 

είναι  

yo = 0.98 < 1.25 m. 

Η υπόθεσή µας λοιπόν ότι η ροή είναι υπερκρίσιµη είναι σωστή. 

 

(β) J = 0.001. Έστω ότι η ροή στη διώρυγα είναι υποκρίσιµη λόγω της µικρής κλίσης. 

Αυτό σηµαίνει ότι το βάθος ροής κάπου κοντά στην είσοδο της διώρυγας θα γίνει 

οµοιόµορφο. Τότε η εξίσωση ενέργειας γράφεται ως εξής 

H y
V

g
K

V

g
y K

V

g
= + + = + +

2 2 2

2 2
1

2
( )  = 2.00 m. 

b = 2.0m 

H = 2m 

Fr < 1 

Fr > 1 

yc 
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Επίσης ισχύει και η εξίσωση του Manning 

2/13/21
JR

n
V = , 

από την οποία αντικαθιστώντας την ταχύτητα στην εξίσωση ενέργειας έχουµε ότι 

H y K
R J

gn
y K

by

b y
J

gn
= + + = + +

+











( ) ( )
/

/

1
2

1
2

2

4 3

2

4 3

2
 = 2.00 m. 

Από την παραπάνω εξίσωση προκύπτει µετά από αντικατάσταση η επαναληπτική σχέση  

y K

by

b y
J

gn

y

y
= − +

+











= −
+









2 1

2

2
2 0 312

1

4 3

2

4 3

( ) .

/

/

 

από την οποία µετά από δοκιµές προκύπτει ότι 

y = 1.826 m. 

Η ταχύτητα από τη σχέση του Manning προκύπτει ότι είναι  

V = 1.688 m/s  

και εποµένως η παροχή  

Q = 6.164 m
3
/s. 

To κρίσιµο βάθος υπολογίζεται κατά τα γνωστά  

yc = 0.99 m < 1.826 m.  

Η υπόθεσή µας λοιπόν ότι η ροή είναι υπoκρίσιµη είναι σωστή. 

 

Παράδειγµα 4.5 Για τη διατοµή της τριγωνικής τάφρου από σκυρόδεµα (Manning 

n=0.016) που εικονίζεται παραπάνω και εµφανίζεται στην οδοποιία, στο έρεισµα του 

δρόµου σε όρυγµα, ζητούνται: 

(α) Για κατά µήκος κλίσεις πυθµένα 0.01 και 0.0001 και βάθος οµοιόµορφης ροής 

yο=0.15 m, οι παροχές που µεταφέρονται και τα αντίστοιχα κρίσιµα βάθη. Να 

χαρακτηριστεί η ροή σαν υποκρίσιµη ή υπερκρίσιµη για κάθε περίπτωση. 

(β) Για παροχές 0.05 m
3
/s και 0.005 m

3
/s και βάθος οµοιόµορφης ροής yο=0.10 m να 

προσδιοριστούν οι κατά µήκος κλίσεις Jο. Να χαρακτηριστεί η ροή σαν υποκρίσιµη ή 

υπερκρίσιµη για κάθε περίπτωση. 

(γ) Να υπολογίσετε τα οµοιόµορφα βάθη για παροχές 0.05 m
3
/s και 0.03 m

3
/s και 

κλίσεις πυθµένα 0.01 και 0.0001. 
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Απάντηση 

Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις για την τριγωνική τάφρο του σχήµατος 

Τ = y + 6y = 7y 

A = Ty/2 = 3.50 y
2
 

P = y (2
1/2

 + (36 + 1)
1/2

) = 7.50 y 

R = A/P = 0.467 y 

D = A/T = 0.50 y 

(α) Με τη βοήθεια των παραπάνω σχέσεων και δεδοµένα τα yo, J, n (και εποµένως τα A, 

R) η παροχή υπολογίζεται από τη σχέση του Manning 

2/13/2
JR

n

A
AVQ ==  

Το κρίσιµο βάθος υπολογίζεται από τη σχέση Fr = 1, όπου για την τριγωνική τάφρο 

ισχύει 

Fr V

gD

Q

y

g y
y

Q

g
c= = = ⇔ =











350

050
1

350 050

2
2 5

.

( . ) . .

/

. 

Οι υπολογισµοί των παροχής και κρίσιµου βαθών φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 

µαζί µε το χαρακτηρισµό της ροής. 

 

yo Jo A P R V Q yc Χαρακτηρισµός 

(m)  (m) (m) (m) (m/s) (l/s) (m) Ροής 

0.15 0.0100 0.079 1.125 0.070 1.062 83.60 0.163 Yπερκρίσιµη 

0.15 0.0010 0.079 1.125 0.070 0.336 26.44 0.103 Υποκρίσιµη 

0.15 0.0001 0.079 1.125 0.070 0.106 8.36 0.065 Υποκρίσιµη 

 

(β) Λύνουµε την εξίσωση του Manning ως προς J, ( 3/422 / RVnJ = ) δεδοµένου ότι 

όλοι οι υπόλοιποι όροι είναι γνωστοί. Το κρίσιµο βάθος υπολογίζεται κατά τα γνωστά. 

 

1 

1 1 

6 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική – Αγωγοί με ελεύθερη επιφάνεια 2-58 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

y A P R Q V Jo yc Χαρακτηρισµός 

(m) (m) (m) (m) (l/s) (m/s)  (m) Ροής 

0.1 0.035 0.75 0.047 5 0.143 0.0003 0.053 Υποκρίσιµη 

0.1 0.035 0.75 0.047 50 1.429 0.0311 0.133 Yπερκρίσιµη 

 

(γ) Στην παραπάνω τριγωνική διατοµή, το οµοιόµορφο βάθος υπολογίζεται από την 

εξίσωση του Manning λύνοντας ως προς y 

y
nQ

J
=









350 0 467 2 3 1 2

3 8

. ( . ) / /

/

 

 

Q (l/s) n Jo yο (m)  Q (l/s) n Jo yο (m) 

50 0.016 0.0100 0.124  30 0.016 0.0100 0.102 

50 0.016 0.0010 0.190  30 0.016 0.0010 0.157 

50 0.016 0.0001 0.293  30 0.016 0.0001 0.242 

 

4.3. Σύνθετη τραχύτητα σε απλή διατοµή 

Πολλές φορές καλούµαστε να προσδιορίσουµε την µέση ταχύτητα ή την 

παροχετευτικότητα µιας διατοµής που δεν έχει ενιαίο συντελεστή τραχύτητας. Αυτό 

µπορεί να συµβεί είτε σε φυσικά υδατορρεύµατα, είτε σε διευθετηµένες κοίτες ποταµών 

στην ευρεία κοίτη των οποίων υπάρχει βλάστηση ή καλλιέργειες. Σε περίπτωση που ο 

υπό µελέτη (πρισµατικός) ανοικτός αγωγός δεν έχει ενιαίο συντελεστή τραχύτητας στα 

τοιχώµατά του, θα πρέπει να χωρίσουµε την υγρή διατοµή σε τµήµατα µε οµοιόµορφο 

συντελεστή τραχύτητας και να εφαρµόσουµε τη σχέση του Manning ή οποιαδήποτε 

άλλη σχέση προσδιορισµού της ταχύτητας επιθυµούµε, σαν συνάρτηση των επί µέρος 

χαρακτηριστικών της υγρής διατοµής. Στη συνέχεια παρθέτουµε µερικές από τις 

µεθόδους προσδιορισµού της σύνθετης τραχύτητας µιας διατοµής, (French
6
, 1994) από 

τις επί µέρους αντίστοιχες. Αρχικά χωρίζουµε τη διατοµή σε Ν τµήµατα που έχουν  

(α) τραχύτητες n1, n2, .... nΝ  

(β) εµβαδά A1, A2, .... AΝ 

(γ) βρεχόµενες περιµέτρους P1, P2, .... PΝ 

(δ) µέσες ταχύτητες V1, V2, .... VΝ 

Οι υδραυλικές ακτίνες είναι Ri = Ai /Pi και εποµένως 

2/1

3/2

1

1

1

2/13/2

1

1

1

11
J

P

A

n
JR

n
V 








==  

                                                 

6 French, RH, 1994. Open-channel hydraulics. McGraw-Hill 

Α

Α2 Αi 

ΑN 

n1 

P1 

n2 

P2 

ni 

Pi 

nN 

PN 
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2/1

3/2

2

2

2

2/13/2

2

2

2

11
J

P

A

n
JR

n
V 








==  

........................................... 

V
n

R J
n

A

P
JN

N

N

N

N

N

= =










1 12 3 1 2

2 3

1 2/ /

/

/  

Ισχύει ότι ΣAi = A, ΣPi = P, R = A/P και V = Q/A, όπου R και V είναι η υδραυλική 

ακτίνα και η µέση ταχύτητα ολόκληρης της διατοµής. Θεωρούµε ότι η σύνθετη 

τραχύτητα της διατοµής είναι ne. Τότε από τη σχέση του Manning προκπύτει ότι 

Q

J

P

A
ne

2/1

3/2

3/5

=  

(1) Μέθοδος των Horton
7
 (1933), Einstein & Banks

8
 (1950) 

Υποθέτοντας ότι για τις επί µέρους ταχύτητες ισχύει 

VVVV N ==== ...21
 

από τη σχέση του Manning για το τµήµα (i) του αγωγού προκύπτει ότι 

iii

ii

i Pn
J

V
P

J

nV
A

2/3

2/3

2/1

2/3

2/1







=







=  

και επειδή ∑= iAA  

∑






=






=
N

iie Pn
J

V
Pn

J

V
A

1

2/3

2/3

2/1

2/3

2/3

2/1
 

απ’ όπου λύνοντας ως προς ne προκύπτει η σχέση 

 n

Pn

P
e

i i

N

=







∑ 3 2

1

2 3

2 3

/

/

/
 (4.13) 

(2) Υποθέτοντας ότι η συνολική αντίσταση τριβών εξισορροπείται από τις επί µέρους 

δυνάµεις 

NFFFF +++= ...21
 

προκύπτει η σχέση 

 n

Pn

P
e

i i

N

=
∑ 2

1
 (4.14) 

                                                 

7 Horton, RE, 1933. Separate roughness coefficients for channel bottom and sides. Engineering News 

Record, vol. III, no. 22, Nov. 30, pp. 652-653. 
8
 Einstein, HA, & Banks, RB, 1950. Fluid resistance of composite roughness. Trans. Am. Geoph. Union, 

vol. 31, no. 4, pp. 603-610. 
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(3) Υποθέτοντας ότι η συνολική παροχή είναι το άθροισµα των επί µέρους παροχών 

NQQQQ +++= ...21  

προκύπτει η σχέση 

 

∑
=

N

i

ii

e

n

RP

PR
n

1

3/5

3/5

 (4.15) 

(4) Στην περίπτωση εργαστηριακών διωρύγων (US Army Corps of Engineers, 

σύµφωνα µε τον Cox
9
, 1973), χωρίζοντας την υγρή επιφάνεια σε τµήµατα κατά κάποιο 

τρόπο (π.χ. διχοτοµώντας τις γωνίες) και λαµβάνοντας τα αντίστοιχα εµβαδά 

 n

A n

A
e

i i

N

=
∑

1  (4.16) 

(5) ή κατά Colebatch 

 n

An

A
e

i i

N

=









∑ 3 2

1

2 3

2 3

/

/

/
 (4.17) 

4.4. Υπολογισµός της οµοιόµορφης ροής σε σύνθετες διατοµές 

Σύνθετες διατοµές θεωρούνται οι διατοµές που περιλαµβάνουν την κύρια κοίτη καθώς 

και τµήµατα της πληµµυρικής κοίτης σε φυσικά κυρίως υδατορρεύµατα ή σε τεχνητές 

τάφρους µε αναχώµατα εκατέρωθεν. Το κυριότερο χαρακτηριστικό της ροής σε 

σύνθετες διατοµές είναι η διαφορά που παρατηρείται στη µέση ανά τµήµα ταχύτητα 

λόγω της διαφορετικής ανά τµήµα υδραυλικής ακτίνας καθώς επίσης και της 

διαφορετικής τραχύτητας. Για παράδειγµα, στην ευρεία κοίτη ενός ποταµού η 

τραχύτητα είναι συνήθως κατά πολύ µεγαλύτερη από αυτή της κύριας κοίτης λόγω 

ύπαρξης δέντρων, θάµνων, κατασκευών όπως σπίτια, αποθήκες, κλπ. Στη συνέχεια 

παραθέτουµε τον υπολογισµό της παροχής µε δεδοµένο το βάθος οµοιόµορφης ροής σε 

µια σύνθετη διατοµή. 

 

Παράδειγµα 4.6 Να υπολογίσετε την παροχή που µεταφέρεται από τη διατοµή του 

σχήµατος εάν η στάθµη νερού είναι δεδοµένη. Να θεωρήσετε ότι ο συντελεστής τριβών 

είναι ενιαίος για όλες τις παρειές της διατοµής και η κλίση πυθµένα δεδοµένη. 

                                                 

9
 Cox, RG, 1973. Effective hydraulic roughness for channels having bed roughness different from bank 

roughness. Miscellaneous paper H-73-2, U.S. Army Engineers Waterways Experiment Station, 

Viksburg, MS. 
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(1) Κατ' αρχήν µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η ταχύτητα (µέση) είναι ίδια παντού. 

Κατά συνέπεια 

)abcdefgh(

)abcdefgh(

P

A
R = ,   V

n
R J=

1 2 3 1 2/ /  και Q = A V. 

(2) Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι η κυρίως κοίτη είναι αυτή που περιβάλλεται από τα 

σηµεία icdefj, όπου κατά µήκος των ic και fj υπάρχει διατµητική τάση (θεωρούνται σαν 

τµήµατα της υγρής περιµέτρου της διατοµής), ενώ τα τµήµατα της πληµµυρικής κοίτης 

abci και jfgh δεν εµφανίζουν διατµητικές τάσεις κατά µήκος των ic και fj αντίστοιχα. 

Τότε 

)icdefj(

)icdefj(

P

A
R = ,  

)abc(

)abci(
1

P

A
R = ,  

)fgh(

)jfgh(
2

P

A
R =  

V
n

R J=
1 2 3 1 2/ / ,  V

n
R J1 1

2 3 1 21
= / / ,  V

n
R J2 2

2 3 1 21
= / /  και 

Q = A V + Α1V1 + A2V2. 

(3) Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι η κυρίως κοίτη είναι αυτή της περίπτωσης (2) χωρίς 

διατµητικές τάσεις κατά µήκος των ic και fj αντίστοιχα τάση (τα ic και fj δεν 

θεωρούνται σαν τµήµατα της υγρής περιµέτρου της διατοµής). Τότε 

)cdef(

)icdefj(

P

A
R = ,  

)abc(

)abci(
1

P

A
R = ,  

)fgh(

)jfgh(
2

P

A
R =  

V
n

R J=
1 2 3 1 2/ / ,  V

n
R J1 1

2 3 1 21
= / / ,  V

n
R J2 2

2 3 1 21
= / /  και 

2211 VAVAAVQ ++= . 

(4) Μπορούµε να χωρίσουµε την κοίτη στα τµήµατα abck, kcdefk και kfgh χωρίς 

διατµητικές τάσεις κατά µήκος των kc και kf. Τότε 

)abcdefgh(

)abcdefgh(

o

o

o
P

A
R =  

ή αθροίζοντας τις αντίστοιχες παροχές 

2/3
3/5

2

3/5

1

3/5

1

)abcdefgh(

)fgh(/)kfgh()cdef(/)cdef()abc(/)abck(













 ++
=

o

o
A

PAPAPA
R  

a 

b 

c 

d e 

f 

g 

h 
i j k 

Ευρεία κοίτη  

(πληµµυρικές παροχές) 

Κύρια κοίτη  

(συνήθεις παροχές) 
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όπου  

Q
n

A R Jo o=
1 2 3 1 2/ / . 

 

Παράδειγµα 4.7 Να υπολογίσετε το βάθος ροής για τη διατοµή του σχήµατος που 

µεταφέρει παροχή 100 m
3
/s,  έχει κλίση πυθµένα J=0.003 και n = 0.02. Να θεωρήσετε 

ότι κατά µήκος των κατακόρυφων από το χείλος της κύριας κοίτης η διατµητική τάση 

είναι µηδενική. 

 

Απάντηση 

Η παροχετευτικότητα της κύριας κοίτης είναι (y = 2.0 m, R = 10/9 m) 

s/m38.29)003.0()9/10)(10(
02.0

11 22/13/22/13/2 === JAR
n

Q  

Το βάθος ροής εποµένως θα είναι µεγαλύτερο από 2.0 m. 

Η εύρεση του οµοιόµορφου βάθους ροής επιτυγχάνεται µε δοκιµές θεωρώντας ένα 

βάθος ροής y, και υπολογίζοντας την παροχή από τη σχέση 

Q
n

A R AR J= +
1

2 1 1

2 3 2 3 1 2( )
/ / /  

όπου 

A1 = 5(y-2), P1 = (y-2) + 5, R1 = A1/P1, A = 5y, P = 2+2+5 = 9m, R = A/P. 

Η λύση (κατόπιν δοκιµών) είναι y = 3.236 m. 

Οι παροχές είναι 65.50 m
3
/s και 17.25 m

3
/s στην κύρια και πληµµυρική κοίτη εκατέρωθεν 

αντίστοιχα και οι αντίστοιχες µέσες ταχύτητες ροής είναι 4.05 m/s και 2.79 m/s. 

d 

a 

b c 

e 

f g 

h 
i j 

5 m 5 m 5 m 

2 m y 



Εφαρμοσμένη Υδραυλική – Αγωγοί με ελεύθερη επιφάνεια 2-63 

 ΠΝ Παπανικολάου 

 

5 ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΣ ΕΠΕΝΔΥΜΕΝΩΝ 

ΚΑΙ ΑΝΕΠΕΝΔΥΤΩΝ ΔΙΩΡΥΓΩΝ 

ΣΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΡΟΗ 

Επένδυση εφαρµόζεται σε ανοικτές διατοµές (διώρυγες, κανάλια, κλπ) για πολλούς και 

διάφορους λόγους. Μερικοί απ’ αυτούς συνοψίζονται σε (1) µείωση των απωλειών 

ενέργειας λόγω λείας επιφάνειας της διατοµής, (2) αποφυγή της διάβρωσης εκεί όπου η 

ταχύτητα του νερού είναι µεγάλη, (3) µείωση των διαρροών προς τον υδροφόρο λόγω 

διαπερατών εδαφικών σχηµατισµών, (4) οχετοί κάτω από δρόµους, (5) υπόγειοι αγωγοί 

οµβρίων και ακαθάρτων, οι οποίοι είναι σωλήνες κυρίως από σκυρόδεµα ή PVC, κλπ. 

Οι παράγοντες που πρέπει να λαµβάνονται υπόψη στο σχεδιασµό των επενδυµένων 

διωρύγων είναι συνοπτικά οι ακόλουθοι: 

Το υλικό επένδυσης (καθορισµός του n - Manning). Σκοπός της επένδυσης είναι να 

εµποδίζεται η διάβρωση του εδάφους και να ελαχιστοποιείται (όπου χρειάζεται) η 

διήθηση του νερού στο έδαφος. Υλικά επένδυσης είναι τα ακόλουθα: σκυρόδεµα, 

σκυροκονιάµατα, τσιµεντοκονίες, λιθοδοµές, ξηρολιθοδοµές, χόρτο, συρµατοκιβώτια 

(σαραζανέτ), κ.ά. 

Η ελάχιστη επιτρεπόµενη ταχύτητα. Είναι η ταχύτητα που δεν επιτρέπει την 

επικάθιση φερτών στη διώρυγα. Η συνήθης ελάχιστη ταχύτητα είναι 0.60 m/s, ή σε 

περίπτωση δεδοµένης κοκκοµετρίας φερτών υλών αυτή που προκύπτει από το 

διάγραµµα Shields. 

Η κλίση πυθµένα. Εξαρτάται από την τοπογραφία της περιοχής, το διαθέσιµο ύψος 

δυναµικής ενέργειας ή απαιτούµενο ύψος κινητικής ενέργειας και τη λειτουργία του 

έργου. 
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Η κλίση των πρανών. Εξαρτάται άµεσα από την ποιότητα του εδάφους στο οποίο θα 

γίνει η εκσκαφή. Επίσης εξαρτάται από το µέγεθος της διώρυγας και τη µέθοδο 

κατασκευής. Τυπικές τιµές της κλίσης των πρανών 1:Z, όπου Z είναι το οριζόντιο µήκος 

δίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 

ΥΛΙΚΟ ΚΛΙΣΗ  Ζ  

Βράχος 1/5 έως 1/10 

Σκληρή άργιλος, γαιώδη εδάφη 1/2 έως 1 

Σκληρά εδάφη 1/4 

Γαιώδη εδάφη µε επένδυση λίθων 1 

Συνεκτική άργιλος 3/2 

Χαλαρά αµµώδη εδάφη 2 

Αµµώδη εδάφη - πορώδης άργιλος 3 

 

5.1 Το ελεύθερο ύψος και το ύψος επένδυσης 

Το ελεύθερο ύψος F είναι η απόσταση 

από την κορυφή της διώρυγας ως την 

ελεύθερη επιφάνεια. Πρέπει να επαρκεί 

για τις διακυµάνσεις της στάθµης ώστε 

να αποφεύγονται οι υπερχειλίσεις.Το 

ύψος επένδυσης f είναι η απόσταση του 

ανώτερου σηµείου επένδυσης από την 

ελεύθερη επιφάνεια. Εξαρτάται από 

διάφορους παράγοντες όπως είναι το µέγεθος της διώρυγας, οι διακυµάνσεις της 

στάθµης που οφείλονται σε κυµατισµούς ή σε ρυθµιστές ροής κλπ. 

Σαν οδηγός για τον σχεδιασµό µπορεί να χρησιµοποιηθεί το διάγραµµα του US Bureau 

of Reclamation (βλ. διάγραµµα που ακολουθεί), που είναι απόρροια µεγάλης εµπειρίας 

κατασκευών στις ΗΠΑ και δίνει τα µεγέθη F και f σαν συνάρτηση της παροχής Q. 

 

F 
f 
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5.2 Η επιλογή βέλτιστης και οικονοµικής διατοµής 

Η αρχή της υδραυλικά βέλτιστης διατοµής εφαρµόζεται µόνο για επενδυµένες 

πρισµατικές διώρυγες. Ισχύει η σχέση του Manning 

 2/1

3/2

3/5
2/13/2 11

J
P

A

n
JAR

n
AVQ ===  (5.1) 

Όταν η υδραυλική ακτίνα R αυξάνεται, τότε η παροχή Q αυξάνεται, ενώ όταν η 

βρεχόµενη περίµετρος Ρ µειώνεται η παροχή Q αυξάνεται. Για δεδοµένο εµβαδόν 

διατοµής Α, η διατοµή µε την ελάχιστη βρεχόµενη περίµετρο Ρ που έχει τη µέγιστη 

παροχετευτικότητα (παροχή σχεδιασµού Q) ονοµάζεται βέλτιστη διατοµή. 

Μια διατοµή πρέπει µεν να σχεδιάζεται σαν βέλτιστη, αλλά και να τροποποιείται για 

πρακτικούς λόγους. Για δεδοµένη την παροχή Q, η βέλτιστη διατοµή δίνει την ελάχιστη 

επιφάνεια, όχι όµως και την ελάχιστη εκσκαφή (που εξαρτάται από το πλάτος 

επιφάνειας της διώρυγας στο έδαφος. 

Για δεδοµένο γεωµετρικό σχήµα της διατοµής το εµβαδόν και η βρεχόµενη περίµετρος 

σαν συνάρτηση της γεωµετρίας της διατοµής γράφονται ως 

 ),...,( 21 nxxxAA =  (5.2) 

 ),...,( 21 nxxxPP =  (5.3) 

όπου x1, x2, ... xn είναι ανεξάρτητες µεταβλητές (παράµετροι της διατοµής). Η 

βρεχόµενη περίµετρος Ρ ελαχιστοποιείται για δεδοµένο εµβαδόν υγρής διατοµής όταν 

dP = 0, δηλαδή 

 dP
P

x
dx

P

x
dx

P

x
dx

n

n= + + + =
∂
∂

∂
∂

∂
∂1

1

2

2 0... . (5.4) 

Επίσης επειδή Α = Αo δεδοµένο (δεδοµένη παροχή και µέση ταχύτητα ροής), dA = 0, 

δηλαδή 

 dA
A

x
dx

A

x
dx

A

x
dx

n

n= + + + =
∂
∂

∂
∂

∂
∂1

1

2

2 0... . (5.5) 

Πολλαπλασιάζοντας τη δεύτερη εξίσωση επί λ (Lagrange ) και αφαιρώντας την από την 

πρώτη καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

0
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1
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∂
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∂
∂
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∂
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∂
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 (5.6) 

Επειδή όµως dxi≠0, καταλήγουµε στο σύστηµα n+1 εξισώσεων µε n+1 αγνώστους τους 

x1, x2, ... xn και λ 

0
11

=−
x

A

x

P

∂
∂

λ
∂
∂
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 0
22

=−
x

A

x

P

∂
∂

λ
∂
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 (5.7) 

 .....  

0=−
nn x

A

x

P

∂
∂

λ
∂
∂

 

0=− oAA  

Η παράµετρος λ ορίζεται από µια από τις παραπάνω εξισώσεις όπου ∂Α/∂xk ≠ 0. Στη 

συνέχεια απαλοίφοντας τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ, καταλήγουµε στις σχέσεις 

που συνδέουν τις ανεξάρτητες µεταβλητές x1, x2, ... και xn. 

Ως βέλτιστη ορθογωνική διατοµή προκύπτει αυτή µε λόγο πλάτους προς βάθος ροής 

2:1, ενώ η βέλτιστη κυκλική είναι το ηµικύκλιο. 

 

Παράδειγµα 5.1 Να ορίσετε την βέλτιστη ισοσκελή 

τραπεζοειδή διατοµή. 

Σε ένα τραπέζιο 

yzybAA o )( +==  και 212 zybP ++=  

 yyAP
b

/1010)( =⇔=−⇒=− λλλ
∂
∂

 (1) 

 ( ) ( ) 02120)(
2/12 =+−+⇒=− zybzAP

y
λλ

∂
∂

 (2) 

 
( )

0
1

2
0)( 2

2/12
=−

+
⇒=− y

z

zy
AP

z
λλ

∂
∂

 (3) 

Από τις σχέσεις (2) και (3) αντικαθιστώντας τη σχέση (1) συνάγουµε ότι 

 )30tan(3/3 o==z  και  3/2yb =  

Eποµένως 

23)( yyzybAA o =+== , yzybP 3212 2 =++=  και 2// yPAR == . 

Τα παραπάνω µεγέθη αντιστοιχούν στο µισό εξαγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο. 

 

Παράδειγµα 5.2 Να ορίσετε την βέλτιστη ηµι- 

τραπεζοειδή διατοµή του σχήµατος. 

Στην ηµιτραπεζοειδή διατοµή του σχήµατος 

2
)2(

y
zybAA o +==  και 21 zyybP +++=   

 

y 

b 

z 

1 

z 

1 

y 

b 

z 

1 
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 yyAP
b

/1010)( =⇔=−⇒=− λλλ
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Από τις σχέσεις (2) και (3) αντικαθιστώντας τη σχέση (1) συνάγουµε ότι 

 )30tan(3/3 o==z   και  
3

13 +
=

y

b
 

Eποµένως 

 2

3

23

2
)2( y

y
zybAA o
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=+==  
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Παράδειγµα 5.3 Να ορίσετε την βέλτιστη 

ορθογωνική διατοµή. 

Σε ένα ορθογώνιο 

byAA o ==  

ybP 2+=  

 yλyλAλP
b

/1010)( =⇔=−⇒=−
∂
∂

 (1) 

 020)( =−⇒=−
∂
∂

bλAλP
y

 (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι yb 2= . 

Eποµένως, 22yAA o == , yP 4=  και 2/yR = . 

 

Παρόµοια, η βέλτιστη ισοσκελής τριγωνική διατοµή είναι αυτή για την οποία Ζ=1. 

5.3 Καθορισµός των διαστάσεων της διατοµής 

Περιλαµβάνει τα ακόλουθα βήµατα: 

(1) Συλλογή στοιχείων, εκτίµηση του συντελεστή τριβών n και κλίσης πυθµένα Jο. 

y 

b 
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(2) Υπολογισµός κατά Mannning του  

2/1

3/2

oJ

nQ
AR =  ;  Q = παροχή σχεδιασµού 

(3) Έκφραση των µεγεθών A = A(y), R = R(y) ανάλογα και µε τα υπόλοιπα στοιχεία της 

διατοµής όπως b, z κλπ. 

(4) Χρήση της βέλτιστης διατοµής όπου αυτή απαιτείται. Με δοκιµές προσδιορισµός 

του y. 

(5) Για αρδευτικές διώρυγες το βάθος υπολογίζεται από εµπειρικούς τύπους όπως π.χ. 

y=0.50A
1/2

 (y σε ft, A σε ft
2
 και 1ft = 0.3048m). Για τραπεζοειδείς διώρυγες b/y=4-z, 

κλπ. 

(6) Έλεγχος της ελάχιστης ταχύτητας αν είναι µεγαλύτερη από την ελάχιστη 

επιτρεπόµενη. 

(7) Εκλογή των F και f από το διάγραµµα του USBR (1ft = 0.3048 m, 1m
3
 = 35.31ft

3
). 

 

Παράδειγµα 5.2 Να προσδιορίσετε την βέλτιστη ορθογωνική διατοµή από σκυρόδεµα 

όταν η κλίση πυθµένα είναι 0.01, ο συντελεστής Manning της διατοµής 0.016 και η 

παροχή που µεταφέρεται είναι 4 m
3
/s. Η µέγιστη ταχύτητα στον αγωγό να µην 

υπερβαίνει τα 6 m/s. 

 

Απάντηση 

Η βέλτιστη ορθογωνική διατοµή είναι αυτή στην οποία το οµοιόµορφο βάθος είναι το 

50% του πλάτους. Εποµένως, θα πρέπει  

y = b/2 

Α = by = b(0.50b) = 0.50b
2
 

P = b + 2y = 2b και  

R = A/P = 0.25b 

δηλαδή 

8/3

2/13/2

2/13/2
2

2/13/2

)25.0)(50.0(

1
)25.0(

50.0


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



=⇒==

J

Qn
bJb

n

b
JR

n

A
Q  

Εποµένως b = 1.55 m. 

Όµως V = Q/A = 4/(0.5×1.55
2
) = 3.44m/s < 6m/s και Ρ = 3.10m. 

Επιλέγουµε λοιπόν ένα αγωγό πλάτους b = 1.50m. (Το οµοιόµορφο βάθος που 

προκύπτει είναι y = 0.80m, η µέση ταχύτητα V=3.32 m/s < 6 m/s και η βρεχόµενη 

περίµετρος P = 3.10 m που δεν διαφέρει από τη βέλτιστη). 
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5.4 Σχεδιασµός ανεπένδυτων ανοικτών αγωγών – τάφρων  

Υπάρχουν µεγάλες δυσχέρειες στο σχεδιασµό επειδή η ευστάθεια της διατοµής 

εξαρτάται κυρίως από τις ιδιότητες του εδάφους, παρά από την υδραυλική 

συµπεριφορά. Ακολουθούνται δύο µέθοδοι σχεδιασµού 

(α) Μέθοδος της επιτρεπόµενης ταχύτητας. Είναι η µέγιστη ταχύτητα που δεν 

προκαλεί διάβρωση στη διατοµή και καθορίζεται µε κρίση ή από την εµπειρία. Οι 

παλαιότερες τάφροι ανθίστανται γενικά στη διάβρωση καλύτερα από τις καινούριες. 

(β) Η µέθοδος της συρτικής δύναµης (διατµητικής τάσης) του ορίου. Η διατµητική 

τάση προκαλεί τη διάβρωση και µεταφορά φερτών και είναι 

 PARgRJ oo /; === ρττ  (5.8) 

Οι Fortier και Scobey
10

 (1926) δηµοσίευσαν πίνακα µε τις µέγιστες επιτρεπόµενες 

ταχύτητες για ανεπένδυτες διατοµές από διάφορα υλικά. 

5.5 Μέθοδος υπολογισµού. 

Για δεδοµένο υλικό εδάφους εκτιµούµε τα n, Z και τη µέγιστη επιτρεπόµενη ταχύτητα 

maxV. 

(1) Υπολογίζουµε κατόπιν την υδραυλική ακτίνα από τα n και Jο 

 

2/3

2/1







=
AJ

nQ
R  (5.9) 

(2) Από Q = AV ⇒ A = Q/ maxV 

(3) Με γνωστά τα R και A υπολογίζουµε τα yο, b. 

(4) Από το διάγραµµα του ελεύθερου ύψους, τροποποιούµε τα παραπάνω µεγέθη κατά 

το δοκούν. 

                                                 

10
 Fortier, S & Scobey, FC, 1926. Permissible canal velocities. Trans. ASCE, vol. 89, pp. 940-984. 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
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6 ΑΝΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ - ΒΑΘΜΙΑΙΑ 

ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΗ ΡΟΗ (ΒΜΡ) 

6.1 Γενικά 

Σε φυσικά υδατορρεύµατα και τεχνητές διώρυγες κατά κανόνα ισχύουν τα εξής: (i) η 

οµοιόµορφη ροή δεν είναι πραγµατοποιήσιµη, (ii) θεωρούµε ότι η µεταβολή του 

βάθους ροής κατά µήκος του αγωγού είναι µικρή και (iii) η ανάλυση της βαθµιαία 

µεταβαλλόµενης ροής είναι πρωταρχικής σηµασίας στο σχεδιασµό των υδραυλικών 

έργων. 

Για την ανάλυση της βαθµιαία µεταβαλλόµενης ροής (η οποία στο εξής θα αναφέρεται 

ως ΒΜΡ), οι παραδοχές που κάνουµε είναι: (i) Η καµπύλωση της ελεύθερης επιφάνειας 

είναι µικρή και η ροή θεωρείται πρακτικά ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ σε κάθε διατοµή. Μπορούµε 

εποµένως να χρησιµοποιούµε σαν υπολογιστικό εργαλείο τη µονοδιάστατη 

(ολοκληρωµατική) ανάλυση. (ii) Θεωρούµε ότι η κλίση JE της γραµµής ενέργειας σε 

κάθε διατοµή µπορεί να υπολογιστεί από την εξίσωση ισορροπίας δυνάµεων της 

οµοιόµορφης ροής, για δεδοµένο βάθος (και κατά συνέπεια υδραυλική ακτίνα) της ροής 

από την σχέση του Manning 

 J
n V

R
E =

2 2

4 3/
. (6.1) 

Επί πλέον δεχόµαστε ότι (i) η κατά µήκος κλίση πυθµένα Jο είναι µικρή και εποµένως 

y=t, (ii) η κατανοµή ταχυτήτων είναι παρόµοια για κάθε βάθος ροής και εποµένως ο 

διορθωτικός συντελεστής α (συντελεστής συνόρθωσης κινητικής ενέργειας) στην 

εξίσωση ενέργειας θεωρείται ότι λαµβάνει σταθερή τιµή και (iii) ο συντελεστής 

τραχύτητας n είναι ανεξάρτητος από το βάθος ροής και σταθερός σε όλο το µήκος του 
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αγωγού. Η διαφορική εξίσωση της ΒΜΡ προκύπτει από την εξίσωση ενέργειας σε µια 

διατοµή ανοικτού αγωγού  

 H z y
V

g
= + +α

2

2
 (6.2) 

όπου H είναι το ύψος ενέργειας στη διατοµή, z το υψόµετρο πυθµένα της διατοµής από 

το επίπεδο αναφοράς, y το βάθος ροής στη διατοµή, V η µέση ταχύτητα νερού στη 

διατοµή, α διορθωτικός συντελεστής λόγω ανοµοιοµορφίας του προφίλ ταχύτητας και g 

η επιτάχυνση της βαρύτητας. 

∆ιαφορίζοντας την εξίσωση ενέργειας ως προς x, έχουµε ότι 
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d
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


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. (6.3) 

Για λόγους απλούστευσης θεωρούµε ότι α = 1 χωρίς να επηρεάζεται η γενίκευση. 

Ορίζοντας επίσης JE και Jo τις κλίσεις των γραµµικών απωλειών ενέργειας και πυθµένα 

αντίστοιχα 

EJ
dx

dH
−=  και oJ

dx

dz
−=  

η παραπάνω εξίσωση µπορεί γράφεται (βλ. Κεφάλαιο 3) 
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για δεδοµένη παροχή Q. 

Επειδή το βάθος ροής y στη ΒΜΡ µεταβάλλεται, ορίζουµε τις ακόλουθες µορφές των 

καµπυλών της ελεύθερης επιφάνειας: 

εάν dy/dx = 0 τότε Jο = JΕ (οµοιόµορφη ροή) 

εάν dy/dx > 0  τότε καµπύλη υπερύψωσης 

εάν dy/dx < 0  τότε καµπύλη κατάπτωσης. 

6.2 ∆ιερεύνηση της διαφορικής εξίσωσης της ΒΜΡ 

Για τη διερεύνηση της διαφορικής εξίσωσης της ΒΜΡ, θεωρούµε την απλούστερη 

δυνατή γεωµετρία διατοµής δηλαδή την ορθογωνική διατοµή µεγάλου πλάτους. Για τη 

διατοµή αυτή ισχύουν τα εξής 

 ByB =)( = σταθερά, (6.5) 

 ByyA =)( , (6.6) 

 yByP 2)( +=  και (6.7) 

 
yB

By
yByAyR

2
)(/)()(

+
== . (6.8) 
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Θεωρούµε επίσης ότι όταν το πλάτος του αγωγού είναι κατά πολύ µεγαλύτερο από το 

βάθος ροής (Β > 5y), R(y) ≈ y µε µεγάλη ακρίβεια. Από τη σχέση του Manning, 

λύνοντας ως προς JE προκύπτει ότι  

 
( )
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J E === . (6.9) 

Εάν η ροή είναι οµοιόµορφη 
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oooo Jy

n
JR

n
V ==   

και από την παροχή του αγωγού προκύπτει 
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Από τις σχέσεις (6.9) και (6.10) προκύπτει ότι  
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Για δεδοµένη παροχή ισχύει η συνθήκη κρίσιµου βάθους, δηλαδή  
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και ο λόγος ( ) ( )32 / gABQ  γίνεται 
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Τελικά η εξίσωση της ΒΜΡ γράφεται ως εξής  
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Σηµείωση: Σε περίπτωση κατά την οποία για την παραπάνω ανάλυση χρησιµοποιηθεί η 

σχέση του Chèzy, ο εκθέτης του αριθµητή στην παραπάνω εξίσωση γίνεται 3 αντί του 

10/3, πράγµα το οποίο δεν επηρεάζει την ανάλυση που θα ακολουθήσει. 

6.3 Καµπύλες (προφίλ) ελεύθερης επιφάνειας 

Η κατά µήκος κλίση του πυθµένα του αγωγού µπορεί να είναι θετική (Jo=-dz/dx>0), 

αρνητική ή ανάστροφη (Jo=-dz/dx<0) και µηδενική (Jo=-dz/dx=0) όταν ο πυθµένας του 

αγωγού είναι οριζόντιος. 

Για τις θετικές κλίσεις πυθµένα (Jo>0) και δεδοµένη παροχή του αγωγού καθορίζουµε 

το οµοιόµορφο βάθος ροής yo. Ορίζουµε σαν κρίσιµη κλίση του αγωγού Jc, την κλίση 
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για την οποία το οµοιόµορφο βάθος ροής για συγκεκριµένη παροχή, συµπίπτει µε το 

κρίσιµο βάθος (yo=yc). Για όλες τις θετικές κλίσεις (Jo>0) ισχύουν τα παρακάτω: 

• Εάν Jo<Jc, τότε yo>yc και η κλίση είναι ΥΠΟΚΡΙΣΙΜΗ. 

• Εάν Jo=Jc, τότε yo=yc και η κλίση είναι ΚΡΙΣΙΜΗ. 

• Εάν Jo>Jc, τότε yo<yc και η κλίση είναι ΥΠΕΡΚΡΣΙΜΗ.  

Οι καµπύλες (προφίλ) της ελεύθερης επιφάνειας που αντιστοιχούν σε κάθε µια από τις 

παραπάνω περιπτώσεις συµβολίζονται µε τα αρχικά των αντίστοιχων κλίσεων (από την 

Αγγλική ορολογία) και φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 

 

Κλίση 

πυθµένα 

Χαρακτηρισµός 

καµπύλης 

Παρατηρήσεις 

0<Jo<Jc καµπύλη   Μ (από το Αγγλικό Mild = ήπια) 

Jo=Jc καµπύλη   C (από το Critical = κρίσιµη) 

Jo>Jc καµπύλη   S (από το Supercritical = υπερκρίσιµη) 

Jo=0 καµπύλη   Η (από το Horizontal = οριζόντιος αγωγός) 

Jo<0 καµπύλη   A (από το Adverse = ανάστροφη κλίση) 

Για δεδοµένη την κλίση, την παροχή και τη γεωµετρία της διατοµής ενός ανοικτού 

αγωγού, µπορούµε να υπολογίσουµε το κρίσιµο και το οµοιόµορφο βάθος ροής µε τη 

µεθοδολογία που αναπτύχθηκε σε προηγούµενα κεφάλαια, τα οποία συνήθως 

διαφέρουν. Χαράζουµε τον πυθµένα του αγωγού µε τη δεδοµένη κλίση, ενώ στη 

συνέχεια χαράσουµε παράλληλα µε τον πυθµένα τις γραµµές του κρίσιµου και 

οµοιόµορφου βάθους στις αντίστοιχες αποστάσεις όπως φαίνεται από το σχήµα που 

ακολουθεί. Οι γραµµές του κρίσιµου και του οµοιόµορφου βάθους δεν συµπίπτουν εν 

γένει. 

 

Σχήµα 6.1 Περιοχές όπου µπορεί να βρίσκεται η ελεύθερη επιφάνεια. 

Ο υποχώρος στον οποίο µπορεί να βρίσκεται η ελεύθερη επιφάνεια χωρίζεται εποµένως 

σε τρεις περιοχές που ονοµάζονται:  

yc 

Περιοχή  1 

Περιοχή  2 

Περιοχή  3 

yo 

Jo 
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Περιοχή 1 ανάµεσα στο οµοιόµορφο ή το κρίσιµο βάθος και το άπειρο 

Περιοχή 2 ανάµεσα στο κρίσιµο και το οµοιόµορφο βάθος και 

Περιοχή 3 ανάµεσα στον πυθµένα και το κρίσιµο ή το οµοιόµορφο βάθος 

Η καµπύλη (προφίλ) της ελεύθερης επιφάνειας σε βαθµιαία µεταβαλλόµενη ροή 

ορίζεται µε βάση την κλίση του πυθµένα από την οποία προσδιορίζεται ο τύπος της 

καµπύλης και δείκτη τον αριθµό του υποχώρου που βρίσκεται. Για παράδειγµα 

καµπύλη ελεύθερης επιφάνειας Μ2, σηµαίνει υποκρίσιµη κλίση πυθµένα (Jo<Jc) και 

βάθος ροής στην Περιοχή 2, ανάµεσα στο οµοιόµορφο και το κρίσιµο (yc<y<yo). 

 

6.4 Καµπύλες (προφίλ) της ελεύθερης επιφάνειας σε ΒΜΡ  

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει η καµπύλη (προφίλ) της ελεύθερης επιφάνειας σε βαθµιαία 

µεταβαλλόµενη ροή (ΒΜΡ) ορίζεται µε βάση την κλίση του πυθµένα (για παράδειγµα 

καµπύλη Μ σε περίπτωση που Jo<Jc) και δείκτη τον αριθµό του υποχώρου που 

βρίσκεται (για παράδειγµα υποχώρος 2 σε περίπτωση που yc<y<yo), και η καµπύλη της 

ε ελεύθερης επιφάνειας θα ονοµάζεται Μ2. 

Γενικές παρατηρήσεις. 

• Για όλες τις θετικές κλίσεις Jo>0, από τη σχέση (6.14) προκύπτει ότι η κλίση της 

ελεύθερης επιφάνειας dy/dx→0 όταν y→yo και εποµένως το προφίλ της ελεύθερης 

επιφάνειας τείνει ασυµπτωτικά προς το οµοιόµορφο βάθος, δηλαδή η ελεύθερη 

επιφάνεια γίνεται παράλληλη µε τον πυθµένα. 

• Για όλες τις κλίσεις, όταν y→yc από τη σχέση (6.14) προκύπτει ότι η κλίση της 

ελεύθερης επιφάνειας dy/dx→∞, δηλαδή η καµπύλη της ελεύθερης επιφάνειας 

τείνει πρός τη γραµµή του κρίσιµου βάθους µε κατακόρυφη εφαπτοµένη. 

• Η κλίση της γραµµής ενέργειας ορίζεται από τη σχέση (6.9) 
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3/4
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yB

Qn

y

Vn
J E ==  (6.15) 

και είναι πάντοτε θετική. Αυτό σηµαίνει ότι έχουµε απώλειες ενέργειας κατά µήκος 

(διεύθυνση της ροής) του ανοικτού αγωγού. 

• Όταν dy/dx>0 (καµπύλη υπερύψωσης) τότε από την εξίσωση (6.11) προκύπτει ότι η 

κλίση της γραµµής ενέργειας µειώνεται κατά µήκος του αγωγού και εποµένως η 

γραµµή ενέργειας στρέφει τα κοίλα προς τα επάνω. 

• Όταν dy/dx<0 (καµπύλη κατάπτωσης) τότε από την εξίσωση (6.11) προκύπτει ότι η 

κλίση της γραµµής ενέργειας αυξάνεται κατά µήκος του αγωγού και εποµένως η 

γραµµή ενέργειας στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. 
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6.5 Κατηγοριοποίηση των καµπυλών (profile) ελεύθερης επιφάνειας. 

1. Υποκρίσιµη κλίση πυθµένα 0<Jo<Jc   (yo>yc):  Καµπύλες Μ. 

   

yc<yo<y yc<y<yo y<yc<yo  

dy/dx > 0 dy/dx<0 dy/dx>0 

καµπύλη υπερύψωσης Μ1 καµπύλη κατάπτωσης Μ2 καµπύλη υπερύψωσης Μ3 

 

2. Υποκρίσιµη κλίση πυθµένα Jo=Jc   (yo=yc), ο υποχώρος 2 δέν υπάρχει: 

Καµπύλες C. 

 
 

 

yc=yo<y yc=yo=y y < yc = yo  

dy/dx=Jo>0 dy / dx = 0 dy / dx = Jo > 0 

καµπύλη υπερύψωσης C1 οµοιόµορφη ροή C2 καµπύλη υπερύψωσης C3 

 

3. Υποκρίσιµη κλίση πυθµένα 0 < Jc < Jo   (yo < yc),  Καµπύλες S. 

   

yo<yc<y yo<y<yc y<yo<yc 

dy/dx>0 dy/dx<0 dy/dx>0 

καµπύλη υπερύψωσης S1 καµπύλη κατάπτωσης S2 καµπύλη υπερύψωσης S3 

yo 

y

M1 

yo 

y

M2 

yo 

y

M3 

yo=y

C1 

yo=y

C2 

yo=y

C3 

yc 

y

S1 

yc 

y

S2 

yc 

y

S3 
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yc 

Καµµία 
yο = ∞ 

4. Μηδενική κλίση πυθµένα Jo=0 (yo→∞ και δεν υπάρχει ο υποχώρος 1):  

Καµπύλες H. 

Ξεκινώντας από τη διαφορική εξίσωση (6.4) της ΒΜΡ και αντικαθιστώντας Jo=0, 

έχουµε την ∆.Ε. της ελεύθερης επιφάνειας 

 

2/1

3

2

2

3

2
;

1
1









=

−

−
=

−

−
=

gA

BQ
Fr

Fr

J

gA

BQ

J

dx

dy EE . (6.16) 

• Εάν Jo=JE=0, τότε dy/dx=0 δηλαδή y=σταθερό και δεν υπάρχει κίνηση. 

• Εάν JE≠0 και y>yc (υποκρίσιµη ροή) τότε Fr<1 και εποµένως dy/dx<0 δηλαδή η 

καµπύλη της ελεύθερης επιφάνειας είναι καµπύλη κατάπτωσης. 

• Εάν JE≠0 και y<yc (υπερκρίσιµη ροή) τότε Fr>1 και εποµένως dy/dx>0 δηλαδή η 

καµπύλη της ελεύθερης επιφάνειας είναι καµπύλη υπερύψωσης. 

Η παραπάνω διερεύνηση φαίνεται πινακοποιηµένη στον πίνακα που ακολουθεί. 

 

  

 yc<y<∞ y<yc 

 dy/dx<0 dy/dx>0 

 καµπύλη κατάπτωσης Η2 καµπύλη υπερύψωσης Η3 

 

5. Ανάστροφη κλίση πυθµένα Jo<0 (δεν υπάρχουν yo και ο υποχώρος 1):  

Καµπύλες Α. 

Ξεκινώντας από τη διαφορική εξίσωση (6.4) της ΒΜΡ και για Jo<0, στη διαφορική 

εξίσωση της ελεύθερης επιφάνειας ο αριθµητής είναι αρνητικός αριθµός (JE>0) 
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• Εάν y>yc (υποκρίσιµη ροή) τότε Fr<1 και εποµένως dy/dx < 0 δηλαδή η καµπύλη 

της ελεύθερης επιφάνειας είναι καµπύλη κατάπτωσης. 

• Εάν y<yc (υπερκρίσιµη ροή) τότε Fr>1 και εποµένως dy/dx > 0 δηλαδή η καµπύλη 

της ελεύθερης επιφάνειας είναι καµπύλη υπερύψωσης. 

Η παραπάνω διερεύνηση φαίνεται πινακοποιηµένη στον πίνακα που ακολουθεί. 

 

yc 

Η2 

yc 

Η3 
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 yc<y  y<yc 

 dy/dx<0 dy/dx>0 

 καµπύλη κατάπτωσης Α2 καµπύλη υπερύψωσης Α3 

 

Παρατήρηση: Στις περιοχές (1) και (3) οι καµπύλες της ελεύθερης επιφάνειας είναι 

πάντοτε καµπύλες υπερύψωσης, ενώ στην περιοχή (2) πάντοτε καµπύλες κατάπτωσης, 

ανεξαρτητα από την κλίση του ανοικτού αγωγού. 

6.6 Μορφές της ελεύθερης επιφάνειας σε κατά τµήµατα πρισµατικό αγωγό. 

Στη συνέχεια θα εξετάσουµε τη µορφή της ελεύθερης επιφάνειας όταν κατά µήκος ενός 

πρισµατικού αγωγού υπάρχουν αλλαγές κλίσης. Θεωρούµε ένα αγωγό µε αλλαγή 

κλίσης σε κάποιο σηµείο του. Θα εξετάσουµε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1. Ανάντη κλίση είναι υποκρίσιµη (J1<Jc). 

1. J2<J1<Jc. Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι y2>y1. Εποµένως, η µετάβαση από το 

οµοιόµορφο βάθος y2 κατάντη στο οµοιόµορφο βάθος y1 ανάντη θα πρέπει να 

γίνει ασυµπτωτικά µε µια καµπύλη Μ1. Σε αντίθετη περίπτωση, δηλαδή αν η 

µετάβαση γίνει από y1 ή άλλο βάθος (y<y2) ανάντη σε y2 κατάντη, θα έχουµε µια 

µεταβατική καµπύλη Μ2 υπερύψωσης, πράγµα που είναι άτοπο διότι οι 

καµπύλες Μ2 είναι καµπύλες κατάπτωσης. 

2. J1<J2<Jc. Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι y1>y2. Εποµένως, η µετάβαση από το 

οµοιόµορφο βάθος yο2 κατάντη στο οµοιόµορφο βάθος y1 ανάντη θα πρέπει να 

γίνει ασυµπτωτικά µε µια καµπύλη Μ2. Σε αντίθετη περίπτωση, δηλαδή αν η 

µετάβαση γίνει από yo1 ή άλλο βάθος (y>y2) ανάντη σε y2 κατάντη, θα έχουµε 

µια µεταβατική καµπύλη Μ1 κατάπτωσης, πράγµα που είναι άτοπο διότι οι 

καµπύλες Μ1 είναι καµπύλες υπερύψωσης. 

3. J1<J2=Jc. Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι y1>y2=yc. Εποµένως, η µετάβαση από 

το οµοιόµορφο και κρίσιµο βάθος yc κατάντη στο οµοιόµορφο βάθος y1 ανάντη 

θα γίνει ασυµπτωτικά µε µια καµπύλη Μ2.  

4. J1<Jc<J2. Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι y1>yc>y2 . Εποµένως, η µετάβαση από 

το οµοιόµορφο βάθος y1 ανάντη στο οµοιόµορφο βάθος y2 κατάντη θα γίνει 

ασυµπτωτικά µε δύο καµπύλες: καµπύλη Μ2 κατάπτωσης ανάντη και καµπύλη 

S2 κατάπτωσης κατάντη, ενώ στο σηµείο αλλαγής της κλίσης η ελεύθερη 

επιφάνεια θα διέλθει από το κρίσιµο βάθος.  

Τα παραπάνω φαίνονται στα διαγράµµατα που ακολουθούν. 

yc 

 Α2 

yc 

Α3 

yc 
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J2<J1<Jc 

yc<y1<y2 

Μ1 ανάντη αλλαγής 

κλίσης 

 

 

 

 

 

 

 

  

J1<J2<Jc 

yc<y2<y1 

Μ2 ανάντη αλλαγής 

κλίσης 

 

 

 

 

 

 

  

J1<J2=Jc 

yc=y2<y1 

Μ2 ανάντη αλλαγής 

κλίσης 

 

 

 

 

 

 

 J1<Jc<J2 

y2<yc<y1 

Μ2 ανάντη αλλαγής 

κλίσης 

S2 κατάντη αλλαγής 

κλίσης 

 

 

 

 

 

 

  

Πτώση Jο<Jc 

Eάν Η>yo τότε Μ1 

Eάν Η≤yo τότε Μ2 

 

5. Πτώση µε J1<Jc . Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι yο>yc. Εποµένως, εάν η 

στάθµη Η του αποδέκτη στο σηµείο εκβολής της διώρυγας βρίσκεται 

χαµηλότερα από το κρίσιµο βάθος της ροής, τότε θα έχουµε ελεύθερη πτώση 

yc 
y1 

y2 

M1 
y=y2 

yc 
y1 

y2 

M2 
y=y2 

M2 

yc 
y1 

y2=yc 

y=y2 =yc 

yc 
y1 

y2 

S2 

M2 

yc 
yo H<yc 

M2 

M1 

H>yc 

H≥yo 
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δηλαδή y=yc, η δε µετάβαση στο οµοιόµορφο βάθος yο ανάντη θα γίνεται µε µια 

καµπύλη Μ2. Εάν η στάθµη Η του αποδέκτη στο σηµείο εκβολής της διώρυγας 

είναι yc<Η< yo, τότε υπάρχει οµαλή µετάβαση από το βάθος y στην εκβολή στο 

βάθος yo µε καµπύλη Μ2. Εάν η στάθµη Η του αποδέκτη στο σηµείο εκβολής 

της διώρυγας είναι Η>yo, τότε υπάρχει οµαλή µετάβαση από το βάθος y στην 

εκβολή στο βάθος yo µε καµπύλη Μ1. 

Παρατήρηση: Σε πολλές περιπτώσεις, ενώ η κλίση πρισµατικών αγωγών είναι ενιαία, 

έχουµε κατά τµήµα µεταβολή του συντελεστή τραχύτητας του αγωγού λόγω µεταβολής 

του υλικού των τοιχωµάτων του αγωγού. Αυτή η µεταβολή ισοδυναµεί µε ‘αλλαγή 

κλίσης’, δεδοµένου ότι εάν για παράδειγµα η διατοµή από βραχώδης γίνει διατοµή µε 

σκυρόδεµα, η µεταβολή από n=0.025 σε n=0.014 πιθανα θα αντιστοιχεί σε µεταβολή 

από υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη ροή (βλ. Παράδειγµα 6.2). 

 

Περίπτωση 2. Ανάντη κλίση είναι υπερκρίσιµη (J1>Jc). 

1. J1>Jc>J2 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι y1<yc και y2>yc. Εποµένως, η µετάβαση από το 

οµοιόµορφο βάθος y1 ανάντη στο οµοιόµορφο βάθος y2 κατάντη θα γίνει µε ένα 

υδραυλικό άλµα επειδή έχω µετάβαση από υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη ροή. Η θέση 

του υδραυλικού άλµατος καθορίζεται αφού υπολογίσω τα συζυγή βάθη y1σ και y2σ των 

y1 και y2 αντίστοιχα.  

(α) Εάν y1σ=y2, τότε το άλµα θα συµβεί στο σηµείο αλλαγής της κλίσης. 

(β) Εάν y1σ<y2, τότε τό άλµα θα συµβεί στα ανάντη του σηµείου αλλαγής της κλίσης, 

θα έχουµε δε µετάβαση από το βάθος y1σ στο y2 µε µιά καµπύλη S1.  

(γ) Εάν y1σ>y2, τότε τό άλµα θα συµβεί στα κατάντη του σηµείου αλλαγής της κλίσης, 

θα έχουµε δε µετάβαση από το βάθος y1 στο y2σ µε µιά καµπύλη Μ3. 

2. J1>J2=Jc 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι y1<y2=yc. Εποµένως, η µετάβαση από το οµοιόµορφο 

βάθος y1 ανάντη στο οµοιόµορφο (κρίσιµο) βάθος yc κατάντη θα γίνει µε µια καµπύλη 

C3.  

3. J1>J2>Jc 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι y1<y2<yc. Εποµένως, η µετάβαση από το οµοιόµορφο 

βάθος y1 ανάντη στο οµοιόµορφο βάθος y2 κατάντη θα γίνει µε µια καµπύλη S3. 

4. J1<J2>Jc 

Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι yc>y1>y2. Εποµένως, η µετάβαση από το οµοιόµορφο 

βάθος y1 ανάντη στο οµοιόµορφο βάθος y2 κατάντη θα γίνει µε µια καµπύλη S2. 

5. Πτώση µε J>Jc  
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 J2<Jc<J1 

Υδραυλικό άλµα 

Αν y1σ>y2 άλµα κατάντη 

(καµπύλη Μ3) 

Αν y1σ<y2 άλµα ανάντη 

(καµπύλη S1) 

Αν y1σ=y2 άλµα στην 

αλλαγή κλίσης 
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Jc<J2<J1 

Καµπύλη S3 κατάντη 

αλλαγής κλίσης 

 

 

 

 

 

 

  

Jc<J1<J2 

Καµπύλη S2 κατάντη 

αλλαγής κλίσης  

 

 

 

 

 

 

 

 Πτώση J>Jc 

• Eάν Η>yσ τότε S1 

• Eάν yo<Η<yσ τότε 

εµφανίζεται ατελές 

υδραυλικό άλµα 

• Εάν Η<yo τότε 

εµφανίζεται πτώση 
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Στην περίπτωση αυτή ισχύει ότι yο<yc. Εποµένως, εάν η στάθµη του αποδέκτη Η στο 

σηµείο εκβολής της διώρυγας βρίσκεται χαµηλότερα από το οµοιόµορφο βάθος ροής, 

τότε θα έχουµε ελεύθερη πτώση δηλαδή y=yο. Εάν η στάθµη Η του αποδέκτη στο 

σηµείο εκβολής της διώρυγας βρίσκεται ψηλότερα από το yσ, τότε έχουµε υδραυλικό 

άλµα ανάντη και καµπύλη S1. Εάν yσ<Η<yo, τότε εµφανίζεται ένα ατελές υδραυλικό 

άλµα. 

Για περαιτέρω περιπτώσεις αλλαγών κλίσης βλ. VT Chow (1973).  

 

Παράδειγµα 6.1 Αποχετευτική τάφρος µε τραπεζοειδή διατοµή που φαίνεται στο 

σχήµα, ανεπένδυτη (n-Manning=0.025) διοχετεύει παροχή Q = 5 m
3
/s. Για τη µηκοτοµή 

που δίνεται παρακάτω µε ικανό κατά τµήµα µήκος για οµοιόµορφη ροή: 

(1) Να καθοριστούν τα βάθη της οµοιόµορφης 

ροής για κάθε τµήµα.  

(2) Να χαραχθούν σε σκαρίφηµα και να 

αιτιολογηθούν πλήρως οι καµπύλες της 

ελεύθερης επιφάνειας του νερού.  

 

Απάντηση 

(α) Υπολογίζουµε το κρίσιµο βάθος και τα οµοιόµορφα βάθη για κάθε µια κλίση κατά 

τα γνωστά. Οι υπολογισµοί φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

  Q   Z   n   b    Jo  yc   V   yo 

5.00 1.00 0.025 2.00 0.0010 0.75 1.08 1.37 

5.00 1.00 0.025 2.00 0.0200 0.75 3.19 0.60 

5.00 1.00 0.025 2.00 0.0050 0.75 1.94 0.89 

 

(β) Προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας 

J1 = 0.001 yo>yc (1.37 > 0.75)   ⇒ Καµπύλη Μ 

J2 = 0.02 yo<yc (0.60 < 0.75)   ⇒ Καµπύλη S 

J3 = 0.005 yo>yc (0.89 > 0.75)   ⇒ Καµπύλη Μ 

J1=0.001 

J2=0.02 

yc 

J3=0.005 

M2 

S2 

y1o 

y2o 

y3o 

M3 

Υδρ. άλµα 

y3σ 

b=2m 

1 
1 
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Eποµένως:  

• Στο σηµείο αλλαγής κλίσης από J1 σε J2 (υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη) y=yc=0.75 m. 

Η καµπύλη ΒΜΡ στο τµήµα 1 θα είναι Μ2. 

• Η καµπύλη ΒΜΡ στο τµήµα 2 θα είναι S2 (κατάπτωσης) µέχρις ότου το βάθος ροής 

γίνει οµοιόµορφο (0.60 m). 

• Από το τµήµα 2 στο τµήµα 3 έχω µετάβαση από υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη ροή, 

εποµένως θα εµφανιστεί υδραυλικό άλµα. Η θέση του άλµατος καθορίζεται από τα 

συζυγή βάθη. Υπολογίζω το συζυγές του yο2 (οµοιόµορφου βάθους του τµήµατος 2) 

y2σ=0.93 m>y3ο=0.89 m, στον πίνακα που ακολουθεί. Εποµένως, το άλµα θα γίνει 

κατάντη του σηµείου αλλαγής κλίσης, µετά την καµπύλη ΒΜΡ Μ3. Στη συνέχεια η 

ροή θα είναι οµοιόµορφη µε βάθος y3ο=0.89 m. 

Συζυγή βάθη υπερκρίσιµης κλίσης 

yσ 1,2 B(m) Z T (m) y_bar Q(m
3
/s) A (m

2
) V (m/s)    M 

y2 = 0.60   2 1 3.21 0.2780 5.00 1.57 3.19 2.061 

y2σ= 0.93   2 1 3.85 0.4137 5.00 2.71 1.85 2.061 

y3 = 0.89   2 1 3.78 0.3993 5.00 2.57 1.94 2.018 

Οι καµπύλες της ελεύθερης επιφάνειας φαίνονται στο σκαρίφηµα του σχήµατος 

παραπάνω. 

 

Παράδειγµα 6.2 Ανοικτός αγωγός µε σταθερή ορθογωνική διατοµή b =3 m, µεγάλων 

κατά τµήµα µηκών, χαράσσεται µε ενιαία κλίση πυθµένα Jo = 0.005. Το ανάντη τµήµα 

χαράσσεται σε βράχο (n = 0.030), ενώ το επόµενο τµήµα όπου το έδαφος δεν είναι 

ανθεκτικό, επενδύεται µε σκυρόδεµα (n = 0.012). Τέλος, το κατάντη τµήµα επενδύεται 

µε συρµατοκιβώτια (σαραζανέτ n = 0.025).  

Να διερευνηθεί ποιοτικά και να δοθεί σε σκαρίφηµα η µορφή της ελεύθερης επιφάνειας 

για παροχή Q = 15 m
3
/s. 

 

Απάντηση 

Ανεπένδυτη (n = 0.030)      Επενδυµένη (n = 0.012)        Σαραζανέτ (n = 0.025) 

M2 

S2 

Υδρ. άλµα 

S1 

y3ο 

y1ο 

y2σ 

yc 

y2ο 
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(α) Υπολογίζουµε το κρίσιµο βάθος και τα οµοιόµορφα βάθη για κάθε τµήµα 

χρησιµοποιώντας διαφορετικούς συντελεστές n κατά τα γνωστά. Οι υπολογισµοί 

φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

Q B Ζ Jo n yc V yo 

15.00 3.00 0.00 0.005 0.030 1.366 2.20 2.27 

15.00 3.00 0.00 0.005 0.012 1.366 4.40 1.14 

15.00 3.00 0.00 0.005 0.025 1.366 2.54 1.97 

 

(β) Προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας 

1
ο
 Τµήµα (n=0.030) yo>yc (2.27 > 1.37)  ⇒ Καµπύλη Μ 

2
ο
 Τµήµα (n=0.012) yo<yc (1.14 < 1.37)  ⇒ Καµπύλη S 

3
ο
 Τµήµα (n=0.025) yo>yc (1.97 > 1.37) ⇒ Καµπύλη Μ 

Eποµένως:  

• Στο σηµείο αλλαγής τραχύτητας από n1 σε n2 (υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη) 

y=yc=1.37m. Η καµπύλη ΒΜΡ στο τµήµα 1 θα είναι Μ2. 

• Η καµπύλη ΒΜΡ στο τµήµα 2 θα είναι S2 (κατάπτωσης) µέχρις ότου το βάθος ροής 

γίνει οµοιόµορφο (1.14m). 

• Από το 2
ο
 τµήµα στο 3

ο
 τµήµα έχω µετάβαση από υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη ροή, 

εποµένως θα εµφανιστεί υδραυλικό άλµα. Η θέση του άλµατος καθορίζεται από τα 

συζυγή βάθη. Από τη σχέση (3.25) υπολογίζω το συζυγές του yο2 (οµοιόµορφου 

βάθους του 2
ου

 τµήµατος) y2σ=1.626 m<y3ο=1.97 m. Εποµένως, το άλµα θα γίνει στα 

ανάντη του σηµείου αλλαγής κλίσης, (καµπύλη ΒΜΡ S1). Στη συνέχεια, σε 

ολόκληρο το 3
ο
 τµήµα η ροή θα είναι οµοιόµορφη µε βάθος y3ο=1.97 m. 
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7 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΒΑΘΜΙΑΙΑ 

ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΗΣ ΡΟΗΣ 

Ο υπολογισµός της ΒΜΡ για µόνιµη ροή (Q = σταθερά) σε ένα ανοικτό αγωγό θα γίνει 

µε αριθµητική ολοκλήρωση. Για τον υπολογισµό της στάθµης της ελεύθερης 

επιφάνειας θεωρούµε ότι (1) ο αγωγός είναι πρισµατικός, (2) γνωρίζουµε εποµένως για 

τη δεδοµένη παροχή το οµοιόµορφο και κρίσιµο βάθος και (3) είναι γνωστό το βάθος 

ροής σε κάποια διατοµή ελέγχου, απ' όπου και θα ξεκινήσουµε την αριθµητική 

ολοκλήρωση. Κατά συνέπεια, γνωρίζουµε τον τύπο της καµπύλης της ελεύθερης 

επιφάνειας µε βάση τη θεωρία που αναπτύχθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο. 

Στις παραγράφους που ακολουθούν παρουσιάζεται η µεθοδολογία της αριθµητικής 

ολοκλήρωσης. Αφού διακριτοποιηθεί κατάλληλα η εξίσωση ενέργειας, θα εκτιµηθεί η 

κλίση της γραµµής ενέργειας τοπικά χρησιµοποιώντας την εξίσωση του Manning, έτσι 

ώστε να υπολογιστούν οι γραµµικές απώλειες ανάµεσα σε δύο διατοµές.  

∆ιαφορίζοντας την µονοδιάστατη εξίσωση ενέργειας σε ένα ανοικτό αγωγό  

 H z y
V

g
= + +α

2

2
 (7.1) 

όπου H είναι το ύψος ενέργειας, z το υψόµετρο πυθµένα από επίπεδο αναφοράς, y το 

βάθος ροής, V η µέση ταχύτητα νερού, α ο συντελεστής συνόρθωσης και g η 

επιτάχυνση βαρύτητας ως προς x έχουµε 

 
dH

dx

dz

dx

dy

dx

d

dx

V

g
= + +









α

2

2
 (7.2) 
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Η εξίσωση γράφεται υπό µορφή διαφορών ως εξής 

 
∆
∆

∆
∆

∆

∆
∆
∆

H

x

z

x

y

x x

V

g
= + +









α

2

2
. (7.3) 

Στην εξίσωση EJxH −=∆∆  είναι η µέση κλίση απωλειών ενέργειας, oJxz −=∆∆  η 

κλίση του πυθµένα και 12 yyy −=∆  είναι η διαφορά του βάθους νερού ανάµεσα σε δύο 

γειτονικές διατοµές. Αντικαθιστώντας και αναδιατάσσοντας τους όρους, η εξίσωση 

ενέργειας υπό µορφή διαφορών γράφεται  

 









−

∆
+

∆

−
=−

g

V

g

V

xx

yy
JJ Eo

22

1
2

1
1

2

2
2

12 αα . (7.4) 

Στην εξίσωση αυτή παρατηρούµε ότι το δεξί µέλος είναι η διαφορά της ειδικής 

ενέργειας διηρηµένης µε ∆x ανάµεσα στις διατοµές 1 και 2. Αντικαθιστώντας την 

ειδική ενέργεια στις διατοµές 1 και 2 στην παραπάνω σχέση και λύνοντας ως προς ∆x 

έχουµε ότι 

 ∆
∆

x
E E

J J

E

J Jo E o E

=
−

−
=

−
2 1  (7.5) 

όπου  

 
g

V
yE i

iii
2

2

α+= . (7.6) 

Για τον υπολογισµό της κλίσης της γραµµής ενέργειας χρησιµοποιούµε τη σχέση του 

Manning 

 
3/4

22

i

i

Ei
R

Vn
J = , (7.7) 

ενώ η µέση κλίση της γραµµής ενέργειας υπολογίζεται από την εξίσωση 
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 J
J J

E
E E=

+1 2

2
. (7.8) 

Στη σχέση (7.5) που είναι η δικριτοποιηµένη εξίσωση ενέργειας ανάµεσα σε δύο 

γειτονικές διατοµές, συσχετίζονται τα βάθη ροής y1 και y2 και η µεταξύ τους απόσταση 

∆x. Στις παραγράφους που ακολουθούν παρουσιάζονται δύο κλασσικές µέθοδοι για τον 

υπολογισµό της στάθµης της ελεύθερης επιφάνειας κατά µήκος του αγωγού.  

7.1 Μέθοδος 1η. Άµεση βήµα προς βήµα ολοκλήρωση (Direct step method). 

Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται σε πρισµατικούς αγωγούς. Τα δεδοµένα µας είναι η 

γεωµετρία της διατοµής, η κλίση του πυθµένα και η παροχή, από τα οποία 

υπολογίζουµε το οµοιόµορφο και το κρίσιµο βάθος κατά τα γνωστά. Με βάση αυτά τα 

δεδοµένα προσδιορίζουµε τον τύπο του προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας (π.χ. καµπύλη 

Μ1). Ξεκινάµε από ένα γνωστό βάθος σε κάποια διατοµή ελέγχου (οριακή συνθήκη). 

Τέτοια βάθη για παράδειγµα είναι το κρίσιµο βάθος σε ελεύθερη πτώση, ή σε σηµείο 

αλλαγής της κλίσης από υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη ροή, κλπ. Κατόπιν µεταβάλλουµε 

το βάθος κατά ∆y και υπολογίζουµε την απόσταση ∆x µεταξύ των διατοµών που έχουν 

διαφορά βάθους ∆y. Οι υπολογισµοί σε δεδοµένο αγωγό µε σταθερή κλίση πυθµένα 

σταµατούν είτε όταν καλύψουµε το µήκος του αγωγού ή όταν το βάθος ροής γίνει ίσο 

µε το οµοιόµορφο βάθος ροής. 

Τυπική (κατά Chow) πινακοποίηση των υπολογισµών φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

y A R R
4/3

 V αV
2
/2g E ∆Ε JE (JE1+JE2)/2 Jo-JΕ ∆x x 

2.00 4.00 0.67 0.58 1.00 0.05097 2.05  0.00056    0.00 

       -0.04735  0.00057 0.00043 -111.19  

1.95 3.90 0.66 0.58 1.03 0.05362 2.00  0.00059    -111.19 

 

Στήλη Περιγραφή 

1 Βάθος ροής, y 

2 Εµβαδόν διατοµής, A 

3 Υδραυλική ακτίνα, R 

4 R
4/3

 

5 Ταχύτητα ροής, V = Q/A 

6 Ύψος κινητικής ενέργειας 

7 (= 1 + 6 ) Ειδική ενέργεια Ε 

8 ∆ιαφορά ειδικής ενέργειας, ∆Ε 

9 Κλίση γραµµής ενέργειας από τύπο του Manning 

10 Μέση κλίση γραµµής ενέργειας, JE 

11 Jo - JE 

12 (= 8 / 11 ) ∆x = ∆Ε / (Jo - JE ) 

13 Απόσταση από αρχή, x 
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Παράδειγµα 7.1 Ορθογωνικός αγωγός µήκους L=2 Km και πλάτους Β=2 m µεταφέρει 

παροχή Q=4 m
3
/s και έχει κλίση πυθµένα Jo=0.001. Ο αγωγός εκβάλει σε λίµνη µε 

στάθµη που µεταβάλλεται µεταξύ 0.50 m και 2.00 m πάνω από τον πυθµένα της 

διώρυγας στο σηµείο της εκβολής. Να υπολογίσετε την απόσταση για την οποία το 

βάθος ροής γίνεται οµοιόµορφο στον αγωγό για τη µέγιστη και την ελάχιστη στάθµη 

της λίµνης . Ο συντελεστής τραχύτητας  της διώρυγας να ληφθεί n=0.018.  

Απάντηση 

Για τη δεδοµένη παροχή κατά τα γνωστά υπολογίζουµε τα ακόλουθα µεγέθη 

Κρίσιµο βάθος: yc=0.74 m  

Οµοιόµορφο βάθος: y= 1.58 m  

Μέση ταχύτητα: V=1.27 m/s  

Eποµένως για την µέγιστη στάθµη της λίµνης το προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας θα 

είναι Μ1 (yo=1.57 m<2 m) και για την  ελάχιστη Μ2 (yo=1.57 m>0.50 m). 

Μέγιστη στάθµη λίµνης: Υ=2.00 m, καµπύλη υπερύψωσης Μ1.  

H διατοµή ελέγχου είναι αυτή της εκβολής του αγωγού στη λίµνη, όπου το βάθος ροής 

είναι 2.00 m. Η ολοκλήρωση γίνεται προς τα ανάντη (backwater curve), δεδοµένου ότι 

η κλίση είναι υποκρίσιµη, µειώνοντας το βάθος ροής κατά 0.05m σε κάθε βήµα. Οι 

υπολογισµοί φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί, το δε τελικό ανάντη βάθος στο 

οποίο θα καταλήξουµε ολοκληρώνοντας τους υπολογισµούς µας, είναι το οµοιόµορφο 

βάθος ροής yo=1.57 m. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

y A R R
4/3

 V αV
2
/2g E ∆Ε JE (JE1+JE2)/2 Jo-JΕ ∆x x 

2.00 4.00 0.67 0.58 1.00 0.05097 2.05  0.00056    0.00 

       -0.04735  0.00057 0.00043 -111.19  

1.95 3.90 0.66 0.58 1.03 0.05362 2.00  0.00059    -111.19 

       -0.04714  0.00061 0.00039 -121.31  

1.90 3.80 0.66 0.57 1.05 0.05647 1.96  0.00063    -232.50 

       -0.04691  0.00065 0.00035 -134.91  

1.85 3.70 0.65 0.56 1.08 0.05957 1.91  0.00067    -367.41 

       -0.04664  0.00070 0.00030 -154.12  

1.80 3.60 0.64 0.55 1.11 0.06292 1.86  0.00072    -521.53 

       -0.04635  0.00075 0.00025 -183.25  

1.75 3.50 0.64 0.55 1.14 0.06657 1.82  0.00077    -704.77 

       -0.04603  0.00080 0.00020 -232.53  

1.70 3.40 0.63 0.54 1.18 0.07054 1.77  0.00083    -937.30 

       -0.04566  0.00086 0.00014 -333.68  

1.65 3.30 0.62 0.53 1.21 0.07488 1.72  0.00090    -1270.98 

       -0.04525  0.00093 0.00007 -658.16  

1.60 3.20 0.62 0.52 1.25 0.07964 1.68  0.00097    -1929.14 

       -0.01797  0.00098 0.00002 -1039.51  

1.58 3.16 0.61 0.52 1.27 0.08167 1.66  0.00100    -2968.65 
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Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε ότι για να επιτευχθεί οµοιόµορφη ροή το 

µήκος της διώρυγας µε ενιαία κλίση πυθµένα Jo=0.001 θα πρέπει να υπερβαίνει τα 

3000m. 

Ελάχιστη στάθµη λίµνης: Υ=0.50 m, καµπύλη κατάπτωσης Μ2. Και εδώ η διατοµή 

ελέγχου είναι στην εκβολή του αγωγού στη λίµνη, όπου το βάθος ροής είναι 

0.50m<yc=0.74 m. Η ολοκλήρωση γίνεται προς τα ανάντη (backwater curve) δεδοµένου 

ότι η κλίση είναι υποκρίσιµη. Η κλίση του αγωγού είναι υποκρίσιµη και εποµένως 

αρχίζουµε τον υπολογισµό από το κρίσιµο βάθος στην εκβολή, αυξάνοντας το βάθος 

ροής κατά 0.10 m σε κάθε βήµα Οι υπολογισµοί φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί, 

το δε τελικό ανάντη βάθος που θα χρησιµοποιήσουµε είναι το οµοιόµορφο βάθος ροής 

yo=1.57 m. 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

y A R R
4/3 V αV

2/2g E ∆Ε JE (JE1+JE2)/2 Jo-JΕ ∆x x 

0.74 1.48 0.43 0.32 2.70 0.3723 1.11  0.00740    0.00 

       0.01663  0.00631 -0.00531 -3.13  

0.84 1.68 0.46 0.35 2.38 0.28894 1.13  0.00523    -3.13 

       0.04179  0.00454 -0.00354 -11.81  

0.94 1.88 0.48 0.38 2.13 0.23073 1.17  0.00385    -14.94 

       0.05776  0.00340 -0.00240 -24.09  

1.04 2.08 0.51 0.41 1.92 0.18849 1.23  0.00294    -39.03 

       0.06838  0.00263 -0.00163 -42.06  

1.14 2.28 0.53 0.43 1.75 0.15687 1.30  0.00231    -81.09 

       0.07572  0.00208 -0.00108 -69.99  

1.24 2.48 0.55 0.45 1.61 0.13259 1.37  0.00185    -151.08 

       0.08095  0.00169 -0.00069 -117.99  

1.34 2.68 0.57 0.48 1.49 0.11354 1.45  0.00152    -269.07 

       0.08478  0.00139 -0.00039 -217.29  

1.44 2.88 0.59 0.50 1.39 0.09832 1.54  0.00126    -486.35 

       0.08765  0.00116 -0.00016 -535.30  

1.54 3.08 0.61 0.51 1.30 0.08596 1.63  0.00106    -1021.65 

       0.03570  0.00103 -0.00003 -1130.41  

1.58 3.16 0.61 0.52 1.27 0.08167 1.66  0.00100    -2152.06 

 

Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε ότι για να επιτευχθεί οµοιόµορφη ροή το 

µήκος της διώρυγας µε ενιαία κλίση πυθµένα Jo=0.001 θα πρέπει να υπερβαίνει τα 2200 

m. Στο σχήµα που ακολουθεί φαίνονται ο πυθµέναςκαθώς και τα προφίλ της ελεύθερης 

επιφάνειας που υπολογίσαµε για την ανώτερη και κατώτερη στάθµη της λίµνης που 

είναι 2.00 και 0.50 m αντίστοιχα. Η ροή στη διώρυγα θα γίνει οµοιόµορφη σε απόσταση 

2970 m και 2150 m όταν η στάθµη της λίµνης είναι 2.00 m και 0.50 m αντίστοιχα. 
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7.2 Μέθοδος 2η. Τυπική µέθοδος βήµα προς βήµα ολοκλήρωσης (Standard 

step method). 

 

Εφαρµόζεται και σε µη πρισµατικούς αγωγούς, όπου τα υδραυλικά στοιχεία εξαρτώνται 

από τη θέση της διατοµής. Ξεκινάµε από γνωστά υδραυλικά στοιχεία διατοµών καθώς 

και την απόσταση µεταξύ τους και αναζητούµε το βάθος ροής στις διατοµές. Η 

διαδικασία γίνεται µε τη µέθοδο διαδοχικών προσεγγίσεων.  

Έστω οι διατοµές 1 και 2 που απέχουν απόσταση ∆x µεταξύ τους, τότε 

 HHH ∆+= 21  (7.9) 

y1 

y2 

he 

hf 

α2V2
2
/2g 

α1V1
2
/2g 

∆x z1 

z2 

Z1 = z1+y1 

Z2 = z2+y2 

Jo∆x 

Γ.Ε. (EGL) 

z = 0 

H = 2.00m 

H = 0.50m 
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ή 

 H
g

V
yz

g

V
yz ∆+++=++

22

2

2
222

2

1
111 αα . (7.10) 

Έστω Z=z+y το υψόµετρο της ελεύθερης επιφάνειας υπεράνω κάποιου επίπεδου 

αναφοράς (π.χ. µέση επιφάνεια θάλασσας). Οι απώλειες ενέργειας H∆  µεταξύ των 

διατοµών 1 και 2 οφείλονται αφενός σε δυνάµεις από τριβές στα τοιχώµατα και 

αφετέρου στις τοπικές απώλειες λόγω µεταβολής σχήµατος (στροβιλισµοί κλπ), δηλαδή 

 ef hhH +=∆  (7.11) 

όπου οι απώλειες τριβών είναι 

 ( ) 221 EEEf JJxJh +=∆= . (7.12) 

Οι "τοπικές" απώλειες λόγω µεταβολής σχήµατος εκφράζονται σαν κάποιο ποσοστό της 

διαφοράς ύψους κινητικής ενέργειας µεταξύ των διατοµών 1 και 2, δηλαδή 

( )gVkhe 2/2α∆=  

όπου k συντελεστής που λαµβάνει ανάλογα µε την περίπτωση τις (συνήθεις) τιµές 

• k = 0 ÷ 0.1 σε βαθµιαία συγκλίνοντες αγωγούς 

• k ≈ 0.2 ÷0.3 σε βαθµιαία αποκλίνοντες αγωγούς 

• k = 0.5 σε απότοµες µεταβολές διατοµής. 

Πολλές φορές για ευχέρεια στους υπολογισµούς αυξάνουµε το συντελεστή n του 

Manning και θεωρούµε ότι he=0. Η βασική λοιπόν εξίσωση της ΒΜΡ µετά από τα 

παραπάνω γίνεται 

 ef hh
g

V
Z

g

V
Z +++=+

22

2

2

22

2

1

11 αα . (8-13) 

Η περαιτέρω πορεία των υπολογισµών είναι η παρακάτω. Υποθέτουµε ένα Z και 

υπολογίζουµε τα µεγέθη y, A, P, R, V και Η. Κατόπιν από τη σχέση του Manning 

υπολογίζουµε την κλίση της γραµµής ενέργειας σε δύο διαδοχικές διατοµές   

J
n V

R
E =

2 2

4 3/
 

από τις οποίες υπολογίζουµε τη µέση κλίση της γραµµής ενέργειας και συνεπώς τις 

απώλειες ενέργειας. Κατόπιν τις προσθέτουµε στις απώλειες του προηγούµενου 

βήµατος, και το άθροισµα πρέπει να δίνει το ύψος ενέργειας Η της διατοµής. Αν το Η 

διαφέρει, τότε δοκιµάζουµε ένα νέο Ζ. H πινακοποίηση των υπολογισµών φαίνεται στον 

πίνακα που ακολουθεί. 

Στήλη        Περιγραφή 

1 ΧΘ από την αρχή 

2 Επιλεγόµενο δοκιµαστικό υψόµετρο της επιφάνειας του νερού z  

3 Βάθος ροής, y 
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4 Εµβαδόν διατοµής, A  

5 Βρεχόµενη περίµετρος Ρ 

6 Ταχύτητα ροής V = Q/A 

7 Ύψος κινητικής ενέργειας  

8  (= 2 + 7) Ύψος ενέργειας Η 

9 Υδραυλική ακτίνα, R = Α / Ρ 

10 Κλίση γραµµής ενέργειας JE της διατοµής από τύπο του Manning 

11 Μέση κλίση γραµµής ενέργειας, JE 

12 Απόσταση µεταξύ διατοµών ∆x 

13 (= 11 x 12) Γραµµικές απώλειες ενέργειας λόγω τριβών 

14 Τοπικές απώλειες που εκτιµήθηκαν 

15  

(= Η1
*
 +13+14) 

Υψόµετρο γραµµής ενέργειας. Εάν η τιµή αυτή συµπίπτει µε αυτή στη 

στήλη 7 τότε προχωρούµε στον υπολογισµό του βάθους ροής της 

επόµενης διατοµής, αλλιώς υποθέτουµε µια άλλη τιµή του Z στη 

στήλη 2. 

 

Παράδειγµα 7.2 Τραπεζοειδής διώρυγα µε κλίση πρανών Z=2 µεταφέρει παροχή  

Q=11.33 m
3
/s. Το πλάτος πυθµένα είναι b=6.10 m, η κλίση της Jo=0.0016 και ο 

συντελεστής τραχύτητας n=0.025. Να προσδιορίσετε τη στάθµη της ελεύθερης 

επιφάνειας αν η διώρυγα εκβάλλει σε ταµιευτήρα µε στάθµη νερού +184.40m, σε 

απόσταση 725 m ανάντη του σηµείου εκβολής. Ο πυθµένας της διώρυγας στο σηµείο 

της εκβολής βρίσκεται 1.52 m κάτω από τη στάθµη του ταµιευτήρα.  

Για τον υπολογισµό να θεωρήσετε α=1.10 και µηδενικές τοπικές απώλειες he = 0 

(πρισµατικός αγωγός). 

 

Απάντηση 

Υπολογίζουµε κατά τα γνωστά τα µεγέθη yc=0.68 m και yo=1.02 m<1.52 m και 

υποκρίσιµη ροή. Εποµένως η καµπύλη της ελεύθερης επιφάνειας είναι Μ1. 

Γνωρίζοντας τις αποστάσεις των διατοµών από το σηµείο εκβολής, υπολογίζουµε µε 

δοκιµές τα αντίστοιχα βάθη µε τη µεθοδολογία που προτείναµε παραπάνω. Για τον 

υπολογισµό της ΒΜΡ καταρτίζουµε τον παρακάτω πίνακα. Ο υπολογισµός του βάθους 

ροής σε κάθε διατοµή ολοκληρώνετει όταν η διαφορά ενεργειακής στάθµης στις στήλες 

8 και 15 του παρακάτω πίνακα είναι της τάξης του 0.001 m. 

 

                                                 

* Η1 = ύψος ενέργειας του προηγούµενου βήµατος. Στο 1ο βήµα λαµβάνουµε σαν ύψος ενέργειας στη 

στήλη 15 αυτό της στήλης 8. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

ΧΘ Z y A P V αV2/2g H R JΕ (J1+J2)/2 ∆x hf he H 

(m)  (m) (m2) (m) (m/s) (m) (m) (m)   (m) (m) (m) (m) 

0 184.40 1.52 13.89 12.90 0.82 0.04 184.44 1.08 0.00038     184.44 

47 184.42 1.46 13.21 12.64 0.86 0.04 184.46 1.04 0.00043 0.00041 47 0.02 0.00 184.46 

97 184.44 1.40 12.49 12.37 0.91 0.05 184.48 1.01 0.00051 0.00047 50 0.02 0.00 184.48 

150 184.46 1.34 11.78 12.10 0.96 0.05 184.51 0.97 0.0006 0.00055 53 0.03 0.00 184.51 

207 184.49 1.28 11.09 11.83 1.02 0.06 184.55 0.94 0.00071 0.00065 57 0.04 0.00 184.55 

272 184.54 1.22 10.42 11.56 1.09 0.07 184.60 0.90 0.00085 0.00078 65 0.05 0.00 184.60 

349 184.60 1.16 9.75 11.28 1.16 0.08 184.67 0.86 0.00103 0.00094 77 0.07 0.00 184.67 

397 184.64 1.13 9.43 11.14 1.20 0.08 184.72 0.85 0.00113 0.00108 48 0.05 0.00 184.73 

457 184.71 1.10 9.10 11.01 1.24 0.09 184.80 0.83 0.00125 0.00119 60 0.07 0.00 184.80 

495 184.76 1.08 8.95 10.94 1.27 0.09 184.84 0.82 0.00131 0.00128 38 0.05 0.00 184.84 

542 184.82 1.07 8.79 10.88 1.29 0.09 184.91 0.81 0.00138 0.00134 47 0.06 0.00 184.91 

579 184.87 1.06 8.70 10.83 1.30 0.10 184.96 0.80 0.00142 0.0014 37 0.05 0.00 184.96 

625 184.93 1.05 8.60 10.79 1.32 0.10 185.03 0.80 0.00147 0.00144 46 0.07 0.00 185.03 

667 184.99 1.04 8.54 10.76 1.33 0.10 185.09 0.79 0.0015 0.00148 42 0.06 0.00 185.09 

725 185.08 1.04 8.47 10.74 1.34 0.10 185.18 0.79 0.00153 0.00152 57 0.09 0.00 185.18 

Το βάθος νερού σε απόσταση 725 m ανάντη του χείλους της διώρυγας είναι 1.04 m. 

Στο διάγραµµα που ακολουθεί φαίνονται το υψόµετρο πυθµένα και η στάθµη του νερού 

µέχρι τη ΧΘ 0+725 ανάντη του σηµείου εκβολής της διώρυγας. 
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Παρατήρηση: Η ανάπτυξη των προσωπικών υπολογιστών και του λογισµικού µε 

υπολογιστικά φύλλα (π.χ. MS Excel


), µε υπολογιστικές ρουτίνες που δουλεύουν στο 

background, µας παρέχει σήµερα τεράστιες δυνατότητες για τον υπολογισµό της ΒΜΡ. 

Ο καθένας µας µπορεί να δηµιουργήσει ένα υπολογιστικό φύλλο όπως αυτό βολεύει.  

7.3 Προσδιορισµός της παροχής πρισµατικού αγωγού  

 

Ο προσδιορισµός της παροχής πρισµατικού αγωγού µε γνωστή τραχύτητα είναι 

δυνατόν να γίνει µε µέτρηση της στάθµης σε δύο διατοµές που απέχουν γνωστή 

απόσταση, όταν η ροή είναι µόνιµη. Έστω ο πρισµατικός αγωγός του σχήµατος µε 

τραχύτητα Manning n, ο οποίος µεταφέρει παροχή Q, µε κλίση πυθµένα J, πλάτος 

πυθµένα b και στάθµες y1 και y2 στις διατοµές που απέχουν απόσταση ∆L. Η εξίσωση 

ενέργειας ανάµεσα στις δύο διατοµές γράφεται ως 

 
EoEo JJ

E∆

JJ

EE
L∆

−
=

−

−
= 12  (1) 

όπου  

 
g

V
yE

2

2

1
11 α+=  και 

g

V
yE

2

2

2
22 α+= . (2) 

είναι οι ειδικές ενέργειες στις διατοµές (1) και (2) αντίστοιχα και EJ  η µέση κλίση της 

γραµµής ενέργειας 
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Για τον υπολογισµό της κλίσης της γραµµής ενέργειας στις δύο διατοµές 

χρησιµοποιούµε τη σχέση του Manning, εποµένως 
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όπου R1 και R2 είναι οι υδραυλικές ακτίνες στις δύο διατοµές, που υπολογίζονται ως οι 

λόγοι των υγρών διατοµών προς τις αντίστοιχες βρεχόµενες περιµέτρους. Εποµένως 
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Από τις εξισώσεις (1), (5) και (6) προκύπτει η παροχή Q, από τη λύση της 

δευτεροβάθµιας εξίσωσης 
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Παρατήρηση: Ο υπολογισµός της παροχής µπορεί να γίνει και µε δοκιµές µε βάση την 

εξίσωση 
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Θεωρούµε την παροχή δεδοµένη, ενώ από τη γνωστή στάθµη στις διατοµές (1) και (2) 

υπολογίζουµε την απόσταση ∆x. Ο υπολογισµός ολοκληρώνεται όταν ∆x=∆L. 

 

Παράδειγµα 7.3 Ορθογωνική διώρυγα µε πλάτος πυθµένα b=2 m έχει κλίση πυθµένα 

Jo=0.002 και συντελεστή τραχύτητας n= 0.025. Σε δύο διατοµές που απέχουν 200 m 

µεταξύ τους µετρήσαµε βάθη ροής 1.35 m και 1.27 m. Ποια είναι η παροχή  που 

µεταφέρεται; 

 

Απάντηση 

1) Απ’ ευθείας λύση: 

R1=2×1.35/(2+2×1.35)=0.574 m 

R2=2×1.27/(2+2×1.27)=0.559 m 
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Εποµένως Q=4.771 m
3
/s. 
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2) Λύση µε δοκιµές 

∆οκιµάζουµε διαφορετικές τιµές της παροχής µέχρι να πετύχουµε το ζητούµενο ∆x από 

τη σχέση  

 ∆
∆

x
E E

J J

E

J Jo E o E

=
−

−
=

−
2 1   

όπως φαίνεται στο σχήµα, απ’ όπου προκύπτει Q≈4.77 m
3
/s για ∆x=200 m. 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ A 

A. ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΓΙΑ ΤΟΥΣ ΑΓΩΓΟΥΣ ΜΕ ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ 
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10) Καµπύλες (προφίλ) ελεύθερης επιφάνειας  
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11) Υπολογισµός µηκοτοµής της ελεύθερης επιφάνειας (ΒΜΡ) 

1. Άµεση βήµα προς βήµα ολοκλήρωση (Direct step method). 
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2. Τυπική µέθοδος βήµα προς βήµα ολοκλήρωσης (Standard step method) 
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Α = εµβαδόν υγρής διατοµής, Ρ = βρεχόµενη περίµετρος, Τ = πλάτος ελεύθερης επιφάνειας, R = υδραυλική ακτίνα, D = υδραυλικό βάθος,  y  = 

απόσταση ΚΒ υγρής διατοµής από την ελεύθερη επιφάνεια. 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 
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 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ B 

B. ΛΥΜΕΝΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΣΤΟΥΣ ΑΝΟΙΚΤΟΥΣ ΑΓΩΓΟΥΣ 

Άσκηση B.1 

(α) Να σχεδιαστούν τα διαγράµµατα ειδικής 

ενέργειας και ειδικής δύναµης ενός 

ορθογωνικού αγωγού πλάτους Β = 2.00 m, 

για παροχές Q = 5, 10, και 15 m3/s. 

(β) Να υπολογίσετε το µέγιστο ύψος ∆z 

ανύψωσης του πυθµένα για να διέρχονται οι 

τρεις παροχές όταν το πλάτος του αγωγού 

παραµένει σταθερό, και τα βάθη ροής 

ανάντη είναι  1.5, 2.25 και 3 m αντίστοιχα.  

(γ) Να υπολογίσετε το ελάχιστο πλάτος b 

βαθµιαίας στένωσης του αγωγού όταν το 

υψόµετρο του πυθµένα παραµένει σταθερό,  

ώστε να διέρχονται οι τρεις παροχές µε βάθη 

ροής ανάντη είναι 1.5, 2.25 και 3 m 

αντίστοιχα.  

Απάντηση 

(α) Τα διαγράµµατα ειδικής ενέργειας και ειδικής δύναµης προκύπτουν από τις σχέσεις  

E y
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για δεδοµένες παροχές Q µεταβάλλοντας το βάθος ροής y. 
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(β) Σύµφωνα µε τη θεωρία πρέπει 
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b B 
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max ∆z = E1 - min E. 

Καταρτίζουµε τον παρακάτω πίνακα για τις δεδοµένες παροχές. 

Q y1 A1 V1=Q/By1 E1 min E max ∆z 

5.00 1.50 3.00 1.67 1.64 1.29 0.35 

10.00 2.25 4.50 2.22 2.50 2.05 0.45 

15.00 3.00 6.00 2.50 3.32 2.68 0.63 

Στον παραπάνω πίνακα έχουν γίνει οι εξής υπολογισµοί 

11 ByA = , 11 / AQV = , gVyE 2/2
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(γ) Από τη θεωρία έχουµε ότι 
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το οποίο υπολογίζεται στον πίνακα που ακολουθεί. 

 

Q y1 A1 V1=Q/By

1 

E1 bmin 

5.00 1.50 3.00 1.67 1.64 1.39 

10.00 2.25 4.50 2.22 2.50 1.48 

15.00 3.00 6.00 2.50 3.32 1.46 

 

 

Άσκηση B.2 

Για τη διατοµή της τάφρου του σχήµατος από σκυρόδεµα 

(Manning n = 0.016) και εµφανίζεται στην οδοποιία σε 

υψηλό επίχωµα στο έρεισµα του δρόµου ζητούνται: 

(α) Για κατά µήκος κλίσεις πυθµένα 0.01 και 0.0001 και 

βάθος οµοιόµορφης ροής yο = 0.15 m, οι παροχές που 

µεταφέρονται και τα αντίστοιχα κρίσιµα βάθη. Να 

χαρακτηριστεί η ροή σαν υποκρίσιµη ή υπερκρίσιµη. 

(β) Για παροχές 0.05 m
3
/s και 0.005 m

3
/s και βάθος οµοιόµορφης ροής yο = 0.10 m να 

προσδιοριστούν οι κατά µήκος κλίσεις Jο. Να χαρακτηριστεί η ροή σαν υποκρίσιµη ή 

υπερκρίσιµη για κάθε περίπτωση. 

(γ) Για παροχές 0.05 m
3
/s και 0.03 m

3
/s και για κλίσεις πυθµένα 0.01 και 0.0001 να 

υπολογίσετε τα οµοιόµορφα βάθη. 

1 

4 4 

1 
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Απάντηση 

Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις 

T = b + 2Zy = b + 0.50 y 

A = (b + 0.25 y) y 

P = b + 2y (1 + 0.25
2
)
1/2

 = b + 2.06 y 

R = A/P 

D = A/T 

(α) Με τη βοήθεια των παραπάνω σχέσεων και δεδοµένα τα yo, J, n (και εποµένως τα A, 

R) η παροχή υπολογίζεται από τη σχέση του Manning 

2/13/21
= JRA

n
Q  

Το κρίσιµο βάθος (Fr = 1) υπολογίζεται µε την επαναληπτική σχέση  

3

2

)2(
)(

1
c

c

c Zyb
g

Q

Zyb
y +

+
= . 

Οι υπολογισµοί των παροχής και κρίσιµου βαθών φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 

µαζί µε το χαρακτηρισµό της ροής. 

y Jo Z Β A P R V Q yc Χαρακτηρισµός 

(µ)   (µ) (µ) (µ) (µ) (µ/δλ) (λ/δλ) (µ) ροής 

0.15 0.0100 0.250 0.35 0.058 0.659 0.088 1.238 71.97 0.157 Yπερκρίσιµη 

0.15 0.0010 0.250 0.35 0.058 0.659 0.088 0.392 22.76 0.074 Υποκρίσιµη 

0.15 0.0001 0.250 0.35 0.058 0.659 0.088 0.124 7.20 0.035 Υποκρίσιµη 

 

(β) Λύνουµε την εξίσωση του Manning ως προς J, δεδοµένου ότι όλοι οι υπόλοιποι 

όροι είναι γνωστοί. Το κρίσιµο βάθος υπολογίζεται κατά τα γνωστά. 

J
n V

R
=

2 2

4 3/
 

y Β A P R Q V Jo yc Χαρακτηρισµός 

(µ) (µ) (µ) (µ) (µ) (λ/δλ) (µ/δλ)  (µ) ροής 

0.1 0.35 0.038 0.556 0.067 5 0.13 0.0002 0.027 Υποκρίσιµη 

0.1 0.35 0.038 0.556 0.067 50 1.33 0.0166 0.124 Yπερκρίσιµη 

 

(γ) Στην τραπεζοειδή διατοµή το οµοιόµορφο βάθος υπολογίζεται από την 

επαναληπτική σχέση 
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( )
5/3

3/2
2

2/1
12

1





 ++
+

= zyb
J

Qn

zyb
y  

Q Z n Β Jo yο 

(λ/δλ)   (µ)  (µ) 

50 0.25 0.016 0.35 0.0100 0.118 

50 0.25 0.016 0.35 0.0010 0.251 

50 0.25 0.016 0.35 0.0001 0.525 

      

30 0.25 0.016 0.35 0.0100 0.085 

30 0.25 0.016 0.35 0.0010 0.179 

30 0.25 0.016 0.35 0.0001 0.379 

 

Άσκηση B.3 

Σε ένα διευθετηµένο ρέµα υπάρχει η ανάγκη της καταστροφής της ενέργειας του νερού  µε 

την δηµιουργία λεκάνης κατάντη του αναβαθµού όπως φαίνεται στο σχήµα. 

(α) Να υπολογιστεί το βάθος ροής στη διατοµή (2) του ορθογωνικού αγωγού για ύψος 

πτώσης D = 2.00 m µε χρήση του θεωρήµατος ενέργειας. 

(β) Να υπολογιστεί το βάθος ροής στη διατοµή (3) του ορθογωνικού αγωγού κατάντη, 

για ύψος αναβαθµού d = 0.50 m µε χρήση του θεωρήµατος ορµής. 

(γ) Να υπολογιστούν οι απώλειες ενέργειας του υδραυλικού άλµατος µεταξύ των διατοµών 

(2) και (3). 

∆εδοµένα: παροχή Q = 140 m3/s,  πλάτος B = 14 m και βάθος ανάντη y
1
 = 2.17 m. Η 

ροή να θεωρηθεί οµοιόµορφη στις διατοµές (1), (2) και (3) και η πίεση ότι κατανέµεται 

υδροστατικά. Να αµεληθούν οι απώλειες λόγω διατµητικών τάσεων στο όριο. 

 

Απάντηση 

(α) Η ταχύτητα στη διατοµή (1) είναι 

( ) =×== 17.214/140/ 11 byQV  4.61 m/s. 

D 

y3 

y2 

y1 

(1) (2) (3) 

d 
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Εφαρµόζουµε την εξίσωση ενέργειας µεταξύ των διατοµών (1) και (2) 

( )
D E E D y

V

g
y

V

g
y

Q

g by
+ = ⇔ + + = + = +1 2 1

1

2

2

2

2

2

2

2

22 2 2
. 

Με δοκιµές υπολογίζουµε το βάθος ροής στη διατοµή (2) 

y2 = 1.11 m. 

(β) Εφαρµόζουµε την εξίσωση ορµής µεταξύ των διατοµών (2) και (3) 

F F F Q V Vpx x gx+ + = −τ ρ ( )3 2  

όπου Fτx ≈ 0, Fgx ≈ 0 και  

2

)(

2

2

3

2

2

32

dyb
g

by
gFFF pppx

+
−=−= ρρ  

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση ορµής τη δύναµη των πιέσεων και τις ταχύτητες 

V2=Q/by2, V3=Q/by3  καταλήγουµε στη σχέση 

⇒







−=

+
−=

23

2

2

3

2

2 11

2

)(

2 AA
Q

dyb
g

by
gFpx ρρρ  

⇒







−=

+
−

23

22

3

2

2 11

2

)(

2 AAg

Qdybby
 

⇒







−=−−−

23

22

3

3

3

2

2

11

222 AAg

Qbd
dA

y
A

y
A  

A y A y A d
bd Q

g A A
2 2 3 3 3

2 2

3 22

1 1
− − − = −









 ; y

y
y

y
2

2

3

3

2 2
= =,  

Εποµένως 

A y
Q

gA
A y

Q

gA
A d

bd
2 2

2

2

3 3

2

3

3

2

2
+ = + + +   ⇔  M M A d

bd
2 3 3

2

2
= + +  

Η λύση επιτυγχάνεται µε δοκιµές απ' όπου προκύπτει ότι 

y3 = 3.15 m. 

(γ) Οι απώλειες ενέργειας στο άλµα υπολογίζονται από τη σχέση 

H H y
V

g
d y

V

g
2 3 2

2

2

3

3

2

2 2
− = +









 − + +









   

όπου V2 = Q/by2 = 9.01 m/s    και    V3 = Q/by3 = 3.17 m/s 

Εποµένως  

Η2 - Η3 = 5.25 - 4.16 = 1.08 m. 
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Άσκηση B.4  

Για τη διώρυγα του σχήµατος µε ηµικυκλικό το 

χαµηλότερο τµήµα της (d=4m): 

(α) Να προσδιορίσετε την παροχή που µεταφέρει 

όταν το βάθος ροής είναι 2m και η ροή είναι 

κρίσιµη. 

(β) Ποια είναι η (κρίσιµη) κλίση του αγωγού; 

(γ) Ποιο θα είναι το βάθος ροής σε περίπτωση που 

η παροχή της διώρυγας τριπλασιαστεί; 

(δ) Να χαρακτηρίσετε τη ροή του ερωτήµατος (γ) 

σαν υποκρίσιµη ή υπερκρίσιµη. 

∆εδοµένα: Συντ. τραχύτητας Manning n = 0.016. 

Απάντηση 

(α) Εφόσον η ροή είναι κρίσιµη, ισχύει ότι  

1===
c

c

gD

V

gD

V
Fr  

και ότι το κρίσιµο βάθος είναι yc=2m. Όµως  

Ac = πd
2
/8 = 2π = 6.28m

2
 

Τc = 4m 

Dc = Ac/Tc=0.5π = 1.57m 

και εποµένως 

== cc gDV 3.93m ⇒ == cc AVQ 24.66m
3
/s. 

(β) Η (κρίσιµη) κλίση του αγωγού θα προκύψει από τη σχέση του Manning 

PARJR
n

V /;
1

= 2/13/2 = ,  

όπου  Ac = πd
2
/8 = 2π = 6.28m

2
 

Pc = πd/2 = 2π = 6.28m 

Rc = 1m 

Εποµένως 

=

2

3/2 




=
R

nV
J c 0.0039. 

(γ) Το βάθος ροής θα προσδιοριστεί µε δοκιµές. Εάν το βάθος ροής πάνω από το 

επίπεδο τµήµα της διατοµής είναι y, τότε 

A = πd
2
/8 + 6y = 2π = 6.28 + 6y 

P = πd/2 + 2y + 2 = 6.28 + 2(y+1) 

2 m 

b = 6 m 

d = 4 m 
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)1(228.6

628.6

++
+

=
y

y
R  

Η παροχή είναι  Q1 = 3Q = 3x24.66 = 74m
3
/s, και η σχέση του Manning γίνεται 

2/1

3/2

2/13/2

1 )0039.0(
)1(228.6

628.6
)628.6(

016.0

1
74

1
= 









++
+

+=⇒
y

y
yJRA

n
Q , 

απ’ όπου µε δοκιµές προκύπτει ότι y = 1.51m, δηλαδή το βάθος ροής είναι  

y1 = 2 + 1.51 = 3.51m. 

(δ) Από τα παραπάνω έχουµε ότι 

A = πd
2
/8 + 6y = 2π = 6.28 + 6 x 1.51 = 15.37m

2
 

Τ  = 6m 

D = A/T = 2.56m 

V = Q1/A = 4.82m/s 

Εποµένως 

196.0
56.2

82.4
<===

ggD

V
Fr  

και η ροή είναι υποκρίσιµη. 

 

Άσκηση B.5  

(α) Να προσδιορίσετε την παροχή που µεταφέρει η 

διώρυγα, όταν η µικρή κοίτη (τραπέζιο) βάθους Η 

ρέει πλήρης.  

(β) Να χαρακτηρήσετε τη ροή. 

(γ) Σε περίπτωση που µεταφέρεται τριπλάσια 

παροχή, ποιο θα είναι το βάθος της οµοιόµορφης 

ροής µε δεδοµένο ότι η ταχύτητα δεν είναι ίδια σε 

ολόκληρη τη διατοµή. 

∆εδοµένα: Jo=0.0015, n=0.016, b=3m, Η=2m, B=4m. 

 

Απάντηση 

(α) Όταν η ελεύθερη επιφάνεια είναι στη διακεκοµµένη γραµµή, Α=8m
2
 και P=7.83m, 

εποµένως R=1.02m και από τη σχέση του Manning  

2/13/2
JR

n

A
AVQ == =19.65m

3
/s. 

(β) Στη µικρή κοίτη Τ=5m και D=A/T=1.60m και V=Q/A=2.46m, εποµένως 

B 

1 

b+H 

1 

H 
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gD

V
Fr = =0.62 < 1 

και η ροή χαρακτηρίζεται ως υποκρίσιµη. 

(γ) 3Q=58.94m
3
/s.  

Χωρίζουµε την κοίτη όπως στο σχήµα. Το τµήµα αριστερά έχει πλάτος ελεύθερης 

επιφάνειας Β, ενώ το δεξιά b+H. Εάν οι παροχές που µεταφέρονται από τα δύο τµήµατα 

είναι Q1 και Q2 αντίστοιχα, τότε 

( )3/2

22

3/2

11

2/1

213 RARA
n

J
QQQ +=+=  

όπου µετρώντας το βάθος y από τον πυθµένα της ευρείας κοίτης  

Α1=Βy, P1=B+y, R1=By/(B+y) και 

Α2=8+by, P2=7.83+y, R2=(8+by)/(7.83+y). 

Μετά από δοκιµές προκύπτει ότι y = 1.27m, δηλαδή ότι το βάθος ροής είναι 3.27m. 

 

Άσκηση B.6   

Η τριγωνική τάφρος του σχήµατος µε κλίσεις πρανών 4:1 και 1:1 που βρίσκεται στο 

πλάι ενός δρόµου, έχει συντελεστή τριβών του Manning n = 0.016 και µεταφέρει 

παροχή 0.8m
3
/s.  

(α) Να προσδιορίσετε το κρίσιµο βάθος. 

(β) Για τις κλίσεις πυθµένα του σχήµατος να προσδιορίσετε τα οµοιόµορφα βάθη ροής. 

(γ) Να προσδιορίσετε τη µορφή της ελεύθερης επιφάνειας σχηµατικά και να 

χαρακτηρίσετε τις καµπύλες. 

Τα µήκη των τριών τµηµάτων της τάφρου είναι επαρκώς µεγάλα. 

 

 

Απάντηση 

Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις για την τριγωνική τάφρο του σχήµατος 

J2=0.02 

J3=0.002 

J1=0.0015 

4 
1 1 

1 

1m 

Μ2 

S2 
Μ3 

Μ1 
y=y3 

y=0.39m 

y=0.35m 

y=yc 
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Τ = y + 4y = 5y R = A/P = 0.451 y 

A = Ty/2 = 2.50 y
2
 D = A/T = 0.50 y 

P = y (2
1/2

 + (16 + 1)
1/2

) = 5.537 y  

(α) Το κρίσιµο βάθος υπολογίζεται από τη σχέση Fr = 1, όπου για την τριγωνική τάφρο 

ισχύει 

=









=⇔===

5/2
2

50.050.2
1

)50.0(

50.2

g

Q
y

yg

y

Q

gD

VFr c 0.461m. 

(β) Τα οµοιόµορφα βάθη για κάθε µια κλίση θα υπολογιστούν από τη σχέση του 

Manning  

8/3

3/5

3/2

2/1

2/1

3/2
22

2/13/2

)5.2(

)537.5(

537.5

5.25.2








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






=⇒==

J

nQ
yJ

y

y

n

y
QJR

n

A
AVQ . 

Τα οµοιόµορφα βάθη που προκύπτουν είναι 

κλίση J1 = 0.0015 y1 = 0.571m > yc  (υποκρίσιµη ροή) 

κλίση J2 = 0.02 y2 = 0.351m < yc  (υπερκρίσιµη ροή) 

κλίση J3 = 0.002 y3 = 0.541m > yc  (υποκρίσιµη ροή) 

(γ) Από το τµήµα 1 στο τµήµα 2 έχουµε µετάβαση από υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη 

ροή, εποµένως καµπύλες Μ2 και S2. 

Από το τµήµα 2 στο τµήµα 3 έχουµε µετάβαση από υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη ροή, 

εποµένως θα δηµιουργηθεί υδραυλικό άλµα. Η θέση του άλµατος προσδιορίζεται αφού 

υπολογίσουµε τα συζυγή βάθη των y2 και y3. Από την εξίσωση της ειδικής δύναµης 

έχουµε ότι 

( )2

2

22

5.2
35.2

y
y

gy

Q
Ay

gA

Q
M +=+= . 

Από την παραπάνω εξίσωση Μ2 = Μ2σ προκύπτει ότι y2σ = 0.593m > y3 = 0.541m, 

δηλαδή το άλµα θα δηµιουργηθεί στα κατάντη της αλλαγής κλίσης. Από την παραπάνω 

εξίσωση Μ3 = Μ3σ προκύπτει ότι y3σ = 0.39m. Εποµένως στην αρχή του τρίτου 

τµήµατος έχουµε καµπύλη Μ3 µε βάθη 0.351m στα ανάντη και 0.39m στο σηµείο 

δηµιουργίας υδραυλικού άλµατος. 

Επειδή η στάθµη της δεξαµενής είναι 1m > y3 = 0.541m, στην κατάληξη της διατοµής 3 

έχουµε καµπύλη Μ1.  

Τα προφίλ ελεύθερης επιφάνειας φαίνονται σχηµατικά στην εκφώνηση. 

 

Άσκηση B.7 

Επενδυµένη ορθογωνική τάφρος πλάτους b=2m µε συντ. τραχύτητας Manning n=0.016, 

µεταφέρει παροχή 10m
3
/s από ταµιευτήρα ανάντη και καταλήγει σε ελεύθερη πτώση. 
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Για τη µηκοτοµή του σχήµατος µε δεδοµένες τις κλίσεις πυθµένα και µεγάλα κατά 

τµήµα µήκη L1 και L2: 

(1) Να καθοριστούν το κρίσιµο βάθος και τα βάθη της οµοιόµορφης ροής σε κάθε 

τµήµα. 

(2) Εάν το βάθος ροής στα ανάντη της τάφρου µε κλίση J3 = 0 είναι y = 2.00m, να 

χαραχθούν σε σκαρίφηµα και να αιτιολογηθούν πλήρως οι καµπύλες της ελεύθερης 

επιφάνειας του νερού καθ’ όλο το µήκος του αγωγού. 

(3) Να υποδείξετε και αιτιολογήσετε τον τρόπο υπολογισµού του µήκους L3 της τάφρου 

µε οριζόντιο πυθµένα. 

 

Απάντηση 

(1) Το κρίσιµο βάθος υπολογίζεται από τη σχέση Fr = 1, όπου για την ορθογωνική 

τάφρο ισχύει 

=







=

3/1

2

2

gb

Q
yc  1.37m. 

(2) Τα οµοιόµορφα βάθη για κάθε µια κλίση θα υπολογιστούν από τη σχέση του 

Manning για ορθογωνική διατοµή 

⇒== 2/13/2
JR

n

A
AVQ   

5/3

3/2

2/1
)2(

1



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 += yb
J

Qn

b
y  

Τα οµοιόµορφα βάθη που προκύπτουν µετά από διαδοχικές δοκιµές είναι 

κλίση J1 = 0.003 y1 = 1.93m > yc  (υποκρίσιµη ροή) 

κλίση J2 = 0.02 y2 = 0.92m < yc  (υπερκρίσιµη ροή) 

κλίση J3 = 0.00 y3 = ∞∞∞∞ > yc   (υποκρίσιµη ροή) 

(γ) Από το τµήµα 1 στο τµήµα 2 έχουµε µετάβαση από υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη 

ροή, εποµένως καµπύλες Μ2 και S2. 

Από το τµήµα 2 στο τµήµα 3 έχουµε µετάβαση από υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη ροή, 

εποµένως θα δηµιουργηθεί υδραυλικό άλµα. Η θέση του άλµατος προσδιορίζεται αφού 

J2=0.02 
J3=0 

Ελεύθερη 

πτώση J1=0.003 y3=2.0m 

L3 

Μ2 

S2 

S1 
H2 
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υπολογίσουµε τα συζυγή βάθη των y2 και y3. Από την εξίσωση της ειδικής δύναµης 

έχουµε ότι 

( )by
y

gby

Q
Ay

gA

Q
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2

22

+=+= . 

Από την παραπάνω εξίσωση Μ2 = Μ2σ προκύπτει ότι y2σ = 1.943m < y3 = 2.0m, δηλαδή 

το άλµα θα δηµιουργηθεί στα ανάντη της αλλαγής κλίσης. Εποµένως στο πέρας του 2
ου

 

τµήµατος έχουµε καµπύλη υπερύψωσης S1, ενώ στο πέρας του τρίτου τµήµατος έχουµε 

καµπύλη Η2 που στο σηµείο της ελεύθερης πτώσης διέρχεται από το κρίσιµο βάθος. 

Τα προφίλ ελεύθερης επιφάνειας φαίνονται σχηµατικά στην εκφώνηση. 

(3) Θα γίνει αριθµητική ολοκλήρωση προς τα πίσω, από το σηµείο της ελεύθερης 

πτώσης y=yc έως y = 2m για τον προσδιορισµό του µήκους που χρειάζεται να 

αναπτυχθεί το προφίλ της ελεύθερης επιφάνειας. Ο υπολογισµός φαίνεται παρακάτω 

για Q=10m
3
/s, b=2m, Jo=0, n=0.016: 

 

y A P R V E ∆Ε JE JE(bar) Jo-JE ∆x ΧΘ 

1.37 2.7 4.73 0.58 3.66 2.049  0.00714    0.00 

1.40 2.8 4.80 0.58 3.57 2.050 0.001 0.00670 0.00692 -0.00692 -0.18 -0.18 

1.45 2.9 4.90 0.59 3.45 2.056 0.006 0.00613 0.00641 -0.00641 -0.93 -1.10 

1.50 3.0 5.00 0.60 3.33 2.066 0.010 0.00562 0.00587 -0.00587 -1.75 -2.85 

1.55 3.1 5.10 0.61 3.23 2.080 0.014 0.00517 0.00540 -0.00540 -2.60 -5.46 

1.60 3.2 5.20 0.62 3.13 2.098 0.017 0.00478 0.00497 -0.00497 -3.49 -8.95 

1.65 3.3 5.30 0.62 3.03 2.118 0.020 0.00442 0.00460 -0.00460 -4.41 -13.36 

1.70 3.4 5.40 0.63 2.94 2.141 0.023 0.00410 0.00426 -0.00426 -5.37 -18.73 

1.75 3.5 5.50 0.64 2.86 2.166 0.025 0.00382 0.00396 -0.00396 -6.35 -25.08 

1.80 3.6 5.60 0.64 2.78 2.193 0.027 0.00356 0.00369 -0.00369 -7.37 -32.46 

1.85 3.7 5.70 0.65 2.70 2.222 0.029 0.00333 0.00344 -0.00344 -8.43 -40.88 

1.90 3.8 5.80 0.66 2.63 2.253 0.031 0.00312 0.00322 -0.00322 -9.52 -50.40 

1.95 3.9 5.90 0.66 2.56 2.285 0.032 0.00292 0.00302 -0.00302 -10.64 -61.05 

2.00 4.0 6.00 0.67 2.50 2.319 0.033 0.00275 0.00284 -0.00284 -11.80 -72.85 

 

Το βάθος ροής θα είναι 2m σε απόσταση περίπου 73m ανάντη της ελεύθερης πτώσης. 
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Άσκηση B.8 

Η τριγωνική τάφρος του σχήµατος µε κλίσεις πρανών 3:1 και 1:1 που βρίσκεται στο 

πλάι ενός δρόµου, έχει συντελεστή τριβών του Manning n=0.014 και ελεύθερη πτώση 

σε οχετό του δρόµου. Εάν το βάθος ροής στην πτώση είναι 0.55m:  

(α) Για τις κλίσεις πυθµένα του σχήµατος να προσδιορίσετε τα οµοιόµορφα βάθη ροής. 

(β) Να προσδιορίσετε τη µορφή της ελεύθερης επιφάνειας σχηµατικά και να 

χαρακτηρίσετε τις καµπύλες. 

Τα µήκη των τριών τµηµάτων της τάφρου είναι επαρκώς µεγάλα. 

 

Απάντηση 

Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις για την τριγωνική τάφρο του σχήµατος 

Τ = y + 3y = 4y 

A = Ty/2 = 2y2 

P = y (21/2 + (9 + 1)1/2) = 4.576y 

R = A/P = 0.437 y 

D = A/T = 0.50 y 

(α) Η κλίση πριν από την ελεύθερη πτώση είναι πολύ µικρή, µπορούµε εποµένως να 

θεωρήσουµε ότι η ροή στο τρίτο τµήµα είναι υποκρίσιµη (πράγµα που θα πρέπει να 

αποδειχθεί) και εποµένως το βάθος ροής στην πτώση είναι το κρίσιµο βάθος. Το 

κρίσιµο βάθος υπολογίζεται από τη σχέση Fr = 1, όπου για την τριγωνική τάφρο ισχύει 

1
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κλίση J1 = 0.001 y1 = 0.699m > yc  (υποκρίσιµη ροή) 

κλίση J2 = 0.01 y2 = 0.454m < yc  (υπερκρίσιµη ροή) 

κλίση J3 = 0.0005 y3 = 0.796m > yc  (υποκρίσιµη ροή – παραδοχή ότι y=yc 

      στη πτώση είναι σωστή) 

(β) Από το τµήµα 1 στο τµήµα 2 έχουµε µετάβαση από υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη 

ροή, εποµένως καµπύλες Μ2 και S2. 

Από το τµήµα 2 στο τµήµα 3 έχουµε µετάβαση από υπερκρίσιµη σε υποκρίσιµη ροή, 

εποµένως θα δηµιουργηθεί υδραυλικό άλµα. Η θέση του άλµατος προσδιορίζεται αφού 

υπολογίσουµε τα συζυγή βάθη των y2 και y3. Από την εξίσωση της ειδικής δύναµης 

έχουµε ότι 
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Από την παραπάνω εξίσωση Μ2 = Μ2σ προκύπτει ότι y2σ = 0.663m < y3 = 0.796m, 

δηλαδή το άλµα θα δηµιουργηθεί στα ανάντη της αλλαγής κλίσης Καµπύλη S1.  

Τέλος πριν από την πτώση θα δηµιουργηθεί καµπύλη Μ2. 

Τα προφίλ ελεύθερης επιφάνειας φαίνονται σχηµατικά στην εκφώνηση. 

 

Άσκηση B.9 

Οριζόντια διώρυγα µε ορθογωνική διατοµή όπως φαίνεται στο σχήµα, επενδυµένη µε 

σκυρόδεµα n = 0.016 και µήκους 500 m υδροδοτείται από ταµιευτήρα ανάντη και 

καταλήγει σε πτώση. 

Να υπολογιστεί η παροχή Q που µεταφέρεται. Θεωρείστε συντελεστή απωλειών 

εισόδου Κ = 0.20. 

 

 

 

Απάντηση 

Έστω ότι η παροχή στη διώρυγα είναι γνωστή. Τότε γνωρίζουµε και το βάθος ροής 

στην πτώση (κρίσιµο βάθος). Ολοκληρώνουµε αριθµητικά την καµπύλη H2 από την 

πτώση έως τον ταµιευτήρα και υπολογίζουµε το ύψος ενέργειας εκεί. Αν είναι Η = 2.0 

τότε η αρχική µας υπόθεση είναι σωστή αλλιώς επαναλαµβάνουµε τον υπολογισµό µε 

διαφορετική παροχή. Στον ταµιευτήρα (x = -500 m) ισχύει 

b = 1.0 m L= 500 m 

H= 2.0m 
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1η ∆οκιµή: Q = 1.0 m
3
/s, yc = (Q

2
/b

2
g)

1/3
 = 0.47 m. 

Με αριθµητική ολοκλήρωση (καµπύλη Η2) προκύπτει ότι Η ≈ Ε = 1.31 m < 2.0 m (βλ. 

συνηµµένο πίνακα υπολογισµών). Εποµένως Q > 1.0 m
3
/s. 

 

2η ∆οκιµή: Q = 1.5 m
3
/s, yc = (Q

2
/b

2
g)

1/3
 = 0.61 m. 

Με αριθµητική ολοκλήρωση (καµπύλη Η2) προκύπτει ότι Η ≈ Ε = 1.66 m < 2.0 m (βλ. 

συνηµµένο πίνακα υπολογισµών). Εποµένως Q > 1.5 m
3
/s. 

 

3η ∆οκιµή: Q = 2.0 m
3
/s. 

yc = (Q
2
/b

2
g)

1/3
 = 0.74 m. 

Με αριθµητική ολοκλήρωση (καµπύλη Η2) προκύπτει ότι Η ≈ Ε = 2.00 m που είναι το 

ζητούµενο ύψος ενέργειας (βλ. συνηµµένο πίνακα υπολογισµών). (Η = 2.005 m). 

Εποµένως Q = 2.0 m
3
/s. 

 

Καµπύλες H2 

∆εδοµένα: B=1m, Z=0, n=0.016, Jo=0 

 

1η ∆οκιµή Q=1m
3
/s 

y Q A P R V E ∆Ε JE JE(bar) Jo-JE ∆x x 

0.47 1 0.467 1.93 0.24 2.14 0.701  0.0078    0 

0.57 1 0.567 2.13 0.27 1.76 0.726 0.02 0.0047 0.0062 -0.0062 -4.00 -4 

0.67 1 0.667 2.33 0.29 1.50 0.782 0.06 0.0031 0.0039 -0.0039 -14.53 -19 

0.77 1 0.767 2.53 0.30 1.30 0.854 0.07 0.0021 0.0026 -0.0026 -27.75 -46 

0.87 1 0.867 2.73 0.32 1.15 0.935 0.08 0.0016 0.0019 -0.0019 -43.71 -90 

0.97 1 0.967 2.93 0.33 1.03 1.022 0.09 0.0012 0.0014 -0.0014 -62.46 -152 

1.07 1 1.067 3.13 0.34 0.94 1.112 0.09 0.0009 0.0011 -0.0011 -84.06 -237 

1.17 1 1.167 3.33 0.35 0.86 1.205 0.09 0.0008 0.0009 -0.0009 -108.54 -345 

1.27 1 1.267 3.53 0.36 0.79 1.299 0.09 0.0006 0.0007 -0.0007 -135.94 -481 

1.28 1 1.280 3.56 0.36 0.78 1.311 0.01 0.0006 0.0006 -0.0006 -19.77 -501 

 

(1+k)V
2
/2g = 0.037 
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2η ∆οκιµή 

y Q A P R V E ∆Ε JE JE(bar) Jo-JE ∆x x 

0.61 1.5 0.612 2.22 0.28 2.45 0.918  0.0086    0 

0.71 1.5 0.712 2.42 0.29 2.11 0.938 0.02 0.0058 0.0072 -0.0072 -2.79 -3 

0.81 1.5 0.812 2.62 0.31 1.85 0.986 0.05 0.0042 0.0050 -0.0050 -9.56 -12 

0.91 1.5 0.912 2.82 0.32 1.64 1.050 0.06 0.0031 0.0036 -0.0036 -17.53 -30 

1.01 1.5 1.012 3.02 0.33 1.48 1.124 0.07 0.0024 0.0028 -0.0028 -26.73 -57 

1.11 1.5 1.112 3.22 0.34 1.35 1.205 0.08 0.0019 0.0022 -0.0022 -37.18 -94 

1.21 1.5 1.212 3.42 0.35 1.24 1.290 0.09 0.0016 0.0017 -0.0017 -48.89 -143 

1.31 1.5 1.312 3.62 0.36 1.14 1.379 0.09 0.0013 0.0014 -0.0014 -61.88 -205 

1.41 1.5 1.412 3.82 0.37 1.06 1.470 0.09 0.0011 0.0012 -0.0012 -76.16 -281 

1.51 1.5 1.512 4.02 0.38 0.99 1.562 0.09 0.0009 0.0010 -0.0010 -91.75 -372 

1.61 1.5 1.612 4.22 0.38 0.93 1.656 0.09 0.0008 0.0009 -0.0009 -108.66 -481 

1.62 1.5 1.620 4.24 0.38 0.93 1.664 0.01 0.0008 0.0008 -0.0008 -9.36 -490 

 

(1+k)V
2
/2g = 0.052 

 

3η ∆οκιµή 

y Q A P R V E ∆Ε JE JE(bar) Jo-JE ∆x x 

0.74 2 0.742 2.48 0.30 2.70 1.112  0.0093    0 

0.89 2 0.892 2.78 0.32 2.24 1.148 0.04 0.0059 0.0076 -0.0076 -4.70 -5 

1.04 2 1.042 3.08 0.34 1.92 1.229 0.08 0.0040 0.0049 -0.0049 -16.47 -21 

1.19 2 1.192 3.38 0.35 1.68 1.335 0.11 0.0029 0.0035 -0.0035 -30.57 -52 

1.34 2 1.342 3.68 0.36 1.49 1.455 0.12 0.0022 0.0025 -0.0025 -47.05 -99 

1.49 2 1.492 3.98 0.37 1.34 1.583 0.13 0.0017 0.0019 -0.0019 -65.95 -165 

1.64 2 1.642 4.28 0.38 1.22 1.717 0.13 0.0014 0.0015 -0.0015 -87.30 -252 

1.79 2 1.792 4.58 0.39 1.12 1.855 0.14 0.0011 0.0012 -0.0012 -111.12 -363 

1.94 2 1.942 4.88 0.40 1.03 1.996 0.14 0.0009 0.0010 -0.0010 -137.45 -501 

 

 (1+k)V
2
/2g =0.065 
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Αυτή η σελίδα έχει αφεθεί σκόπιµα λευκή. 

 












