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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Αἱ ἐξελίξεις τῆς τελευταίας τριαιονταετίας εἷς τῶν ἐπιστήμην 
τῆς ὑδραυλιμῆς δημιουργοῦν τήν ἀνάγμην μιᾶς μαλυτέρας πμαΐ yeviuw- 

τέρας ἑδράσεως τῶν θεωρητιμῶν βάσεων αὐτῆς. 
Μία τοιαύτη θεωρητιμή ἀντιμετώπισις τῆς ὑδραυλιμιῆς παρουσιᾶ- 

le1 τά ἑξής βασιιά πλεονευτήματα év σχέσει μέ ἄλλας προγενεστέρας 
μεθόδους, ἀπολουθοιπιένας uai μέχρι σήμερον. 
α) Συνδέει τῆν ὑδραυλπιῆν μέ τούς λοιπούς υλάδους τῆς ἐφηρμοσμέ - 
νης φυσιιῆς πού ἐνδιαφέρουν τόν unyaviudv, ὅπως θεωρίαν ἐλαστιιό- 
τητος, ἀεροδυναμιμῆν, θερμοδυναμτμῆν, ἐδαφομηχαντμήῆν u, λπ. 
ϱ) Εΐναι ἀπηλλαγμένη ἀσαφειῶν ἤ σφαλμάτων εἰς τᾶς ἀρχιμάς παραδο- 

χάς παΐ εἰς τάς συνθήμας τῶν ὁρίων, διότι ἐμμινεῖ ἀπό γενιτιάς ἀρχάς 
τῆς υλασσιμής μηχανιμήῆς διά νά ματαλήῤξη εἰς τούς ἐπί μέρους νόμους 

ἐπί τῇ βάσει αὐστηρᾶς μαθηματιμῆς ἀναλύσεως. 
γ) Efvai πολύ ταχυτέρα uai πλεόν παραστατιμήδιότι στηρίζεται εἰς τόν 
διανυσματιμόν λογισμόν uai εἴς τινα στοιχεῖα τοῦ τανυστιμοῦ λογισμοῦ. 
ὃ) Δίδει τᾶς ῥάσεις εἰς τόν σπουδαστῆν μηχανιμόν διά τῆν παραμολού- 
θησιν τῆς συγχρόνου Ριβλιογραφίας uai τῶν τελευταίων ἐέἑελίέεων εἰς 
τόν τομέα τῆς ὑόραυλιιῆς ἤ εἰς ἄλλους συγγενεῖς τομεῖς. 

Ἢ ἀνάπτυέξις τῶν ἀρχῶν τῆς θεωρητιμῆς υμαΐ ἐφηρμοσμένης ὑδραυ- 
λιιῆς ὑπό τό πρῖσμα αὐτό ἀπαιτεῖ βεβαίως ἕν σχετιμῶς ὑψηλόν ἐπίπε - 
δον μαθηματιμῶν. Πλήν ὅμως, διά τῆς συστηματιιῆς εἰσαγωγῆς ὅλων τῶν 
νέων ἐννοιῶν εἰς εἰδιιά μεφάλαια ἤ εἰς τήν ἀρχήν μιᾶς ἑμάστης πα- 
ραγράφου, δημιουργοῦμεν μίαν ὁμαλῆν uai εὔμολον μετάβασιν ἀπό τάς 
γνωστᾶς βάσεις τῆς διδασιιομένης, εἰς τά δύο πρῶτα ἔττ, ὕλης τῶν ἀ- 
νωτέρων μαθηματιιῶν, πρός τά χρησιμοποιούμενα νέα στοιχεῖα τῶν ἐ- 

φηρμοσμένων μαθηματιιῶν. 
Ἡ ἐμπνευσμένη μαθοδήγησις μαΐ ἐποπτεία τοῦ uabnynrtol τῆς ἕ- 

ὅρας ὑδραυλπιῆς uai ὑδραυλιμῶν ἔργων u. N, ΧΩΡΑΦΑ ἀπετέλεσεν τόν 
ὁδηγόν διά τῆν σύνταξιν τοῦ παρόντος πρώτου τόµου ἐπί τῆς θεωρητι- 

ufc ὑδραυλιπιῆς. Ἐπφράᾶξω ὅθεν τᾶς θερµοτάτας pou εὐχαριστίας͵ἐλπί-. 
Wy ὅτι ἐπιτελεῖται οὕτω T6 πρῶτον βῆμα πρός πραγµατοποίησιν τοῦ 
ὑπ΄ αὐτοῦ ταχθέντος, ἀπ᾿ ἀρχῆς τῆς ἱδρύσεως τῆς ἔδρας, ἀντιμειμεντπιοῦ 
σμοποῦ 814 τῆν ἀνύψωσιν τοῦ ἐπιπέδου, τόν ἐπμσυγχρονισμόν παΐ τῆν 
ἐπιστημοντμῆν θεµελίωσιν τῆς θεωρητιμΏς ὑδραυλιμωῆς εἰς τά πλαίστα



2 Πρόλογος 

τῆς ἀντιστοίχου ἑλληνιτμής Ριβλιογραφίας. 
Θεωρῶ ἐπίσης μαθῆμον pou νᾶ εὐχαριστήσω uai ἐντεῦθεν τόν - 

θηγητΏν τῆς ἐφηρμοσμένης στατιμῆς μ.Γ. ΝΙΤΣΙΩΤΑΝ διά τᾶς πολυτί- 
µους ὑποδείξεις uai συµβουλᾶς, τᾶς ὁποίας μοῦ παρέσχε uab’OAnv τῆν 
διάρµειαν τῆς ουντάέεως. 

Ἡ, eic τόσον σύντομον χρονιμόν διάστηµα, ἔμδοσις τοῦ παρόν- 
τος τόμου µατέστη δυνατή χάρις εἰς τῆν ἰδιαιτέραν φροντίδα τοῦ σποι- 
δαστοῦ- βοηθοῦ u. I'. Μπαλαφούτα, μαθώς uai εἰς τῆν συµβολήν τῆς πα- 
ρασμευαστρίας u. A, Κυριαξῇ uai τῶν σπουδαστῶν- δοηθῶν δίδος I, Πα- 
παδοπέτρου uai τι. ι Δ, Μυλωνᾶ, Ν, Κωτσοβίνου uai A, Ῥολίμα, διά τῆν 
ὁποίαν uai τούς εὐχαριστῶ θερμῶς. 

Ὑπό τόν αὐτόν γενπιόν τίτλον ''Μαθήματα Ὑδραυλιμῆς'' εὑρί- 
ouetal ἤδη ὑπό ἔμδοσιν ὁ τόμος II, ''Εἰσαγωγῆ εἰς thv ἜἘφηρμοσμέ- 
νην Ὑδραυλιμήν'', προβλέπεται 8¢ πμαΐ ἡ ἔμδοσις τρίτου τόµου μέ στοι- 
χεῖα ἐπί τῶν ὑδραυλιτιῶν μηχανῶν. 

Θ. =, ΞϑΙανθόπουλος



EIZATQI'H 

Ἡ ἐπιστήμη τῆς φυσιυμῆς διαιρεῖται eic υλάδους uai ἔπαστος ἐξ 
αὐτῶν ἔχει πλείστας ὅσας ὑποδιαιρέσεις. Ἐἷς μλάδος ἤ μία ὑποόταίρε- 
σις χαραυτηρίζονται ἀπό μίαν σειράν νόμων ''ἐσωτεριμῆς συνθέσεως"' οἵ- 
τινες διέπουν €v ὡρισμένον σύνολον φαινομένων. Τό συγμειροτημένον 
αὐτό σύνολον φαινομένων θά ὀνομάσωμεν φυσιμῆν περιοχήν, ἡ δέ 
θεωρητιμή Udpavdiuh ἀποτελεῖ μίαν ὑποδιαίρεσιν, δηλαδή ἕν τμῆμα τῆς 
φυσιμῆς περιοχῆς τῆς μηχανιτιμῆς τῶν ρευστῶν uai προσδιορίζεται ἀπό 
τόν περιορισμόν τῆς ἐννοίας τοῦ ρευστοῦ εἰς τῆν εἰδτιιήν uarnyopiav 
τῶν ἀσυμπιέστων ρευστῶν uai δή τοῦ ὕδατος. 

Γεννᾶται ὅμως, διά τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιπιήν, ὡς uai διά τούς 
ἄλλους εἰδιμευμένους μλάδους τῆς φυσιμῆς, τό ἐρώτημα: Ποῖον εἶναι 
τό µριτΏριον τῆς ἐπιτυχοῦς μαθηματιμῆς ἐμφράσεως ἑνός νόµου ἐσωτε- 
ριμῆς συνθέσεως τῆς περιωρισµένης φυσπιῆς των περιοχΏς; 

Ἢ ἀπάντησις δίδεται ἁπλᾶ ὡς ἑξῆς: ''Μεταΐύ δύο νόµων ἐπμφρα- 
ἐδντων ἕν μαΐ τό αὐτό φαινόμενον ἑνός περιωρισµένου urddou τῆς φυ- 
σπαῆς, ἐπιτυχέστερος εἶναι ὁ ματαλαμβάνων µεγαλυτέραν ἔμτασιν φυστ- 
ufic περιοχΏῆς, ἤτοι ὁ ἐξἑερχόμενος τῶν στενῶν ὁρίων τοῦ ὑπ' ὄψιν υλά- 
δου uai πλησιᾶζων περισσότερον τῆν πηγήν τοῦ φαινομένου"'. 

Ἕν napdderypa δεπινύει σαφέστερον τήῆν ἀξίαν αὐτῆς τῆς ἀρχΏς: 

Ay 



4 Ε πτίσαγωγή 

ἜἝνστωσαν τρεῖς ἐρευνηταί, Ε,, E, , Ε, , ἐπιφορτισμένοι ὁ uabeic 

ἀνεξαρτήτως τῶν ἄλλων, νά ἐμφράσουν µαθηματιμῶς ἕνα φυσιμόν νόµον 
ἐπί τῷ βάσει τῶν μετρήσεων uai παρατηρῶσεων τᾶς ὁποίας 6 uabeic διε- 
ἐάγει εἰς ἕνα ὡρισμένον τοµέα ἐμφανίσεως τοῦ φυσιμοῦ φαινομένου.Ὑ- 
ποθέτοµεν ὅτι μαΐ ol τρεῖς ἐρευνηταί ἐμτελοῦν ὀρθᾶς peTphoeic uail 

ὅτι τό φυσιμόν φαινόμενον ὀύναται ἐν τῷ συνόλῳ Tou νά παρασταθΏ εἰς 
ἕν συµβατιμόν ἐπίπεδον Oxy , ὑπό popehv ἡμιτονοειδοῦς παμπύλης. 

ἜἝστωσαν x,, Χ2 , X3, αἱ ζῶναι εἰς τᾶς ὁποίας ἐἑετέλεσαν τᾶς 

παρατηρΏσεις uai μετρΏσεις των, ἀντιστοίχως ol ἐρευνηταί Ε,), E, ,E;. 
Προφανῶς, διά τόν ἐρευνητῆν E, τό φαινόμενον ἐμφράξεται ὑπό pop- 
φΏν εὐθείας, 814 τόν ἐρευνητῆν Ε, ὑπό μορφήν μαμπύλης 2ου βαθμοῦ, 
uaf μόνον ὁ ἐρευνητῆς Ε. εὑρίσιιει τῆν ὀρθῆν μαθηματιμήν ἔπφρασιν 

τοῦ φαινομένου, ἤτοι τῆν ἡμιτονοειδήῆ μαμπύλην. 
Ἡ ἐπιτυχία τοῦ ἐρευνητοῦ Ε, δέν ἔγμειται εἰς τῆν ἀπρίβειαν 

τῶν μετρήσεών του ἀλλά εἰς τῆν ἐπέυτασίν των εἰς μεγάλην ἐώνην ἐ- 
πιρροῆς τοῦ φαινομένου, ἤτοι εἰς τῆν διερεύνησιν μιᾶς φυσιμῆς περι- 
οχῆς μεγάλης ἐμτᾶσεως, 

Αὐτῆν ἀπμριβῶς τῆν γεντιήν ἀρχήν θέτομεν ὡς βάσιν διά τῆν ἀνά. 
πτυξιν τῆς θεωρητιμῆς ὑδραυλιιῆς, ééetdlovrec uat’ ἀρχῆν τά φαινόμε- 
va τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν uai εἰδιικεύοντες ἐν συνεχείς τάς ἐέι- 
σώσεις διά τῆν περίπτωσιν τῶν ἀσυμπιέστων ρευστῶν. 

᾿Αλλά uai 614 τῆν pnyaviuhv τῶν ρευστῶν στηριζόμεθα εἰς τὸ ὅ- 
τι οἱ νόµοι πού διέπουν τῆν δυναμιτμήν uai υνηττμῆν θεωρίαν τυχόν- 
τος ρευστοῦ ὑπαμούουν εἰς τᾶς αὐτᾶς ἀμριβῶς γενιμάς ἐξισώσεις τῆς 
μιᾶς éu τῶν δύο μεγάλων ὑποδιαιρέσεων τῆς μλασσιμῆς μηχανιμῆς, - 
τοι τῆς pnxaviuhc τῶν συνεχῶν péowv. 

Αὔτη ἐνμτείνεται ἀπό τῆς μηχανιμῆς τῶν ἰδεατῶν στερεῶν µέχρι 
τῆς τῶν πραγματιμῶν ἀερίων, pé ὅλας τᾶς μεταξύ τῶν δύο αὐτῶν ua- 
ταστᾶσεων, ἐνδιαμέσους popedc τῆς ὕλης, Ὑπό τό πρῖσμα αὐτό, ἡ µτ- 

χανιμή τῶν ρευστῶν ουνδέεται otevd pé τῆν πηγῆν τῶν φαινοµένων 
πού διέπουν τῆν μηχανιιῆν ἐν γένει, προμύπτει δέ pé συνέπειαν uai 
ουνέχειαν, ὡς ''εἰδιμῆ περίπτωσις"' ὡρισμένων γενπιῶν νόµων. 
Ἢ στενῆ αὐτῆ οὔνδεσις μιᾶς μεγάλης ματηγορίας φυσιμῶν νόµων εἰς 
ὡρισμένας γενιμάς ἐξισώσεις ἀποτελεῖ τήν βάσιν τῆς ἐπιτυχοὺς ἐμφρά- 
σεως τῶν φυσπμῶν νόµων uail piav ἀπό τᾶς αἰτίας τῆς ταχείας ἐξελίε- 
ως τῆς ἐπιστήμης, διότι δίδει εἰς τόν ἐρευνητῆν, φυσιμόν ἤ μµηχανι- 
udv, τῆν δυνατότητα τῆς µατανοῆσεως τοῦ φυσπιοῦ φαινομένου and τῶν 
"'πηγῶν'' του, ἐν συνεχείᾳ 8¢ τῆν éu τῶν πηγῶν ἄντλησιν νέων µατευ- 
θύνσεων ἐρεύνης. 

Μέ βῥάσιν τᾶς ἀνωτέρω ἀρχάς, διηρΏσαµεν 16 σύνολον τῆς ὕλης 
εἰς πέντε μύρια pépn. 

Τό πρῶτον pépoc ἀποτελεῖ τόν συνδετιιόν upluov μεταξύ τῆς 
πλασσιμής μηχανιμΏς uai τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν, Μετά piav σύντο- 
μον μαθηματιμήν προσαρµογῆν τῶν γενιμῶν ἐννοιῶν τῆς ἀναλύσεως uai 
δή τῆς γραμμιμῆς ἀλγέβρας uai τοῦ διανυσματιμοῦ λογισμοῦ εἰς τᾶς 
ἀνάγμας τῆς θεωρητιμΏής ὑδραυλιμῆς, ἀναφέρονται ἐν περιλώψει ὅλαι 

αἱ Bacwai ἀρχαί τῆς υλασσιιῆς μηχαντιῆς, ᾿Επαμολουθεῖ ἡ ματάστρω- 
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σις τῶν θεµελιωδῶν νόµων uai ἐξισώσεων τῆς μηχαντιῆς τῶν συνεχῶν µέ- 
σων ὑπό ἀναλυτιμῆν uai διανυσµατιμΏῆν μορφῆν, ἀναπτύσσεται δέ τέλος 
ἡ ἔννοια uai ἡ μορφή τοῦ τανυστοῦ τῶν τᾶσεων σηµείου τινός 814 τι- 
χόν συνεχές ὑλιιόν οὔστημα uai τοῦ τανυστοῦ τῶν παραμορφώσεων διά 
τῆν περίπτωσιν ὑλιμοῦ συστῆματος, ἱμανοποιοῦντος τᾶς φυσιμάς παΐ μα- 

θηµατιμάς συνθῆμας τῶν μλασσιμῶν ρευστῶν. 

Eic τό δεύτερον pépoc ἀναπτύσσονται ai γενιμαί ἐξισώσεις uai 
τά θεωρήματα τῆς στατιωῆς uai δυναμπιῆς τῶν ρευστῶν, ἐπί τῷ βάσει 
τῶν θεμελιωδῶν νόµων uai ἐξισῶώσεων τοῦ πρώτου µέρους.Ἐπαιιολουθεῖ ἡ 
εἰδίμιευσις τῶν ἐξισῶώσεων ἀνᾶ uarnyopiac υλασσιμῶν ρευστῶν uai éée- 
τάζονται αἱ Ρασπιώτεραι ἐφαρμογαί τῶν θεωρημᾶάτων BERNOULLI μαί πο- 
σοτῆτων μινήσεως 914 τῆν μηχανιμῆν τῶν ρευστῶν uai τῆν θεωρητιμήν 

ὑδραυλιμῆν. 
Τό τρίτον pépoc περιλαμβάνει τῆν µελέτην μιᾶς εἰδιμῆς µατηγο- 

ρίας μινήσεων, ἁπαντωμένων συχνότατα eic τῆν μηχαντιῆν τῶν ρευστῶν 
μαί εἰδιμώτερον εἰς τῆν θεωρητιμΏν ὑδραυλπιῆν. Πρόμετται περί τῶν ἐ- 
πιπξδων μινήσεων τῶν τελείων ἀσυμπιέστων ρευστῶν, 814 ροΏν μόνιμον 
uai ἀστρόβιλον, αἴτινες ἀποτελοῦν uai τῆν βάσιν διά τῆν µελέτην τῶν 
φαινομένων τῆς ὑπογείου ὑδαρυλιμῆς. 

Eic τό pépoc αὐτό ἀναπτύσσεται ἐντός τῶν ἄλλων μαί ἡ θεωρία 

τῶν ἀναλυτιμῶν συναρτήσεων μιγαδιμΏῆς μεταδλητῆς μετά τῆς συμμόρ- 
φου ἀπεπμονίσεως uai τῶν υυρίων ἐφαρμογῶν της εἷς τόν τομέα τῆς ὑ- 
δραυλιμῆς, Τέλος, eic ἰδιαίτερον μεφάλαιον ἐξετᾶἓονται αἱ μέθοδοι ἐ- 
πιλύσεως τῶν ἐπιπέδων μινήσεων διά τῆς ἀριθμητιμῆς ἀναλύσεως, δίδον - 

ται δέ uai ὡρισμένα βασιμά στοιχεῖα ἐπί τῶν ἠλευτρονμιῶν ὑπολογι- 
στῶν 014 piav πρώτην ἐἑοιππίωσιν ὡς πρός τόν τρόπον τῆς ἐφαρμογῆς 
των διά τῆν τελιμιήν ἐπίλυσιν τῶν δι’ ἀριθμητιμΏῆς ἀναλύσεως ἀντιμετω- 
πιζοµένων προβλημάτων τοῦ μηχανπιοῦ. 

Efc τό τέταρτον pépoc ἀναπτύσσεται ἡ γενιμῆ θεωρία ὁμοιότη - 

τος ἐπί TH Ρβάσει ὡρισμένων στοιχείων τῆς τοπολογίας, δίδονται δέ uai 
αἱ yeviuai µέθοδοι εὑρέσεως τῶν νόµων ὁμοιότητος μιᾶς QUOIUNG περτο- 
χΏς. ᾽Αμολουθεῖ ἡ εὕρεσις τῶν νόµων ὁμοιότητος τῆς θεωρητιμΏς ὑδραυ- 
λιμῆς 814 τῆς ἀπ᾿᾽εὐθείας µεθόδου, pé ἀνάλυσιν uai ἐφαρμογᾶς 814 τάς 
συνήθεις περιπτώσεις ροῆς τῶν μελετῶν ἐπί ὁμοιωμάτων ὑπό σμίιρυνσιν. 

Ἔν συνεχείᾳ δίδεται ἰδιαιτέρα προσοχή εἷς τῆν ἀνάπτυξιν τῆς 
διαστατιμΏῆς ἀναλύσεως τῷ βοηθείᾳ τοῦ ὑπολογισμοῦ διά μητρώων uai 
εἰς τῆν δι᾽αὐτῆς συστηματιιήῆν εὕρεσιν τῶν φυσιμῶν νόµων ual νόµων 
ὁμοιότητος ἑνός τυχόντος φαινομένου τῆς μηχανιμΏς τῶν ρευστῶν. 

Τέλος, ἀναλύονται τά uilpla χαραμτηριστιμά uai ai συναντώµεναι 
δυσχέρειαι uatd τᾶς µελέτας μεγάλων ὑδραυλπιῶν ἔργων ἐν ὁμοιώματι, 
ἀναπτύσσεται ἡ θεωρία τῆς στρεβλῆς υλίμαιιος uaf δίδεται 6 τρόπος τῆς 

ἐφαρμογῆς ταύτης εἰς τᾶς συνῆθεις περιπτώσεις τῶν ἐργαστηριαμῶν µε- 
λετῶν. 

Τό πέµπτον µέρος ἀναφέρεται εἰς τῆν µελέτην τῶν φυσιμῶν uai 
μαθηματιμῶν χαραμτηριστιωῶν τῆς στρωτῆς uai τυρβώδους ροΏῆς ὡς αΐ 
ὡρισμένων συνήθων περιπτώσεων στρωτῆς ροΏῆς τῶν ἀσυμπιέστων πραγµα- 
τιμῶν ρευστῶν, ἀποτελεῖ δέ τῆν βάσιν 814 τῆν ἐν συνεχείᾳ uaravon-
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σιν τῶν φαινομένων τῆς ἐφηρμοσμένης ὑδραυλιμῆς. 
Μετά τῆν ματάστρωσιν τῶν γενιμῶν ἐξισώσεων uai τῆν ἐφαρμογῆν 

των εἰς ὡρισμένας ἁπλάς περιπτώσεις μινήσεως, δίδεται ἡ ἀνηγμέντ 

popeh τῶν ἐξισώσεων τῆς μονίµου ροῖῆς τῶν ἀσυμπιέστων πραγµατιιῶν 
ρευστῶν uai ἐξ αὐτῆς προμύπτει ἡ φυσιμή σηµασία τοῦ ἀριθμοῦ τοῦ RE- 
YNOLDS εἰς τῆν ὑδραυλτπιῆν. 

᾽Αμολουθεῖ ὁ διαχωρισμός εἰς ροάς pé πιιρούς uai μεγάλους ἀρι- 
θμοῦς REYNOLDS uai διά τῆν δευτέραν περίπτωσιν προμύπτει ἡ μελέ- 
τη τῶν φαινοµένων τῆς στρωτῆς ὁριαμής στοιβάδος, τῇ βοηθείᾳ µαθι - 
ματιμοῦ ὁμοιώματος. έλος δίδονται ὡρισμένα yeviud στοιχεῖα ἐπί τῶν 

θεωριῶν περί στρωτῆς uai τυρβώδους ὁριαμῆς στοιβάδος. 
᾿Αντιμειμενπιός σμοπός τῆς παρούσης "'ἘΕπϊσαγωγῆς εἰς τῆν θεὼ 

ρητιμῆν ὑδραυλτιιῆν'' εἶναι ἡ ὑπεύθυνος παρουσίασις τῆς διδασµοµέ-τις 

ὕλης εἰς τό Γ΄ἔτος τοῦ τμήματος Πολιτιμῶν Μηχανιμῶν τῆς Πολιτε- 
χνιμῆς Σχολῆς τοῦ Α, Π. Θ, Ὑπεχρεώθημεν ὅμως νά ἐπειμιταθῶμεν μαΐς- ς 
τομεῖς μή συμπεριλαμβανομένους εἰς τῆν διδαμτέαν ὕλην,μέ τῆν πεποτ- 
θησιν ὅτι τοῦτο τιαθίσταται ἀπαραίτητον διά τῆν πληρεστέραν μαυτόρτι 
σιν τῶν ἐνδιαφερομένων σπουδαστῶν ἤ μηχανιμῶν. 

Ἢ ἀνάπτυξις τῶν ἐπί πλέον αὐτῶν θεµάτων λαμβάνει χώραν ὑὡπὸ 

τοῦ γρᾶφοντος ἐντός τῶν πλαισίων εἰδιμοῦ σεµιναρίου ὀργανωθέντος τῶν 
Φεβρουάριον 1965 uai λειτουργοῦντος ἔμτοτε uavoviulc πεταξύ τῶν ἐν- 
διαφεροµένων σπουδαστῶν μαΐ τοῦ προσωππιοῦ τῆς Edpac Ὑδρα:) ις 

μαΐί Ὑδραυλιμῶν ἜἝἜργων, ὡς ual τῆς Ἕδρας Θεωρητιμῆς Ὑδραυλπιῆς. 
'' Σημειοῦμεν τέλος ὅτι αἱ mapdypagor 19.1, 19.2, 21.3,21.4,23.5, 

ἀποτελοῦν πρωτότυπον συμβολήν εἰς τόν Topéa τῆς θεωρητιμῆς USpau- 
λταῆς, ai δέ παρᾶγραφοι 5.1.3, 5.4, 6.4, 7.2, 9.1, 9.4, 1Ό.1, 15,4, 

16.5.3, 20.1, 20,2, 22,1, 22.3, 24.1, 26.1, 27.2, ἐμφανίζουν udnorav 
πρωτοτυπίαν ὡς πρός τῆν διατύπωσιν γνωστῶν ἀρχῶν ἥ ἐξισώσεων, παρα- 
μαλοῦμεν δέ θερμῶς τούς Ἕλληνας uai ἔξνους εἰδιιούς συναδέλφους 
ὅπως τᾶς προσέέουν ἰδιαττέρως uai τάς ὑποβάλουν εἰς τῆν ἀνάλογον upl- 
τιμῆν. 

@, =, ΞξῷΙανθόπουλος 



ΚΥΡΙΩΣ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΟΥ ΜΕΝΗ OPOAOTIA 

Διά τῆς ἀμολουθούσης τετραγλώσσου ὁρολογίας δέν λαμβάνομεν 
θέσιν ὡς πρός τήν évvolodoywhv ἤ γλωσσολογιμήν ἀπόδοσιν τῶν συνη- 

θέστερον ἀπαντωμένων ὅρων εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιιῆν. 
Παραμαλοῦμεν ὅθεν τούς ἀξιοτίμους u. u. εἰδιμούς συναδέλφους ὅ- 

πως γνωστοποιῆσουν εἰς τόν γράᾶφοντα ὅσας παρατηρήσεις ἤ διορθώσεις 

Ώθελον θεωρῆσει ἀναγμαίας. 
Μετά παρέλευσιν ἐξαμῆνου ἀπό τῆς ἐμδόσεως τοῦ παρόντος τό- 

μου θά διοργανωθῆ συζήτησις εἰς τό T.E,E, 314 τῆν ὁριστιμῆν uabié- 
ρωσιν ἐνιαίας ὁρολογίας εἰς τῆν θεωρητιμήν uai ἐφηρμοσμένην ὑδραυ- 

λιμήν. 

ἀδιαβατιμός adiabatic adiabatisch adiabatique 

ἀδιάστατος dimensionless dimensionslos ᾽ adimensionnel 

ἀνάλυσις ἀριθμηττμῆ numerical analysis numerische Analyse analyse numérique 

ἀνάλυσις διαστατιμῆ dimensional analysis dimensionale inalyse analyse dimensionnelle 

ἀναλυτιμαί συναρτήσεις analytic functions analytische Funktionen fonctions analytiques 

ἀπειμόνισις σύμμορφος conformal mapping Konforme Abbildung représentation conforme 

ἀπόμλῖσις divergence Divergenz divergence 

ἀριθμός υἱρίσιμος critical number kritische Zahl nombre critique 
ἀριθμός pryadiude complex number komplexe Zahl nombre complexe 
ἀσυμπιεστότης incompressibility Unzusammendriickbarkeit incompressibilité 
αὐτοπρογραμματισμός  autoprogramming Selbstprogrammierung  autoprogrammation 
βαθμίς gradient Stufe gradient 
βαθμωτός scalar skalar scalaire 
γραμμή ἴσου δυναμιμοῦ equipotential line equipotentielle Linie ligne equipontentielle 
γραμμή ροῆς streamline Stromungslinie ligne de courant 

γραμμιμότης linearity Linearitit linéarité 
δεδοµένα data Daten données 
δείμτης index Index indice 

διάγραμμα λειτουργιμόν block diagram Betriebsdiagramm organigramme de principe 
ἤ γεντιόν 

διαυμύμανσις fluctuation, Schwingung fluctuation 
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διανομή 
διάρθρωσις 
διασπορᾶ 
διαφοριμόν ὁλιμόν 

διάχυσις 
διεύθύνσις ἐντολῆς 
διεύρυνσις 
δύνη 
δίπολον 
δυναμιμῆ 
δυναμτιόν 
δυναμπιόν μιγαδιμόν 
ἐμτελεστῆς 
ἐνεργείας ἀπώλειαι 
ἔντασις 

ἐντολή 
ἐξίσωσις ἀνηγμένη 
εὐστάθεια 
ἰξῶδες 
ἰσόθερµος 

ἰσοτροπία 
μπνηματιμῆ 
μινητιμῆ 

μίνησις 

Ὁρολογία 

distribution 
structure 
variance 

differential, total 

diffusion 

statement adress 

expansion 

tourbillon, vortex 

doublet 

dynamics 

potential 

complex potential 

operator 
energy losses 
intensity 

instruction 

reduced equation 
stability 

viscosity 

isothermal 
isotropy 

kinematics 

kinetics 

movement 

μλάδοι énavainnriuoi iterative branches 

udipaé τυρβώδους 

μλῖμαξ στρεβλῆ 
μόμμα, μπινητῆ 

μυνιλοφορία 
μυματισμός 
μῶδιξ ὁυαδιμός 
μέγεθος : 
µέθοδοι ἀπ᾽εύθείας 

scale of turbulence 

distorted scale 

floating point 

circulation 

wave 

binary code 

quantity 

direct methods 

μέθοδοι ἐπαναληπτιμαί iterative methods 
μέθοδοι πεπερασμένων finite differences 

διαφορῶν 
μέθοδοι τριγωνοποτῆ- 

όεως 
μέθοδοι χαλαρώσεως 

μεταβλητή 
μεταβλητῆ ἀνηγμένη 

μετάμεντρον 

μετασχηματισμός 

μετατροπῇ 
μητρῷον 
μητρῷον λωριδωτόν 
μνήμη 

methods 

triangularisation 

methods 
relaxation methods 

variable 

reduiced variable 

metacenter 

transformation 

conversion 

matrix 

matrix-band 

memory 

μνήμαι ἀποθημεύσεως Sstorage 

Verteilung 

Struktur 
Zerstreuung 

totales Differential 

Diffusion 
Auftragsrichtung 

Verbreiterung 

Wirbel 

Bipol, Doublet 
Dynamik 

Potential 

komplexes Potential 
Operator 

Energieverluste 

Starke 

Auftrag 

reduzierende Gleichung 

Stabilitdt 
Z3higkeit, Viskositat, 
isctherm 

Isotropie 

Kinematik 

Kinetik 

Bewegung 

Wiederholungszweige 
turbulenter MaBstab» 

schiefer MaBstab b 

Komma schwebend 

Zirkulation 
Wellengaug 

bindre Codex 
Grosse 

direkte Methoden 

Iterationsmethoden 

Methoden der endlichen 

differenzen 

Triangulationsmethoden 

Relaxationmethoden 
Verénderliche 
reduzierende Veran- 

derliche 
Metazentrum 

Transformation 
Umwandlung 
Natrix 

Bandmatrix 
Speicher, Akkumulator 
Speicherplatz 

distribution 

structure 

variance 

differentielle totale 

diffusion 

adresse d'instruction 

élargissement 
tourbillon 

doublet 

dynamique 
potentiel 
potentiel complexe 
operateur 

pertes d‘énergie 
intensité 

instruction 

equation réduite 
stabilité 

viscosité 

isotherme 

isotropie 
cinétique 

cinématique 
mouvement 

branches iteratives 

échelle de turbulence 

échelle distordue 

virgule flottante 
circulation 

onde, houle 

code binaire 

quantité, grandeur 
méthodes directes 

méthodes iretatives 

méthodes aux différences 

finies 

méthodes de triangu- 

larisation 

méthode de relaxation 

variable 

variable reduite 

métacentre 

transformation 

conversion 

matrice 

matrice bande 

mémoire 

mémoires de stockage



μνῆμαι ταχείας 
προσπελάσεως 
μονώνυμον 
νόρμα ἑρμιτιμή 
νόρμα εὐυλείδιος 

ὁμάς 
ὁμογένετα 
ὁμοιώματα ἀναλογπιᾶ 
ὁμοιώματα μαθηματιμᾶ 

Ὁρολογία 

fast access storage 

mononym 

hermetic norm 

euclidian norm 

group 

homogeneity 

analog models 

mathematical models 

ὁμοιώματα peondeutpud rheoelectrical models 

ὁμοιώματα φυσιμά 

ὁμοιότης φυστιῆ 
ὄργανα εἰσόδου, 

ἐξόδου 
ἐπεξεργασίας, 

ὅριον 
ὁριαμαί συνθῆμαι 
Παράγωγος pepiufy 
παρᾶγωγος μµοριαμή 
παροχή 
πάχος µετατοπίσεως 

πάχος ὁριαμῆς 
στοιβάδος 

πάχος ποσότητος 

μινήσεως 
πεδίον 
περιστροφή 
πηγή 
πίεσις 
ποσότης uwhoewe 

πρόγραµµα 
προώθησις 
πυμνότης 
ρευστόν 

ρευστόν ἀσυμπίεστον 

ρευστόν συµπιεστόν 

ρευστόν ἰἐῶδες 
ρευστόν Βαροτροπιμόν 
ρευστόν μλασσιμόν 

ρευστόν νευτώνειον 

pof) 
pofy ἄνευ τριβῶν 

ροῆ ἀστρόβιλος 
ροῆ µεταβαλλοµέντ ἤ 
ἀνομοιόμορφος 
pofy μόνιμος 

ροῆ ὁμοιόμορφος 

physical models 

physical similitude 
device of input, 

output 

processing, 

boundary 

boundary conditions 
partial derivative 

particle's derivative 

discharge 

displacement thickness 

thickness of boundary 
layer 

momentum thickness 

field 
rotation 

source 
pressure 
momentum 
program 

propulsion 

density 
fluid 

incompressible fluid 

compressible fluid 

viscous fluid 

barotropic fluid 

classical fluid 

newtonian fluid 

flow 

frictionless flow 

irrotational flow 

varie or non-uni- 

form flow 

steady flow 
uniform flow 

Speichern schneller 
Zugangs 

Mononym 
hermetische Norm 

euklidische Norm 

Gruppe 

Homogeneitdt 
sppliche Hodelle 

mathematische Modelle 

rheologische Hodelle 

physikalische Modelle 
natiirliche Xhnlichkeit 
tingangsintrumente 

Ausgangsinstrumente 

Ausarbeitungs , 
Limes, Grenze 

Grenzbedienzungen 
partielle Ableitung 

molekulare Ableitung 

AbfluBmenge 

verschiebungsstirke 
starke der 

. Grenzschicht 
starke der 

Bewegungsmenge 

Feld 

Rotatien 

Quelle 

Druck 
Bewegungsmenge 

Program 

Vorschub, 

Dichte 

Fliissigkeit 
unzusamendriickende 

Flussigkeit 
zusanmendriickende 
_Flussigkeit 

zahe Fliissigkeit 

mémoires d’accés 

rapide 
mononymne 
norme hermétique 
norme euclidienne 

groupe 
homogéneité 

modeles analogiques 
modéles mathématiques 
modeles rhéoélectriques 
modeles physiques 
similitude physique 

organes d‘entrée, 

de sortie 

de traitement, 

limite 

conditions aux limites 
derivée partielle 

derivée particulaire 

debit ᾽ 
épaisseur de déplacement 
épaisseur de couche 

limite 
épaisseur de quantité 

de mouvement 

champs 

rotation 

source 
pression 

quantité de mouvement 
programme 
propulsion 
densité 

fluide 
fluide incompressible 

fluide compressible 

fluide visqueux 
barotropische Fliissigkeitfluide barotrope 
klassische Fliissigkeit 
newtonsche Flissigkeit 
Stromung 

Reibungslose Stromung 
wirbellose Stréomung 

varierende Strédmung 

kontinuierliche Stromung 
gleichtdrmige Strémung 

fluide classique 
fluide neutonien 

dcoulement 

écoulement sans frottemenfl 

écoulement irrotationnel 

écoulement varié ou non- 

uni forme 

écoulement permanent 

écoulement uniforme 
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ροῆ στάσιμος 
pofy στρωτή 
pofi τυρβώδης 
pof) δισδιάστατος 

στοιβάς ὁρπιαμή 
στροβιλισμός σηµειαμός 

στροφεύς 
συμπιεστότης 
συνάρτησις 

συνολιμός 
σύνολον 

συντελεστῆς 
συντεταγμέναι 
σύστημα δυαδιμόν 

συστολῆ 
σωλῆν 
σωλῆν περιστροφΏς 

σωλήῆν ροῆς 
τανυστής 
τανυστῆς ἀνταλλοίωτος 

τανυστῆς συναλλοίωτος 

τᾶσις 

ταχύτης pryadun 
τριχοςιδές 
τροχιά 
ὑποπρόγραμμα 
ὕψος duvapiudv 
ὕψος μινητιμόν 
ὕψος πιεζομετριιόν 
φλέψ ὑδατίνη 

φρᾶγμα 
φρέαρ 
χαραμτῆρες ἀλφαριθ- 

μητιμοί 

χρόνος προσπελάσεως 

χωρητιμότης 

χῶρος 

Ὁρολογία 

stationary flow 

laminar flow 

turbulent flow 
two-dimensional 

boundary layer 
vortex 
tersor 

compressibility 
function 

total 

ensemble 

cefficient 

coordinates 

binary system 

contraction 

pipe,conduite, tube 
rotation tube 

stream tube 

tensor 

tensor contravariant 

tensor covariant 

tension, stress 

complex velocity 

capillarity 

trajectory 

subprogramm 

dynamic head 

kinetic head 

pressure head 

water jet 

dam 

well, sink 

alfanumeric 

characters 

access time 
capacity of 

computer 

space 

factor 

stationdre Strdmung 
laminare Stromung 

turbulende Strdmung 
zweidimensionale 

Stromung 
Grenzschichte 
Punktwirbel 

Rotor 

Kompressibilitdt 
Funktien 

gesamt 

tlenge 

Koeffizient, Faktor 

Koordinaten 

Dualzahlensystem 
Kontraktien 

Rohr, Rohre 

Rotatiensrohn 

Stromungsrohr 

Tensor 

contravarianter Tensor 

covarianter Tensor 

Spannung 

komplexe Geschwindigkeit 
Kapillar 

Bahn 

Unterprogramn 

dynamische Hohe 
kinetische Hohe 

piezometrische Hohe 

wasservene 

Damm, Sperre 

Brunnen 
alphanummerische 

Charakteren 

Zugriffizeit 

Rechnerkapazitit 

Raum 

écoulement staticanaire 

écoulement laminaire 

écoulement turbulent 

écoulement bidimensionnel 

couche limite 

tourbillor ponctuel 
torseur 
compressibilité 
fonction 

global 

ensemble 

coefficient 

coordonnées 
systéme binaire 

contraction 

tube de rotation 

tube de courant 
conduite, tube 

tenseur 
tenseur contravariant 

tenseur covariant 

tension 

vitesse complexe 
capillarité 

trajectoire 

SOuS=programme 
hauteur dynamique 

hauteur cinétique 

hauteur piezométrique 
veine d'eau, jet 
barrage 

puit 

caractéres alfanumé. 
riques 

temps d'accés 
capacité du calculateur 

espace



IIINAE ΣΥ ΜΒΟΛΩΝ 

| 4 ὄγυιος 

Υ ; διάνυσμα ταχύτητος 

Ο : μαμπύλῃ 
S : ἐπιφάνετα 
t : χρθνος 
ρ(Μ,) : πυυνότης εἰς σημεῖον Μ μαΐ χρόνον ἐ 
Xy =X;,X, ,Xs ἴ Ἠαρτεσιαναί συντεταγμέναι σημείου Μ 
Τ : θερμομρασία 
} : πίεσις στατιμή 

[R] : στροφεύς 

δ φ Ε. ΄ Γ , 

gradg Ἡ %: ἤ δ? Σ Ῥαθμίς βαθμωτῆς ουναρτήσεως φί ἑ:ἐλεύθερος δεί- 
' μτης) 

Γ Σ uvudogopia διανύσματος 

841 . , ν ο ν 
-' ἀπόμλῖσις διανύσματος A ( }: ἄφωνος ὁῥεῖιτης) divAd 8 VA 7 

Ἷ 

rotA Ἡ ΡΛΑ : περιστροφή διανύσματος A 

2, 

d¢ 3 ξςζ : λαπλασιανῆ τῆς βαθμωτῆς συναρτήσεως φ ( 2: ἄφωνος dei- 
Χ μτης) 

E : σύνολον 
d;; ' συνιστῶσαι τανυστοῦ KRONECKER 

[ A] : στροφεύς ποσοτῆτων μινήσεως 

[E ] : στροφεύς ποσοτήτων ἐπιταχύνσεως 

ἓ, : υἱνηττιμῇ ἐνέργεια 
Ῥ : ἰσχύς 

, : μοναδιαῖον διάνυσμα, μάθετον εἰς σημεῖον ἐπιφανείας ἤ μαμπύλητς 
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T (M, %) : τᾶσις σημείου Μ ματά τῆν διεύθυνσιν # 

’ἷ:π μάθετος τάσις 

Τ, : τᾶσις ἐφαπτομενιμῆ Ἡ ὀλισθήσεως ἤ διατμήσεως 
65 συντεταγμέναι τανυστοῦ τάσεων 
x;%t " µεταβληταί LAGRANGE 
x;,t μεταβληταί EULER 

[ Ζ 3 5 
-ᾱ-- : ποριαμῆ παράγωγος συναρτήσεως { 

Sy : ἐπιφάνεια ἐπαφῆΏς 

grad Υ̓ : βαθμίς διανυσματιιοῦ πεδίου ϊ-/'.(ι1/]) (γανυστῆς B τάξεως) 

(GradV),: συμμετριιόν τμῆμα τανυστοῦ ς]!'ι1ιί-Ι;-.'ξι'ι1χ|ι:(3τΙ΄1ς παραμορφώσεων) 

@GradV),: ἀντισυμμετριιόν τμῆμα τανυστοῦ gradV 

ε : συντεταγμέναι τοῦ (gradV), 

ως " συντεταγµέναι τοῦ (gradV), 

--- Ὄ; 2 , " ΄ 
Ε--ς͵ -divV = : ἀπόνλισις ταχύτητος ( /: ἄφωνος δείμτης) 
- , ν - 
ῶ ταχύτης περιστροφΏς 

Υ ἐπιτάχυνσις 

Ύς : ἐπιτάχυνσις CORIOLIS 
m(V): pdla dyuou τινός V 
; : ἐξωτερπιαί δυνάμεις εἰς τήν povdda τοῦ Syuou 
µ δυναμπιάς συντελεστῆς συνεμτιμµότητος ἤ ἰέώδους 
ν μινηματιμός συντελεστῆς συνευτιότητος 

ε 2 ~ ή 7=_OL; λόγος εἰδιμῶν θερµοτήτων 
υ 

Π : ὕψος στήλης ρευστοῦ 

g ἐπιτάχυνσις βαρύτητος 
n : συντελεστῆς ἀποδόσεως 
¢(ay) : ροϊμῇ συνάρτησις ἐπιπέδου μινήσεως 
Φ (χ ). : συνάρτησις δυναμιτιοῦ ἐπιπέδου υἱἱνήσεως 
τ : ὁριζοντία συνιστῶσα ταχύτητος εἰς τᾶς ἐπιπέδους ιἱνήσεις 
υ : uataudpugoc συνιστῶσα ταχύτητος εἰς τἄάς ἐπιπέδους ιἱτνήσεις 
dsy , ς, ' στοιχειώδεις μετατοπίσεις σημείου uatd ἰσοδυναμιμήν uai 

ροηφόρον γραμμήν 
ς : μιγαδιμή μεταῤΡλητῇ ἤ ὕψος δυναμιμῆς ἐνεργείας 
( : συνάρτησις μιγαδιιιοῦ δυναμπιοῦ 
W{z) : συνάρτησις μιγαδιμῆς ταχύτητος 
v,,0, ' ἀυτινιμῆ uai ἐφαπτομενιμή συνιστῶσα τῆς ταχύτητος εἰς υ- 

λινόριμόν σύστημα συντεταγμένων 
a; : δεδομένα φυσιμά μεγέθη 
x; ' ἄγνωστα φυσιπιά µεγέθη
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Πίναξ συμβόλων 

: udipauec ὁμοιότητος 
: ἀνηγμένοι ἄγνωστοι 
ἀνηγμένα δεδομένα 

: συντελεστῆς θερµιμΏς ἀγωγιμότητος 
: χαραμτηριστιμόν μῆπμος 
Σ ταχύτης ἤχου 
: τάξις διαστατιμοῦ μητρώου 

: διαστατιμόν μητρῶον 
: μητρῦον θεμελιώδους συστήματος λύσεων 
ἀριθμός EULER 
ἀριθμός FROUDE 
ἀριθμός MACH 
ἀριθμός PRANDTL 

ἀριθμός REYNOLDS 
ἀριθμός WEBER 

péon ταχύτης, ἀνηγμένη ταχύτης 
Σ udipaé τυρβώδους 

διαμύμανσις τῆς συνιστώσης τῆς ταχύτητος Ὁς 
τυπιμή ἀπόμλισις τῆς Y; 
συντελεστῆς τυρβώδους 
τᾶσις λόγῳ Ἰἐώδους 
τᾶσις λόγῳ τυρβώδους 
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ΜΗΕΡΟΣ ΠΡΩΤΟΝ 

ΒΙΣΑΓΩΓΗ ΕΙΣ THN MHXANIKHN ΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ









ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 1, 

ΓΕΝΙΚΑΙ ENNOIAI-OPIA-TIEAIA ἘΦΑΡ ΜΟΓΗΣ 

1,1 H ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

Ἢ μηχανιμή τῶν ρευστῶν ἀποτελεῖ υλάδον τῆς unyaviune τῶν 

συνεχῶν péowv, ἥτις εἶναι μία éu τῶν δύο μεγάλων ὑποδιαιρέσεων τῆς 
μλασσιμΏῆς ἤ νευτωνίου μηχανιμῆς. 

‘Ovopdlopev λασσιμῆν μµηχανιμῆν ὑπὸ τῆν εὐρυτέραν ἕν- 
νοιαν, τῆν δυναμιμήν uail μινητιμῆν πελέτην τῶν σωµᾶτων, θεωρουμέ- 
νων ὡς τμῆμα συνεχῶν B ἀσυνεχῶν péowv, ὑπό τᾶς ἑἐῆς δύο βασπιάς 
προὔποθέσεις. 

a) ai σχετιμαί ταχύτητες τῶν σωμᾶτων θεωροῦνται ἀμελητέαι ἐν συγ- 
μρίσει πρός τῆν ταχύτητα τοῦ φωτός ἐν τῷ πενῷ" 
B) αἱ διαστᾶάσεις τῶν popiwv θεωροῦνται ἀμελητέαι ἐν συγυρίσει πρός 
τᾶς μεταέύ των ἀποστάσεις. 
Σαφῆς εἶναι ἑπομένως ἡ διάµρισις μεταξύ τῆς μλασσιιῆς ἤ νευ- 
τωνίου μηχανιτμῆς ἀφ᾽ ἑνός uafl τῆς σχετιμῆς μηχανιτμῆς uaf 

μβαντιμῆς μηχαντιῆς ἀφ᾽᾿ἑτέρου. 
Ὑπό τό πρῖσμα αὐτό ἡ μλασσιμῆ Ἠμηχανιωῆ περιλαµβάνει τῆν 

θερμοδυναμιμῆν, uaddc uai τά φαινόμενα μεταβολῆς τῆς φυσιμῆς 
µαταστάσεως τῶν σωμάτων. 

1.2 TA PEYZTA 

Ἡ μλασσιμῆ μηχανιτιή διαιρεῖ τά ὑλιιά σώματα εἰς δύο uarnyo- 
ρίας: τά στερεά, τά ὁποῖα ὑποδιαιροῦνται εἰς διαφόρους τύπους παΐ 
τά ρευστά, τά ὁποῖα περιλαμβάνουν τά ἀέρια νιαΐ τά περισσότερα τῶν 
ὑγρῶν. 

Πρός μαλυτέραν ματανόησιν τῆς ἐννοίας τοῦ ρευστοῦ θά τό ὁ- 
ρίσωμεν ἀπό ἀπόψεως φυσιμῆς συμπεριφορᾶς ἐπί τῷ βάσει μιᾶς χαρα- 
υτηριστιμῆς του ἰδιότητος, 

Θεωροῦμεν ἕν ὑλιιόν συνεχές uaf ἰσότροπον ἐντός τοῦ ὁ- 
ποίου ἀπομονώνομεν στοιχειώδη dyuov &V ."Ectwoav dS τό ἐμβαδόν 
στοιχειώδους ἀνοιμτῆς ἐπιφανείας 46 περιβαλλούσης τμῆμα τοῦ &yuou 

Εἰσαγωγή εἰς τήν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 2
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dV uai ἀξ ἡ υατά τόν xpdvov ἐ ἐξασμουμένη στοιχειώδης δύναμις éu 
τοῦ ἐξωτεριμοῦ ὑλιιοῦ χώρου πρός τόν στοιχειώδη ὄγιιον 2V, διά μέ- 
σου τῆς ἐπιφανείας ἐσ. 

ννς κ ς Ν g , Ν 
Δεχόμεθα ὅτι τό πῃλωον-ἶἆ- εἶναι πεπερασµένον uai ἐπφρᾶὶει 

τῆν τᾶστν uatd τόν χρόνον ¢ εἰς τό uévrpov Bdpouc τῆς ἐπιφανείας 
ασ. 

Ἔπτί τῷ Ρβάσει τῶν ἀνωτέρω παραδοχῶν, δυνάμεθα ἐὲ ὁρισμοῦ 

νά ἐμφράσωμεν τῆν χαραμτηρίἐουσαν τά ρευστά ἰδιότητα ὡς ἀμο- 
λοῦὔθως. ς 

" "Eav ἡ στοιχειώδης δύναμις , ἀναλυομένη ματά τῆν άθε- 

τον, uai τυχοῦσαν ἐφαπτομένην τῆς στοιχειώδους ἐπιφανείας ἀσ, ἔχει 
ἐφαπτομενιτιμήν συνιστῶσαν διᾶφορον τοῦ μηδενός, ἡ éowtepiuf) ἰἴσορ- 
ροπία τοῦ ρευστοῦ εἶναι ἀδύνατος, " 
Ἔπί τῇ βάσει τῆς ἀνωτέρω ἐὲ ὁρισμοῦ χαραμτηριστιμιῆς ἰδιότητος , 
συνᾶγεται δι᾽ ἁπλῶν πειραματισμῶν, ὅτι ὅλα τά ἀέρια εἶναι ρευστᾶ,ἐνῶ 
ἀντιθέτως ὡρισμένα ὑγρᾶ δέν ἀνήμουν εἰς τά ρευστά ({π.τ. διαλύσεις 
ἐελατίντς). 

Αἱ Bacwai ἰδιότητες τῶν ρευστῶν ἐξετάζονται λεπτομερῶς εἰς 
τά μεφάλαια 6.(6.4, 6.5) uai 7. 

1.3 EZQTEPIKAI KAI EEQTEPIKAI AYNAMEIS 

Ὁ στοιχειώδης ὄγιιος ἀ, ὑπόμειται εἰς τήν ἐπιρροῆν δυνάμεων 
ἐξ ἀποστάσεως, ὡς ἡ βαρύτης τιαΐ ἡ guyduevrpoc δύναμις . Δεχόμεθα 

ὅτι ai δυνάμεις αὗται ἔχουν συνισταµέντην ἀξ , μαί ὅτι ὁ λόγος -ᾱ--. 

εἶναι πεπερασµένος. o 4 
Ἔϊάν θεωρήσωμεν ἀφ᾽ ἑνός τόν στοιχειώδη ὑλιπιόν᾽ dyuov dV, ἀφ᾽ ἑτέρου 
δέ τόν ὄγιον τοῦ ὑπολοίπου ρευστοῦ V,dvopdlopev ééuTepiudc 
δυνάμεις ἐπί τοῦ ὄγμου dV, τάς ὀφειλομένας εἰς αἴ- 
τια ἀνεξάρτητα τοῦ ὑπολοίπου ὑλιμοῦ ὄγμου Υ ,μαΐί 
ἑσωτεριμᾶς δυνάμειξ ἐπί τοῦ ὄνπου &V, τά ὀφεῖλο - 
μένας εἰς αὖτόν μαθ᾽ ἑαυτὸόν τόν περιβάλλοντα UAL - 
μόν ὄγιον V. 

Αἱ δυνάμεις βαρύτητος ἀποτελοῦν ἑπομένως εἰδιιμῆν περίπτωσιν 

ἐξωτεριμῶν δυνάμεων, δέν πρέπει δέ νά συγχέωνται αἱ ἐξωτεριμαί δυ- 

νάμεις μέ τάς δυνάμεις ἐπαφῆς, uab’doov αἱ τελευταῖαι αὐταί δύναν- 
ται νά περιλαμβάνουν ἐξωτεριμάς uai ἐσωτεριμάς δυνάμεις. 

1.4 ΚΑΤΑΤΑΞΙΣ ΤΩΝ ΦΑΙΝΟΜΗΕΝΩΝ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚῊΣ ΤΩΝ PEY - 

ΣΤΩΝ , 
'' Ἡ σημασία τῶν ἐφαρμογῶν τῆς μηχανιμΏῆς τῶν ρευστῶν εἰς ὅ - 

λους τούς τομεῖς τῆς τεχνιιῆς uai ἐνεργείας δημιουργεῖ τῆν ἀνάγ- 
μὴν μιᾶς πρώτης ἐποπτιμῆς πατατάξεως τῶν φαινομένων, ἐπί τῇ βάσει
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τῶν γενιμῶν χαραμτηριστιμῶν των ἤ τῶν περιοχῶν ἐπιρροῆς των. 
Μιά πρώτη uarnyopia περιλαμβάνει τά προβλήματα τῆς στατι - 

unc τῶν ρευστῶν, μέ υυρίας ἐφαρμογάς τόν ὑπολογισμόν τῶν δυ- 
νάμέων πιέσεως εἰς ἐμβαπτισμένα τμήματα διαφόρων ἔργων, τά ὄργανα 

μετρήσεως πιέσεων, τούς πλωτῆρας, τῆν μελέτην τῆς ἀτμοσφαίρας ἐν 
ἰσορροπίᾳ uai τά φαινόμενα τῶν ἐπιφανειαμιῶν τᾶσεων,ἀποτελοῦντα τῆν 
βάσιν τῆς τροφοδοσίας τοῦ φυτιπιοῦ udopou, 

Δυνάμεθα év συνεχείᾳ νᾶ θεωρήσωμεν τό σύνολον τῶν φαινομέ - 
νων τῆς δυναμιμῆς τῶν ρευστῶν, τά ὁποῖα ὑποδιαιροῦμεν εἷς 
δύο uarnyopiac, pé Ρᾶσιν τῆν διαφορᾶν τῶν συνθηνμῶν των εἰς τά ὅρια, 
Οὕτω draupivopev 
a) τά φαινόμενα τῆς ἑἑωτεριμωῆς duvapiune τῶν ρευστῶν, uatd τά ὃ- 
ποῖα 16 ρευστόν μινεῖται πέριξς ὡρισμένου uai ἀπομεμονωμένου στερε- 
οὔ, ai παρειαί τοῦ ὁποίου ἀποτελοῦν uai τό ἐἐεταἰόμενον ὅριον,τό ὁ- 
ποῖον εἶναι περιορισµένον uai υλειστόν,ἤτοι περιβάλλεται ὑπό τοῦ ρευ- 
στοῦ ὑλπιοῦ χώρου. Elvar ἡ περίπτωσις τῆς μινήσεως παντός στερεοῦ 
ἐντός ρευστοῦ (ὑποδθρυχίων, πλοίων, αὐτοιπινῆτων, ἀεροπλάνων, πυραύ- 

λων, µμ.λ.π.) pé µελέτην τῆς ἀντιστᾶάσεως ἣν ἀντιτᾶάσσει τό ρευστόν, 
τῆς εὐσταθείας τοῦ uwvopévou στερεοῦ (ἰσορρόπησις ἀεροσιιαφῶν), τῶν 
φαινομένων ὁριαμῆς στοιβάδος uai ἀτιομολλήσεως τῆς ρευστῆς μμᾶάζης 

µ. A, π . 
) τά φαινόμενα τῆς ἐσωτεριμῆς δυναμιιῆς τῶν ρευστῶν,εἰς τά ὁποῖα 
ἡ Ἠΐνησις τῶν ρευστῶν περιορίἐἑεται μεταξύ στερεῶν παρειῶν, μινητῶν 
B ἀμινῆτων, ἀποτελούντων τά ὅρια, τά ὁποῖα eic τῆν περίπτωσιν αὖ- 
τῆν εἶναι ἐμτεταμένα uai ἀνοπιτᾶ, ἤτοι περιβάλλουν τόν ρευστόν ὑ - 
λιμόν χῶρον. Elval ἡ περίπτωσις τῆς ὑδραυλιμῆς τῶν υλειστῶν ἤ dvor 

μτῶν ἀγωγὥν τῶν ὀεροδυνομιυιὦν μωδώνων uai ὅλων τῶν ςοοινομένων 
μετοφορος θερμωπς ενεργειος ἅτινα ἀποτελοῦν ofipepov τῆν Ῥάσιν 
τῆς παραγωγῆς οτομιυιης ἐνεργείας. 

Ἑτέρα ματηγορία φαινομένων τῆς μηχανιτυιῆς τῶν ρευστῶν εἶναι 
ἡ ἀναφερομένη εἷς τάς ὑδραυλιμᾶς μηχανᾶς ;Απολουθοῦντες τῆν 
γενιμῆν διαίρεσιν τῶν μηχανῶν δυνάµεθα νά τᾶς διαμρίνωμεν εἰς γεν- 
ωπρίος αἴτινες προσφέρουν ἔργον (συμπιέσεως ἤ ἑπιτοχὐνσεως) εἰς 

τό ρευστόν παΐ εἰς υ.ινΙ1τηριους, afrivec δεχοντοι εργον ἀπό τό ρευ- 
στόν. Ἢ ν.υρτωτερσ ματηγορία ὑδραυλιμῶν μηχανῶν εἶναι αἱ περιστρο- 
φιμαΐ, Ἐίς αὐτᾶς διαμρίνοµεν μηχανάς pé σύστημα περιστροφΏῆς ἐντδς 
ρευστοῦ ἀπεριορίστου (π.χ. ἀνεμόμυλοι, ἔλπιες ιἱ λ. π.) uai pnyavai 

pé σύστηµα περιστροφΏῆς ἐντός ρευστοῦ, περιορισµένου μεταξζξύ τῶν 
τοιχωμάτων ἑνός θαλάµου (μοινῶς uaptép, π.χ. µεντρόφυγες ἀντλίαι, 

ὑδροστρόβιλοι FRANCIS μ.λ.π.) 
Τέλος δυνάμεθα νά περιλάβωµμεν εἰς εἰδηιῆν uarnyopiav 16 σύν- 

ολον τῶν φαινομένων εἰς τά ὁποῖα λαμβάνεται ὑπ᾿ ὄψιν ἡ παραµόρφω- 

ὅῖς τῶν στερεῶν σωμάτων uatd τῆν ἐπαφῆν των pé τά μινούμενα ρευ - 
στά. Ἐίς τῆν υατηγορίαν αὐτῆν draupfvopev τά φαινόμενα πλῆγματος 
μριοῦ uaf πεταδόσεως μυμάτων εἰς μλειστούς ἀγωγούς Und πίεσιν, τᾶς 

δονΏσεις uai παραμορφώσεις τῶν ἀεροσμαφῶν uai πολλᾶ ἄλλα φαινόμε - 

να ἀεροελαστιμότητος. 
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1.5 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ METEGH ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΤΩΝ PEYZTQN 

Mé ἀντιμειμενπμιόν cuondv τῆν ἐξοιμείωσιν τοῦ ἀναγνώστου pé ὡ- 
ρισµένα συνήθη φυσιμά peyédn τῆς μηχανιμιῆς τῶν ϱρευστῶν δίδοµεν 
τούς ματωτέρω ὁρισμοῦς, χωρίζοντες τά µεγέθη eic συνολιωᾶ uai το- 

mud, 

1.5.1 Συνολικὰ peyéOn 
Eic τῆν ἐσωτεριυήν δυναμιτιῆν τῶν ρευστῶν draupivopev ὡς πρῶ- 

τον συνολιμόν μέγεθος τῆν palav τοῦ ρευστοῦ, ἥτις διέρχε- 
ται διά: τινος διατομῆῇῆς εἰς τῆν μονάδα τοῦ χρόνοιυ 
τό μέγεθος δέ αὐτό ὀνομάζομεν παροχῆν - μᾶὲἐης Ἡ ἔν- 

vola παροχή - ὄγμου, εἶναι προφανῶς πολύ περιωρισμένης ἀξίας ( ἀσυμ- 
πίεστα ρευστᾶ), ἀποτελεῖ δέ eidwhv περίπτωσιν τῆς παροχῆς - μάζης. 
Ἄλλο συνολιυιόν μέγεθος εἶναι ἡ διαφορά πιέσεως μεταξύ δύο ση-- 

μείων μιᾶς ροῆς. 
Eic τήν ἐξωτεριμήν δυναμπιήν τῶν ρευστῶν τά συνολπᾶ μεγέθη 

εἶναι αἱ δυνάμεις, τᾶς ὁποίας ééacuel τό ρευστόν εἰς τό μεμονω- 
, ΄ - ΄ : ΄ ᾽ ΄ ΣῈ -- 

pévov στερεόν σῶμα, ual ἡ διανυσματιμή ταχύτης ¥ τοῦ στε- 
ρεοῦ σώματος ὡς πρός ἀμίνητον ρευστόν εἷς τό ἄπειρον. Οὕτω εἷς τῆν 
ἀεροδυναμιιήν, ὀνομάίομεν σὔρσιν τῆν συνιστῶσαν ὅλων τῶν δυνᾶµεων 
. πς P , ΄ -- L o 2 2 » Ζ ΄ " 

Gc ἐέασιιεῖ τό ρευστόν ἐπί τοῦ στερεοῦ ματά τόν ἄξονα V μαΐ ἀνάρ - 

2 - ΄ , ΄ ο ΄ -." = 

τῆσιν τῆν συνιστῶσαν ματά τόν udbetov πρός τῆν διεύθυνσιν Τ ἄέξο - 

να, Ἔπί τῇῷ βάσει τῶν δύο αὐτῶν δυνάμεων, τῆς ταχύτητος Τ υαΐ τῆς 
ροπΏς περιδυνήσεως M, ἥτις ἐμφράξει τῆν ροπήν τῆς γενιωῖς συνι- 

σταμένης ὡς πρός τυχόντα ἄέονα udbetov εἰς τό ἐπίπεδον ovpperpiac 
τῆς ὅλης μινήῆσεως, ἀντιμετωπίζονται τά γενιμά προβλῆματα τῆς μλασ-- 
σιμήῆς ἀεροδυναμιμῆς. 

1.5.2 Τοπικὰ μεγέθη 

Τά τοπιιά μεγέθη εἶναι τά ἴδια δι’ ὅλα τά προβλήματα τῆς Μη - 
χανιμωῆς τῶν ρευστῶν. Διαμρίνονται εἰς τρία βαθμωτά μεγέθη, ἤτοι τῆν 
ἀνά μονάδα ὄγιου μάξα p, τὴῆν θερµοµρασίαν T παΐί τῆν 
πίεσιν », ἀναφερόμενα εἰς τό σημεῖον (x ,x,, x5 } πατά τῆν χρο-- 
νιμῆν στιγμῆν ¢ , μαΐ εἰς ἕν διανυσματιμόν μέγεθος, ῆἤτοι 

τὴν ταχύτητα V (v, ,v,,y) εἰς τό αὐτό σημεῖον (g . Χ , Χ} ual 
ματά τῆν αὐτῆν χρονιμῆν στιγμήν - 

Ἡ εὕρεσις &h σχέσεων τῆς μορφῆς 

ρ=ρ()(Ψ#)(2 Γχ39ΐ…) 

Τ'=Τ(Χ, » 2 ;=Χ1:ί) 

P =P(XI » X2 » »ί) 
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υ€=υι'(χ4 » X2 7’\/3’2‘) 

θά ἔλυε ματά τρόπον πλήρη uai ἀποτελεσματιμόν οἱονδήποτε πρόβλη- 
μα δυναμιμῆς τῶν ρευστῶν. Δυστυχῶς εἰς τᾶς πλείστας τῶν περιπτώ - 

5 , ς α ο 2 . 2 ΄ , 
σεων εἶναι ἀδύνατος ἡ εὕρεσις τῶν ἀνωτέρω ἕα σχέσεων μαΐ ἀρμού-- 
peba εἰς προσεγγιστιμᾶς λύσεις, στηριζομένας εἰς ἁπλουστευτιμᾶς πα- 
ραδοχάς, 

1.6 ΤΑ AEIITA ΣΗΜΕΙΑ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚῊΣ ΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ 

Eic ποῖα ὅμως πειραματιμά ἀποτελέσματα ὁδηγοῦν αἱ ἁπλουστα - 
τευτιμαί παραδοχαί εἰς τήν θεωρίαν τῆς μηχαντιῆς τῶν ρευστῶν ; Ἢ 
ἐμπειρία φέρει εἰς φῶς ἕνα σοβαρόν ἀριθμόν ὑδροδυναμιτιῶν παραόδδέων 
ἤτοι θεωρητιμῶν λύσεων ἐπιτευχθεισῶν µατόπιν σειρᾶς λογιμῶν ἁ - 
πλουστευτιμῶν παραδοχῶν, αἵτινες λύσεις εὑρίσιιονται ὅμως 

εἰς πλήρη ἀντίθεσιν μέ τά πειραματιμά ἀποτελέσματα, Οἱ περισσότεροι 
συγγραφεῖς μαΐ ἐρευνηταί ἀποδίδουν τά πλεῖστα παράδοξα εἰς τῆν ἁ- 
πλουστευτιμήν ὑπόθεσιν τῶν τελείων ρευστῶν, ἤτοι τῆν παραδοχήν μη- 
δενιμῆς συνευτιμότητος, Πλήν ὅμως, νεώτεροι διαπρεπεῖς Μαθηματιιοί 
μαΐ φυσιμοί ὡς 6 G, BIRKHOFF εἰς 16 ἔργον του "Hydrodynamics" ἔρ- 
ριψαν νέον φῶς εἰς τῆν προέλευσιν αὐτῶν τῶν παραδδέων ματαρρίπτον - 
τες τᾶς μλασσιιιάς θεωρίας. Ἤδη ἀπό τοῦ 1927 ὁ C, W,OSSEEN εἰς 

τό ἔργον τοῦ "Neuere ilethoden und Ergebnlsse in des liydrodynamik" εἴ- 
χεν ἀποδείξει ὅτι, εἰς ωρισμενο συστήµατα διαφοριμῶν ἐέισώσεων, ἡ ὑ - 
παρξις ἀπειροστῶν ονωτερος τάξεως ἀλλάζει τελείως τῆν popqmv τῶν 
λύσεων. Οὕτω ἔχομεν μίαν μπατηγορίαν παραδόξων ὀνομαζομένων ᾿'παρά- 
δοέα τῶν ὁρίων''. ἘἛξ ἄλλου, ὑπάρχουν πολλαί περιπτώσεις, εἰς τάς ὁ- 

ποῖας μία προφανῆς συμμετρία τῶν αἰτίων ἑνός φαινο- 

pévou δέν διατηρεῖται eic τά ἀποτελέσματα, uai δηµι- 
ουργοῦνται τά ὀνομαἐόμενα ''mapddoéa συμμετρίας'', τῶν ὁποίων τό φι- 
λοσοφιμόν ἐνδιαφέρον εἶναι προφανές ὅσον ἀφορᾶ τῆν λογιμήν τῆς φυ- 
σιμῆς, Ἐὐτυχῶς τά συναντώµενα αὐτά παράδοέα δέν ἀποτελοῦν τόν ua- 
νόνα, ἀλλά τᾶς ἐέἓαιρέσεις, διότι ἄλλως δέν θά ὑπῆρχε οὐδεμία ἐἑλ- 

πίς ὀρθῆς προβλέψεως τοῦ ἀποτελέσματος ἑνός' πειράµατος, dedopévou 
ὅτι ἔμναστον πείραµα énnpedletar ἀπό ἀπειρίαν παραγόντων ἀμελητέας 
τάξεως, Προμύπτει ὅμως τό ἑἐῆς yeviudv συμπέρασμα: Μόνον τό πεί- 

papa εἶναι iuavév νᾶ πιστοποιήση τά ἀποτελέσματα μιᾶς θεωρίας͵ὅσον- 
δήποτε τελεία μαΐ ἄν εἶναι αὐτή. Δέν νοεῖται efc τῆν μηχανιμῆν τῶν 
ρευστὧν χωρισμός τῆς θεωρίας ἀπό τό πείρομσ μαί τό ὑδροδυναμωὁν 
B ἀεροδυναμτιόν ἐργαστήριον ἀποτελοῦν τῆν βοσιν διά τῆν προώθησιν 

πάσης θεωρίας. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 2, 

ΑΝΔΞΚΟΠΗΣΞΙΣ KAI ΠΡΟΣΑΡ ΜΟΓΗ 

ΤΩΝ ΑΝΩΤΕΡΩΝ ΜΔΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

ΔΙΑ ΤΗΝ MHXANIKHN TQN ΡΕΥΣΤΩΝ 

Τό παρόν τιεφάλαιον δέν ἀποτελεῖ ἀναλυτιμῆν θεωρίαν Μαθηματι- 
μῶν θεµάτων, οὔτε ἐἑαντλεῖ τά 814 τῆν pnyxavwhv τῶν ρευστῶν ἀπα - 
ραίτητα µαθηµατιμά συμπληρώματα, Tév ἀναγνώστην, ὅστις ἤθελεν ἐν - 
διαφερθΏ εἰδιμώτερον διά τό θεωρητιμόν pépoc τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευ- 
στῶν, παραπέμποµεν εἰς τά ὑπ᾿ ἀριθμόν 3 ἕως 20 συγγράµµατα τῆς Bi- 

βλιογραφίας. 
Ξμοπός µας εἶναι νᾶ δώσωμεν εἰς περιλήψεις ὡρισμένα ἀπαραίτη- 

τα στοιχεῖα διά τῆν µατανόησιν ἑνός συγχρόνου συγγράµµατος µηχαντ 
ufic τῶν ρευστῶν ἤ θεωρητιμῆς ὑδραυλιωῆς, χωρίς ἐπέωτασιν εἷς ἀπο - 
δείξεις πολυπλόπμων θεωρηµάτων. Μέρος ἄλλωστε τῶν ἀπαραιτήτων µα- 
θηματιμῶν Βάσεων ἐνμτίθενται λεπτομερῶς uai εἰς τά ἐπί µέρους εἶδι- 

μά μµεφάλατα. 

2.1 ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΔΟΓΙΣΜΟΣ 

Ὡς διάνυσμα θεωροῦμεν τῆν ἀφηρημένην μαθηματιιῆν ἔννοιαν 
ἡ ὁποία συμβολίζει διᾶ τό διανυσµατιμόν péyeboc ὅ, τι συμβολίζει ὁ ἀ- 
ριθµός διά τό Ῥαθμωτόν µέγεθος: ὅπως ἡ µελέτη τῶν Βαθμωτῶν μεγεθῶν 
ἀνάγεται eic λογισµόν ἐπί τῶν ἀριθμῶν, ὁμοίως ἡ µελέτη τῶν διανυ- 
σματιιῶν μεγεθῶν ἀνάγεται εἰς λογισµόν ἐπί τῶν διανυσμάτων. 

Ἢ µελέτη τῶν νόµων, σύμφωνα pé τούς ὁποίους τά  διανύσματα 
συνδυάἓονται μεταξύ των, ἀποτελεῖ τό ἀντιμείμενον τοῦ διανυσμα- 
τιμοῦ λογισμοῦ, τὸν ὁποῖον duvdpeba νά ὑποδιαιρέσωμεν εἷς τρία 
pépn: διανυσματιιήν ἄλγεβραν, διανυσµατιμΏν ἀνάλυσιν uai διανυσµα- 
τιμούς χώρους ν διαστάσεων. 

Θεωροῦμεν γνωστᾶς, τῆν στοιχειώδη ἔννοιαν τοῦ  διανύσματος, 
μαθώς μαί τάς ἐννοίας τῆς προσθέσεως, ἀφαιρέσεως ἐσωτεριμοῦ, ἐέωτε- 
ρπιοῦ μαΐ μιυτοῦ γινοµένου διανυσµάτων. Διευπρινίζομεν, ἁπλῶς,ἐν συν- 

εχείᾳ, μεριμούς συμµβολισμούς μαί ὁρισμούς, 
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2.1.1 Διανυσματικὴ ἄλγεβρα -- Στροφεῖς 
Ἕν διάνυσµα μαλεῖται ἐλεύθερον, ὅταν προσδιορίζεται πλήρως & 

πό τῆν διεύθυνσίν του, τῆν φοράν του μαΐ τό μέτρον του. 
Ἕν διάνυσμα τηιαλεῖται ὀλισθαῖνον, ὅταν προσδιορίἐεται πλήρως & 

πό τόν ἄξονα ὀλισθήσεώς του, τῆν φορᾶν Tou uai τό μέτρον του. 
Ἑπομένως διά μέν τά ἐλεύθερα διανύσματα ἡ ἀρχή των εἶναι αὖ- 

θαίρετος εἰς τόν χῶρον, διά δέ τά ὀλισθαίνοντα ἡ ἀρχή των «πνεῖται 
αὐθαιρέτως ἐπί μιᾶς ὡρισμένης εὐθείας, τοῦ ἄξονος ὀλισθήσεως. 
Ἢ ἰσότης δύο ἐλευθέρων διανυσμάτων διαφέρει ἑπομένως, ὡς ἔννοια, 
τῆς ἰσότητος δύο ὀλισθαινόντων. Λόγῳ τῆς φύσεώς Twv τά ἐλεύθερα 
διανύσματα ἔχουν ἐφαρμογάς μυρίως εἰς τῆν γεωμετρίαν, ἐνῶ τά ὀλι- 
σθαΐνοντα εἰς τῆν υλασσιμήν μηχαντμῆν. 

Ἕστωσαν τρία διανύσματα % ,0,w ἐλεύθερα ἤ ὀλισθαίνοντα 
Ξυμβολίζομεν: 

τό ἐξωτεριιόν γινόμενον διά τοῦ wav ἤ ὡλῶ, 

τό ἐσωτεριμόν γινόμενον διά τοῦ ςΟ ἤ ε, 

τό μιιτόν γινόμενον διά τοῦ (ὠλϑ)ῶὼ -«{λιύλω -(ὡλ)ῦ =(dow), 

ὁ fc ἐξωτεριμόν γινόμενον διά τοῦ (wav)rw . 
Ὑπενθυμίἐομεν ὅτιτ: 
a) Ἂν eic µαρτεσιανόν σύστημα συντεταγµένων pé μοναδιαῖα di- 

ανύσματα ἐ, 7, Ζ ai συνιστῶσαι τῶν ὦ, , εἶναι ἀντιστοίχως (χ . α), 
(κ᾽ ν΄-α’) ν (>5yyz?) τότε 04 ἔχωμεν τᾶς σχέσεις 

UV =xx+yy+zz’ 

--- -- . Σ e Ξ 

110 =(yzlzy)i +(zxixz)f+(xyiyxk 

X ¥ z 

(wow)=|x" v’ z’| =D 
ΧΙ yll Z" 

-“ » . - Ρ - .3 2 , 

B) Δεδομένων τῶν % μαΐ v Σητοῦμεν. τήν εὕρεσιν ἑνός τρίτου 

- s ΄ o --- --- --- . - , 4 - 
διανύσματος x , τοιούτου ὥστε X A =2 H πρᾶξις αὐτῇή μπμαλεῖται 

διανυσµατιμῆ διαίρεσις διά νά εἶναι δέ δυνατή πρέπει w υ--Ο. 

A1’ ἁπλῶν ὀντιματαστάσεων εὑρίσμομεν ὅτι τό ζητούμενον διανυσματι- 
4 -- 3 

udv πηλτῖιον εἶνατ 

ἔνθα 4- αὐθαίρετος βαθμωτῆ παράµετρος. 
Υ) Καλοῦμεν ροπῆν ἑνός ὀλισθαίνοντος διανύσμα- 
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τος % ὡς πρός τόὸ σημεῖον O, τό διάνυσμα 

M.5=0An% =04 A AB -Ολλῦ8. (2.1.1. α) 

o~ Η , Ἅ 2 P 

Προφανῶς ἡ ροπή εἶναι ἀνεέάρτη- 

τος τῆς θέσεως τοῦ διανύσματος 

/- % ἐπί τοῦ ἄἐονὂς του. 
ὀδισθήδεως Ἂν θεωρΏσωμεν τό Ο ὡς ἂἀρ- 

χΏν τῶν συντεταγµένων, ἡ ροπῇ 
λαμβάνει τήν popehv 

>x.2.1.1.A Mi=Li + Mj + Nk , 

ὅπου L=yZ-2zY , M=2X-xZ Α N=xY-yX (3.1.1.0) 

Μεταξύ τῶν ἕξ Ρβαθμωτῶν μεγεθῶν, X,Y,Z, L,M,N, ἰσχύει ἡ σχέ - 

σις LX+MY+NZ =20, (2.2 1) 

προμύπτουσα ἀπό τῆν μαθετότητα τῶν διανυσμάτων Μ,{ ual - 

T4 ἕξι αὐτά μεγέθη προσδιορίζουν πλήρως τό ὀὁ- 

λισθαῖνον διάνυσμα # , uaf ὀνομάζονται πλούπερτα - 

vai συντεταγμέναι αὐτοῦ. 

Ἐάν O εἶναι τυχόν σημεῖον, uai % διάνυσμα ὁμοπαράλλῃ - 

λον, πρᾶς τό διάνυσμα %, ὁηλαδή παραλλήλου διευθύνσεως, The αὖ - 

τῆς φορᾶς αΐ τοῦ αὐτοῦ μέτρου pé τό w , ἀλλά μέ ἀρχῆν εἰς τό O, 

ἰσχύει ἡ σχέσις 

Μ, =M, -Μι.κ΄.(2.1.1.δ) 

᾿Ανάλογος τῆς ροπῆς ὡς πρός 

σημεῖον εἶναι υαΐ ἡ ροπή ὡς πρός εὖ- 

θεῖαν B ἄέξονα. 
Ὀνομάζομεν στροφέα [Π] ἕνα 

σύνολον διανυσματιιόν ἀποτε- 

λούμενον ἀπό ἕνα πεπερασμένον ἀρι- 

θμόν ν ὀλισθαινόντων διανυσμάτων, %, 

, . 1.1.8 5 τῦ,...- ἐχόντων ἔνιαστον πλουπεριανᾶς 

συντεταγµένας τᾶς Χ, ,Ὑζ,2; L;, Μ, N, , 

(=1 ἕως v). 
ι ΄ « , « ΄ 2 , “ ΓΔ ΄ 2 

Enopévwc O στροφεῦς ὁρίζεται ἀπό ἐν ἐλεύθερον διάνυ - 

-- 

opa B μέ συντεταγµένας 

fav ἐὰ » Ζ 

ΧΤΣ, , Y=Y , Z=>2Z;, (2lle) 
=1 =2 s 

μαί μίαν ροπήν Μ.[Ε] ὡς πρός ἕν σημεῖον Ο, μέ ouv-
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τεταγμένας 

έἐεν =y 

L=DL, , M=3M . |κ|=4Ξ€|κ1,. (2.1.1.2) 

Τά ξξ βαθμωτά μεγέθη X,Y, Z,L,M,N ὀνομάζονται πλουμεριο Ξ 
vai συντεταγμέναι τοῦ στροφέως [8] . Τό σύνολον τῶν δύο ὃ- 

ανυσµάτων Ε υαί M,[R] , ὀνομᾶἲζεται ἀναγωγῆ τοῦ στροφ έ:ως[1-ϊ7 
'στό σημεῖον Ο. 

Παρατηροῦμεν ὅτι τὸ ἐσωτεριμόν γινόμενον 

Μ.ΙΕ]Ε = LX+MY+NZ 

εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ σῃμείου ὀνογωγᾗς O uai τοῦ συστῆμστος συν - 
τετογμενων. Αποτελει επομενως μίαν ἀναλλοίωτον τοῦ στροφέως 

[B] Αὐτή εἶναι προφανῶς μῃδενωη διά στροφεο ποριστωντο ὀλισθαί- 

νοντα διανύσματα διερχόμενα διο τοῦ αὐτοῦ onueiou. 
Μία ἄλλη ἀναλλοίωτος εἶναι τό µέτρον 

Πΐ|=/Χ2+ Φ μ 

Δύο στροφεῖς μαλοῦνται ἴσοι ὅταν ἔχουν τῆν αὐτῆν ἀνα - 
γωγῆν ὡς πρός τυχόν σηµεῖον Οὔὗτοι ὅταν ἔχουν τᾶς 

αύτάς πλουυεριονος συντετογμενας. 
_Ovopdlopev ἐσωτεριμόν γινόμενον δύο στροφεων[]ἳ] 

uat [R 7 t6 βαθμωτόν μέγεθος 

& [Ε]/[Ε] - mM,[E]+ E M[R] . (2.1.1.n) 

Τό ἐσωτεριιόν γινόμενον εἶναι ἀνεἑάρτητον τοῦ σημεί- 
ου ἀναγωγῆς O wuaf τοῦ συστήματος τῶν συντεταγμένων 
ἄρα ἀποτελεῖ ἀναλλοίωτον. Αὐτό συνάἄάγεται ὡς προφανές συμπέ - 

ρασμα τῆς σχέσεως 

-- 

M,[E] = M[B] + 002 R . 

fitic ἀποτελεῖ τῆν ἱμανῆν uaf ἀναγμαίαν συνθήπην ἤν 
déov νᾶ πληροῖ ἔπμαστος στροφεῦύς. 

Ἡ παρᾶγωγος ἑνός στροφέως [E] ἐἑαρτωμένου ἀπό μίαν πα- 
ράμετρον ἶ (π.χ. τόν χρόνον) εἶναι & στροφεύς μέ διανύσματα ἀνα - 

γωγῆς εἰς Ο τά Τΐΐ-ζ μαί άί|1΄!;[.1ϊ : ᾽Αποδεπμνύεται εὐνόλως ὅ-
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e 2 2 “ Ύ 

τι & νέος αὐτός στροφεῦς, συμβολιζόμενος 314 τοῦ ΐξ-[ΐ27 , εἶναι 

ἀνεζάρτητος τοῦ σηµείου dvaywyhe O, 

Προφανής εἶναι 1) ἐφαρμογῆ τῶν στροφέων εἰς τῆν υλασσιμῆν µπ- 
χανιμῆν ai ἀνάγμαι τῆς ὁποίας προεμάλεσαν ἄλλωστε υαΐ τῆν γένεσίν 
των. Οὕτως ἡ δυναμιμῆ µελέτη ἑνός στερεοῦ, εἰς ν σημεῖα ή 4. . 

~ & » κ Ν -Ὄ»- -- 2 

τοῦ ὁποίου ἐνεργεῖ σύστημα δυνᾶμεων F, , F,,...,F, , ἀνάγεται εἰς 
τῆν μελέτην τοῦ στροφέως [R] , ἔχοντος διανύσματα ἀναγωγῆς ὡς 
πρός τυχόν σημεῖον O, τά 

ἰ-ν 

Ε-ΣΕ . μ,ρ{Π] - Ο Ε (2.1.1. ε) 

Ὁ ἀνωτέρω στροφεύς [R] γενιυεύεται uaf εἰς thiv περίπτωσιν 

ἑνός πεδίου δυνάμεων F (M), ὡρισμένου εἰς &uactov σημεῖον Μ ἑ - 
νός χώρουϊϑι᾽ Ὁ στροφεύς [8] ἔχει τότε ὡς διανύσματα ἀναγωγῆς ὡς 
πρός Ο τά 

- ΠΠπιρν ' ι Μ]ο )V 210 
v 

Ἢ στατιμῆ τῶν στερεῶν σωμάτων ἀνάγεται ἐξ ἄλλου εἰς τῆνμε- 

λέτην τῶν συνθημῶν πού μηδενίζουν ἕνα στροφέα, 

2.1.2 Διανυσματικὴ ἀνάλυσις 
Θεωροῦντες γνωστᾶς τᾶς ἐννοίας παραγωγίσεως uai ὁλουλτηρώσε- 

ως διανύσματος, διανυσµατιμΏς ταχύτητος ual ἐπιταχύνσεως, τούς τύ- 
πους τοῦ FRENET uai τάς ἐφαρμογᾶς των εἰς τῆν µελέτην τῶν ἐπι- 

φανειῶν, εἰσερχόμεθα eic τό βασιμόν διά τῆν punyaviuhv πεφάλαιον τῶν- 

διανυσματιμῶν πεδίων. ἰ 
Ἔάν εἷς ἔμπαστον σημεῖον μιᾶς περιοχΏῆς (V) τοῦ χώρου ἀντι - 

στοιχίσωμεν povoonudvrwe μιᾶν συνεχῆ uai pé συνεχεῖς παραγώγους 

συνάρτησιν, ἀἁριθμητιμῆν ἤ διανυσµατιμήν, λέγοµεν ὅτι ἡ περιοχή (V) 

εἶναι ἀντιστοίχως ἕν βαθμωτόν ἤ διανυσματιιόν πεδίον. 
Ἔπί παραδείγµατι, ἔστω ἕν στερεόν σῶμα τοῦ ὁποίου ἡ πυιινό- 

της eic ἔπαστον σημεῖον. εἶναι βαθμωτή συνάρτησις τοῦ σηµείου, ἤτοι, 
ϱ-- 0 (χ Χο ). Τό βαθμωτόν αὐτό πεδίον τῆς πυιινότητος ἐμτείΐνεται 

εἰς τῆν περιοχῆν τοῦ χώρου τῆν ὁποῖαν ιιατέχει τό στερεόν σῶμα. 
Ἔπάν τὸ στερεόν σὔμα μινεῖται, εἰς ἔμαστον σημεῖον του uatd 

τῆν χρονιμήν στιγμΏν ¢ ἀντιστοιχεῖ μία ταχύτης, ἥτις εἶναι διανυ- 
΄ |{ ~ ΄ - 3 <7 > σματιμῆ συνάρτησις τοῦ σηµείου, ἤτοι V=V ( X, (8,5, () ,x,(t) ) = VIl. 

T6 διανυσματιμόν αὐτό πεδίον τῆς ταχύτητος éuteiverar πατά τῆν 
στιγμήν { . εἰς τῆν περιοχήν τοῦ χώρου ἥν uartéyel τό στερεόν ua- 
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τά τῆν χρονιμήν αὐτῆν στιγμῆν, ἰ . 
Δεδομένης μιᾶς συνεχοῦς συναρτήσεως ἑνός σηµείου, Ῥαθμωτῆς 

fi διανυσματιμῆς, δυνάμεθα, uatd ἀπειρίαν τρόπων, νᾶ τῆν συνδέσωµεν 

pé τυχούσας ἄλλας συναρτῆσεις. Τρεῖς εἰδιμιαί δυάδες συνδεδεμένων 

συναρτῆσεων εἶναι ἐξαιρετιμοῦ ἐνδιαφέροντος διά τᾶς ἐφαρμογάς τῆς 
φυσιμῆς ἐν γένει: πρόπειται δέ διά τᾶς ἑξῆς: 

Ἡ βαθμίς, συνάρτησις διανυσµατιμή, συνδεδεµένη pé μίαν συν- 
ἄρτηστιν ΡΒαθμωτῆν. 

Ἢ ἀπόμλῖσις, συνάρτησις Ραθμωτῆ, ouvdedepévn pé μίαν συνάρ- 

Tnolv διανυσµατιμῆν. 
Ἡ περιστροφῆ, συνάρτησις διανυσµατιμῆ συνδεδεµένη μέ μίαν 

συνάρτησιν énfonc διανυσµατιμῆν. 
Καί ai τρεῖς αὐταί συναρτήσεις εἶναι διαφοριμοί ἐμτελε - 

σταί.᾿Αποδειωνύεται ὅτι εἶναι συναρτῆσεις ἀναλλοίωτοι ὡς πρός 

ἀλλαγῆν τοῦ συστήµατος τῶν ουντεταγμένων, ual αὐτό 

ἐἑηγεῖ τῆν µεγᾶλην ἐφαρμογῆν των εἰς τῆν φυσιτιῆν. 

α) Βαθμίς τῆς βαθμωτῆς συναρτήσεως φ, ἤ gredg ἤ ἵρ. 
Ἕστω ἡ owvexhc μαΐ pé συνεχεῖς παραγώγους συνάρτησις 

. ¢=¢(X,,X,,...:Xy) ὅπου )(4Ι>(2:"'.|...Χιν 

εἶναι ai ν συντεταγμέναι τοῦ σημείου M εἰς ἕνα χῶρον ν διαστά- 
σεων. Καλεῖται ἐξ ὁρισμοῦ βαθµμίς τῆς συναρτήσεως ς μπαΐ 
συμβολίξετατ διά τοῦ gradeg ἤ Ve . ἕνα διάνυσμα τό 
ὁποῖον ἔχει συνιστώσας τᾶς 

δ δφ . δ 
᾽ 3 Π 

ox, 9x, %, 

» -- " » Ύ 
Τό ὁλιμόν διαφοριμόν τῆς ουναρτήσεως ¢ 04 εἶνατ: 

2 δῷ 9¢ =——dx,+——dx,+ - - - + dx df ax, 1 ὃ)ς, 2 axy r 9 

ὅπου τά διαφοριμά dx,,dx,,...,dx, εἶναι ai συνιστῶσαι τοῦ διανύ - 

σματος ds . Προμύπτει ἑπομένως ὅτι dg=grade ες , uaf ὅτι τό 
διάνυσµα φρααφ εἶναι μάθετον εἰς τήν ἐπιφάνειαν g=x ἔνθα - el 

val τυχοῦσα σταθερά, ὁπότε 04 ἔχωμεν dg=0. 
'Ἐπίσης προμύπτει ὅτι 

ἐᾶν gradg, = grade, τότε φ,-Φρ ε. 

Ἐάν ἰσχύει ἡ σχέσις @ x,, κρ,,...,.ῳ) Ξ Φί(ω,,ω,,...,τῳ) 
ὅπου --ς (X, ,% ,...,x) τότε θά ἔχωμεν 

gradg= 296 gradu,+ -- gradu,+---+ ΄3ςΙ>…ι,ν7'α«1α,.. (2.1.32. α) 
au( τ ’“,,
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Ἔπι τῆς (2.1.2.α) προμύπτουν ἀμέσως αἱ μάτωθι τρεῖς ἰδιότητες τοῦ δι- 

ανύσματος βαθμίς: 

σταα(φ,- ¢)=gradg, + grads, , (2.1.2.8) 

grad(s, &)= ¢, gradg, + ¢, gradg, (2,1. 2.Υ) 

ψαά//φ(ΐ/άέ] - έ ναάξ. (2.1.2.8) 

Παρατηροῦμεν ὅτι τό σύμβολον grad , συμπεριφέρεται ὡς τό σύμ- 
βολον α τῆς διαφορίσεως, ἐξ οὗ uai ἡ ὀνομασία τοῦ διανύσματος 

grad ὡς διαφοριπιοῦ ἐιιτελεστοῦ, 

Ἔστω τό διανυσματιιόν πεδίον (V) ἑνός διανύσματος X (χ, Χ,,., X,) 
Ὀνομάζομεν γραμμάς τοῦ πεδίου ἤ γραμμάᾶάς ροῆς τᾶς ἐφα- 

τιτομένας εἰς 16 διάνυσμα X τοῦ πεδίου, Ἢ ἐξίσωσις τῶν γραμμῶν αὖ- 

τῶν εἶναι προφανῶς 

- dx, o d 
Χλάϊ-ο, 3 -)-(ΐ΄:=-)ζ-*΄-'=… ν ΧΧ . (2.1.2.¢) 

'Ξάν 16 διάνυσμα X τοῦ πεδίου (V) ,εἶναι Ba- 

θμίς μιᾶς δυναρτῆσεῶς ¢ , δηλαδή ἐᾶν )?-ςναάφ,τό- 
Te T6 διανυσµατιμµόν πεδίον (V) μαλεῖται δυναμιμόν 
πεδίον, ἡ δέ ουνάρτησις g=¢( X,,x,,...,x)eivar τό δυ- 
vapiudv τοῦ πεδίου. 

Δὶ ἐπιφάνειαι τῆς μορφῆς ¢ (x,,X,,...x,)=x ναλοῦνται ἰσο - 
δυναμιμαί ἐπιφᾶνετατι, μαί τέµνονται, προφανῶς, μαθέτως ἀπό 
τᾶς γραμμᾶς ponc τοῦ πεδίου. 

------ 

Ἢ uvudogopia τοῦ διανύσματος X ιιατά phuoc τῆς παμπύ- 
ι , ~ ΄ 3 

λης € ἑνός διανυσματιιοῦ πεδίου εἶναι 

π-/ΐΞΐ =//)ς,ά»«,1ι)(2ιι1»«,,ι.….…ι>ςγοι>«,) {2.1.2.4] 

Ἔάν 16 πεδίον εἶναι δυναμπιόν, ἡ σχέσις (2.1.2.0) λαμβάνει τῆν 

μορφήν 
B 

P—/qmd¢ dT—/d¢=/d¢=¢,_¢l (2.1.2.n) 

Ce4B A G=4B 

~ “- ι ΄ - , e -- 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ uvudrogopia τοῦ διανύσματος X δυναμιμοῦ 

πεδίου ἑἑαρτᾶται μόνον ἀπό τά δύο ἄιρα τῆς διανυοµένης τροχιᾶς uai



%"/έ… β,:΄/-4΄ ) 4 d(\’) g(,y,,w ωχω ὠ,: ᾗμγ Ω ALty &41/»}/?’647!/‘ ooy T vy - ψψ&|Μ & 

&;θ…ωψω΄…7 κ φ δς /e ‘»f’/* Ay κά fecds ’*”// e ““/‘”/ Lrfecds oy 
έέβΜ|κε . /(4’{1 Ζ g 7 : ……ΐ /΄/// 2 ( falfi// /97//%/( )) ᾖ} 
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ὄχι ἀπό τὴν τροχιᾶν αὐτῆν μαθ᾽ ἑαυτῆν. 

) ᾿Απόμλισις μαΐ περιστροφΏ. 

Ἔστω A=X7 «Υ7 +Zk ἕνα διάνυσμα εἰς μαρτεσιανῶν σύστημα 
συντεταγμένων, παί M (x, y,z) ἡ ἀρχῆ τοῦ διανύσματος. Καλεῖται é¢ 

ὁρισμοῦ ἀπόμλισις τοῦ διανύσματος 4 τό βαθμωτόν μέγεθος 

;o4 Τ 784 δΧ ΟΥ δΖ (5.1.2. VAi=divd=i 22 L el T ὰ κ - ( ) 

uai περιστροφή τοῦ διανύσματος A4 , T6 διάνυσμα 

π A ~aA Ty 24 
Α͂ =rotA ZAa +j/| Aaz 

k‘ (6. 1.2.1) 
_[6z _ a/ ox _0Z); (6)’ X 
loy oz oz Ὅχ ax ὃν 

Ὡς ἀνεφέρθη ai συναρτήσεις αὐταί εἶναι ἀνεξάρτητοι τοῦ συστῆ- 

ματος συντεταγµένων. 

Ἕστωσαν ;ζ…/,ζ(Μ) μαί @(M) δύο διανυσµατιμαί uaf pfa Ba- 

θμωτή συνάρτησις τοῦ σηµείου Μ, , συνεχεῖς uai pé συνεχεῖς παραγώ- 
γοῦς, Ἐπί τῷ βάσει τῶν ὁρισμῶν (2.1.32.0) uaf (2,1.2.1) προμύπετουν 
αἱ σχέσεις 

div ά:+ξ) - άι"ι)…΄€-1'ΐ,- - ώ'υζ : 

ἄἑυζζΛζ} «-ᾱ, νοἰ -- γοί Α , 

div(¢4,) = ς ἀευᾷ, ε(ργααφ) ς 
(8..1. δι ) 

rot 6ζ+ζ] - rotA, «ο Α | 

π>ί|ωζ/= ς φοἐᾗ:-ι{ςναάᾷῤιἶ : 

rot (A, λ &, )= (4, grad)A, - (4, σγαα)ῆ, -Ά divA - A, divA, , 

ἔνα (A grad/ (4 Υ) =-Χ-Θ-ι ευ--- Γ+Ζ 
By θι* 

Διά φ--Υ- ual A=x ἔχομεν grade=0, divA =0 Ε rot A=0
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uaf ἀντιστρόφως. Παρατηροῦμεν ὅτι uai τά σύμβολα div, uai rot 
συμπεριφέρονται ὡς διαφοριμοί ἐμτελεσταί. 

γΥ) Ἄλλοι διαφοριμοί ἐμτελεσταί. 
Τῷ Ponbeig τῶν τριῶν διαφοριμῶν ἐμτελεστῶν grad, ἀέυ uai rot 

δυνάμεθα νᾶ σχηματίσωμεν uai ἄλλους πέντε, τούς 

grad-div , div-grad , divrol , rotf-grad , rotrot . 

A1’ ἐφαρμογῆς τῶν ὁρισμῶν προμύπτει ὅτι 

rol.grad¢ =0  uat  divrot =0 . 

e, 

Ἑ πομένως 14 τά δυναμιιά πεδία 614 τά ὁποῖα V = grade 04 €- 
--- 

«ς » 5 ρ = , ΄ . 
χωμεν 7ot V=0 . Ἢ συνθήμη εἶναι ἀναγμαία uai ἱμανῆ, δηλαδή ὄὅταν 

== ᾽ 2 ; Τ 3 4 ” - ΄ 
rot V=0 τὸ διανυσματιμό πεδίο ¥V εἶναι δυναμπιόν uai συνεπῶς ἰσχύ-- 

εἰ ἡ σχέσις Ι-ἷ:ῃ’”αάφ. Διά τῆν ἀπόδειξιν παραπέμπομεν εἰς υλασσι- 

μά συγγράµµατα διανυσματιμοῦ λογισμοῦ. 
Διά τῆν συμβολιυμήν ἔμφρασιν τῶν τριῶν ἄλλων ἐμτελεστῶν εἰσά- 

γεται τό σύμβολον A τό ὁποῖον ὀνομάξεται λαπλασιανῆ, uadeitar δέ 

ἐξ ὁρισμοῦ λαπλασιανῆ τῆς Ῥαθμωτῆς συναρτήσεως φ ἡ 

9’ ὃδ΄ς : 3¢ =V = div. = Δο / Ρξ/ div.grads v g 50" " 727 

s 

μαΐ λαπλασιανῆ τῆς διανυσματιιμῆς συναρτήσεως 4 ἡ 

44 = Ρ'/Ζ47=9Μά-άίυΆ+- rotrotd = AX7 1 Χ|?+Δ2 k. 

ὁ) ἜἘφαρμογαί τῶν ἀνωτέρω διαφοριμῶν ἐμτελεστῶν. 
£ Ρ ς ΄. π ΄ 

Ὀνομάζομεν pohv ἑνός διανύσματος A(X.Y,Z) διά 
µέσου ἐπιφανείας § ,ὁριἐομένης ἀπό τό στοιχεῖον της ds uail 

τῆν µοναδιαίαν udbetov πρός αὐτό 7 (a,B,y), τὸ διπλοῦν ὁλουλήρωμα 

ε;ύ==//Ά..ιι"΄φΞ" ds = // (Ύα «Υ δ Ξας =ύ/ΐ (Xdydz+ Ydzdy +Zdxdy). 
& & & 

‘Edv ἡ ἐπιφάνεια S εἶναι μλειστή, περιορίζουσα Syuov τινά ¥, 
τότε ἰσχύει 16 θεώρημα τῶν GREEN - OSTROGRADSKI, ἐυφράξον ὅτι, 
n pof ἑνός διανύσματος 814 péoou ureiotne émgaveiac S, ἰσοῦται 

pé τό τριπλοῦν ὁλουλήρωμα τῆς ἀπουλίσεως τοῦ διανύσματος, ἐυτεινό- 
pevov εἰς ὅλον τόν dyuov ¥, ἤτοι 
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||Ζχαῳάω Ydzdx +Zdxdy)= / / 2. 0V , oZ /dxdydz 
ὃχ Sy 

ςδ-=/],4|->')Ξ.&ιΖε =.//'/.ιι'τ΄ι:.*4-.άΙ/'. (9,1, .) 

Ω v 

‘E4v β uaf ᾳ εἶναι δύο συνεχεῖς βαθμωταί συναρτήσεις τοῦ πε- 
δίου V¥ , περιιλειωμένου ὑπό τῆς ἐπιφανείας & , ἰσχύει 6 τύπος τοῦ 
GREEN 

fl&dq—qdp}dV=/@gradq—q gradp)iz’ols (2,1.2,12) 

v | 
2 ᾽ 

Τέλος ἐᾶν ἡ ἀνοπιτῆ ἐπιφάνεια § , περιμλείεται ὑπό τῆς µλετι- 
στῆς μαμπύλης €, ἰσχύει ὁ τύπος τοῦ STOKES 

%4+άΐ…//"ΐποέέ+άε , (2,1.2,v) 

Γ2 S 

ὅστις ἐμφράξει ὅτι τό ἔργον ἑνός διανύσματος A uatd μῆμος μιᾶς 
μλειστῆς μαμπύλης (' ἰσοῦται μέ τήν ροΏν τῆς περιστροφῆς του, τῆν 

διερχοµένην 814 τῆς ἐπιφανείας & ν περιιλείει ἡ μαμπύλη C. 

2.1.3 Διανυσματικοὶ χῶροι ν διαστάσεων 
Οἱ διανυσματιιοί χῶροι ἀποτελοῦν τμῆμα τῆς τοπολογίας τῆς 

ὁποίας δίδοµεν ὡρισμένους στοιχειώδεις ὁρισμούς, παραπέµποντες τόν 
ἀναγνώστην εἰς τῆν Ριβλιογραφίαν (3,4,14,15,16) pé τῆν πεποίθησιν ὅ- 
τι εἶναι ἀπαραίτητος ἡ μύησις ἑνός ἐπιστήμονος εἰς τῶν σύγχρονον 
αὐτῆν ἔπμφρασιν uai συέψιν. 

Καλοῦμεν σύνολον μίαν συνάθροισιν ὑλιμῶν ἤ ἀφηρημένων μα - 
θηματιμῶν ἐννοιῶν ἐπί τῇ βᾶσει μιᾶς μοινΏς ἰδιότητός των. Τά γρᾶμ - 
ματα τῆς ἀλφαβήτου, ol φυσιμοί ἀριθμοί, τά σημεῖα ἑνός ududrou ἤ εὖ- 
θείας͵ ἀποτελοῦν σύνολα. 

Néyopev ὅτι εἰς ἕνα σύνολον £ ὑπᾶρχει εἴς νόμος ἐσωτε - 
ριμῆς συνθέσεως ὅταν εἰς ἕνα ἐεῦγος διατεταγµένων στοιχείων 
(@,B) τοῦ συνόλου δυνάµεθα uatd ἕνα uaf pbvov τρόπον νά ἀντι- 

στοιχίσωμεν ἕνα ἄλλο στοιχεῖον γ , τό ὁποῖον νά aviun ἐπίστς εἰς 

τό οὔνολον £ . 'O νόµος ἐμφρᾶζεται μέ τῆν γενιμῆν σχέσιν 

akp=y @ 

(1) Té « εἶναι τό σύμβολον μιᾶς ἀριθμητιωῆς πρᾶέεως. 
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Ὁ ἐφοδιασμός ἑνός συνόλου pé ἕναν ἤ περισσοτέρους ἐσωτερι- 
μούς νόμους σημαίνει πρόσδοσιν μιᾶς διαρθρώσεως εἰς τό σύνολον. 
Μιά διάρθρωσις προσδιορίζεται ἑπομένως ἀπό déidpara, uadopilovra 

τᾶς σχέσεις ποῦ τῆν χαραιτηρίζουν. 
Θά ἐξετάσωμεν ἐν συνεχείᾳ τάς διαρθρώσεις τῶν θεμελιωδῶν συνό- 

λων τῆς τοπολογίας, ἤτοι τῶν ὁμάδων, τῶν δαμτυλίων , τῶν 

σωµάτων uai τῶν διανυσματιμῶν ἤ γραμμιμῶν χώρων. 

α) Διάρθρωσις μιᾶς ὁμάδος. 
Ἕνα οὔνολον E ἔχει διᾶάρθρωσιν ὁμάδος ὅταν ὑπαμούη εἰς τά 

μάτωθι ἀξιώματα: 
1ο) Ὑπᾶρχει εἰς αὐτό εἴς νόὂµος ἐσωτεριμῆς συνθέσεως. 
20) 'O νόµος εἶνα προσεταιριστιμός ἤτοι 

ax(Bry)—(axf)xy -- axf*y. 

30) Ὑπάρχει ἕν οὐδέτερον στοιχεῖον €, uai ἕν μό- 
vov εἰς τό σύνολον, τοιοῦτον ὥστε 

exa=aQ*xe=qa. 

40) Δι᾿᾽ ἔναστον στοιχεῖον α τοῦ συνόλου ὑπάρχει ἕν uai pdvov 

ἀντίστροφον στοιχεῖον α΄, τοιοῦτον ὥστε 

axa'=a%a=e. 

At ὁμάδες 814 τᾶς ὁποίας ὁ νόμος εἶναι μαΐ ἀντιμεταθετι- 
μός (ἤτοι axB8=pB%&) ὀνομάζονται ἀβελιαναί ὁμάδες. 

᾿Αναλόγως τῆς σημασίας τοῦ συμβόλου 3k , διαμρίνομεν ὁμά - 
δας προσθετιμάς (¥=+ ), ual ὁμάδας πολλαπλασιαστι- 
udc (% =><1 - ).Katd παραδοχῆν αἱ προσθετιμαί ὁμάδες εἶναι πάν- 
τοτε ἀβελιαναί, Προφανῶς, a’=-a διά τᾶς προσθετιιάς ὁμάδας πιαΐ 
α΄-- α΄΄ διά τᾶς πολλαπλασιαστιμάς, Οὕτως ot ἀμέραιοι ἀριθμοί πμαΐ 
τά υλάσματα ἀποτελοῦν ἀβελιανῆν πολλαπλασιαστιμῆν ὁμάδα, εἰς τήν 

ὁποίαν Ἐ----, ε-4, uaf 6ϊ΄==-(΄1/-=ζι'.΄ 

Ὁμοίως, οἱ ἀμέραιοι ἀριθμοί ἀποτελοῦν ἀβελιανῆν προσθετιιήν ὁμάδα, 
εἰς τήν ὁποίαν: " = + , e=0 ual a<-a. 

) Διάρθρωσις ἑνός δαμτυλίου. 
Ἕνα σὔνολον & ἔχει διάᾶρθρωσιν δαμτυλίου, ὅταν ὑπαιιούη εἴἷς 

τά µάτωθι ἀξπιώματα: 
| 1ο) Τό σύνολον ἀποτελεῖ ἀβελιανῆν ὁμᾶδα προσθετι- 

ufv, ( & οὗ nnydlouv πέντε σχέσεις ὡς προηγουµένως). 
20) Ὑπάρχει uai ῥεύτερος νόµος ἐσωτεριμῆς συνθέ- 

σεως, μαλούμενος πολλαπλασιτασµός, ἤτοι: 
a) Eic ἔμαστον ἐεῦγος διατεταγµένων στοιχείων α uai β, ἀντιστοιχεῖ 







21 ᾿Ανασμόπησις uai συμπλήρωμα ἁνωτέῥων μαθηματιμῶν 33 

ματά ἔνα uai μόνον τρόπον ἔν ἕτερον στοιχεῖον τοῦ συνόλοι' 7 ,τοι- 
οὕτον ὥστε 

2΄ι=α'»β. 

ε 3 2 = 
) Ὁ πολλαπλασιασμός εἶναι προσεταιριστιινμός, ἤτοι 

α(β.γ)εία.β)7--α,8.7. 

y) ‘O πολλαπλασιασμός εἶναι διπλῶς ἐπιμεριστιμός, ἤτοι 

a-(B+y)=ap+ay, 

(Btz)a=pa+tya 

Οὕτως οἱ ἀμέραιοι ἀλγεβρπιοί ἀριθμοί ἀποτελοῦν σύνολον pé ὃδι- 

ἄρθρωσιν δαμτυλίου, 

Υ) Διάρθρωσις ἑνός σώµματος. 
Ἕνα σύνολον E ἔχει διάρθρωσιν σώματος ὅταν ἔχη ἤδη δι- 

ἄρθρωσιν δαμτυλίου παΐ ἐπί πλέον τά μῆ pndeviud 
στοιχεῖα του ἀποτελοῦν ὁμᾶδα πολλαπλασιαστιυμήῆν Eic 
τάς ἐφαρμογάς ἀντιμετωπίζεται συνήθως ἡ περίπτωσις σωµάτων pé ἀ - 
Ρελιανῆν ὁμάδα πολλαπλασιαστιμῆν, ὀνομᾶἲονται δέ οὗὖ - 

ματα ἀντιμεταθετᾶ. 
Eic αὐτά ἰσχύουν, ἐπί πλέον τῶν σχέσεων διαρθρώσεως δαυτυλί- 

ou, ai σχέσεις: 

a-f=p5a (ἰσχύς ἀντιμεταθετιπιοῦ νόμου), 

ea=q-e=a (ὕπαρξις οὐδετέρου στοιχείου), 

α-ία-α-α--ε (ὕπαρέις ἀντιστρόφου διά α-0). 

Παρᾶδειγµα συνόλου pé διᾶρθρωσιν ἀντιμεταθετοῦ σώματος ἀποτελοῦν 

οἱ ρητοί ἀριθμοί, 

ὃ) Διανυσματιμός ἥ Ὑραμμτμός χῶρος ν διαστᾶσεων. 

1). Διᾶρθρωσις: 
Καλοῦμεν διανυσµατιµόν χῶρον ν διαστᾶάσεων τό σύνολον & 

στοιχείων διανυσματιμῆς μορφΏς (XY, Z, . . . ) εἰς τό ὁποῖον ἰσχύουν 
οἱ ἑξῆς δύο νόμοι συνθέσεως: ' 
α) Εἷς ἐσωτεριμός νόμος ἀβελιανῆς προσθετιμῆς ὁμά - 
δος. "Apa οἱ διανυσματιιοί χῶροι εἶναι ἀβελιαναί προσθετιμαί ὁμά - 

δες. 
5 - 

B) Eic ἐἑωτεριμός νόμος πολλαπλασιασμοῦ pé τό σῶ- 

Ἐἰίσαγωγῆ εἰς τήν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήῆν 3
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o - o % & . 

μα Κ τῶν Ραθμωτῶν μεγεθῶν (πραγματιμῶν O φαντασττ- 

μῶν), ἤτοι &v α εἶναι στοιχεῖον τοῦ σώματος X, τό στοιχεῖον α.Χ 
ἀνῆμει εἰς τό σύνολον Κ΄, uai ἐπί πλέον ἰσχύουν ai σχέσεις 

(a+B)X = a-X+ ΡΥ 

a(X+Y)=aX + a¥ 

a(BX)=(a )X 

e Tl /ε οὐδέτερον στοιχεῖον τοῦ Χ} 

2). ἹἼἽδιότητες uai ὁρισμοί 
, εα Α -- , 4 - - -΄ 

Τά διανύσματα X,, Χ7,...,.ὃ., τά ὁποῖα εἶναι στοιχεῖα τοῦ δια- 

νυσματιμοῦ χώρου, µμαλοῦνται γραμμιμῶς ἀνεἑέάρτητα ὄὅταν ἡ σχέ- 

σις 

α εα ---κ Χ - (2.1.8.q) 

εἶναι δυνατή pévov 314 @=a,= - - - =a,=C. 

“Euactov σύστημα v γραμμιμῶς ἀνεξαρτήτων ὁτανυσμάτων é,&,..., &, 
τοιοῦτον ὥστε νᾶᾷ μήν ὑπάρχη ἄλλο σύστημα ν » 1 ypappiude ἀνεξαρτῆ- 
των διανυσμάτων εἰς τόν διανυσματιμόν χῶρον Ε , μαλεῖται βάσις ἤ 
ἴχνος τοῦ διανυσματιιοῦ χώρου ἔ . Aéyopev τότε ὅτι ὁ 
διανυσματιμός αὐτός χῶρος ἔχει v διαστάσεις πμαΐ τόν 
συμβολίζομεν ὡς χῶρον, £, . 

᾿Αποδειινύεται ὅτι οἰονδήποτε διάνυσμα τοῦ χώρου £, δύνα - 
ται νά τεθῇ ματά ἕνα μαΐ μόνον τρόπον, ὑπό τῆν μορφήν 

--- 
--- --- --- 

X=x,6+x,E+--4x 6, . (2.1.3.8) 

Τά ῥαθμωτά µεγέθη x,, x,,...,x, ἀνήμουν εἷς τό σῶμα KX , uai ὀνομᾶ- 
--- 

ζονται συνιστῶσαι τοῦ διανύσματος . ὡς πρός τῆν βά- 

ος ο 
2 “ 2 ΄ . 3 ~ 2 

Elval προφανές ὅτι τά διανύσματα &; εἶναι povadiaia ὡς πρός 
» » 3 4 2 Ύ 2 - ε 2 ΄ 

τῆν Ρβάσιν των, ἀλλά δέν εἶναι πλέον povadiala ὡς πρός ἄλλην βᾶσιν 

€7 ναθ᾿ ὅτι ἐλήφθησαν τυχόντα. 

3). ᾿Αλλαγῇ Βάσεως 

Ἔστω μία νέα βάσις β, ξ;,..., 8, , τῆς ὁποίας τά διανύσματα ὅ; 
προσδιορίζονται ὡς πρός τῆν παλαιάν βάσιν διά τῶν σχέσεων
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- o --- --- 

Θ =06 ρ 4-.τὖ α,, ἐν τ > € . (2.1.3.v) 
τιτ 

Ἡ σχέσις (2.1,3.v) εἶναι ἡ συμπεπυινωμένη μορφῇ ν σχέσεων 
(7= 1,2..,Y), Ἔν τῶν δύο δειμτῶν (7, 4), 6 πρῶτος παριστᾶ μίαν 
τυχοῦσαν τῶν ν σχέσεων, ἤτοι συμπυμνώνει συμβολιμῶς ν ἐξισώσεις 
εἷς μίαν uaf μαλεῖτα ἐλεύθερος δείμτης, ἐνῶ ὁ δεύτερος συμ- 

βολίζει μίαν ἄθροισιν ν μονωνύμων ὅρων μαΐ μαλεῖτα ἄφωνος δεί - 
UWTHEC, 

Παρατηροῦμεν ὅτι 6 pév ἐλεύθερος δείμτης ἐμφανίλεται αΐ eic 
τά δύο péin τῆς σχέσεως (2.1.3.Y7), ὁ δέ ἄφωνος ἐμφανίζεται πάντο- 

΄ ΄ o o , ΄ ᾽ ΄ - 

τε 300 φορας εἷς τὸ μονώνυμον @y €; . Τό μονώνυμον αὐτό «μαλεῖ- 
τα ψευδομονώνυμον. 

Σ χηματίζομεν τῆν ὁρίζουσαν 

Δς G4 . . 5 6ι4ι| 

-- 3 Ε Gy 

A= . . . 

a,, a,, Ay 

ἥτις εἶναι διάφορος τοῦ μηδενός λόγῳ τοῦ γραμμιιῶς ἀνεξαρτήτου 
τῶν ῥάσεων μαΐ μαλεῖται σχετιμόν μέτρον τῶν δύο βάσεων. 

Ἐπιλύοντες τό σύστημα (2.1.3.γ) ὡς πρός &; εὑρίσιιομεν 

F=v 

Τ 0 B = D B B - (2.1. 5. ὃ) 
7257 

εἷς τό ὁποῖον οἱ συντελεσταί β, δίδονται ἀπό τᾶς σχέσεις 

7ὲ (2.1.3.¢€) 

ὅπου A, εἶναι 6 cuvreleothc τοῦ dpou α πατά τήν ἀνάπτυξιν τῖξ 
ὁριζούσης A , uaf ὀνομάζεται ἀλγεβριμός ἐλάσσων τοῦ ὅρου 
a,-,-. 

Ἔπ the θεωρίας τῶν ὁριζουσῶν συνάγομεν ὅτι ἡ ὁρίζουσα τῶν 

2 συντελεστῶν Α εἶναι B - -ᾱ- uaf ὅτι 

a, = (2.5.3.8) 
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ἨἘππίσης 8v γράψωμεν τάς v σχέσεις, (j=1,2,...,V) 

d;j afj/d:w 'I'a.rj/éxa% S avjléary=2 αι','|6.=ι*ι' ᾽ (2.1.3.n) 
7 

εὑρίσιομεν ὅτι διά γ7-ς εἶναι day=0 ναί διά γε, , -- τ . 

Ἢ σχέσις (2.1. 8. β) γράφεται ἐὲ ἄλλου 

oh (= -- /.γ4 it P 

χ: λ/ι€ί= ξ;ά Ξρ΄.!΄3΄-7=..- Ξ/Σ'/Χ΄ι|(3ι΄|΄Ό',) 5 (2. 1. 3.θ ) 

-- P -- ‘=7 I 

Ὦ, ἀλλάζοντες τήν σειρᾶν τῶν ἀθροισμάτων 

25 ἂν - φερ γ-Ρ 

)ζ",-Σ/2ή'ζΞ!ΐ'Δ3'΄'΄΄*΄ί/""'Ξ βΐΣάΜ/= 
Σ'9,-*::,΄ . 12.31.3 v 

ey = “Ξ7 €΄-4' - 

2 Η ο Π 2 ~ ~ , τ ι 2 2 2 
ἔνθα ζ7΄ εῖναι a1 νεαι ὀσυνιστωσαι τοῦ δἸ.ΟνυΟμΟΤΟζ χ ως προς την 

véav βᾶσιν β, , οινδέονται δέ μέ τᾶς παλαιᾶς συνιστώσας, 514 τῆς 

σχέσεως 

τεν 

μαΐ ἀντιστρόφως 

"xr 

Ξ λ . (2.1.3.%) 
j=4 

Suyupivovtee τᾶς oyxéoeic (2.1.3.Y),(2.1.3,u) uaf (2.1,3.98),(2.1.3.2) 

παρατηροῦμεν 611 6 νόμος μετατροπῆς τῶν ουνιστωσῶν 
εἶναι τρόπον τινά ἀντίθετος τοῦ νόὂµου μετατροπῆς 
τῶν Ρβάσεων. Αὐτό τό éugpdlopev, λέγοντες ὅτι αἱ συνιστῶσαι 
ἑἐνός διανύσματος ἀποτελοῦν ἕναω ἀνταλλοίωτον τανὺυ - 
στῆν πρώτης τᾶἑεως, Eic τῆν ἔννοιαν τοῦ τανυστοῦ 04 ἐπανέλ- 
θωμεν ματωτέρω εἰς εἰδιμήν παράγραφον. 

Mia σηµαντιμῆ ἁπλοποίησις εἰς τῆν γραφῆν τῶν ἀνωτέρω τύπων 
'ἐἐπιτυγχάνεται 814 τῆς παραδοχῆς τοῦ ΕΙΝΒΤΕΙΝ συµφώνως πρός τῆν 

ὁποίαν παραλείποµεν τό σύμβολον Ξ τῆς ἀθροίσεως ὑτιό τῶὸν ὅρον 

νά χαραυτηρίζεται σαφῶς, ὡς ἀνωτέρω, ἡ διαφορᾶά μεταξύ ἀφώνου παΐί 

ἐλευθέρου δεῖιτου. 

Αἱ ἀνωτέρω σχέσεις λαµβάνουν µατόπιν αὐτοῦ τῆν ἁἀπλουστέραν 

μορφήν 

P=a:%  (2.1.3.y) &=Ly (2.1.3.3) 
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3/,'=/5¢,-/\2 (2.1, 8,10 Xe=a,y . (2.1.3.2) 

4), ΤΙραμμιιαί μορφαΐί 

Μία βαθμωτή συνάρτησις 2) τῆς διανυσματιυῆς μεταβλητῆς 
τοῦ πεδίου £, ὀνομάζεται ypappiuf μορφή ὅταν διά τυχόντα 

διανύσματα X, ¥ τοῦ πεδίου E, , ἰσχύουν αἱ σχέσεις 

7[‘/)?.7"5;)://)(7’/'//}}7 5 

f/af/ =a/'/)(7 3 

ἔνθα α τυχόν στοιχεῖον τοῦ σώµματος τῶν πραγματιμῶν ἤ φανταστιμῶν 
ἀριθμῶν - 

5 ε - " - . μς 
ἜἘάν X =x, 2, , 04 ἔχωμεν f(X)=f(x 2,) - χ, ( ). 

- ΄ ΄ -- ΄ -- 

Καλοῦμεν τᾶς ποσοτήτας {(6)) συντεταγμένας τῆς συναρ- 

τῆσεως φ Χ). Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ συνάρτησις A(/) ἀποτελεῖ ἐ- 
πίστς διανυσµατιµόν B γραµμµιμόν χῶρον dedopévou ὅτι ἐπαληθεύει 
τούς νόμους διαρθρώσεως ἑνός τοιούτου χώρου, Al ποσότητες X, G- 
ποτελοῦν τῆν Bdoiv ἤ ἴχνος τοῦ véou αὐτοῦ διανυσματιμοῦ 

χώρου τόν ὁποῖον ὀνομᾶἲομεν δυαδιμόν χῶρον τοῦ χώρου ἙΕ,. 
᾿Αλλάζοντες Ρβάσιν εἷς τόν χῶρον Ε, , προμύπτει ὅτι 

Παρατηροῦμεν ὅτι αἱ συντεταγµέναι ) , uatd τῆν ἀλλαγῆν 
Βάσεως µετατρέπονται σιηιφώνως τῷ σχέσει 

ι (2.1.5. μ) 

Πολλαπλασιά)ζοντες ἀμφότερα τά µέλτ τῆς (2.1.5.μ) pé τόν παρᾶ- 

γοντα 5,, ἔχομεν 

HE) διά κι 7 
> Ξ S _/- - 

. /ε…|"/"'ι*5;ι:ι' ς.,.//εί]=ζ| //34/—<0 διᾶ ὐ 

ὁπότε προμύπτει τελιμῶς ἡ σχέσις 

HE)=p.£1E) . | (2.1.3.v) 

Παρατηροῦμεν ὅτι εἰς τόν véov αὐτόν dravuopariudv χῶρον , ὁ
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2 ~ . -- 3 .3 ΄ ΄ ΄ 
νόµος μετατροπῆς τῶν συνιστωσῶν εἶναι ὁ αὐτός μέ τόν νόµον µετα- 

τροπῆς τῶν Βάσεων. Aéyopev ὅτι αἱ συντεταγµέναι /ἓ;) τοῦ χώρου 

,/'/)-ζ./ ἀποτελοῦν ἕναν ὀυναλλοίωτον τανυστῆν πρῶτης τᾶ- 
ξεως. 

Καλοῦμεν ἐσωτεριμόν ἤ βαθμωτόν γινόμενον δύο 
στοιχείων τοῦ χώρου £, , τῆν ypaupiufv μορφήν 

)?)—;-'Xi Y - 

Καλοῦμεν εὐμλείδιον νδρμαν, τό ἐσωτερτμόν γινόμενον 

ΧΧ-Ν(Χ)-- (). 
Καλοῦμεν βαθμωτόν ἑρμιτιμόν γινόμενον τῆν σχέσιν 

)-ἶἶ;:)ς-ἆζ . 

ὅπου , εἶναι ὁ μιγαδιμός συζυγῆς τοῦ μιγαδιιοῦ y=a;+<f ἔνθα i=+y-7 

fitor g, =a,—i4 . | 

Προφανὥς)ἷ Y=(7X) . . 
Καλοῦμεν ἑρμιτιμῆν νόρμαν τῆν 

XX =N(X)=x χ - 

αὐτῆ εἶναι πάντοτε πραγματιμός ἀριθμός. 
Καλοῦμεν τέλος ῥάσιν ὀρθονορμισμένην, τῆν Βάσιν τῆς 

ὁποίας ὅλα τά διανύσματα εἶναι ὀρθογωνισμένα μεταξύ των, 
014 τῆν ὁποίαν δηλαδῆ ἰσχύει ἡ σχέσις 

064 ἐφ ἐ -ο : Ν ς διά :-/ 

Ὁ διανυσµατιµός χῶρος εἰς τόν ὁποῖον ἐξελέγη μέα Ρᾷσις ἀρθο- 

νορμισμένη μαλεῖται εὐμλείδιος χῶρος, Eic τοῦς εὐπμλειδίους 
χώρους ἀποδειμνύεται ὅτι ἰσχύει τό ἀναλλοίωτον τοῦ ἐσωτε- 

ριμοῦ γινομένου. 

2. 2 ΜΗΤΡΙΚΟΣ ΚΑΙ ΤΑΝΥΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΊΞΜΟΣ 

2.2.1 Γενικότητες περὶ μητρώων 

‘O μητριμός λογισµός ἀνεπτύχθη eic τόσην ἔμτασιν ματά τῆν 
τελευταίαν εἴἰιοσαετίαν, ἰδίως λόγῳ τῆς ἐξελίξεως τοῦ ἀριθμητιμοῦ λο- 
γισμοῦ,...ὥστε ἡ ἔστω ναΐ περιληπτιμῇ περιγραφῆ τῶν ἐννοιῶν του éu— 

(1) Ὁ ἀριθμητιιός λογισμός εἶναι ιλάδος μαθηματιιῶν, τοῦ ὁποίου ἡ σύγχρονος ἐξέλιξις τιαΐ ἀνάπτυέις, τόν ἀνύψωσε 
εἰς τῆν πρώτην θέσιν and ἄποψιν ἐρεύνης, δημοσιευμάτων μαΐ ἐππιαιρότητος. Ὡς éu τῆς φύσεώς του, ἀποτελεῖ pi- 
αν μέθοδον ὑπολογισμοῦ ἀσυνεχῆ. Ἤτοι ἐπμμτνοῦσα ἀπό τᾶς ὡρισμένας τιμᾶς τῶν ἀσυνεχῶν µορ- 
φῶν, ὁηλαδή τῶν ἐξισώσεων, προσπαθεῖ νά ἐμφρᾶση ὅσον τό δυνατόν πληρέστερα τᾶς 
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φεύγει τῶν σιιοπῶν τοῦ παρόντος πεφαλαίου. Σηµειοῦμεν ἐξ ἄλλου ὅτι 
δέν χρησιμοποιεῖται ἧ μητριμή ἀλλά ἡ ψευδομωνονυμιαυί μορφῆ εἰς 
τῆν ἀνάπτυέιν τῶν padnpatiudv σχέσεων τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν, 
ἐν τῷ παρούσῃ συγγραφῇ. Περιοριζόμεθα ἑπομένως εἰς ὀλίγους ὁρι- 
σμούς, παραπέµποµεν δέ τόν ἀναγνώστην εἰς τά ὑπ᾿ ἀριθμόν 5, 6, 7, 8, 
9, 10 συγγράµµατα τῆς βιβλιογραφίας. 

Καλοῦμεν μητρῶον διαστάσεων ν uai p, εἰς ἕνα σύνο- 
λον £, τόν ὀρθογωνιμόν nivaua ν γραμμῶν uai ρστηλῶν 
τοῦ ὁποίου τά στοιχεῖα προέρχονται ἀπό τό σύνολον £ . Τό στοιχεῖ- 

ον τό εὑρισμόμενον εἰς τῆν ας γραμμῆν uai 7 στήλην παριστῶμεν ua- 
τά παραδοχήῆν pé συμβολισμόν τῆς μορφΏς α 

Τά μητρῶα πούῦ μᾶς ἐνδιαφέρουν eic τῆν φυσιμῆν παίρνουν τά 

στοιχεῖα των ἀπό σύνολα ἀποτελοῦντα σώματα ἀντιμεταθετᾶ, 
Ὅταν v=p T6 μητρῶον μαλεῖται τετραγωντμόν ,ἀπο- 

δεπινῦεται 8é δι᾽ἐφαρμογῆς τῶν ἰδιοτῆτων τῶν μητρώων ὅτι τά τε - 

τραγωνιμά μητρῶα ἀποτελοῦν σύνολον oxnpatilov δαιτύλτιτον 
Ἐάν Ε uai Ε΄εῖναι δύο σύνολα pé στοιχεῖα ἀντιστοίχως X μαί 

X', ὀνομδίομεν ἐφαρμογῆν τοῦ συνόλου Ε εἷς τό Ε΄μίαν σχέ- 
σιν f , ἥτις εἰς ἔμαστον στοιχεῖον X τοῦ συνδλου Ε ἀντιστοιχίζει 
τό στοιχεῖον X τοῦ ἔ΄, ἤτοι τῆν σχέσιν 

Χ, ). 

Ἔλν ἡ ἐφαρμογή { ἰσχύει 814 δύο ὁτανυσματιιούς χώρους £, , £, 
ὑπαμούει δέ ἐπιπλέον εἰς τούς νόμους τῆς γραμμιμῆς πορφῆς, 
ὀνομάζεται γραμμιιιός ἐμτελεστῆς. Οἱ ypappwol ἐπμτελεσταί 
παριστῶνται ἐν γένει ἀπό €vav τανυστήν δευτέρας τάξεως 
εἰς τόν ὁποῖον ἡμποροῦμεν νά ἀντιστοιχίσωμεν ἕνα μητρῶον τῆς 

μορφῆς 

A_ 24 22 Ξ Ἑν 

a, a, Ξ 

At πράξεις ἐπί τανυστῶν δευτέρας τἄξεως ἀνάγονται 814 τούς 

εὐυλειδίους χώρους, εἰς πράξεις μητριμιοῦ λογισμοῦ χωρίς νά σημαίνη 
» , @ 1 Ύ o -- 

pé αὐτό ὅτι ὁ τανυστῆς εἶναι ἔν μητρῶον. 

2.2.2 Γενικότητες περὶ τανυστῶν 
Eic ὡρισμένα φυσιιά φαινόμενα ὡς εἰς τῆν θεωρίαν τῆς ἐλαστι- 

µότητος, χρησιμοποιοῦμεν διά τῆν παρᾶστασιν τῶν τᾶσεων ἐντός πα- 
ραµορφουμένου στερεοῦ, ἕν οὕστημα & βαθμωτῶν μεταβλητῶν. Al ἕξι 

αὐταί µεταβληταί συμπεριφέρονται ὡς ἕν σύνολον, ἀποτελοῦν ἔν νέ- 

συνεχεῖς popedc, δηλαδή τᾶς συναρτήσεις. “΄Αποτελεῖ ἑπομένως τῆν γέφυραν μεταέύ ἀλγέ- 
Bpac uaf ἀναλύσεως. Λόγῳ τῆς φύσεώς Tou αὐτῆς εἶναι τό ἀπαραίτητον µέσον ἐπφράσεως ἑνός προβλήµατος 
διά τῆν εἰσαγωγήν μαί ἐπίλυσίν του ἀπό τούς ἠλευτρονπιούς ἀριθμητιμούῦς ὑπολογιστάς,
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ov péyeboc eic 16 ὁποῖον πρῶτος & VOIGT ἔδωσε τό ὄνομα τανυ- 
στιμόν péyeboc. ἝἜπιτοτε ὁ τανυστιμός λογισμός ἀνεπτύχθη ὡς Ἱ- 
διος υλάδος μαΐ ἀποτελεῖ μίαν ἐπέιτασιν τῆς θεωρίας τῶν διανυσμά- 

των, εἰς χώρους μέ περισσοτέρας τῶν τριῶν διαστάσεις. 
Ἢ πατανόησις τῆς ἐπεμτάσεως αὐτῆς διευνολύνεται ἐάν φαντα- 

σθῶμεν τό διάνυσμα προσδιοριζόμενον ὄχι ἀπό τρία συγμειριμένα με- 
γέθη (διεύθυνσιν, φοράν νιαΐ μέτρον) ἀλλά ἀπό ἕν σύνολον τριῶν βα- 
θμωτῶν μεγεθῶν διατεταγμένων ματά μίαν ὡρισμένην τᾶξιν. Ὃ τρόπός 
αὐτός τοῦ ὁρισμοῦ εἰσάγει ἕν σύστημα συντεταγμένων, μαΐ διά νά ἕ- 
χουν αἱ εὑρισμόμεναι ἰδιότητες γεωμετριυιήν ἔννοιαν, πρέπει νά εἶναι 
ἀνεξάρτητοι τῆς ἐμλογῆς τοῦ συστήματος αὐτῶν τῶν συντεταγμένων, 
ἤτοι νά παρουσιδίουν ἀναλλοίωτον μορφῆν. . 

Τό ἀντιμείμενον τοῦ παθαροῦ τανυστιοῦ λογισμοῦ εἶναι émopé- 
νως ἡ μελέτη τῶν μετασχηματισμῶν τῶν συντεταγμένων τῶν διαφόρου 
φύσεως τανυστῶν, ματά τήν ἀλλαγῆν συστήματος συντεταγμένων, μαΐ ἡ 
εὕρεσις τῶν ἀναλλοιώτων. 

Ἢ αἴγλη τοῦ τανυστιμοῦ λογισμοῦ ὀφείλεται ἰδίως εἰς τήν γε - 

νιμῆν θεωρίαν τῆς σχετιιότητος, τῆς ὁποίας ἀπετέλεσε τό 
ἀπαραίτητον μαθηματιμόν péoov ἐνφρᾶσεως. 

2.2,3 Τανυσταὶ ἐκ πολυγραμμικῶν μορφῶν 
Eic τά µατωτέρω, πρός ἁπλούστευσιν, περιοριζόμεθα εἷς τούς 

οσυναλλοιώτους τανυστᾶς, 

Ἕστωσαν @ διανύσματα X [ ς, όοο σ λο 
ἑνός διανυσματιμοῦ χώρου Ε, . Καλοῦμεν πολυγραμμιμῆν pop - 

φῆν, μίαν Ῥαθμωτῆν συνᾶρτησιν τῶν ο αὐτῶν διανυσµάτων, γραμμι- 
μῆν δι᾽ἔν ἔπμαστον ἐξ αὐτῶν. 

ἙΈλετάϊζομεν uat’dpxfiv τῆν περίπτωσιν μιᾶς τριγραμμιμῆς μορφΏς 

, Υ͂ ἄλ.: 

Ἐάν Σος , ευ 6 . Z=26 b ἔχωμεν 

(Γ Υ, Ζ)-- “(ξ, δ;, 6 )55 =tju %yt . 

Συμβολίζομενμµέ I, = ( &, ) τούς βαθμωτούς συντελεστάς, 
ol ὁποῖοι ἐξαρτῶνται ἀπό τήν ἐμλεγεῖσαν βάσιν. 

᾿Αλλάζοντες ῥάσιν μέ ἐφαρμογήν τοῦ συστήματος (2.1.3.1), uaf 
δεδομένου ὅτι ἡ τριγραμμπιῆ popeh παραμένει ἀναλλοίωτος, θά προ- 

΄ μὔψη 

--- -.. - 

XY, Z) =f(8,8.6,) %5 % = Xty ΧΝ 

ὁπότε ἐπειδή
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XY %= f,-,-,, εος @y , X34, 2/ (2.2.3.a) 

--- 

ἔχομεν ὡς πρός X', Υ, Ζ τῆν ταυτότητα τῆς μορφῆς 

΄ 7 Γ ok -- ει ὥης O ῳ XY 2, (2.2.3.B) 

Λόγῳ τῆς ταυτότητος (2.2, 3. β), μαΐ μόνον, δυνάμεθα νά ἅπλοποι- 

ἤσωμεν ὡς πρός Χ/ ψῷ Σ/ , ὁπότε προμύπτει ἡ σχέσις 

Ζ';μ afii α͵“ζ͵,͵. 

Δέγομεν ἑπομένως ὅτι ἡ τριγραμμιμῆ μορφῆ /ΓΎ.Υ.Ζ) 
προσδιορίἐἑει ἕναν ὀσυναλλοίωτον τανυστῆν τρίτης τᾶ- 
ἑέεως pé συνιστώσας (ἤ συντεταγμµένας) τούς συντε - 
λεστᾶς ζ.,.χ , Πετατρεπομµένους εἰς ἀλλαγῆν Ρβάσεως 

318 τῆς-σςφεαέος (2.2.3. v). 
Δυνάμεθα ἑπομένως νά γενπεύῦσωμεν uai νά δώσωμεν τόν ὁρι - 

σμόν τοῦ τανυστοῦ ρ τᾶἑεως ὡς ἑἐῆς: “EoTtw ἕν σύνολον ν' Ρῥα- 
θμωτῶν μεγεθῶν παριστωµένων ὑπό τῆς μορφῆς 

ljhtm... 
Θ δεῖκταιε 

Τά βαθμωτά αὐτά μεγέθη ἀποτελοῦν τᾶς συνιστώσας 

ἑνός τανυστοῦ p τάξεως, ἐᾶν, πατὰά piav ἀλλαγῆν Ba- 
σεως, μετατρέπωνται συμφώνως τῷ σχέσει 

. ζ,-ιι... ᾽ (2.2.3.9) 

ἥτις, ἰσχύουσα, διατηρεῖ τό ἀναλλοίωτον τῆς πολυ- 

γραμμιιῆς μορφῆς ματά τῆν ἀλλαγήν βῥάσεως. 
Τό σύστημα (2.2.3.δ) ἀποτελεῖ ἐξ ἄλλου τᾶς σχέσεις ἀλλαγῆς βά- 

σεως εἰς ἕναν διανυσματιμόν χῶρον £, ., μέ ν διαστάσεις, Αἱ συνι- 
στῶσαι τοῦ τανυστοῦ παριστοῦν ἐν τοιαύτῃ περιπτώσει τᾶς συντεταγ- 

μένας ἑνός σημείου τοῦ διανυσματιμοῦ αὐτοῦ χώρου, ν᾿' διαστάσεων. 
Οὕτω διά p=0 ἔχομεν τά βαθμωτά μεγέθη, ἅτινα δύνανται 

νά θεωρηθοῦν ὡς τανυσταί μηδενιμῆς τάξεως. 
Διά p=1 ἔχομεν τά διανύσματα τοῦ διανυσματιμμοῦ 

χώρου Ε-, ,αἱ συνιστῶσαι τῶν ὁποίων ἀποτελοῦν τόν ἀνταλλοίω- 
τον τονυστῇν πρώτης τάέξεως τῶν σχέσεων (2.1.3.υ),(2.1.3.λ). 

Διᾶ p=2 ἔχομεν τόν συναλλοίωτον τανυστῆν δευτέ- 
pac τάξεως μέ ν" συνιστώσας ἐῃ , προσδιοριζομένας ἀπό τΏν 

διγραμμιτιμῆν μορφῆν /'/A;: : )-΄./, μαΐί µετατρεποµένας συμφώνως πρός τῆν 

σχέσιν 
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Lu=ana, ly; . (2. 2. 5. ϐ) 

Eic τήν περίπτωσιν εὐμλειδίου χώρου τριῶν διαστᾶσεων αἳ συνι- 
στῶσαι ἐ;; δίδονται ἀναλυτιμῶς ἀπό τό μητρῶον 

t« 12 13 

Α Ξ- 2 22 23 

39 ΐ-” 33 

Δεδομένου ὅτι διά εὐυνλειδίους χώρους τανυσταί uai μητρῶα ὑπα-- 

μούουν εἰς τοῦς αὐτούς νόμους τῶ γραμμιιῶν ἐνμτελεστῶν,ᾶἂν- 
τιστοιχίζομεν εἰς ἕνα ἕμαστον ἐξ αὐτῶν ἕνα μητρῶον τῆς μορφῆς 4. 

᾿Ἐππανερχόμενοι ἐέ ἄλλου εἰς τῆν σχέσιν (2.1.3.n) παρατηροῦμεν 

ὅτι αἱ ποσότητες ὄ,͵͵ δύνανται νά θεωρηθοῦν ὡς συνιστῶσαι τανυ - 
στοῦ ἔχοντος τῆν ἰδιότητα νά παραμένη ἀναλλοίωτος διά πᾶσαν ἀλλα- 
yhv συντεταγμένων. Αὐτός μαλεῖται τανυστῆς τοῦ KRONEC - 
KER, μαΐ παριστᾶ τό οὐδέτερον στοιχεῖον τοῦ συνόλου τῶν 

τανυστῶν. 

2.2,4 Συμμετρικοὶ καὶ ἀντισυμμετρικοὶ τανυσταὶ 

Ἢ πολυγραμμιμήῆ μορφή ,ί'/)ξ΄*.,Σ./=,2.)1/ια2χιΞϊ΄τ(11. συμμετριμή - 

ἄν παραµένη ἀμετάβλητος 614 τυχοῦσαν µετᾶθεσιν 

των ὁδιανυσμάτων Χ.Υ.Ζ. 
Οὕτως εἰς τῆν περίπτωσιν διγραμμιμῶν μορφῶν συμμετριμῶν θά 

ἰσχύουν αἱ σχέσεις 

(Χ ) --κ =V, X)<t,yx (2. 2. 4, α) 

ἑπομένως ἐ Χο ) = ἔμ Y:x; ναί ἐναλλάσσοντες τούς ἀφώνους δεί- 
μτας τοῦ δευτέρου μελους 

εἜ ς X τ ι XYy - 

By
 

-
 I --
 

(2.2.4.8) 

Ἢ συνθήμη (2.2.4.8) εἶναι tuavh uai ἀναγμαία 314 τήν συμ- 
μετριιότητα ἑνός τανυστοῦ deutépac τἄξεως, ᾿Αποδειινύεται εὐινιόλως 
ὅτι ol συμμετριιοί τανυσταί παραμένουν συμμετρπιοί διά τυχούσαν ἀλ- 
λαγήν Bdoeuwc, 

Ἐάν εἰς τῆν συμμετριιήν μορφήν χ Χ, ) θέσωμεν Χ ΞΥ͂, προυύ- 

πτει ἡ τετραγωνιτμή μορφῆ 

Γ(Χ, X)=t, x.x; , (2.2.4.y) 
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ἰσχύει δέ uai τό ἀντίστροφον. 

Μία πολυγραμμιμῆ μορφῆ X Y2 ...) υαλεῖται ἀντισυμμε - 
Tpiuf) ἐάν παραμένη ἀμετάβλητος 814 πᾶσαν ἀρτίαν 
μετάθεσιν τῶν διανυσμάτων τῆς, ἀλλάξει δέ σημεῖον 
814 πᾶσαν περιττῆν μετάθεσιν αὐτῶν. ‘O éu τῆς μπορφῆς 
αὐτῆς προμύπτων τανυστῆς μαλεῖται ἀντισυμμετριτιιός. 

Οὕτως, εἰς τήν περίπτωσιν διγραμμπιῆς μορφῆς , ὁ ἀντισυμμετρι- 
μός τανυστῆς πληροῖ τάς σχέσεις 

t"j =—-tj‘- 9 ΐἰἑ:θ 5 (2υ2. 4.. δ) 

αἱ ὁποῖαι εἶναι iuavaf uai dvayuaiar συνθῆμαι 814 τῆν ἀντισυμμετρτ- 
µότητα ἑνός τανυστοῦ. ‘O ἀντισυμμετρπιός τανυστῆς παραµένει ἀντι- 
συμμετριμός διά τυχοῦσαν ἀλλαγῆν Ῥᾶσεως, ᾿Αντιπροσωπευτιμόν παρᾶ- 
δειγμα ἐφαρμογῆς τῶν ἀντισυμμετριμῶν τανυστῶν ἀποτελεῖ τό ἐξωτε- 

ριμόν γινόμενον XA Υ , npoulintov ὡς γινῶμενον διανύσματος ἐ- 

πί ἀντισυμμετριμόν τανυστῆν, ἤτοι 

ΧαΥ. (2. 2. 4. ε) 

Οἱ ἀντισυμμετρπιοί τανυσταί εὑρίσμουν τῆν µεγαλυτέραν ἐφαρ- 
poyhv των εἰς τῆν παρᾶστασιν τῶν ἠλευτρομαγνητιμῶν πεδίων uai τἄς 
θεωρίας σχετιμµότητος ἐπί τοῦ ἠλευτρομαγνητισμοῦ. Ἢ µελέτῃ τῶν νό- 
μων συνθέσεως τῶν ἀντισυμμετριιῶν τανυστῶν ἀποτελεῖ ἴδιον μεφάλατ- 

ον μαθηματιμῶν, τῆν ἑἑωτεριμῆν ἄλγεθραν, ἡ pedérn τῶν ἀρ- 

χῶν τῆς ὁποίας ἐνμφεύῦγει τῶν σιιοπῶν τοῦ παρόντος πεφαλαίου. 
Ἕστω ς εἷς τανυστῶς δευτέρας τᾶέεως pé συνιστώσας ἐξ; -Ka- 

λεῖτα ἀνᾶόστροφος τανυστῆς T τοῦ τανυστοῦ T ,ὁ ἔχων 
συνιστώσας πληρούσας τῆν σχέσιν 

‘O συμμετριμός τανυστῆς 7, δίδεται ἑπομένως ἀπό τῆν 
σ 

γενιμῆν σχέσιν 

4 ͵ ὲ ι'=Ξ(τ+τ)9 (2.2, 4.1) 

ἥτις γράφεται Und popehv μητρῴου 

tf( 2 t‘l’ 7 ΐ='4 ΐ84 2ΐ«'ι1 ΐ(= + ΐ“ ΐ΄Ι μ tfil 

ἑ t?l ζ: ζ| " 92 i” 32 : 'πὰ —21 ΐ“ Ξ έ{: 2ΐ:: tzs ΄ ί.3ι?' π 

ζ4 ζ; ζι ζι ζα ζα ί.ι4 Ἕ ΐ 43 έ.!: ἰά έἓ.ἰ 2 1&" 
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ἰ t,+1%t, t.+t, 

o 2 Ζ 
- κ α ¢ tutla | (2. 2. 4. τὴ 

2 2- 2 
lytly tu+l, ἐ 

2 2 Ξ 

‘0 ἀντισυμμετρπιός τανυστῆς 7z, δίδεται ἐὲ ἄλλου ἀπό τῆν σχέ- 
σιν 

T=Ffr - τῇ, (2, 2, 4, ϐ) 

Ὥτις ὑπό μορφῆν μητρῴου δίδει 

ξ Ξ , lg-t θ 24 GZ k2 

tw -ΐ1: ζ3-ΐ3| (2ι2.4. 1-) 

~5 € ὰ ὴ 
ΐει = tla t& - ζ: 0 

Αἱ popegai μητρῴων (2.2.4.n) παΐί (2. 2. 4. 1) ἀποδίδουν παραστα- 

τιμώτερον τῆν μορφῆν τῆς διατάξεως τῶν ὅρων τῶν συμμετριμῶν παΐί 

ἀντισυμμετριμῶν τανυστῶν. 
᾿Από τῆν πρόσθεσιν τῶν σχέσεων (2, 2. 4. ) μαΐ (2, 2. 4. 0) προυύ- 

πτει ἡ σημαντιμωτάτη ἰδιότης τῶν τανυστῶν δευτέρας τάξεως 

(2.2.4.u) 
(-] ᾽ 

Ὅτις ἐυφράζει ὅτι ἔμαστος τανυστῆς δευτέρας τάξεως 
ἀναλύεται εἰς ἕναν συμμετριμόν υμαΐ ἔναν ἀντι- 

συμμετριμόν. 

2.2.5 Γινόμενον τανυστῶν 

Ἕστω ἡ τριγραμμτιῆ μορφῆ ,ΐ΄/).ί΄.,ΐ-/.,2..)==-σ'-'|,,)(…-;Ι|,-2,',…. (τανυστῆς ') 

μαΐ ἡ διγραμμτιή popeh Γ/ζΖΤ7/=ά,µ ρῦ, (τανυστής D ). Τό γινό- 

μενον /'()?,)7,7)/"((7, V) ἀποτελεῖ νέαν πολυγραμμιμήν μορφήν τῶν 

διανυσμάτων X,Y,Z, U,V προσδιορίζει δέ ἕναν τανυστήν @ πέμπτης 
γᾶἐεως μέ συνιστώσας 

gq‘tfi,u =C¢,‘& da,, . (2.2.6.a)
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Ζ - . ΄ ΄ ΄ δ Η 2» 
Aéyopev ὅτι ὁ νέος αὐτός τανυστής α εἶνα τό τανυστι- 

udv γινόμενον τῶν ( μαΐ D . σημειοῦται δέ συμβολιιῶς 

G=CxD, {2:2:5. 9 

Ἕστωσαν, εἷς τανυστῆς 7 τρεῖς φορᾶς συναλλοίωτος pé 
συνιστώσας 1, μαΐ εἷς ἄλλος Ρ δῦύο φοράς ἀνταλλοίωτος 
μέ συνιστώσας α,,. 'Edv θέσωμεν p=k , τό τανυστιμόν γινόμενον 
T>xD υαλεῖται συσταλέν τανυστιμόν γινόμενον, παριστᾶ 
δέ ἕναν τανυστήν τρίτης τάξεως (ἴδεί(2. 1, 3.1), (2.1. 8.0)}, pé συνιστώσας 

Ἶρς Fup - Διά o=k υαί - 94 ἔχωμεν ἕναν τανυστήν πρώτης τά- 
ἔεως ἤτοι ἕν διάνυσμα. Οὕτω, τό σύστημα 

tuxl + tf:Xz Ξ ζ3Χ5 ν 

ΐ=ι)(α'΄|'7',::)(= *1΄ΐ.=.ι)(.9=92 (2'2':΄5"Υ) 

ίο4)*΄« Ζ ζ:χ: Ζ ζ3Χ3 =Y 

παρίσταται 814 τοῦ συσταλέντος TAVUSTIUOU γινομένου 

γράφεται de ὑπό τήν μορφῆν 

, X (2.2.5,0) 

Τά ἐυτεθέντα στοιχεῖα περί τανυστῶν ἐπαρμοῦν διά τάς µαθηµα 
τιμᾶς ἀπαιτήσεις τοῦ παρόντος συγγράµµατος. Διά περισσότερα στοι- 
χεῖα ἐπί τῶν ἀνωτέρω, παραπέµποµεν εἰς τά ὑπ᾿ ἀριθμόν 6,11 uai 20 
συγγρᾶμματα τῆς ΡΒιβλιογραφίας. 



KEDAAAION 3. 

ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΙΣ ΤΩΝ ΒΑΣΙΚΩ͂Ν APXQN 

ΤῊΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 

3.1 Η KINHMA TIKH 

Ἢ uirvnpatiufh ἐν γένει προμύπτει ἀπό τήν γεωμετρίαν 

δι᾽ εἰσαγωγῆς, μιᾶς νέας ἐννοίας, τοῦ χρόνου. Ἢ υλασσιμήῆ πι- 
νηματιμήῆ προμύπτει ἀπό εἰδιυιῶν γεωμετρίαν,τῆν εὐμλείδιον uai 
μέ τῆν παραδοχῆν τοῦ ἀπολύτου χρόνου, ἤτοι τῆς évvoiac τοῦ 
ἀπολύτως συγχρόνου. 

Ορισμός τῆς μινήσεως: 
Ἕν ὑλιμόν σύστημα ( Σ ) εὑρίσμεται εἰς υἱἵνησιν ὡς πρός τῆν 

βάσιν ( σύστημα συντεταγμένων ) ( B ), édv, θεωρουμένων τῶν θέσεων 

(2,) uaf ( Σ,) τοῦ συστήματος ματά τᾶς χρονιμάς στιγμάς £, uaf ¢, 
ὑπάρχει μεταέξύ τῶν σηµείων 4, uai A, τῶν δύο θέσεων ἀμφιμο- 
νοσῆμαντος ἀντιστοιχία. 

‘O γεωµετριμός τόπος τῶν θέσεων σηµείου τινός 4 ὡς πρός τῆν 
βάσιν (B ) υμαλεῖτα τροχιᾶ τοῦ σηµείου 4. 

'E4v 16 ὑλιμόν σύστημα { Σ ) εἶναι τέλειον στερεόν ἐν υινῆ- 
--- 

σει πᾶντοτε ὡς πρός τῆν Ρβάσιν ( Β ), 16 πεδίον τῶν ταχυτήτων ν{Α) 
τῶν σημείων τοῦ 4 , δίδεται ἀνά πᾶσαν στιγμήν ἀπό τό πεδίον ροπῶν 

ἑνός στροφέως [w] & ὁποῖος uadeitar στροφεύς διανομῆς τῶν 
ταχυτήτων τοῦ στερεοῦ (Σ ) ὡς πρός τῆν βάσιν (Β). 
Ἰσχύουν τότε αἱ σχέσεις 

VIA)=V «ΜΑ[ὂ], (3.1.q) 

Ὧ Ξ Ω <t
 

ἡ ταχύτης μεταφορᾶς, σταθερά 314 dedopévnv στιγμήν ἰ ,μαί 

V(A)-V(A)=w 144", (5.1. 8) 
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ἔνθα Α uai A’ τυχόντα σημεῖα τοῦ στερεοῦ udi w ἡ yeviuh 

συνισταμένη τοῦ στροφέως [ὦ , ἥτις ἀποτελεῖ τό διάνυ- 
σμα τῆς ταχύτητος περιστροφῆς τοῦ στερεοῦ ὡς πρός &Gova, 

Ἡ ἀναγυαία ναΐί ἱμανή συνθήμη, ἡ προσδιορίζουσα τόν στροφέα 
5 o~ 

εἶναι προφανῶς 

ΜΑ͵[ἆ;7--͵ΜΑ[ὧ᾽]-ΜἷΛΑ7. (5.1.υ) 

Δεδομένου ὅτι ὁ χρόνος εἰς τῆν udraccwhv μινηματιμῆν εἶναι 
ἀνεξάρτητος τῆς ἐνλεγείσης Ῥάσεως ἰσχύει ἡ σχέσις ἀλλαγΏῆς Ῥάσεως 

Va (A)=Vo(A)+V,(4), (3.1.8) 

ἔνθα ἔχομεν 

Vs, (4) = ταχύτης ὡς πρός τήν νέαν βάσιν (B,), 

Vs (A) = ταχύτης ὡς πρός τῆν παλαιᾶν βάσιν (B), 

ἷ7, (4) = ταχύτης ὡς πρός (B,) τοῦ σημείου A ,συνδεδεµένου ἀ- 
μάμπτως μέ τήν παλαιάν βάσιν (Β). 

Διά τᾶς ἐπιταχύνσεις ἐξ ἄλλου 04 ἰσχύπ: 

72, (A)=73(A) + 3o(4) + 7.(4), (3.1.¢) 

'ἔνθα ἔχομεν 
Ύς (A) = πρόσθετος ἐπιτάχυνσις ἡ uadoupévn ἐπιτάχυνσις CO- 

RIOLIS, ἥτις ἰσοῦται pé τό διάνυσµα 2w, A Υ (Α) , ὅπου &, εἶναι 

ἡ ταχύτης περιστροφῆς τῆς παλαιᾶς Ββάσεως ὡς πρός τῆν νέαν. - 

3.2 Η KINHTIKH 

‘H uivntiuf προμύπτει éu τῆς μινηματιμῆς δι᾽ εἰσαγω- 

γΏς μιᾶς ἄλλης νέας ἐννοίας τῆς μάἱης. 
Ἔντός συνεχοῦὺς ὑλιμοῦ χώρου θεωρεῖται ὡς πυμνότητα εἷς 

τὸ σημεῖον M(x,y,») thv Ῥαθμωτή συνᾶάᾶρτησιν ρ (4.ἑ) ,ὅτις 
ἰσοῦται πρός τό πηλῖμον τῆς μάζης dm@M,t)=p dV ἀπειροστοῦ dyuou 
περιβάλλοντος T6 σημεῖον Μ 618 τοῦ ἀπειροστοῦ αὐτοῦ ὄγμου ἀ. Ὁ- 
ρίζεται ὡς μάζα m ἑνός ὄγιου V τό τριπλοῦν ὁλουλήρωμα 

΄77Ι.(',)-=ή/χ.]'Ρ(..|4,ΐ/ά.|'/Ψ., (3.2,0) 

ν 

‘O θεµελιώδης διά τῆν υλασσιιήν μηχανμιῆν νόµος τῆς διατηρή- 
σεως τῆς μάζης ἐμφράζεται ὡς ἑξῆς: Ἢ μᾶξα τοῦ τμῆματος é- 
νός ὑλιμοῦ συστῆματος,τό ὁποῖον ἀπολουθοῦμεν ua- 
τά τῆν uivnoiv του, παραµπένει σταθερᾶ ἐντός τοῦ
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χρόνου. 
Ἢ ποσότης Ἠινῆσεως τοῦ τμήματος αὐτοῦ uard τῆν ui- 

--- 
νησίν του προσδιορίζετα ἀπό τόν στροφέα [A] τῶν ποσο - 
τῆτων πμινήσεως, μέ στοιχεῖα ἀναγωγῆς τοῦ ὡς πρός τυχόν σημεῖ- 

ov O 

Zl;///f/'W}dm(M) ς- ||΄ο74'"',ιι"/'(|α)(;;,,ι;ι4;(ε..-Δ».ιεε….ι 

Ἢ ποσότης ἐπιταχύνσεως προσδιορίἐζεται ἐέ ἄλλου ἀπό 

τόν στροφέα [ἷ] μέ στοιχεῖα ἀναγωγῆς του ὡς πρός O 

Ξ'=//β'Μ)ά…(Μ) ᾽ Μο[ἷ]:ῄᾶΛ ἷ{ΛἸ)άΜ{Λ{} (3'2-Y) 

‘Bu τῶν (3,2,B) uaf (5.2,Υ) συμπεραίνομεν ὅτι ὁ στροφεύς [E] 

λαμβάνεται διά διαφορίσεως τοῦ [Z] , δηλαδῆ ὅτι ἰσχύει ἡ σχέσις 

%[Z]=[E] . (5.5. δ) 

Τέλος ἡ μινητιμή ἐνέργεια ἑνός τμήματος, dyuou V 64 

P =71////V’(M)/2 dm(M). (3.2. ε) 

3.3 Η AYNAMIKH 

Ἡ δυναμιμῆ προμύπτει éu τῆς ιπνητιμῆς δι᾽εἰσαγωγῆς ὡς νέας 
ἐννοίας τῆς δυνάµμεως.. Παραπέμπομεν εἷς τόὸν διαχωρισμόν τῶν ἐ- 
ἑωτεριμῶν ἀπό τᾶς ἐσωτεριμάς δυνάµεις (napdyp.1.3) uai ὑπενθυ- 
pilopev ὅτι μόνον ai ἑἐἑἑωτεριμαί δυνᾶμεις δύνανται 

4 Ε 
av 

παριστᾶ τό σύνολον τῶν στοιχειωδῶν ἐξωτεριμῶν δυνάμεων dF τῶν ἐξ- 
ασμουμένων εἰς τὸν στοιχειώδη dyuov ἀν , διᾶ τοῦ Oyuou αὐτοῦ, 
τότε ὅλαι αἱ ἐξωτεριμαί δυνάμεις αἱ ééacuolpevar εἷς τό τμῆμα τοῦ 

να ὁρισθοῦν ἐν γένει μαθηματιμῶς, Οὕτως, ἐάν /Γ() -- 

ὑλιμοῦ χώρου, dyuou V , προσδιορίζουν τόν στροφξα [β] μέ στοι- 
χεια ἀναγωγῆς ὡς πρός O 

13“=// Γ() av : &[Ρ7=///οΈΛ ἤίμ)μν. (3. 3. α) 

‘O θεμελιωδῃς νόμος τῆς δυνομιιιητ: ἑπφρἄζεται 

ὡς ἑέης: Δι᾽ ἕμαστον ὑλιιόν σύστημα σημείων, ὑπάρχει ἕν τουλάχι- 







— 
σ
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στον σύστημα συντεταγμένων - μαλούμενον ἀπόλυτος βάσις - uaf eic 
τουλάχιστον τρόπος μετρήσεως τοῦ χρόνου - μαλούμενος ἀπόλυτος 
τρόπος μετρῆσεως χρόνου - διά τά ὁποῖα εἰς μάθε στιγμῆν υάΐ διά 
τυχόν τμῆμα τοῦ ὑλπιοῦ συστήματος, ὁ στροφεύς τῶν ποσοτήτων ἐπι- 
ταχύνσεως εἶναι ἴσος πρός τόν στροφέα τῶν ἐἐωτεριιῶν δυνάμεων τῶν 
ἐξασιιουμένων εἰς τό τυχὸν αὐτό Tphpa. ᾽ 

Ἕπομένως ἰσχύει ἡ σχέσις 

β]=έ-[Ξ]=[?] | (3.3.8) 

‘Eu τοῦ θεμελιώδους αὐτοῦ νόμου, πηγάζουν ὡς φυσιμῆ συνέπεια 
τά μάτωθι θεωρῆματα: 

α) Θεμελιώδης νόμος τῆς στατιμῆς: ‘Edv τυχόν ὑλιιόν σύστημα 
({ Σ ) εὑρίσμεται ἐν ἰσορροπίᾳ ὡς πρός μίαν ἀπόλυτον βάσιν, ὁ στρο- 
φεύς τῶν ἐξωτεριιῶν δυνάμεων τῶν ἐφαρμοίομένων εἰς τό σύστημα (Σ) 
εἶναι ἴσος pé μηδέν, ἤτοι 

[F]=0 . (5. 5. γ) 

B) ᾿Αρχήῇ ὁράσεως μαΐ ἀντιδράσεως: Ἕστω ὅτι τό ὑλπιόν σύστη- 
μα ( Σ ) ἀποτελεῖται ἀπό τῆν ἔνωσιν δύο συστηµάτων (Σ,;) υμαί(Σ,). 

Αἱ ἀμοιβαῖαι δυναμιμαί ὁρᾶσεις, αἳ ἐξασμούμεναι ἀνά πᾶσαν στιγμΏν 
μεταξύ τῶν δύο συστηµάτων ( Σ,),( Σ,), ἀποτελοῦν ἕνα στροφέα ἴσον 
πρός pndév. 'Ἠτοι, ἐάν β…"].-!- εἶναι ὁ στροφεύς τῶν ὁράσεων τῶν 
στοιχείων τοῦ (-Σ, ) ἐπί τοῦ ( Σ; ), uaf [F],'z b στροφεύς τῶν ὁρά- 

σεων τῶν στοιχείων τοῦ ( Σ; ) ἐπί τοῦ ( Σ, ), θά ἰσχύτ ἀνά πᾶσαν στι- 
γμῆν ἡ σχέσις 

[Ε]ς +[F].=0. (5. 5, δ) 

Y) Ἐσωτεἓξιισί δυνάμεις ὑλιμοῦ συστήματος:; ‘Edv θεωρήσωμεν 

τό ὑλιπμόν σύστεμεα ( Σ ) ὡς σύνολον v ὑλιμῶν στοιχείων ( Σ )ϑ,(Σ,) 
...( Σ, ), ἡ ἐφαρμογῆ τοῦ προηγουμένου θεωρῆματος δίδει 

-ν 

ι Σἔ[ΐ]͵͵:ο . (3.3.¢) 
Ἐ 9 

Ἢ σχέσις αὐτῆ ἐυφράζει ὅτι αἱ ἐσωτεριμαί δυνάμεις ἑνός ὑλι- 
μοῦ συστήματος ἀποτελοῦν ἕναν στροφέα ἴσον πρός τό μηδέν. 

3.4 ΑΙ AYNATAI ΤΣΧΗΙΣ 

Ἕστω 16 ὑλιμόν σύστημα ( Σ ) θεωρούμενον ὡς πρός τῆν βᾶσιν 

Εἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμῆν 4
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( Β ). Eic piav δεδομένην: στιγμῆν ¢ , ἐφαρμδίομεν εἰς πὸ ὑλιιόν 
--- --- 

σύστημα ἕν διανυσµατιμόν πεδίον Vix,y,2)=V (M) συνεχές διά 

μάθε σημεῖον M τοῦ ὑλιιοῦ συστήµατος, 

Λέγομεν τότε ὅτι, τό πεδίον V(M) προσδιορίζει 
ματά τήν στιγμήν ¢ , μίαν δυνατῆν μετατόπισιν ὡς 

πρός τήν βᾶσιν (B ). Τά διανύσματα V(M) εἶναι αἱ 
δυναταί ταχύτητες ματά τῆν δυνατῆν αὐτῆν μετατό- 
πισιν. Κατά τῆν δυνατήν αὐτῆν μετατόπισιν, αἱ ἐξωτεριμαί δυνάμεις 
ἀναπτύσσουν μίαν ἰσχύν, ἥτις μαλεῖται δυνατή ἰσχύς P μαί δί- 

δεται ἀπό τῆν σχέσιν 

1>=// Π μ) V(M) av . (3. 4. ) 

Ἑπομένως, ἕν πεδίον δυνᾶμεων ἀποιιαθιστᾶ piav γραμμιμῆν ἀν- 

τιστοιχίαν μεταξῦ τοῦ διανυσματιιοῦ πεδίου 7./Μ] uai τῶν βαθμωτῶν 
μεγεθῶν Ρ . Δυνάμεθα οὕτω νά ὁρίσωμεν τᾶς ἐξωτεριιιάς δυνάµεις ὡς 
μίαν γραμμιτιῆν uai συνεχὴ ἀντιστοιχίαν, συνδέουσαν ἕν ΡῬαθμωτόν pé- 

γεθος μέ €uactov διανυσµατιμόν πεδίον. 

Ἔδν 16 πεδίον ν{Μ} εἶναι 76 πεδίον τῶν ροπῶν ἑνός 

στροφέως [C] , μαλοῦμεν τήν δυνατήν μετατόπισιν στερεοποτ- 
οὔσαν τό σύστημα ( 2 ). 

ε ΄ ΄ ΄ ᾽ , ΄ @ Ε ΄ ᾽ ΄ ';΄ 

Ὑπό τᾶς συνθήμας αὐτάς προμύπτει ὅτι ἡ δυνατΆ ἰσχύς P ,el- 
- ο 

ναι 16 ἐσωτεριμιόν γινόµενον τοῦ στροφέως [C'] éni τόν στροφέα []'"] 
τῶν ἐξωτεριιῶν δυνάμεων, ἤτοι 

P=[C][F] = ¢m,[F]+F M, [C]. (3.4.8) 

Ἑπομένως, eic piav στερεοποιοῦσαν μετατόπισιν, ἡ 
δυνατῆ ἰσχύς P ἑἑαρτᾶται pbébvov ἀπό τᾶς ἐξωτερι- 

μάς δυνάμεις,μηδενίζεται δέ ὅταν ὁ στροφεύς των{ἰἷ'ἶ 
γίνη ἴσος pé μηδὸξν. 

Ἂν θεωρΏσωμεν τό ὑλιιὸν σύστημα { Σ ) ὡς σύνολον ν ὑλιμῶν 
στοιχείων, ἡ ἐφαρμογῆ τῶν προηγουµένων δίδει τό μάτωθι θεώρημα: 

Ἢ δυνατῆ ἰσχύς τῶν ἐσωτεριμῶν δυνάμεων ὑλι- 

μοῦ συστήµατος (Σ) εἶναι pndeviuh διά πᾶσαν στε- 
ρεοποιοῦσαν δυνατῆν µετατόπισιν τοῦ (Σ). 

Κατόπιν αὐτῶν δυνᾶμεθα νᾶ ἐμφράσωμεν τῆν ἀρχῆν τῶν δυ- 
νατῶν ἰσχύων: 

Eic πᾶν ὑλιμόν οὔὕστημα, ἡ ἰσχύς τῶν ποσοτῆ- 
των ἐπιταχύνσεως ἰσοῦται πρός τῆν ἰσχύν ὅλων τῶν 
δυνάμεων τῶν ἐφαρμοζομένων ἐπί τοῦ συστήματος ὅ- 

᾽ . 
σον ἐξωτεριμῶν ὅσον μαΐί ἐσωτεριμυῶν.



ΚΕΦΑ ΛΑΙΟΝ 4, 

ΒΑΣΙΚΑΙ APXAI ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 

ΤΩΝ ΣΥΝΕΧΩΝ ΜΕΣΩΝ 

ΤΑΝΥΣΤΗΣ ΤΩΝ ΤΑΣΕΩΝ 

‘O βασιμός cuomde τῆς pnyaviude τῶν συνεχῶν péowv εἶναι ἡ ἀ- 
ναξήτησις τῶν σχέσεων ποῦ συνδέουν τάς ἐσωτερπιᾶς δυνάµεις, ἤ δυ- 
νάµεις ουνοχΏς, pé τᾶς παραμµορφώσεις ἑνός ὑλπιοῦ συστήµατος., ΕΠὶς τό 
παρόν μεφάλαιον 64 δοθΏῆ ἑπομένως ὁ ὁρισμός uaf ἡ ἀνάλυσις τῶν ἐσω- 
τεριμῶν αὐτῶν δυνάμεων, ἥτις 04 ἀποτελέση τῆν βάσιν διά τῆν ἐν συν- 

exeig δυνατότητα ἀναπτύέεως τῶν γενιμῶν ἐξισώσεων τῆς μηχαντμῆς 
μηχαντιῆς τῶν συνεχῶν µέσων. 

4,1 ΑΙ ESQTEPIKAI AYNAMEIZ ΣΥΝΟΧΗΣ 

Διά νά προσδιορισθοῦν αἱ ἐσωτεριιαί δυνάμεις ἑνός ὑλιιοῦ συ- 
στήματος { Σ ), uaf δεδομένου ὅτι pdvov αἱ ἐξωτεριμαί δυνάμεις δύ- 
νανται νά προσδιορισθοῦν μαθηματιμῶς, χωρίζεται ὁ χῶρος ( Σ )εῖς δύο 

τμήματα, ἀποτελούμενα and τούς { 2, ) ναΐ { 2, ) ἀντιστοίχως,ὁπότε 
al ἐσωτερπιαί duvapeic µεταβάλλονται εἰς ἐξωτεριμᾶς δι᾽ ἕνα ἔπαστον 
τῶν δύο τμηµάτων { 2, ) uaf ( 2, ). 

Ἕστωσαν τά εἰς 16 Σχ.4.1. Α πα- 
ριστώμενα tphpata { Σ, ) ναΐ { 2, )δια- 
χωριζόμενα ὑπό τῆς ἐπιφανείας ( § ).''ἲἛ- 

στω = τό povadiaiov uaf μάθετον εἰς 
τό σημεῖον Μ τῆς ἐπιφανείας ( § )διά- 
νυσμα, διευθυνόμενον πρός τό ἐσωτερι - 
uév τοῦ ( Σ, ). Ἐξετάζομεν τᾶς ὁράσεις 

τοῦ (2, ) πρός 16 ( Σ, ) uai deyxd- 
μεθα ὡς ἀξιτιώματα, ὁδηγούμενοι ὑπό 
τῆς ἐμπειρίας, τά ἑξῆς: 
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α) Ai ὁράσεις αὐταί εἶναι ὁράσεις ἐπαφῆς τάς παριστῶ- 

μεν δέ μέ ἕν συνεχές uai μέ συνεχεῖς παραγώγους διανυσματτῃ όν 
πεδίον τᾶσεων, (δύναμις διά ἐπιφανείας), ἔχον εἰς udbe σημεῖον 

ἕν διᾶνυσµα, τῆν τᾶσιν Ζ1"||!'1,7"1'], ἥτις μαλεῖται τἄσις 

τοῦ σηµείου M διά τήν διεύθυνσιν . 

) Τὸ διάνυσμα ἷἑξορτδτοι μόνον ἀπό τὸ onpeiov 

Μ uai τήν διεύθυνσιν 7 Οὕτως ἐάν ἀντί τῆς ἐπιφανείας ( S ) 

ἔχομεν ἄλλην διάφορον ( 5”), ἀλλά μέ μοινήν udbetov εἰς τό Μ , τὸ 

ὁτάνυσμα Τ παραμένει τό αὐτό. 
-- 

Ἔν συμπερᾶσματι, τό διᾶάνυσµα Τ , παριστᾶνει ἐν γξ- 
νει τᾶς ἐσωτεριμᾶς δυνάμεις συνοχῆς ὑπό πορφῆν 

τᾶσεων, ἑἑαρτᾶται δέ, ἀπό πέντε παραµέτρους , ἤτοι 
τρεῖς ουντεταγµένας τοῦ σηµείου Μ , uaf δύο παραµέτρους, προσδι- 

Οριζούσας τῆν διεύθυνσιν 7 . 
Ἢ ἀρχή ὁρᾶσεως uai ἀντιδράσεως δίδει 

T(M,%)=—-T(M, π) (4.1. α) 

‘Ovopdlopev μάθετον τᾶσιν τῆν 

T=(% T(M7))i (4.1.B) 

uai ἐφαπτομένην τάσιν, ἤ τᾶσιν ὀλισθήσεως ἤ τάσιν 
διατμήῆσεως τῆν 

Li=TM,7%)—T, . (4.1. B) 

4 2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΘΕΜΡΕΛΙΩΔΛΟΥΣ NOMOY ΤΗΣ ΔΥΝΔΜΙΚΗΣ 

Ἕστωσαν τά UAwd συστήµατα ( £, ),( 5, ) τοῦ σχήµατος 4 L Α 

΄ ι ΄ , ΄ ΄ Ξ ΄ μΨ ς 

θεωρούμενα ὡς πρός ἀπόλυτον βάσιν O x, x,x; τἱαΐ y(M) uati ,f(M) at 

συναρτήσεις ἐπιταχύνσεως uai ἐξωτεριμῶν δυνάμεων ἀνά μονάδα dyuou 
τοῦ σημείου M , θεωρούμεναι συνεχεῖς. 

᾿Ἔμφαρμόζοντες τόν θεμελιώδη νόμον τῆς δυναμτιῆς [Ε'] = [F] , 
διά τό τμῆμα 2, , 04 ἔχωμεν τᾶς σχέσεις: 
ἰσότης γενιμῆς συνισταμένης 

///fim :||||᾽ᾶ” */]m’»fl)ds ͵ (4.2, α) 
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ἰσότης ροπῶν ὡς πρός τυχόν σημεῖον O 

//χΟΠΛΠάω =/1/(07||./ι,?.*]οΖΙ/΄-|…/χ69-/Ι?|ιΐ"./σΖ8 . (4. 2. ϐ) 

Ἔπί τῇ Ράσει τῶν σχέσεων (4. 2, α) uaf (4. 2. ) προμύπτουν αἱ 

εἰδιμαί συνθΏνμαι, αἴτινες διέπουν τᾶς τᾶσεις Τ( Μ ) 

4,3 ΤΑΝΥΣΤΗΣ ΤΩΝ ΤΑΣΕΩΝ ZHMEIOY TINOX= 

"Eotw τυχόν 
σημεῖον Μ τῆς έ- 
πιφανείας 5 (2Χ. 

4, 1, Α) pé udbetov 
διεύθυνσιν 2 ,uai 

T(M,%) ἡ τάσις 
εἰς M ματά τῆν 

διεύθυνσιν ΗΠ. 

᾿Αναλύοντες 

τῆν ΐ"7;Μ,τΐ) πατά 
τούς Géovac τῶν 
συντεταγμένων( χ. 
4, 8. Α) θά ἔχωμεν 

7ζΜ)ϊ)=Έΐ (4-3.(1) 

(ἐ - 1,2,3). 
Λαμβάνομεν 

ἐπίσης τάς τάσεις 
εἷς Μ , ὡς πρός Σχ. 4.3.4 

τᾶς τρεῖς υυρίὰς διευθύνσεις τῶν συντεταγμένων, ἤτοι 

τὰς τάσεις ΐ"(Μ,|ζ) διά (4=1,2,8), ἀναλύομεν δέ ἑμάστην πατά 

τούς τρεῖς ἄξονας συμφώνως πρός τό σχῆμα 4.3.A. Θά ἔχωμεν τότε 

Τ, ) = 6,k%, (4.3.8) 

Δι᾽ εἰσαγωγῆς τῶν τᾶσεων (4. 8. α), (4. 8. ) εἰς τῆν σχέσιν (4.2.a) uaf 
προβολῆς τῆς σχέσεως ταύτης εἰς ἕναν éu τῶν τριῶν μυρίων ἀἑἐδνων, 
προμύπτει δά M=0 ἡ θεμελιώδης σχέσις 

ᾗ :64-1- Ἴ-'ἶ, (4. 3.Y) 
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ἔνθα - (1 =1,2,3) at συνιστῶσαι τοῦ µοναδιαίου διανύσματος Τ , ὡς 
πρός τους τρεῖς ν.υριους ἄξονας, 

Ἢ ἀπόδειέις τῆς (4.3.7) ἔχει ὡς ἀμολούθως: 
Ἕστω τό σημεῖον M ναΐ ἡ 

διεύθυνσις = (n,,m,,n) ὁρίζουσα 
ἐπίπεδον, τέμνον τούς ἄξονας 
Χο Χ Xy €lc TG σημεῖα 4,,4,,4, 

ἀντιστοίχως (=x,4.3.B). Ἡ ἐέί- 
σωσις τοῦ ἐπιπέδου A4,4.4; θά 
εἶναι 

Τ ἐ Ω Χ, ἐπιφχφτελ, 
ἐάν εἶναι Π ἡ ἀπόστασις τῆς 
ἀρχῆς τῶν συντεταγμένων O ἀπό 
τό ἐπίπεδον Α4,44.4.. 

Ἔ φαρμόζομεν τῆν σχέσιν 
(4, 2, α) εἷς τό τετρᾶεδρον Ο 4, 
4- 4, uai τῆν προβάλλομεν εἰς 
ἕναν ἄέονα, ἔστω TOHV κ). 

Τό ἐπιφανειαμόν ὁλουλήρωμα τοῦ δευτέρου pélouc γίνεται 

Υ*=// Τ ύ1|,φ'2')ιι'ε=-//- Tds — Δ// 6,8X,dx; 4//5,2d,\’,dx, ,lf/ X, dxi] 

Σ A Ay s Ο Ἡρῆς 04,4, 

Τά τέσσαρα ὁλουληρώματα τοῦ δευτέρου μέλους δύνανται νᾶ ouyuev- 
τρωθοῦν εἰς ἕν μαΐ μόνον, ληφθέν ἐπί τῆς A,A,4, , ἐᾶν ἀντιστοιχί- 
σωμεν ἀμφιμονοσήμαντα, ἔμαστον σημεῖον τῶν πλευρῶν O4,4; ,μέ τὸ 
σημεῖον τῆς A,4,A; éu τοῦ ὁποίου προμύπτει, ὡς ὀρθογώνιος προβο- 
λῆ, Δαμβανομένου δέ ὑπ᾽ ὄψιν uai ὅτι 

>x.4.3.B 

dx,dx,=dsn, , dx,dx,=dsmn, ,dx,dx,=ds n, 

προμύπτει ὅτι 

Ve ][50 )~ ) --κο (ς - 
A A Ay 

Δεδομένου ὅτι τό ἐμβαδόν τῆς ἐπιφανείας A,4,A4; elvar ἴσον 

hz 

2 [ριρσι, σι,) 

MM, M, M,—O, ἰσχύει ἡ σχέσις 

πρός , θά ἔχωμεν ἐν γένει ὅτι 814 ᾖ---Ο,ὁπότε TG σημεῖα 

2{π 7y 3/ [T (O) =Ry 544(0)] (4. 3. δ)
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Λόγῳ τῆς (4.2.a) ἔχομεν & ἄλλου ὅτι 

- &/;ψ… …(2…Λί/ίκ,Ρ*1;:|ς=1ι/ ΐ/[… - αν. 
Διά h—0 64 ἰσχύπ ἡ σχέσις 

=1 (ἷξ“; {[;(o)/};]p(o)_ )% ] . (4. 3. ε) 

Δεδομένου ὅτι τό } γίνεται ἀπειροστόν ὅταν A -0 , ἡ ἐξίσω- 
σις τῶν (4,3.8) uaf (4. 8. ε) εἶναι δυνατή pdvov εἰς δύο περιπτώσεις 

Ώ1)Δϊό Ζϊ*Ρ7΄Ι.[-7;[Ο)"'΄΄7. Ό*.|ί/Ο)-7 '=0 ὅτον ]'ι-.>Ο 

()Διά Limf[7(O)F, Πρ(Ο) -- [70}1,-- οο ὅταν h—0. 

Ἡ περίπτωσις (2) ἀπουλείεται διότι ὁδηγεῖ εἰς ἐπιταχύνσεις uai 
ἐξωτεριμάς δυνάμεις ἀπείρους, φαινόμενον τό ὁποῖον εἶναι ἀπαράδειιτον 
εἰς τῆν μλασσιμιῆν φυσιμήν. Ὑπολείπεται ἑπομένως μόνον ἡ περίπτωσις 

(1), ἡ ὁποία δίδει 

Ἱ,(0)---ᾱ, 5,(0)=0, (4. 3. ὃ 

ὁπότε διά γενιμεύσεως εἰς τούς τρεῖς ἄξονας προιύπτει ἡ πρός ἀπό - 

δειξιν σχέσις (4. 8. γ). 
‘'O τανυστῆς δευτέρας τάἄξεως μέ συντεταγμένας ( δὲ; ) μαλεῖται 

τανυστῆς τῶν τᾶσεων εἰς τό σημεῖον Ο,εἶναι δέ εἷς ypap- 
μιμός ἐμτελεστῆς (Ίδε 2.2.1) ἀντιστοιχίζων εἰς ἑμάστην 

διεῦθυνσιν 2 piav τᾶσιν 7(0,7). 
Συμπεραίνομεν ἑπομένως ὅτι αἱ ἐσωτεριπμαί δυνάμεις ἤ τάσεις U- 

λπιμοῦ συστήματος, προσδιορίζονται πλῆρως ἐάν δίδεται εἰς ἔμαστον on- 
μεῖον τοῦ συστήματος ὁ τανυστῆς τῶν τᾶσεων, ἤτοι ἐάν εἶναι γνωστόν 
τό διανυσματιιόν πεδίον τῶν τανυστῶν τῶν τᾶσεων εἰς ὅλα τά σημεῖα 
τοῦ ὑλιμοῦ συστήµατος, 

4,4 ΒΞΙΣΩΣΗΕΙΣ ΙΣΟΡΡΟΙΠΙΑΣ KAI ΚΙΝΗΣΕΩΣ ΥΛΙΚΟΥ ΣΗΜΒΕΙΟΥ 

ΣΥ ΜΜΗΕΤΡΙΚΟΤΗΣ ΤΟΥ ΤΑΝΥΣΤΟΥ ΤΩΝ ΤΑΣΗΕΩΝ 

Ἑλἑετάζομεν uat’ ἀρχῶν τῶν περίπτωσιν ἰσορροπίας ὑλιμοῦ συστῆ- 

ματος, ( 7- , ὁπότε ἡ σχέσις (4.2.a) γράφεται 

||||7͵ι|}άν +//7"W,a‘}ds -,
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Προβάλλομεν τῆν σχέσιν αὐτῆν εἰς τόν &ova Ox, , λαµβάνοντε 

τες ὑπ΄ ὄψιν τῆν σχέσιν (4. 3.γ). Προυύπτει τότε ἡ σχέσις 

///4€1Ζ!΄4…/*/(ι?,,-1'ι,-)0Ζε=ί?- (4, 4, α) 

Τό διπλοῦν ὁλοιλήρωμα παριστᾶ τῆν pofiv τοῦ διανύσματος 64y 
διᾶ τῆς ἐπιφανείας § ἄρα µετασχηματίζεται εἰς τριπλοῦν 814 τοῦ τύ- 
που (2,1.2.λ) τῶν GREEN-OSTROGRADSKI uafi ἡ σχέσις (4. 4. α) γί- 

νεται 

///,Γ, (1Ι/'-µ///είι'ι) 6,,dvV=0, 

Σ, Σο 

0 //[,a +dive,)dV=0 ς (4. 4. p) 
Σ, 

86, + 86/z+ θ4, 
ox, Ox, Ox ' 

Eic τήν θεωρίαν τῶν συναρτήσεων ὑπάρχει ἐξ ἄλλου τό θεώρημα: 
''“στω @(M) μία συνεχής συνάρτησις εἰς τόν χῶρον Ζ uai ἕ- 

στω I, εἷς χῶρος ἐσωτεριιός τοῦ χώρου Σ . Ἐᾶν ἰσχύη ἡ σχέσις 

|||φώ4}ᾶ[|:0 

δι᾽ οἰονδήποτε χῶρον Ξ, ,τότε ἡ συνάρτησις ¢ (M) εἶναι éu ταυτό- 
τητος μηδενιμή εἰς τόν χῶρον Σ , ἤτοι ¢ (M)=0". 

Δι΄ἐφαρμογῆς τοῦ θεωρήµατος αὐτοῦ, προμύπτει 

ὅπου div G 

/‘4 + d‘U 64j=0 

uaf ἄλλαι δύο ἀνάλογοι σχέσεις ὡς πρός τούς ἄλλους δύο ἄξονας éu- 
φραζόμεναι διανυσματιμῶς διά τῆς σχέσεως 

- (4. 4. Υ) 

Ἢ σὄχέσις (4.4.7) ἐμφρᾶζει τᾶς τρεῖς ἐξισώσεις 
ἰσορροπίας τυχόντος σηµείου ἑνός ὑλιμοῦ ουστήμα- 
τος Σ , τᾶς προερχοµένας ἀπό τῆν (4.2.a) 

Eic τῆν περίπτωσιν uwifoewe { ΤΞΕ0 ) θά ἔχωμεν τῆν σχέσιν 

θ5 ί, +div δὲ; |, (4.4.9) 

ἥτις ἐμφρᾶὶζει τᾶς τρεῖς ἐξισώσεις μινήσεως τυχόν- 
τος σηµείου, ἑνός ὑλιμοῦ συστῆματος 2.
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Θά ἀποδείξωμεν ματόπιν αὐτῶν τῆν ovppeTprud- 
τητα τοῦ τανυστοῦ τῶν τᾶσεων, Ὑποθέτομεν ἰσορροπίαν, 

δηλαδή 7=0 , ἀλλά ἡ ἀπόδειξις εἶναι ἀνάλογος μαΐ 814 περίπτωσιν ui- 

νῶσεως. 
Προβάλλομεν πρός τοῦτο τῶν σχέσιν (4, 2.) εἰς τόν &Gova Όχ,, 

ὁπότε προμύπτει ἡ σχέσις 

| f//(xz /s—xa,[',)dV-/-/!]Z;,(G,j'fzj)—x, (o2 fl,)]ds=o. 

Σι 

ἐφαρμδἘίοντες πᾶλιν τό θεώρηµα GREEN-OSTROGRADSKI θά ἔχωμεν 

ἠ[[γεα---α) - ἀωβ oy ι =0 

Μετά τᾶς πρᾶέεις, uafl δι’ ἐφαρμογῆς τῆς σχέσεως (4.4.y) προ - 
μύπτει 

//flezs = 632)dV=0 , 

. 

ὨΏτοι 04 ἔχωμεν 6,3 = 63, παΐ γενιμώτερον 

(4. 4. ϐ) 

Γενιμόν συµπέρασµα: Αἱ ἐσωτεριμαί δυνάμεις ἤ τάσεις τυχόντος 
ὑλπιοῦ συστήµατος προσδιορίζονται πλήρως ἀπό τόν τανυστήν τῶν τάσε- 
wv, ἤτοι ἀπό τᾶς &€ ἀγνώστους συντεταγµένας του Φ, . Δὶ ξὲἑ αὐταί συν- 
αρτήσεις , συνδέονται μεταξύ των διά τῶν τριῶν σχέσεων (4,4.Υ) ἤ (4 4, ὃ), 

Ὑπολείπεται ἑπομένως 1) εὕρεσις ἄλλων τριῶν σχέσεων μεταέύ τῶν o, 
ὁπότε, μαθηματιμῶς, τό πρόβλημα τοῦ προσδιορισμοῦ τῶν ἐσωτερινῶν 
δυνάμεων τυχόντος ὑλπιοῦ συστήµατος, ἔχει ματαστρωθΏ. 

Αἱ ἄλλαι τρεῖς σχέσεις δίδονται ἐν γένει εἰς τῆν μηχανιτμῆν, 
ἀπό τούς νόµους τᾶσεων-παραμορφώσεων uai ἔχουν περιωρισμένην - 
σχύν, διότι προσδιορίζονται ἀπό τᾶς φυσιμάς ἰδιότητας ὡρισμέντς ἤ ὡ- 
ρισµένων ματηγοριῶν σωµάτων. Διά τῆν μηχανιμήν τῶν ρευστῶν αἱ σχέ- 
σεις αὐταί δίδονται efc τό μεφάλαιον 6, (σχέσεις(6, 4.1. ὁ) ἤ(6. 4, 1.:ἐ) 
διά τά υλασστιά ρευστᾶ). 



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 5, 

ΓΕΗΝΙΚΑΙ ΒΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤῊΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 

ΤΩΝ ΣΥΝΕΧΩΝ ΜΕ ΣΩΝ 

ME®OAOI ΠΡΟΣΗΓΙΓΙΣΤΙΚΩΝ AYZEQN 

5.1 KINHMATIKH ΤΩΝ ΣΥΝΕΧΩΝ ΜΕ ΣΩΝ 

Αἱ ἐξισώσεις τῆς μινηματιμῆς τῶν συνεχῶν péowv δύνανται νᾶ éu- 
φρασθοῦν uatd πολλούς τρόπους, δύο δέ ἐὲ αὐτῶν, τῶν ὁποίων τᾶς ἀρ- 
χάς δίδοµεν uatwtépw, ἐπειμράτησαν eic τῆν μηχαντμήν. 

5.1.1 Ἔκφρασις κατὰ Lagrange 
‘O φυσιμώτερος τρόπος ἐμφράσεως τῆς ulwvhoewe ἑνός τυχόντος 

σηµείου M , ουντεταγμένων x; uatd τῆν χρονιμΏν στιγμῆν ἐ μαί χ; 
uatd τῆν ἐ- , (ἔναρέις μετρήσεως τοῦ χρόνου) ἔγμειται εἷς τῆν ἁ- 
πλῆν σιέψιν ὅτι yvwpilopev τῆν uivnoiv τοῦ ουστήµατος 
ἐᾶν yvwpilupev τᾶς τρεῖς συναρτῆσεις 

xi=gi( x5, x5 x>, t) | . (5.1.1, α) 

‘Eugpdlopev δηλαδή τᾶς συντεταγμένας x; τοῦ σηµείου M uatd ThHv 
χρονιμήν στιγμΏῶν ἐ , συναρτήσει τῶν συντεταγμένων x° τῆς ἀρχῆς 
τῶν χρόνων uai τοῦ χρόνου ἔ. 

Αἱ συναρτήσεις g, εἶναι αἱ πρός εὕρεσιν ἄγνωστοι συναρτή- 
σεις, αἱ ἐμφρᾶέουσαι τῆν μίνησιν μαΐ τάς θεωροῦμεν συνεχεῖς παΐ μέ 
συνεχεῖς παραγώγους, Αἱ ἀνεξάρτητοι μεταβληταί χκο χῷ, ἐ ua- 
λοῦνται μεταβληταί τοῦ LAGRANGE. 

Ἡ σχέσις (5.1.1.a) ἀντιστοιχίζει ἀμφιμονοσήμαντα τά σημεῖα 
Μ5 uai 4 .Elvar ἑπομένως δυνατῆ ἡ ἐπίλυσις τοῦ συστήµατος (5.1,1, α) 
uatd ἕναν uai μόνον τρόπον, ὡς πρός x,° , x,° , χ προμύπτει δέ 
τό οὔστημα 

δο « (χ,, % 556558 ) (6.1,1.8)
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Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ ἔμφρασις ματά LAGRANGE εἶναι πολῦ ἁπλή 
διότι ἐπιτρέπει τῆν παραμολούθησιν τῆς μινήσεως ἑνός σημείυ M, 

ἐάν υρατηθοῦν σταθεραί αἱ συντεταγμέναι x;°.Atéérodoerc (51,.1.α) 
προσδιορίξζουν ἑπομένως τᾶς τροχιᾶς τῶν διαφόρων 
σηµείων τοῦ ὑλιμοῦ συστήματος, διά x,°, x,°, x°,0Ta- 
θερᾶς. 

Αἱ συνιστῶσαι ταχύτητος μαΐ ἐπιταχύνδεως éuepdlovrar διά με- 

ριμῆς παραγωγίσεως ὡς πρός τόν χρόνον, τῶν συναρτῆσεων α (χ .κΡκ t), 
δηλαδή θά εἶναι 

Χς = θ, (qu: Xzoi 3% t) Ζ 

ο ο Θ - Oy (X ν ν ) (5.1.1.υ) 
ot ’ 

89, (x°,x°,%,t) 
Ji = δὲ: ' 

5,1.2 Ἔκφρασις κατὰ Euler 
Παρά τῆν ἁπλότητά της ἡ ἔμφρασις πατά LAGRANGE δέν προσ- 

αρμόζεται μαλῶς εἰς τά προβλήματα δυναμιμῆς, ὅπου π.χ. αἱ δυνάμεις 
ἐπί τινος συστήματος ἑἑαρτῶνται ματ᾽εὐθεῖαν ἀπό τὴν θέσιν τοῦ συ- 
στήματος ματά τῆν χρονιμῆν στιγμῆν ἐ , ὁπότε ἡ χρΏῆσις τῶν. χ,” ὡς 
μεταβλητῶν περιπλέμει τό ὅλον πρόβληµα, Διά τόν λόγον αὐτόν χρη- 
σιμοποιοῦνται διά τόν προσδιορισμόν τῆς μινήῆσεως τοῦ ὑλιμοῦ συστῆ- 
ματος αἱ σχέσεις ᾽ 

O, =0 (%, Χ X 52 ) | . (5.10.8.4) 

προσδιορίζουσαι ἀνά πᾶσαν στιγμήν ¢ uaf εἰς τυχόν σημεῖον M(x,,x,,x,) 

τάς συνιστώσας τῆς ταχύτητος V (M,£) . At μεταβληταί x,, LN ξ ς 
μαλοῦνται μεταβληταί τοῦ EULER, 

ἘΠάν γνωρίζωμεν τῆν ἔμφρασιν τῆς μινήῆσεως uatd ΤΛΟΒΑΝΟΕ,, 
εὐνόλως εὑρίσμομεν τῆν ἔμφρασιν ματά EULER, διότι 

(55, κ Χο ) . θ ( , By ἐ) 
ot ᾽ ot 

ὃ 
υ{{’(ωχπ:)ὗ͵ΐ}: % 

Αἱ σχέσεις (5.1.2.a) προσδιορίζουν πλῆρως τῆν uivnoiv τοῦ συ- 

στήµματος, Πράγματι, ἐξ αὐτῶν προιιύπτουν: 
Τροχιαί τῶν σηµείων Μ 

“Ἡ τροχιᾶ ἑνός ὑλπιοῦ σηµείου εἶναι & γεωµετριμός τόπος 
τῶν θέσεών Tou uatd τῆν μεταβολῆν τοῦ χρόνου £ . Ἡπομένως at 
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τροχιαΐ 04 εἶναι αἱ μαμπύλαι αἱ προμύπτουσαι δι᾽ ὁλουληρώσεως τοῦ συ- 
στήματος τῶν τριῶν διαφοριμῶν ἐξισώσεων 

ἄχ, τ ax, o αχν 
Ζ 

υ-αζχς’Χε;χε’ί.) υε{)ζ,,ΧΖ,ΧΒ,έ} υδ{)(ἰ})ζἓἰ)ςὓΙΐ} 

=d¢ (5.1.2.B) 

τό ὁποῖον προυύπτει éu τοῦ ὁρισμοῦ τῆς ταχύτητος, 
Τό σύστημα (5.1.1.a) παριστᾶ προφανῶς τῆν λύσιν τοῦ (5.1,2.}} 

᾿ὅπου αἱ κ," εἶναι αἱ σταθεραΐ τῆς ὁλουληρώσεως. 

Γραμμαΐ μαΐ ἐπιφάνειαι ροΐς 
Ὀνομάζομεν γραμμᾶς μαΐ ἐπιφανείας pone ματά τῆν 

ὡρισμένην στιγμήν ἐ , τᾶς ἐχούσας τῆν ἰδιότητα νά δέχωνται 
ὡς ἐφαπτομένην εἰς οἰονδήποτε σημεῖον των τό διάνυσμα τῆς ταχύ- 

throe [ἴ8ε. 2,1.2). 
Γενιμῶς αἱ ypappaf παΐ ἐπιφάνειαι. ροῆς ἀλλάζουν, ἀνά πᾶσαν 

στιγμῆν, θέσιν εἰς τόν χῶρον, δίδονται δέ ὡς λύσεις τοῦ συστήματος 
τῶν δύο διαφοριμιῶν ἐξισώσεων 

. dx, d %y 

UA/XnXg;Xast) U, ( Ky Ry 55, 1) vs(X{sXz»Xa:t 

. (5.12y) 

εἰς 16 ὁποῖον 6 χρόνος 1 , παΐζει ρόλον σταθερᾶς παραµέτρου (π.χ. 
t=15"), 

‘Ovopdlopev σωλῆνα ροῆς, τῆν eldwhv περίπτωσιν émgpavet 
ας pone, τῆν ἀποτελουμένην ἀπό γραμμάς ροῆς μέ ὁδηγόν υλειστήν 

μαμπύλην. 
Μόνιμοι μινῆσεις 
᾿ΟὈνομάζομεν μίαν μίνησιν μόντιμον ὅταν τό πεδίον τῶν ταχυ- 

τῆτων εἶναι μόνιμον, δηλαδῆ ὅταν ἡ ταχύτης σημείου τινός M δέν ἀλ- 
λάσσει μέ τόν χρόνον ἑ . Αἱ συνιστῶσαι υ, εἶναι συναρτήσεις μό- 

νον τῶν συντεταγμένων X, , Xz , Xs . 
Eic τήν περίπτωσιν μονίμου μινήσεως αἳ τροχιαί συμπίπτουν 

μέ τᾶς γραμμάς ροῆς, uaf ματά συνέπειαν, αἱ δύο πρῶται éu τῶν σχέ- 
σεων (5. 1. 2. ) συμπίπτουν μέ τάς (5.1.2.Υ}, ἡ δέ τρίτη σχέσις 
(5.1,2.B) προσδιορίζει τόν χρονιμόν νόμον μινήσεως ἑνός στοιχείου M 

ἐπί μιᾶς τροχιᾶς. 
Γραμμαί μαΐ ἐπιφάνεται περιστροφῆς, Kuudogopia τῆς ταχύτητος 
Ὀνομδἓέομεν περιστροφῆν τῆς μινήσεως εἷς τό σημεῖον 

Μ uaf υατά τῆν στιγμΏήν ἑ , τό διάνυσµα @ τό προσδιοριἐόµενον ἀπό 
τῆν σχέσιν (ἴδε 3.1.3.1) 

25 =rot V=VaV . (5.1.2.9) 

Κατ᾽ ἐπένιτασιν τῶν ἐννοιῶν τῆς nponyoupévne παραγράφου, 08 ἔχωμεν 
γὙραμμᾶς παΐ ἐπιφανείας περιστροφῆς uard τῆν ὡρι- 
σμένην στιγμήν ἐ , τάς ἐχούσας τῆν ἰδιότητα νά δέχωνται ὡς



5.1 Γενιμαί ἐξισώσεις τῆς μηχανιμῆς τῶν συνεχῶν ὑλιυῶν χώρων 81 

ἐφαπτομένην εἰς οἰονδήποτε σημεῖον των τό διάνυσμα w . 
Ὀνομάζομεν μυμλοφορίαν πηατά μῆμος τῆς μαμπύλης σ ,τῆν 

uvudogopiav τοῦ διανύσματος τῆς ταχύτητος ματά phuoc τῆς Ο ,Ὠτοι 
. τθδε, ἃ.1...}) 

Γ(ο)--Ι ν αἲ . (5.1.2.¢) 

᾿Ἐφαρμόζοντες τόν τύπον τοῦ STOKES (2.1,2,v), ἔχομεν τό θε- 

ὥρημα (2%.5.1.2.48) 
Αἱ uvulogopiar uatd pn- 

μος δύο μλεϊιστῶν μαμπύλων σ 
μαί (᾿ εὑρισμομένων εἰς τῆν 
ἐπιφάνειταν τοῦ αὐτοῦ σωλῆ- 
νος περιστροφῆς, μαί δὃδια- 
γραφοµένων uatd τῆν αὐτῆν 
φορᾶν, εἶναι ἴσαι μεταἐύτων 
μαλοῦνται δέ ἔντασις τοῦ 1 
σωλῆνος περιστροφῆς, Ἢ &v- ἐ δω 2νἦν' 
τασις αὐτῆ ἰσοῦται πρὸός T EPLSTPOPRE 
διπλᾶσιον τῆς ροῆς τοῦ δι- 

΄ --- ΄ -- 

ανύσματος w 414 τῆΏς ἐπι- 
φανείας (6ϐ) τῆν ὁποίαν πε- Σχ.δ.Ι.2. A 
ριμλείει ἡ ηλειστήῆ μαμπύλτηῃ, ἤτοι 814 τοῦ σωλῆνος πς- 
ριστροφῆς 

/ιΙ;΄**εί.ΐ-.-Ζ./';ι΄ν…ε9«7,'ϊ;'.ε7Ζ.ς=.2//γή(2)*';*ι.(1Ζ5. (54142, ς) 

¢ 5 Ξ 

5,1.3 Μοριακὴ παράγωγος: 
Ἢ φυσιμΆ ἔννοια τῆς μοριαυῆς παραγώγου εἶναι ἡ ἑἐῆς: 
Ἔστω μία συνάρτησις /(4) τοῦ σηµείου Μ pé ἐπί πλέον pe- 

ταβλητῶν τόν χρθνον ¢ . 'Edv ἀνμολουθῆσωμεν τό σημεῖον 4 εἰς τῆν 
uivnoiv του, ἡ συνόρτησις (M t) γίνεται éu ταυτότητος ἴσῃ μέ τῆν 

συνάρτησιν σίέ), ητις ἔχει ὡς μοναδιιῆν μετοβλητπν τόν χρόνον L. 
ἜΠ ὁρισμοῦ, ονομοζομεν μορισυῃν πορογωγον τῆς 

cuvapthoewe f(M,¢) , νατά τῆν στιγμήν ἐ ,τῆν πα- 

ρᾶγωγον τῆς g(t) uatd τήν αὐτῆν στιγμήν. 
Ἢ ἔννοια τῆς μοριαιιῆς παραγώγου ἐφαρμόζεται δι᾽ οἱονδῆπστε 

βαθμωτὸν Ὦ διανυσματιμόν μέγεθος, προσδιοριζόμενον ἐπί τῷ βάσει é- 
νός συστήματος, τόὸ ὁποῖον πορομολουθοῦμεν εἰς τῆν μίνησίν του. 

Ἔπί πσρσδειγμοτι, n επιτοχυνσις 7 onpewu τινός εἶναι ἡ po- 
plauf πορσγωγος τῆς ταχυτῃτος V τοῦ σημειου. 

‘E4v τὸ V παριστᾶ ἕναν ὄγιον uaf ἡ συνάρτησις K προσδιο- 
piletar and τῆν σχέσιν
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Κ /// [(M,t)av, 

aK 
dt 

νον τῆς συναρτήσεως K , ὅταν ἀμολουθῶμεν τόν dyuov Υ εἰς τῆν 

μίνησίν Tou, 
Ἔπι τῶν ἀνωτέρω φαΐνεται σαφῶς ὅτι μέ τᾶς μµεταβλητᾶς 

τοῦ LAGRANGE, 6 ὑπολογισμός τῶν μοριαμῶν παραγώγων ταυτί- 
ζεται μέ μίαν μεριμῆν παραγώγισιν ὡς πρός τόν χρόνον, 
ἐνῶ μέ τάς μεταβλητᾶς τοῦ EULER, τό θέμα τοῦ ὑπολογι- 
σμοῦ περιπλέμεται, Θά τό ἐξετάσωμεν δέ ματωτέρω ἀναλυτιμῶς, διότι 
ἀποτελεῖ βασιμόν στοιχεῖον διά τῆν εὕρεσιν τῶν γενιυιῶν ἐξισώσεων 

τῆς μηχανιμΐῆς τῶν συνεχῶν ὑλιμῶν χώρων. 

εἶναι ἡ παράγωγος ὡς πρός τόν χρό- τότε ἡ μοριαμῆ παρᾶγωγος 

α) Συναρτήσεις σηµείου 
Ἕστω ἡ συνάρτησις [ (M,t) =/[(x,, Χο xs,¢). Ἢ popilauf) πα- 

ρᾶγωγος, τῆν ὁποίαν συµβολίζοµεν ὡς Ε εἶναι ἡ παρᾶγωγος 
ὡς πρός τόν χρόνον τῆς συναρτῆσεως 

a(t)=f[x(t), x.(t), x(t),t], 

ἡ ὁποία δίδει τάς τιμάς τῆς f(M,¢) ὅταν ἀνολουθοῦμεν τό σημεῖον M 
εἰς τήν υἱνησίν του. Θά ἔχωμεν ἑπομένως 

df 8 ἀκ, ὂ/ ὡς Of ὡς θ 
αὐ δχ, dt ὃχ αἱ ὃς αἳ  δὲ 

ἤ λαμβανομένων ὑπ᾽ ὄψιν τῶν σχέσεων (5.1.2,B) 

αἲ of - 
= o0 s ξ τοῦ ς ς . , ) - ὰ τ ς o, " δὲ - οναᾶῤ |. ( α 

‘Eav ἡ συνάρτησις εἶναι διανυσματιμῆ, π.χ. ἡ A(M, z‘), 04 ἔχω- 
μεν ἀντιστοίχως τάἄάς τρεῖς σχέσεις 

dA; ΘΑ͂, δ4. G4, -- 
R . Ξ- π (5.1.3.8) Τ 51 Τ, &(, ΞΓ + V gradA, 

Ἐφαρμόζομεν τἄάς σχέσεις (5.1.3.B) 414 ThHv περίπτωσιν τῆς é- 
πιταχύνσεως, ὁπότε θά προμύψη ὅτι .
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ᾶυ- ὃυ{' --- 
ε'' ἄφῳ.- 5.1.3.v) % T 2 +V gradv, . .( Y 

Mia ἄλλη ἰσοδύναμος ἔμφρασις τῆς ἐπιταχύνσεως ὑῆδ παθαρῶς 
΄ 3 Α 

διανυσματιμῆν μορφῆν εἶναι ἡ 

Ξ.=Ξ.κ +.έ.Θραά(77+(μοέ ί/Ό/Λ ΐ/.… (5. 1. 3. δ᾽ 

B) Ὁλουληρώματα ὄγμου 
Ἕστω ἡ συνάρτησις 

K—_-// f(M,4)av. 

ς 2 2 Ύ ΄ . 2 ΄ 2 - Ἢ μοριαμῆ της παρᾶγωγος εἶναι ἣ παρᾶγωγος ὡς πρός τόν χρόνον τῆς 
συναρτῆσεως K (¢) ὅταν ἀνμολουθοῦμεν τόν ὄγιον ᾽ εἰς τῆν uivn- 
σίΐν του, δίδεται δέ ἀπό τῆν σχέσιν 

ΐ'(=/ξ//[ζ +div (ffijdV:/]/g+fdao r7’+f/’gmdf]dv= 

:Μἓάν +//f(1?17}ds, (5.1.3.¢) 

Ἡ ἀπόδειξις τῆς σχέσεως (5.1. 8. ε) 
στηρίζεται εἷς τῆν ἔυφρασιν αὐτῆς ταύτης 
τῆς ἐννοίας τῆς παραγώγου,παρατηροῦντες 
éni πλέον ὅτι ἡ μεταρολῇ ἀΚ τῆς συν- 
αρτήσεως K , προξρχεται,άφ᾽ἑνός μέν ἀ- 
πό τῆν μεταβολῆν τῆς πρός ὁλουλήρωσιν 
συναρτήσεως [ , ἀφ᾽ ἕτέρου δέ ἀπό Thv 
μεταβολῆν τοῦ ὄγμου Κ᾽ (ματά τόν χρόνον === 
dt . Ἤτοι, 04 ἔχωμεν é¢ ὁρισμοῦ Σχυθοῖς 3, A 

aKk . 1 . / ΞΕ ν.-. ΨΙ. (5.1.8.8) 
dt ζ.Ή ΐ.΄-ΐζ/Ζ α /]' ηΜ:ΐ)ά 

Δι’ ἀναλύσεως τῶν ὁλουληρωμάτων τοῦ δευτέρου pélouc τῆς 
(5.1. 5.ἐ) εἰς ὁλουληρώματα ἐπί τῶν « =V’ μαί V,+V=V (Zx.513 Α) 

προμύπτει N σχέσις 
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εκ L [/,r(Mt)dV f/f(’“)d‘j /]/ 
ἘΠλ ἄλλου, uatd προσέγγισιν ἀπειροστοῦ (ἐ--!) πρώττς τάξεως, θά 

ἔχωμεν α =(t—t)(n V)ds=—dV¥,, ὁπότε 

dl{ W α- Zmz ἐΞ ἐΖ]]('π ν},[’άεψ||(π V)/'d] 

gdv+[‘/5(7117‘)/.ds =fl[—§§ + ωυ(ρ7)]άν, 

διότι εἰς τό ὅριον 04 ἔχωμεν ᾷ -Ἰ μαί [--. 
Ἢ σχέσις (5.1, 5.ε) ἀποδειωνύεται uai αὐστηρότερον μαθηματιξ, 

μῶς, 14 τῆς μετατροπῆς τῶν μεταβλητῶν της τοῦ EULER εἰς μετα- 
Ῥλητάς LAGRANGE, ὁπότε ἡ εὕρεσις τῆς μοριαμΏς παραγώγου ἀνάγε- 
ται εἰς ἁπλΏῆν παραγώγισιν, uai év συνεχείᾳ 614 δευτέρας µετατροπῆς 
uai ἐπαναφορᾶς εἷς τᾶς μµεταβλητᾶς τοῦ EULER., 

Υ) Ὀλουληρώματα ἐπιφανειῶν 
Τό τελευταῖον mapdderypa ὑπολογισμοῦ poplaunc παραγώγου ἀφο- 

Γ-ο-μ 

ρᾶᾷ τῆν συνάρτησιν 17='//)(7).)(:Ζ.(>', διά τῆν περίπτωσιν uatd τῆν ὁποίαν 

Ρ 7.4 ΄ ΄ ε ΄ ι ΄ 

divX=0 . Θά ἰσχύη τότε ἡ σχέσις 

(;Ζ*Ξΐ.7=»/»/΄-ξ-ζ.ζ-Σ.-|-7*οι΄()-(..|κ 7)]π*ά5. (5.1.3.n) 
s 

Ἢ ἀπόδειξις τῆς σχέσεως (5.1.3.n) εἶναι τελείως ἀνάλογος τῆς 

προηγουμένης (δ.1. 83. ε) λαμβανομένου βεβαίως ὑπ' ὄψιν ὅτι divX=0 

5,2 ΚΙΝΗΤΙΚΗ-ΝΟΜΟΣ ΔΙΑΤΗΡΗΣΕΩΣ ΤΗΣ ΜΑΖΗΣ 

Συµφώνως πρός τᾶς ἀρχᾶς τῆς υλασσιμΏς μηχανιμῆς μαΐ τήν oxé- 
σιν (3. 2. α), πρέπει νά ἐπφράσωμεν ὅτι δι’ οἰονδήποτε τμῆμα (V) 
ἑνός ὑλιμοῦ συστῆματος, τό ὁποῖον ἀπμολουθοῦμεν εἰς 

τῆν uivnoiv του, ἡ pdla αὐτοῦ π παραµένει σταθερᾶά 
ἤτοι εἶναι ἀνεξάρτητος τοῦ χρόνου. Αὐτό éugpdletal μαθηματιμῶς ὡς 
ἑξῆς: Ἢ μµοριαμήῆ παράγωγος τῆς μάζης m τυχόντος U- 
λιμοῦ ὄγμου Υ εἶναι μηδενιμή, ἤτοι 

- ΐ-ΐΖ/ράγ=ί//[ξ +aiv(p¥)]av=0
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Δεδομένου ὅτι & ὅγμος V εἶναι τυχών, προμύπτει ὅτι 

δρ , -- 
Ἐ Ἑ ᾶιυ(ρ'ι’) =0 : (5. 2. α) 

Ἡ σχέσις αὐτῆ εἶναι γνωστή ὡς ἐἑἐίσωσις συνεχεῖας, δύνα- 
ται δέ νά γραφΏ uai ὡς 

d? --- 

s .di = (5.2.B) 3 TP divV =0, 

Ν - ν ε , ρ ὃρ = 
δεδομενου οτι dcv(p V)flp divV+ Vgmzdp μαὶ 'd—t = —5?—+Vgradg. 

5.2.1 ᾿Ασυμπίεστα ὑλικὰ συστήματα 
Ἕν ὑλιτιόν σύστημα μαλεῖται é¢ ὁρισμοῦ ἀσυμπίεστον, ὅταν 

ἡ ἀπόμλισις τῆς ταχύτητος, diwl=0, τυχόντος σημείου 
του εἶναι ἐμ ταυτότητος ἴση πρός τό μηδέν. 

Ἔμ τῆς σχέσεως (5.2, β) προμύπτει τότε ὅτι ---ο ,Ὠτοι μάθε 
dt 

ὑλιμόν σημεῖον διατηρεῖ σταθερᾶν πυμνότητα ϱ ματά 
τῆν uivnoiv του, χωρίς νᾶ ἔπεται é αὐτοῦ ὅτι ἡ πυμνότης ὅλων 
τῶν σηµείων τοῦ χώρου εἶναι ἡ αὐτήῆ, (π.χ. δοχεῖον περιέχον δύο ἤ πε- 
ρισσότερα μή pryvudpeva ὑγρᾶ)- 

Eic τῆν συνέχειαν ὅμως ἑἑαιροῦμεν τᾶς εἰδιμᾶς αὐτάς περιπτώ- 
σεις uaf ὑποθέτομεν ὅτι τά ἀσυμπίεστα συστήµατα ἔχουν σταθερᾶν uaf ἴ - 
σην πυμνότητα εἰς ὅλα τά σημεῖα των, Θά ἔχωμεν ἑπομένως διά τά G- 
συμπίεστα ὑλιμά συστήματα τάς ἐξισώσεις 

ὉΘρισμός ἀσυμπιεστότητος: O(X,X,X55%)=p,=oTad. (52.10) 

'Ἐξίσωσις συνεχείας: Ρ --ᾱι ν--Ο. (δ. , B) 

5.2.2 Μόνιμοι κινήσεις 
Ἢ uwvnpatwi ἔννοια τῆς povipou υμινήσεως, δοθεῖσα εἷς (5.1.3ἓ ) 

ἐπευτείνεται μαΐ εἷς τῆν υπνητιμῆν uai δυναμιμῆν. 
Ὀνομδἑομεν οὕτω piav ufvnowv γενιμῶς npdvipov, ὅταν ὅ- 

λα τά µεγέθη (μπινηµατιμά, μινητιμά ἤ δυναμιμά) τά χαραυμτη- 
ρίζοντα τῆν ματάστασιν τῶν σημείων Μ τοῦ ὑλιμοῦ συ- 

στήματος εἶναι ἀνεἑάρτητα τοῦ χρόνου «Ὅλαι at µερπιαί πα- 
ρᾶγωγοι τῶν μεγεθῶν αὐτῶν ὡς πρός τόν χρόνον, (περιπτώσεις µετα- 
βλητῶν EULER) θά εἶναι ἑπομένως pndeviuai, ὁπότε ἡ ἐξίσωσις συνε - 
χείας λαμβάᾶνει τῆν μορφῆν 

div(pV)=0 . (5.2.2. α) 
Εἰσαγωγῆ εἰς τήν θεωρητιμῆν ὑδραυλιμήν 5
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5.3 ΔΥΝΑ ΜΙΚΗ.-. ΒΑΣΙΚΑῚ ἘΞΙΣΞΩΣΞΕΙΣ KAI ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 

Διά τᾶς μέχρι τοῦδε σχέσεις μινηματιμῆς μαΐ μινητιμῆς, ἡ βάσις 

(σύστημα συντεταγμένων) εἶναι τυχοῦσα μαΐ ὡς χρόνος δύναται νᾶ An- 
φθῇ οἰαδήποτε μεταβλητῆ ἹΤ--φ(!) , ἀρυεῖ ἡ συνάρτησις φ/ι) νά εἶναι 
αὔέξουσα συνᾶρτησις τοῦ χρόνου ¢ uail pé συνεχεῖς παραγώγους, Διά 
τῆν δυναμιυιῆν ὅμως, ἡ βάσις déov νᾶ εἶναι ἀπόλυτος uaf ἡ µεταβλητή 
T δέον νᾶ παριστάνη piav ἀπόλυτον µέτρησιν τοῦ χρόνου, ἄλλως at 
ἀμολουθοῦσαι ἐξισώσεις δέν ἰσχύουν. Διά νᾶ ἐφαρμοσθοῦν πρέπει νά λτ- 
φθοῦν ἐπί πλέον ὑπ᾿ ὄψιν ai δυνάμεις CORIOLIS, 

5.3.1 Ἐξισώσεις ἐκ τοῦ θεµελιώδους νόµου δυναμικῆς 
Ὡς ἐδείχθη eic τό προηγούμενον μεφάλαιον, ἡ ἐφαρμογῆ τοῦ θε- 

μελιώδους νόµου τῆς δυναμιμῆς 

[E] ={F] 
δίδει τᾶς τρεῖς ἐξισώσεις μινήσεως (4. 4, ὅὁ) τυχόντος σηµείου ἑνός U- 
λιμοῦ συστήµατος, ᾿Δντιιαθιστῶντες τῆν τιμήν τῆς ἐπιταχύνσεως μέ 
τῆν ἔυιφρασίν της υατά EULER, éu τῆς σχέσεως (5.1. 8.γ), θά ἔχωμεν 
τᾶς τρεῖς ϑεμελτώδεις ἐἐισώσεις uivhocewe ἑνός on - 
μεΐίου ὑλιμοῦ συστήματος μέ μεταβλητάς EULER 

9(?:‘ 4'Τ79Τ'(1(1ι1)ι)-=/.- +dive; |. (5.3.1.a) 

5,3.2 Ἐξισώσεις ἐκ τοῦ θεωρήματος ποσοτήτων κινήσεως 

Αἱ θεμελιώδεις ἐξισώσεις (5. 3.1. α) δύνανται νά γραφοῦν uai ὑπό 
ἄλλην μορφῆν δι’ ἐφαρμογῆς τοῦ θεμελιώδους νόμου τῆς 
δυναμιμῆς, ὑπό τῆν μορφῆν τοῦ θεωρήματος τῶν πο- 
σοτῆτων μινήσεως, Ἐφαρμδίομεν δηλαδῆ ἀντί τῆς σχέσεως 

τῆν σχέσιν 

d π -- 4157 -( ], 
ἡ ὁποία ἐπμφρᾶὶει ὅτι: 

''“Ἡ παρᾶγωγος ὡς πρός τόν χρόνον τοῦ στροφέως τῶν ποσοτΏῆ- 
των Ἠπνῶσεως τυχόντος ὑλπιοῦ συστήµατος τό ὁποῖον ἀνολουθοῦμεν εἰς 
τῆν uivnoiv του, ἰσοῦται pé τόν στροφξέα τῶν ἑἑωτεριμῶν δυνᾶμεων τοῦ 
συστῆµατος '' (σχέσις 3,3. ). 

Ἐφαρμδίομεν τῆν ἰσότητα γενιμῆς συνισταµένης τῶν στροφέων 
λαμβάνοντες ὑπ᾿ ὄψιν, ἀφ᾽ ἑνός μέν τῆν σχέσιν (35.3.μ8) ματά τῶν ὁποῖαν 

µ/Υ//π… ,
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ΐ/Ζ/%άν, 

ἀφ᾽᾿ἑτέρου δέ τῆν σχέσιν (4, 4, ) 818 τῆς ὁποίας προμὔῦπτει ἡ & - 
vopalopévn ἐξίσωσις διατηρήσεως τῆς ποσότητος πὶ| - 

νῆσεως 

ν
 

o δ(ροιυ) ϑίρυ,,) ϑίρυ;υ,) - ( --- : £, 2 L μ 5.3 ) (6:)- = -ς ' " = f;+ dive, |, 

< ΄ 5 ΄ ΄ 4 , ΄ » ΄ 
ἡ ὁποία εἶναι ἰσοδύναμος μέ τῆν (5.3.1.a) ὡς φαΐνεται perd τᾶς πρᾶ- 

teic uai τῆν ἐφαρμογῆν τῆς ἐξισώσεως συνεχείας 

δρ . = 
=5 * div(pV)=0. 

5.3.3 Ἐξισώσεις ἐκ τοῦ θεωρήματος τῶν δυνατῶν ἰσχύων 
Μία ἄλλη popeh τῶν θεμελιωδῶν ἐξισώσεων τῆς δυναμιμῆς, δύναται 

νά προμύψη δι ἐφαρμογῆς τῆς ἀρχΏς τῶν δυνατῶν ἰσχύων, τῆς παρα-- 
γράφου (3.4), ἡ ὁποία μέ τῆν εἰσαγωγῆν τῆς ἐννοίας τῆς poplaunc πα- 
ραγώγου ἐμφράζει ὅτι: 

'' Ἡ μοριαμῆ παρᾶγωγος τῆς μινητιμῆς ἐνεργείας ἑνός ὑλιμοῦ 
ὅγμου Μ τόν ὁποῖον ἀπμολουθοῦμεν εἰς τῆν ufvnofv του εἶναι ἀνᾶ πᾶ- 
σαν στιγμῆν ἴση pé τῆν ἰσχύν ὅλων τῶν ἐσωτεριμῶν uai ἐξωτερτμῶν du- 
νᾶμεων, τῶν ἐφαρμοζομένων ἐπί τοῦ ὑλπιοῦ ὄγμου Μ . 

Ἢ ἀνωτέρω πρδτασις ἐμφράξζεται ἀπό τῆν σχέσιν 

΄ΞΖτ"("Ξ"/'΄//'Ε>'"='2)ι'(2ζ'΄)=έ/>ί'«*ϊ*ι…01'΄+ι/Ν/«κ,΄'1:Ζ' ds ///‘fa ἀν (5.3.3.q) 

n ὁποῖα μετά τᾶς πράξεις ματαλήγει εἰς τῆν σχέσιν 

dy; . 
‘_///‘(e’?—fg—dwq-j)vi αΤ =0, {6.2.8 B 

v 

ἥτις εἶναι ἰσοδύναμος τῆς (5. 3.2.q), 

5,3.4 Συνθῆκαι εἰς τὰ ορια 

Ὡς Hon ἐξετέθη εἰς τήν παρογραφον (4.1) at τάσεις TM,#) εἶναι 
συναρτήσεις συνεχεῖς ἐντός τοῦ πεδίου των. 

᾿Ονομάξομεν ἐξ ορισμου ἐπιφάνειαν énaghc (&) τήν ἐ- 
πιφάνειαν ἥτις ἀνά πᾶσαν στιγμήν διαχωρίΐίζει δύο ἐ- 
φαπτομένους ὑλιμούς χώρους παΐ ἡ ὁποία δέν διασχί- 
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ἐεται ἀπό uivolpeva στοιχεῖα ἐμ τοῦ ἑνός χῶώρου 
πρός τόν ἄλλον. 

--- 

Ἐἂν µαλέσωµεν μ uaf V,, τᾶς µαθέτους συνιστώσας τῆς τα- 

χύτητος τῶν στοιχεῖων ἑνός ἐπάστου τῶν ὑλιμῶν χώρων, ὡς πρός 
τῆν ἐπιφᾶνειαν ἐπαφῆς (δι) 04 ἔχωμεν é¢ ὁρισμοῦ 

δ;4 = ΐ;πε = 0. (5.3. 4. α) 

‘B¢ ἄλλου αἱ τάσεις Τ(Μ,φ“ἴ) εἶναι συνεχεῖς πατά τῆν 
διέλευσιν τῆς ἐπιφανείας (Θ5, , ἰσοῦνται δέ μέ τῆν ἐ- 
πιφανειαμῆν πυμνότητα τῶν ἐξωτεριμῶν δυνᾶμµεων(ῆτοι 

π' δύναμις ) 5 . , : . Ν 
μ μΒόορφῃη ἐπιφάνεια τᾶς οποίας ἄσμει TO ετερον 

ὑλιμόν σύστημα ἐπί τῆς ἐπιφανείας S, 
Ἕστω 

F(X,y,z,z.‘):-@zafi (5.3.4.B) 

26 ~ ἡ ἐξίσωσις τῆς ἐπιφανείας (). 
Δαμβάνοντες τῆν μοριταινιῆν παρᾶγωγον τῆς ἐξισώσεως (5.3.4.B) 

προμύπτει ἡ ἐξίσωσις 

dF _OF , FgradF =0 π (5. 5. 4. Υ) 

Τ 5 : . ΄ 2 2 2 
ὅπου V¥V εἶναι ἡ ταχύτης σηµείου τινός μέ μεταῤλητάς EULER, 

Ἡ σχέσις αὐτῆ ἀποτελεῖ τῆν υλασσιμῆν διαφοριμήν ἐξίσωσιν τῶν 
συνθημῶν εἰς τά ὅρια, ὑπό ἀναλυτιιήῆν δέ μορφῆν γράφεται 

.8Ε 8Ε Ε, 8Ε _, e ς {5.3,4,.8) 
δὲ ''' ν T " νς '' ὄχ. 

Αἱ σχέσεις (5. 8. 4, Υ) uaf (5.3.4.98) ἰσχύουν uai διά τῆν εἰδιιῆν 
περίπτωσιν uatd τῆν ὁποίαν ἡ ἐπιφᾶνεια ἐπαφῆς (SJ ) εἶναι ἡ παρειά 
doxefou (uwnth ἤ ἀμίνητος), pé τό ὁποῖον ὁ ὑλιμός χῶρος εὑρίσμεται 

εἰς ἐπαφῆν. 

5.4 ΜΕΘΟΛΟΙ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΩΝ AYSEQRN 

Αἱ ἀνυπέρβλητοι δυσιολίαι μαθηματιμῆς ἐπιλύσεως τῶν προβληµά- 

των τῆς μηχαντιῆς ὀδήγησαν uaf ὁδηγοῦν εἷς πλῆθος ἁπλουστευτιμάς 
παραδοχάς, ῬΣυνῆθως δίδεται ὑπό τῶν μελετητῶν ἣ συγγραφέων ἡ εἶδι- 
ufy παραδοχή ἑνός ἑπᾶστου θέµατος χωρίς σύνδεσμον pé ἄλλας περι- 
πτώσεις pé ἀποτέλεσμα μίαν σχετιμῆν σύγχισιν διά τόν ἐπιθυμοῦντα 

νᾶ ἐνλέξη μίαν νέαν παραδοχῶν πρός ἐπίλυσιν ἑνός θέµατος μηχανι-
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unc. Ἔν τούτοις, αἱ πλεῖσται τῶν χρησιμοποιουμένων παραδοχῶν ἀνή- 
ποὺυν εἰς δύο γεντιάς uarnyopiac,thv ἀνάπτυέξιν τῶν ὁποίων δίδοµεν α- 
τωτέρω 

Ξμοπός τῆς ἀναπτύξεως αὐτῆς εἶναι ἡ θέσις τῶν γενιμῶν βάσεων 

τοῦ θέματος, διά τῶν ὁποίων εὐμόλως ἀντιμετωπίζεται éu τῶν ὑστέρων 
16 πρόθλημα éudoyhc μιᾶς ἁπλουστευτιμῆς ὁδοῦ διά τήν ὑπερπήδησιν 
τῶν μαθηματιμῶν δυσχερειῶν τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν. 

5.4.1 ᾿Αναγωγὴ τυχόντων μορφῶν εἰς γραμμικὰς 
Eic τῆν μηχανιμῆν παρατηροῦμεν συχνά ὅτι πλεῖστα φαινόμενα ui- 

νηματιμῆς, utvntiuhe ἤ δυναμιμῆς διαφέρουν πολύ ὀλίγον μιᾶς εἰδιμῆς 
ματαστάσεως τοῦ φαινομένου, τῆν ὁποίαν μαλοῦμεν ἀδιατάραιιτον uivn- 
σιν μαΐ τῆς ὁποίας ywwpflopev πλήρως τῆν µαθηµατιμήν λύσιν. ‘Eéetd- 
lopev ματ᾽ ἀρχῆν τόν τρόπον ἐμφράσεως τῶν ἐξισώσεων διά τά φαινόμε- 
va τοῦ τύπου αὐτοῦ, ἐν συνεχείᾳ δέ λαμβάνομεν τᾶς συνθήνιας εἰς τά 
Όρτα, 

ἘΕξισώσεις 
Ἕστω pia γνωστή ἀδιατάραμτος uifvnoic τῆς ὁποίας συμβολίζομεν 

διά τῶν ;M) τᾶς συναρτήσεις τῶν δεδοµένων, διά τῶν )ζ,-(|1/1, t) τᾶς 
συναρτήσεις τῶν ἀγνώστων (ἤτοι τᾶς λύσεις), μαΐ διά τῶν ;γ (φι ,X;)=0 
τᾶς ἐξισώσεις τοῦ φαινοµένου τᾶς συνδεούσας dedopéva uai ἀγνώστους. 

Ἐτίσάγομεν τᾶς συναρτήσεις φ (14,4) uaf .X]*(M, ἐ) uaf ἐξετά- 
lopev τᾶς συναρτήσεις 

&(%*"Φ?»ζ+"Χΐ)α (5.4.1.q) 

Δεδομένου ὅτι, ἐὲ ὁρισμοῦ, ὁ ἀριθμός π' εἶναι πολύ μιιρός, uai 
ἰσχυούσης τῆς fi(¢:,X;) =0 , ἡ συνάρτησις (5. 4.1. α) εἶναι ἀπειροστόν 
πρώτης τᾶξεως ὡς πρός π . ὝἝστω ὅτι T6 μὕριον pépoc τοῦ  ἀπειρο- 

στοῦ εἶναι π [ . ᾿Απαλείφομεν τούς dpouc δευτέρας uaf πλέον τᾶἑε- 
ως, ἤτοι τοῦς περιέχοντας δύναμιν τοῦ π διᾶάφορον τῆς μονάδος ἐὲ ol 

ἡ ἔννοια τῆς γραμμπιῆς ἀπλοποιήσεως τῶν ἐξισώσεων. 
‘Et ὁρισμοῦ, αἱ ἐξισῶσεις 

X6, Χ, , Ά ) =0 (5δ.4.1. ϐ) 

ἀποτελοῦν τῶῆν γραμμιιήν προσέγγισιν τῶν ἐἑἐισώσεων 
τοῦ φαινομένου,, τό ὁποῖον διαφέρει πᾶντοτε πολύ ὀλίγον τῆς ἀ- 
διαταράµτου μινήσεως, εἶναι δέ ypappwai uai ὁμογενεῖς ὡς πρός φ υαΐ 

x* 
’Ovopélopev τᾶς ποσοτήτας nX¥*, διαταραχήν τῆς 

μινήσεως, αἱ δέ ποσότητες X+ «nXj* παριστοῦν τῆν d1- 
ατεταραγµένην uivnoiv, 

Συνθῆμαι εἰς τά ὅρια 
Ἡ γνωστή ἀδιατάραμτος ufvnoic ἐπαληθεύςι ὡρισμένας συνθῆµμας 
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εἰς τά ὅρια, ἤτοι εἰς ὡρισμένας ἐπιφανείας (6) μέ παραμετριμάς ἐξέι-- 
σώσεις 

Xi=h£(K4;Kz;t)~ (5.4.1.γ) 

Αἱ συνθῆμαι αὐταί 04 εἶναι ἑπομένως τῆς μορφῆς 

Ρ[Χζω Φ:, €ι)(17ι*…)…=7=θ. (5.4.1.9) 

Προᾠονως X =X, (K,,K,,t) νιαί ¢4=;«‘¢(I{’,,K',,f) εἶναι αἱ τιμοΐ 

τῶν σγνωστων μαΐ δεδομένων εἰς τῆν ἐπιφάνειαν (5) (μαΐ. w(®) εἶναι 
ουναρτέσεις ἑξαρτώμεναι ἀπό τῆν ἐπιφάνειαν (5). 

EfcGyopev ὡς μαΐ προηγουμένως τᾶς συναρτήσεις 

% = Φς (4,]ζ.2)ΐ) Χ.* )(:Ιξ(!ζ4.ν*;ζ::ί) ) h* ]Z*(I(h}(zfif) 

'μαζ ἐξετάξομεν τάς συναρτήσεις 

F[J-(j+n}{;.*, g4y , ω(.7ι,…-,ι΄;11ι*ς΄.9-7 (5. 4.1. ε) 

αἱ ὁποῖαι ἐξ ὑποθέσεως μηδενίζονται διά π-.0. 
Ἕστω nF* 16 υύριον μέρος τῶν (5. 4.1. ε) ὡς πρός π .᾿᾽Ε ἐ ὁ- 

ρισμοῦ αἱ ἐξισώσεις 

Ρή* *(X X ;¢¢2¢¢: i;hfl:‘) {8.4. 1.0 

ἀποτελοῦν τᾶς συνθήμας εἰς τά ὅρια τῆς γραμμιμῆς 

προσεγγίσεως τοῦ φαινομένου. 
Πρίν δώσωμεν ὠὡρισμένα παραδείγµατα ἐφαρμογῆς τῶν ἀνωτέρωτο- 

νίἐζοµεν τῆν ἑἐῆς σοβαρᾶν μαθηματιμήν ἐπιφύλαξιν ὡς πρός τῆν pébodov 
αὐτῆν: Δεδομένων τῶν συνορτῇσεων n¥ , ο ε;ύρίονιοµ€ν μίαν σειράν 
λύσεων X; ¥ | ἐπαληθευουσῶν τᾶς (5.4,1, α) uaf (5.4.1.2). Δέν δυνὁ- 
μεθα ὅμως va βεβ(πωσωμεν éu τῶν προτερων ὅτι αἱ λύσεις Χ, +'nX 

προσδιορίζουν, ομοιομορφως μαΐ 81" ὅλον τό πεδίον τοῦ φοινομενου τσς 
γρομμιιιος προσεγγισεις τῆς ἀιριβοῦς λύσεως τοῦ φσινομενου παρ ὅλον 
ὅτι ai ποσότητες π εἶναι πολύ pupaf, Θά ἔπρεπε πρός τοῦτο νά με- 
λετηθοῦν συγχρόνως τά παραλειπόµενα ἀπειροστᾶ, διότι συχνᾶ, ἄπειρο- 

στά ἀνωτέρας τάἐεως ἀλλοιώνουν πλῆρως τῆν λύσιν τῶν διαφοριμῶν ἐέ- 

Ἰσώσεων, Τό πρόβληµα περιπλέπµεται οὕτω μαθηματιμῶς, συνῆθως δέ πα- 
ραλείπεται ἡ µελέτη αὐτῆ τῶν '' ὑπολοίπων '' ἀπό τόύς ἐρευνητᾶς Πλῆν 
ὅμως, φαίΐνεται éu véou 1) βασιιή σηµασία τῶν πειραματιιῶν ἐφαρμογῶν 
91" ἐπαλῆθευσιν τῶν θεωρητιμῶν ἀποτελεσμάτων. 

5.4.2 Εφαρμογαὶ τῶν γραμμικῶν προσεγγίσεων 

᾿Εφαρμογῆ 1. Ῥραδεῖαι κινήσεις 
ὪἜξ ὁρισμοῦ,θεωροῦμ 

ὶ τὸν κύνησιν πᾶσης Bpa 

εν e ὁὀδιατᾶραςα- 

δε ας ni-vhoew ς 
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Τῆν ἄκινησ[αν, Κατᾶ συνέπειαν al συνιστῶσαι τῆς ταχύτητος 

τῆς διατεταραγμένης κινῆσεως, 94 παρασταϑοῦν διᾷ 7ιυΐ ς Al συνιστῶ- 

σαι τῆς ἐπιταχύνσεως, δι᾿ ἐφαρμογῆς τῶν σχέσεων (5.1.3.γ) ϑά εἶναι 

δο 
n ;;' +π?ΐ*ςπαάυΐ 

καί διᾷ τῆς γραμμικῆς προσεγγίσεως, γζἕνονται 

ou¥ 

ot 

᾿Αποδεικνύετανι δέ εὐκόλως ὅτι € L ¢ T & ¢ βραδείας 
κινῆσεις, 06L& πᾶν ἐκ ταυτότητος µηδε- 
νικόν μέγεϑος τῆς ἀδιαταράκτου κινή - 
σεως,ἡ μοριακῆ παρᾶάγωγος αὐτοῦ εἰςτῆν 
διατεταραγμένην γραμμινκῆν κἔίνησιν ἰ - 

σοῦται μέ τῆν μερικῆν του παράγωγον ὡς 

πρός τὸν χρδνον. 

᾿Εἄᾶν γράφωμεν τῆν ἐξίσωσιν τῆς τροχιᾶς σηµείου τινὸς ὑπδ τῆν 

μορφῆν 

Χρ =X+ ιΧηδίς, % ,%,t), (5.4.5.α) 

ὅπου Χη” εἶναι ἡ τετμημένη κατᾶ τῆν ἀρχικῆν στιγμῆν £, ,94 ἔχωμεν 

dt δ8ὲ) θ ' 

ὁπότε 

ἑ 

Χ:,ἁ-!"ᾗἁ(λς;)(::)ς:ἶ}άἰ (5'4'2’β) 

καί δεδομένου ὅτι ἡ διαφορά ((x,— x,°) εἶναι ἀπενροστόν, δυνάμεϑα νά 

γράψωμεν τᾶς (5.4.2.a) 

Χς =30+ Χ χ. χ %%, ἐ). (5.4.2.Υ) 

Δυνάμεθα ἑπομένως νᾷ ὑπολογίσωμεν τῆν ταχύτητα σηµείου τινός M 

ὃι ᾿ὑπολογισμοῦ τῶν 7u ¥ εἰς τυχόν σημεῖον τῆς τροχιᾶς του, καί ὁῆ 
εἷς τήν ἀρχικῆν θέσιν, διά τῆν ὁποίαν ¢=t,. 

T8 αὖτδ ἰσχύει διά πᾶν ἄλλο péyedog συνδεδεµένον μέ τό κινοῦ- 

pevov ὑλικόν σημεῖον «Μ , καΐ ἔχον τιμῆν ἐκ ἵαυτότητος ἴσην πρός 

16 μηδέν εἰς τῆν ἀδιατάρακτον κίνησιν. 
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᾿Βξετάζομεν ἐν συνεχείᾳ τᾶς ἐξισῶσεις τῶν συνθηκῶν εἰς τά ὅρια. 

"Ἔστω ὅτι τὸ κινούμενον σύστημα εὑρίσκεται εἰς ἐπαφῆν pé κινητῆν πα- 
ρειᾶν,ἐξισώσεως 

ΕἸ 
Ο ν 

Συμφώνως πρός τῆν γενικῆν θεωρίαν τῶν συνθηκῶν εἰς τά ὅρια,πα-- 

ρᾶγραφος (5.3.4 ) ϑά ἰσχύη ἐπί τῆς ἐπιφανείας αὐτῆς ἡ σχέσις 

k μ Ἓ 
έξπι1ι.>*΄-)(…,)'=?τΞπ.«…7ι'έ;;'€(ξζι( -|-ι1ξ΄ΐ'ζξ)]|(Ζ!-…|ττ;…ξ*(;(,,;«4.΄,;»1]29,*ι') = 0, 

4 2 

& ποΐα δι ἀναγωγῆς εἰς γραμμικῆν μορφῆν γίνεται -
-
-
 

Q
-
 

υ 
vf(x,,x,, 0,νΖι)='έθΐ-;ι |Χ΄…'))(.?΄,ΐ΄),, (5ιί1».2.δ) 

ἀποτελεῖ δέ τῆν τελικῆν συνθήκην, μέ ὅριον κινητῆν παρειᾶν, διά τῆν 

δνατεταραγµένην κίνησυνε 

El¢ τῆν εἰδικῆν περίπτωσιν ἀδιαταράκτου κινῆσεως,ἡ συνθήκη γί- 

νεται 

Χς πε . 

᾿Εὓφαρμογῆ 2, Κινῆσεις παραπλῆσιαι τῆς ὁμοιομόρφου κινῆσεως 

Ε ὑποθέσεως, ὡς ἀδιατάρακτος θεωρεῖται ἡ ὁμοιὀμορφος κίνησις 

μέ πεδίον ταχυτῆτων 

Y =V; 3 V= 0 » 

Ἣ διατεταραγμένη κίνησις 9ά ἔχη τδτε ὡς πεδίον ταχυτῆτων 

V, +ndf τιοξ 
Σ , "' . 

AL συνιστῶσαιν τῆς ἐπιταχῦνσεως, κατόπιν τῶν ἀπλοποιῆσεων λδγῳ 

γραμμικῆς προσεγγίσεως, γίνονται 

/ 8ο δο 
"ος σος (5.4.2.ε) 

καί γενικώτερον, ἡ μοριακῆ παρᾶγωγος μεγέ - 
ϑους τινδο,μέ μηδενικῆν μοριακῆν πα- 

ράἄγωγον εἰς τῆν 2 διατᾶρακτον κίνησιυν, 
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εὑρίσκεται δι᾽ ἐφαρμογῆς τοῦ ἐκτελε- 

- 2 8 στοῦ (θέ +ϊ/ζ….,(,5,)(4). 

"Bév γράψωμεν τᾶς γραμμικᾶς προσεγγέσεις τῶν ἐξίσώσεων τῶν 
γραμμῶν ροῆς κατά τῆν ὡρισμένην στιγμῆν £, , ὑπό τῆν μορφήν 

X, =G, () χ , Xe=mg, (X)+ X5, 

προκύπτει ἀμέσως ὅτι 

ὰ ῚΞ - ε( χ %54 
: (δ.4.2.ς) 

d 
ν; e = v;k(x1 3 Xzos X;’ ζ) . 

dx, 

᾿Αποδεικνθεται, ὅτι αἱ τροχιαζ δίδονταν ἀπό τᾶς σχέσεις 

11 

Ξ 
Χ Ξε Χ), « ί + π 1)'[χ'"+ e, =, o, s)ds, 

έ 

. 7=/τ)Ξ.'*(»«,"+ϊ/'ο8,»«,", %", $)ds, (5.4.6.η) 

¢ 
Ἂ/. ο ο ο Xy = Χη” - ΐ/*υ,/Χ,+ζε,Χ,,&,5)ά8. 

% 

Ῥέλος, διᾷᾶ τᾶς αὐτᾶς né τῆν προηγουμένην παρᾶγραφον συνθῆκας 

ὀρίων, ἡ σχέσυς - (% x, )=0 ὁδηγεῖ εἰς τῆν Ξ:ξίσωσΝ Θ 9 ΕΠ 3 

% * 

ες κ , , z‘)=-g—t}i(x,,x, ,0,t)+ ῖζ-ζ]ᾗ K, χ,,Ο, ἐλ (5.4.29) 

Ἢ ἀνωτέρω ἐξίσωσις ἄνάγεται διά τῆν ἀδιατάρακτον κίνησιν εἰς 

X,=0 .
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δ 4.3 Γεωμετρικαὶ ἁπλοποιήσεις ὑλικῶν συστημάτων 

Ὁ δεύτερος αὐτός τύπος ἁπλοποιήῆσεως, τελείως διάφορος τοῦ 

πρώτου, ἀνάγεται εἰς ἁπλουστευτιμάς παραδοχάς ὡς πρᾶς τό γεωμε - 

τριιόν σχῆμα τῶν ὑλτιῶν συστημάτων. Κατά μανόνα ἐφαρμόζεται εἰς τάς 
περιπτώσεις ὅπου αἱ δύο διαστάσεις ἑνός ὑλπιοῦ συστήματος εἶναι λίαν 
περιωρισμέναι. ἐν σχέσει μέ τῆν τρίτην διάστασιν. Τό ὑλιιόν σύστημα 

δύναται τότε νά θεωρηθή ὡς ὑλιμιῆ uapnidn €, τῆς ὁποίας τά σημεῖα 
Μ προσδιορίζονται ἀπό τῆν μαμπυλόγραμμον συντεταγμένην L 

Ἡ ἐπίλυσις γενιτιῶν ἐξισώσεων μετά τῆν ἁπλουστευτιμῆν αὐτήν 
παραδοχῆν ἐπιτυγχάνεται σχετιμῶς ἁπλά εἰς τᾶς περισσοτέρας τῶν πε- 

ριπτώσεων. 

Κλασσιμόν παράδειγμα αὐτοῦ τοῦ τύπου ἁπλοποιήσεως ἀποτελεῖ ὁ 
προσδιορισμός τῶν ἐσωτερτιῶν δυνάμεων ράβδου ὑποιιειμένης εἰς ἐέω- 

τεριμάς ματαπονήσεις. Δέν ὑπεισερχόμεθα εἰς τό θέμα αὐτό uab’ ὅτι 
ἀποτελεῖ ἀντιιείμενον τῆς θεωρητιμῆς μαΐ ἐφηρμοσμένης στατιμῆς. Α-- 

ναφέρομεν ἁπλῶς ὅτι εἰς τῆν μηχανιμήν τῶν ρευστῶν συναντῶνται τε- 
λείως ἀνάλογοι περιπτώσεις, ἁπλοποιήσεως τῶν γενιτιῶν ἐξισώσεων, ὡς 

εἶναι ἡ ἐφαρμογῆ τοῦ θεωρήµατος BERNOULLI εἰς δίιτυον πμλειστῶν 
ἀγωγῶν, ὑπό πίεσιν.
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ΤΑΝΥΣΤΗΣ TQN TAXYTHTQN ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΣ 

NOMOI ΤΑΣΕΩΝ-ΠΑΓΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΝ 

6.1 EIIEKTAZIS ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΗΣ ΒΑΘΜΙΔΟΣ EIS ΤΑΣ AIANY- 

ΣΜΑΤΙΚΑΣ SYNAPTHSEIS - TANYSTHS gradV 
Eic τῆν mapdypagov (2.1.2) δίδεται ἡ ἔννοια τῆς βαθµῖδος ,ὕ- 

τις εἶναι συνάρτησις διανυσματιιή συνδεοµένη ἐξ ὁρισμοῦ pé piav Ba- 

θμωτῆν συνάρτησιν φ , διά τῆς σχέσεως 

Lim, [ o] --- grads . 

ἤ ἁπλούστερον 

ἄφ = ΞΞφαάφ : 

Παρατηροῦμεν ὅτι ὁ ἐυτελεστής grade , ἀντιστοιχίζει εἰς ἕν 
--- 

ἔμαστον διάνυσµα. ας μίαν βαθμωτῆν συνάρτησιν « φ , ἥτις ἀποτε-- 
λεῖ τόν ἕναν éu τῶν δύο παραγόντων συσταλέντος τανυστιμοῦ γινοµέ- 

2 - ε - ΄ 2 3 ΄ ΄ 
νου, τό ὁποῖον, dedopévou ὅτι τὸ διάνυσµα gradg εἶναι τανυστής πρώ- 

της τἄξεως, εἶναι τό γνωστόν ἐσωτεριμόν γινόμενον. 
A+’ ἐπευτάσεως τῆς ἐννοίας τῆς Ῥαθμῖδος grade ,θεωροῦμεν piav 

διανυσµατιμῆν συνάρτησιν V(M) , ὁρίζομεν δέ ὡς βαθμῖδα τοῦ 

διανυσματιμοῦ πεδίου Τ/ύ?!) τόν τανυστῆν δὅευτέρας τᾶ- 

ἑεως gradV, ὁ ὁποῖος, 014 συσταλέντος τανυστιμοῦ 

γινοµένου, ἀντιστοιχίζει εἰς ἔν ἔπαστον διᾶνυσμα ἀε, 

ἕν ἄλλον διάνυσμα dV. 
Τά ἀνωτέρω ἐμφρᾶἲίονται ἀπό τᾶς σχέσεις 
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ψ ) Ώ) = iTH grad¥, 

e
 

dV=ds gradV. (6.1.q) 

αἴτινες δίδονται ‘O τανυστής gradV ἔχει συνιστώσας 

ἀναλυτιμῶς ἀπό τό μητρῷον 

ὃχ, Ox, Όχ, δ 

0y, oy, ὂο, 

Ox, δ ὂΧ 

Τόν τανυστῆν gr-adl7 ἀναλύομεν εἰς τό συμμετριμόν uai ἀντι- 
συμμετριμόν τμῆμα του [σχέσεις (2. 2. 4. ἢ, (2. 2. 4. θ) uaf (2,2.4. μ)] , ὅ- 

τε προμύπτει 

grad V= (gr'ad ἦ,ψίᾳπαάἂ ; 

ἔνθα 

2 == δυ Su; 
συντεταγμέναι τοῦ (grad V)e. 3 ς.!.=+| st 0 _1) ἰ 

218x; ὍΧ, 

᾽ - = { [Ovy; ao,) 
συντεταγμέναι τοῦ radVl, : P = et ] Ν 

6.2 ΠΡΟΞΔΙΟΡΙΞΜΟΣ ΤΟΥ ΤΑΝΥΣΤΟΥ ὙΤΩΝ ΤΑΧΥΤΗΤΩΝ ΠΑΡΑ- 

MOPOQRIEQRS 

‘O πρῥοσδιορισμός τῶν παραμορφώσεων ἑνός ὑλι- 
μοῦ συστήματος εἶναι ἐν γένει δυνατόν νά ἐπιτευχθῆ δι’ ἑνός 
μεγέθους, τό ὁποῖον νά ἐμφανίζη τᾶς ἑέἐῆς δύο ἰδιότητας: 

α) Eic ἕν ἔπαστον σημεῖον τοῦ ὑλιμοῦ χώρου νά 

ὑπάρχη μία uai μόνη προσδιωρισμένη τιμῆῇ τοῦ μεγέ- 
θους, συνδεομένη μέ τήν μετατόπισιν τοῦ σημείΐου.
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) Νά γίνεται éu ταυτότητος ἴσον pé τό μηόέν 
εἰς τῆν περίπτωσιν τῶν τελείων στερεῶν. 

Eic τῆν παροῦσαν παρᾶγραφον θά δείξωμεν διά δύο διαφόρων µε- 
θόδων 611 ὡς ἑητούμενον péyeboc ὀὔναται vd Anedn & 

τ - Τ 3 2 2 
συμμετρινός τανυστῆς /97΄'€1άϊ/].…,- , ἔνθα νῄΜ) eivar 16 τυχόν 
διάνυσμα τοῦ πεδίου ταχυτῆήτων τοῦ ὑλιιοῦ συστήματος (ἴδε 3,1), διό- 
τι ἀνταποιρίνεται εἰς ἀμφοτέρας τάς προαναφερθεῖσας ἰδιότητας. 

ς 
Τόν τανυστῆν (ς7-οεαζΈ'΄,ζιι(1);οί΄'5µ(…:ν τανυστῆν τῶν τα- 

χυτῆτων παραμµορφώσεως. 

6.2.1 Γεωμετρικὴ péBGodos 
᾿Από γεωμετριμῆς ἀπόψεως χαραμτηριζόμενον, ἕν τέλειον στερε- 

6v διατηρεῖ ματά τῆν uivnoiv του σταθερᾶς τᾶς ἀποστάσεις μεταξύ δύο 

διαφόρων σημείων του Μ' μαΐ Μ΄ 
Ἔστωυ σ τυχοῦσα μαμπύλη ἐντός τοῦ στερεοῦ, Ἢ ἑφαπτομένη 

εἰς 16 τυχόν σημεῖον αὐτῆς Μ , ἐᾶν λάβωμεν ὡς &ova συντεταγµέ- 
νων ἰ αὐτῆν ταύτην τήν μαμπύλην, θά εἶναι 

, » " ἶ Ζ 4 2 Ζ 2 2 re 2 
μαΐ διά νά εἶναι τό στερεόν τέλειον, πρέπει τό διάνυσμα ά νά πα- 
ραμένη ἑφαπτόμενον εἷς τό σημεῖον M πατά τῆν μίνησίν του, ἴἤτοι 

πρέπει νᾶ ἰσχύῃ ἡ σχέσις 

4 ζ ι ΄ ΄ Ύ 2 2 
Δεδομένου ὅτι αἱ μεταβληταί 7 υαΐ { , εἶναι ἀνεξάρτητοι, θά 

ἰσχύουν αἱ σχέσεις 

du_ ἀγὅς) 8 7ἀ5). δ7᾽ Μζ' 7-- grad? 6 3.1.α) 
αΖ ά(θΖ) 2ί αο γ' " τή στα : 

uai δι’ ἀντιματαστάσεως θᾶ ἔχωμεν 

|l gradV =0. ὐ (6.2.1.8) 

Té πρῶτον μέλος τῆς (6.2.1.B) εἶναι ἡ δευτεροβάθμιος popeh, ἡ 
π 

ἀντιστοιχοῦσα εἷς τόν τανυστῆν (gnad V),. uaf 814 νά εἶναι μηδενιμῆ 

2 ~ ΄ -~ 2 [ 2 ; = 4 Ύ ᾽ 
014 πᾶσαν τιμῆν τοῦ βΐ7 , ὅξον ὁ τανυστῆς ώπαά% va εἶναι éu ταυ-- 

τότητος µηδέν, ἙἘϊΐναι ἑπομένως δυνατόν ὁ τανυστΏῶς αὐτός νᾶ χαρα- 
utnpiln ἀνᾶ πᾶσαν στιγμῆν τῆν παραµόρφωσιν τοῦ τυχόντος σηµείου M, 

'ἤτοι νᾶ ληφθῆ ὡς τανυστῆς τῶν ταχυτήτων παραμορφώσεως, 
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6.2,2 Κινηματικὴ μµέθοδος 
Ἕν τέλειον στερεόν χαραιιτηρίζεται urvnpatwdc διά τῆς σχέσε- 

ως (3.1.6), ἰσχυούσης διά τυχόντα σημεῖα M uai Μ΄’, uaf uaréd τῆν 

δεδοµένην στιγμῆν { , uatd τῶν ὁποίαν τό διᾶνυσµα @ εἶναι στα- 
θερόν uai ἀνεέάρτητον τῶν σημεῶν Μ ual Μ΄, ἤτοι 

Viit) - Vibt) = & ΙΙ . (6.2. 2. α) 

Συγιρίνοντες τᾶς σχέσεις (6, 2, 2. α) uaf (6,1. α) προμύπτει ὅτι 

dV=wads=grad Vds . 

Stnpwbpevor εἰς τῆν ἰδιότητα (2. 2. 4. ε) τοῦ ἐἑωτερπιοῦ γινομέ- 

΄ “ - ~ ΄ Ἐ 3 
νοιυ συνάγομέν ΟΤΙ, éd\l Cfi_ συνῖιστωσαι TOU δἸ.ΟνυσμΟΤΟς ω εἽἶναι a)”, 

Wy, @, , 0 τανυστῆς gradl/ εἶναι ἀντισυμμετριμός μαΐ ἔχει συνι- 

στώσας 

0 τῶν ς 

Μέ ἄλλους λόγους εἰς τῆν περίπτωσιν τοῦ τεέλείου στερεοῦ ὁ 

τανυστῆς Κς;'ι.:εε:ι7ϊ-/7',, γἴνεται éu ταυτότητος μηδέν, ὁ δέ τανυστῆς /ςτ-ιτοϊ΄Ι2, 

ἔχει σταθερᾶς συνιστώσας 814 μίαν δεδομένην στιγμῆν ἐ .Καταλῆγο- 
pev ἑπομένως εἰς ἀποτέλεσμα ἀνάλογον pé τό τῆς mponyoupévne πα- 
ραγράφου. 

6.3 ΦΥΣΙΚΗ ΕΝΝΟΙΑ ΚΑΙ ANTIKEIMENON ΤΩΝ ΝΟΜΩΝ ΤΑΣΕΩΝ- 

ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΡΩΝ 

Ἡ µελέτη τῶν πεφαλαίων 4.uaf 5. μαΐ εἰδιιώτερον τῶν σχξέσεων 
(4, 4, ὃ) uaf (5.5.1. α) δεπινύει τῆν ἀνεπάρμειαν τῶν γεντιῶν ἐξισώσεων 

διά τῆν ἐπίλυσιν τῶν προβλημάτων τῆς μηχανιμῆς, Ἢ dvendpueia αὖ- 
τῆ ὀφείλεται εἰς τό γεγονός ὅτι δέν ἐλήφθησαν ὑπ᾿ ὄψιν al φυστμαί i- 

διότητες, ἤτοι ἡ '' συμπεριφορᾶ '' τῶν ἑμάστοτε ἐξεταϊομένων  ὑλιμῶν 
χώρων, Μία λεπτομερῶς πειραματιμῆ ἐέξέτασις τῆς QUOIUNG συμπεριφο- 
ρᾶς τῶν διαφόρων ὑλιμῶν χώρων ἔναντι τῶν δυναμιμῶν παταπονήσεων 
εἰς τᾶς ὁποίας ὑπόπμεινται, ἐπιτρέπει τῆν ἔμφρασιν μαθηματιμῶν σχέ - 
σεων, αἴτινες συνδέουν τά ἀποτελέσματα, ὁηλαδῆ τᾶς παραμορφώσεις 
τῶν- ὑλιμῶν χώρων, pé τά αἴτια, δηλαδῆ τᾶς τᾶσεις ai ὁποῖαι τἄς προ- 

μαλοῦν. 
At µαθηματιμαί αὐταί σχέσεις ὀνομάζονται νόµοι 

συμπεριφορᾶς, ἤ νόμοι τᾶσεων-παραμορφώσεων,τῶν συν-
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εχῶν ὑλιμῶν χώρων. 
Θά ἐἑετάσωμεν ἐν συνεχείᾳ τῆν μορφῆν τῶν νόμων αὐτῶν 814 τήῆν 

περίπτωσιν τῶν ρευστῶν, ὡς αὐτά ὡρίσθησαν εἰς τῆν παρᾶγραφον (1, 2), 
Ἢ Μµατάστασις τῶν παραµορφώσεων τυχόντος ρευστοῦ προσδιορί- 

ἐεται ἐξ ὁρισμοῦ ἀπό τόν τανυστῆν ταχυτῆτων παραμµορφώσεως /ς)*»ει'ι:ΖΙ/7 : 
‘Enopévwe οἱ νόμοι τᾶσεων-παραμµμορφώσεων déov νᾶ 
συνδέουν ἀνᾶ πᾶσαν στιγμήν μαί 814 πᾶν σημεῖον,τόν 

τανυστῆν /ς7*::«:,?*ϊ./7;,. pé τόν τανυστῆν τῶν τᾶσεων τῆς 
παραγρᾶἄφου (4.35ἓ), ἡ δέ οὔύνδεσις δέον νᾶ εἶναι μο- 

Ψοσμαντος, 

6.4 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ MEAETH ΤΩΝ ΝΟΜΩΝ ΤΑΣΕΩΝ-ΠΔΡΑ ΜΟΡΦΩ - 

SEQN 

Διά τῆν ἐν συνεχεΐς μελέτην τῶν νόμων συμπεριφορᾶς διαιροῦ- 
μεν ἐξ ὁρισμοῦ τά ρευστά εἰς δύο μεγάλας uarnyopiac, ἤτοι τά urasc- 
σιμά Ὦ συνήθη uai τά μ μλασσιιά ρευστᾶ, 

θ.4.1 Κλασσικὰ ἣ συνήθη ρευστὰ 
Ἔὲ ὁρισμοῦ, εἰς τῆν ματηγορίαν αὐτῆν ἀνῆμουν -ἅ ρευστά πού 

ἱμανοποιοῦν τᾶς ὑποθέσεις τῆς γραμμιμότητος,ὁμογενείας παΐί 
ἰσοτροπίας, ὡς 04 τᾶς ἐπθέσωμεν ἐν συνεχεΐᾳ. 

Τά πλεῖστα τῶν ρευστῶν uai ὅλα τά συνήθη ἀέρια δύνανται μέ 
ἀρίστην προσέγγισιν νά συμπεριληφθοῦν εἰς τῆν uarnyopiav αὐτῆν. At 
ὑποθέσεις αὐταί στηρίζονται εἰς τά πειράματα τοῦ COULOMB, ὁ ὁποῖ- 
ος πρῶτος ἀπέδειξε ὅτι αἱ δυνάμεις τοῦ '"'ἰἐώδους " εἶναι 
συναρτῆσεις ὁμογενεῖς uaf γραμμιιαί τῶν ταχυτήτων 
παραμορφώσεως. 

ΤΓραμμιμότης: ‘O τανυστῆς τῶν Tdoewv εἶναι συνάρτησις γραμμι- 
μῇ uai μῆ ὁμογενῶς τῶν τανυστοῦ τῶν πάραμορφώσεων. Ἤτοι, ἀναλυτι- 
μῶς, αἱ σχέσεις αἱ ἐμφράζουσαι τᾶς συντεταγμένας δ;; συναρτήσει 

τῶν &, εἶναι συναρτήσεις γραμμιμαΐ ἀλλά ὄχι ὁμογενεῖς. 
Ὁμογένεια: Ὁ νόμος τάᾶσεων-παραμορφώσεων εἶναι ἐνιαῖος δι"ὅ- 

λον τόν ὑπό τοῦ ρευστοῦ µατεχόμενον χῶρον, Οὕτω, τό μῖγμα ὕδατος 
«σταγονιδίων ἐλαίου δέν εἶναι ὁμογενές, διότι ἰσχύει ἄλλος νῦμος τά- 

όσεων-παραμορφώσεων διά τά σημεῖα τοῦ χώρου τά µατεχόµενα ὑπό τῶν 

σταγονιδίων τοῦ ἐλαίου. 
Ἰσοτροπία: Ἡ guowf ἔννοια τοῦ ἰσοτρόπου ρευστοῦ ἐρ- 

μηνεύεται ἀπό 16 γεγονός ὅτι, ἀπό ἀπόψεως μηχανιμῆς συμπεριφορᾶς, 
ὁηλαδῆ τάᾶσεων, τό ρευστόν δέν παρουσιδἱει προνομιούχας διευθύνσεις: 

Μαθηματιμῶς, ἡ ἰσοτροπία ἐμφρᾶδίεται ἀπό τό ὅτι ἀφ᾽ ἑνός pév, 
ἔπμαστον μύριον σύστημα ἀἑόνων τοῦ τανυστοῦ τῶν τᾶσεων εἶναι uaf 
μύριον σύστημα ἀἐόνων τοῦ τανυστοῦ τῶν παραμορφώσεων, ἀφ᾽ ἑτέρου δέ 
ὅτι 814 πᾶν τοιοῦτον ιὕὔριον σύστημα ἀξόνων ὁ νόµος τᾶσεων-παραμορ- 

φώσεων γράφεται 
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6:={(¢,6,%), (6. 4. 1. α) 

ὅπου ¢,%,7 εἶναι μία μετάθεσις τῶν δειιτῶν 1,2,3, ἡ δέ συνάρτησις 
Ύ ΄ ΄ 2 , , 

(¢, &, &) εἶναι συμμετριμῆ ὡς πρός τᾶς δύο τελευταίας μεταβλητάς, 
ἤἥτοι 

f(filc.x:é)’:/‘[fis S5 €κ)' 

Ἔπί τῷ ῥάσει τῶν ὑποθέσεων ypappmudrnroc uai ἰσοτροπίας, d14 

τυχόν σημεῖον M ναΐ ὡς πρός μὕριον σύστημα ἀξό- 
νων, αἱ μάθετοι μύριαι τᾶσεις Φ, εἶναι γραμμιναΐί 

συναρτῆσεις τῆς μιᾶς uvpiac τιμῆς μοναδιαίας ἐπι- 
μηνύνσεως δ,; παΐ τοῦ ἀθροίσματος τῶν δύο ἄλλων, 
ἤτοι τῆς μιᾶς ε, ιιαΐ τῆς πρώτης στοιχειώδους ἀναλλοιώ- 
του 

E=3e=¢,+5+6 

τοῦ τανυστοῦ (gr-ad V)., ὁπότε 84 ἰσχύουν ai σχέσεις 

σ,-ῶ-76 2ε, , (6. 4.1. β) 

ἔνθα Α uaf μ εἶναι συντελεσταί μαλούμενοι συντελεσταί τοῦ LAME. 
Ai oxéoerc (6.4.1.8) éuepdlouv τόν νόμον τᾶ - 

σεων-παραμορφώσεων ἑνός υλασσιιοῦ ρευστοῦ ὡς πρός 
μὔριον σύστημα ἀέόνων. 

Εἰσάγοντες τά σφαιριιά τμήματα uaf τούς ἐμτροπεῖς 
τῶν τανυστῶν, 04 ἔχωμεν ὡς πρός τυχόν σύστημα ἀξόνων 

5--ὥ92.-.(5357.2.}»., S;=2pe;. (6.4.1.y) 

Δεδομένου δέ ὅτι 

σ͵.͵- =8 C;(/- - 6'€.!. 

(ἔνθα -- διά ἐπε; ual ὃὅ, --{ διά <=7 , δηλαδή o , εἶναι ὁ τα-- 
νυστής τοῦ KRONECKER ), 04 ἔχωμεν 

6 --…ςό;.'΄. e s,7=(a7+3/7¢9jd:y +2/A(eé:7- «ε)), 

H
e
 

6(./:(@*/?&‘)5‘/ +2fl6¢y . (6.4'10 δ) 



νν 
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Αἱ σχέσεις (6. 4.1. ὃ) ἐμφρᾶίουν τόν νόμον. τά- 

σεων-παραμορφώσεων ἑνός υλασσιμοῦ ρευστοῦ ὡς πρός 
€v τυχόν σύστημα ἀἐδνων. 

Ἢ ὑπόθεσις τοῦ ὁμογενοῦς ρευστοῦ παθιστᾷ τά 
βαθμωτά μεγέθη @&, 7 , μαὶ, ἀνεξάρτητα τῶν συντεταγ- 
μένων τοῦ σηµείου # ., Ἔνδεχομένως τά μεγέθη αὐτά νά ἐξ- 
αρτῶνται ἀπό τῆν φυσιμήν ματάστασιν τοῦ ρευστοῦ, ἤτοι τῆν πυμνότη- 
τα Ρ , πνοαΐ τῆν θερμοιιρρασίαν 7. 

Eic τῆν περίπτωσιν ρευστοῦ ἐν ἱσορροπίᾳ ὡς πρός Ev ὡ- 
pwpévov σύστημα ἀξόνων, ai συντεταγµέναι &, ὡς πρός τό αὐτό οὔ- 
στηµα ἀἑόνων εἶναι pndeviuai, (ὁπότε 6 τανυστῶς τῶν τᾶσεων γίνεται 
σφαιριμός (6, -- ε, -- 6; -- s)) uai ἑἑαρτῶνται μόνον ἀπό τόὸ βαθμωτόν pé- 

γεθος & , ὡς προυύπτει δι΄ ἐφαρμογῆς τῆς (6.4.1.9). Θά npoulyn ἑ- 
ποµένως ἡ σχέσις 

ε, =:,7ε3΄,….,. . (6.4.1.¢€) 

Ἔπι τῆς ἐμπειρίας γνωρίζομεν ὅτι €v ρευστόν ἐν ἰσορροπίᾳ δέ- 
χεται μόνον συμπιέσεις. Θέτομεν ἑπομένως ἐν γένει d=-p 
ὅπου » εἶναι θετιμόν βαθμωτόν μέγεθος, παλούμενον 
πίεσις τοῦ ρευστοῦ εἰς τό σημεῖον M. 

Ἡ σχέσις (6.4.1. ὃ) γρᾶφεται τότε 

ε'.,.=-ρδ€ & τ͵.͵. , (6.4.1.2) 

ὅπου 

Ty -Ά ἕως Oy +2uEy Ἱ. (6.4.1.n) 

ᾖ Eisdyopev οὕτως ἕναν νέον τανυστῆν, pé συντεταγμένας T ” ,TOV 
ὁποῖον μαλοῦμεν τανυστῆν τῶν τᾶσεων τοῦ 1éddouc ᾿ τοῦ 

ρευστοῦ. ΄ 
Ἐπτί τῆς φυσιμῆς ἐννοίας τοῦ ἰξώδους 04 ἐπανέλθωμεν év éu- 

τᾶσει εἰς τό ἑπθμενον μεφάλαιον. 
Παρατηροῦμεν ὅτι διᾶ τά ἀσυμπίεστα ρευστᾶ 04 ἰσχύτ 

bxn -- divV =0, 

ὁπότε ἡ σχέσις (6.4.1.τ) yiverar 

t‘-’--—-zflE;j 

uaf ἐμφράζει ὅτι 6 τανυστῆς τῶν τᾶσεων τοῦ ἰἐξώδους εἷ- 
ναι ἀνάλογος τοῦ τανυστοῦ τῶν mapapopelicewv,icou- 
ται δέ éu ταυτότητος pé τόν ἐυτροπέα τοῦ TAVU - 

στοῦ τῶν τᾶσεων. 
- Τέλος εἰς τῆν περίπτωσιν ἀμελητέας ἐπιρροῆς τοῦ ἰἐώ- 

Εἰσαγωγῆ εἰς τῆν θεωρπτιμῆν ὑδραυλιμῆν 6
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δους λέγομεν ὅτι τό ρευστόν εἶναι τέλειον. Ἔπί τῆς ἐν. 
νοίας τοῦ τελείου ρευστοῦ 04 ἐπανέλθωμεν uatwtépw ἐν ἐμτάσει. ‘A - 

πλῶς ἀναφέρομεν ὅτι διᾶ τέλειον ρευστόν τά μεγέθη A ναΐ µ γίνον- 
ται μηδενιμά, ὁ δέ νόμος τάσεων - παραμορφώσεων λαμβάνει τήν μορ- 

φήν τοῦ νόμου τῶν ρευστῶν ἐν ἰσορροπίᾳ, ἤτοι 

σ,, Ξ---» 3y |- (6, 4.1. ϐ) 

6.4.2 Μὴ κλασσικὰ ϱρευστὰ 

Αἱ τελευταῖαι ἐξἐελίἐεις τῆς τεχνιμΏς εἰς τόν τοµέα τῆς µηχα- 
viuhe τῶν ρευστῶν μαΐ τῆς μαγνητοῦδροδυναμιμωΏῆς ὠδήγησαν εἷς τῆν 
χρῆσιν ρευστῶν διά τά ὁποῖα αἱ ὑποθέσεις τῶν υλασσιμῶν ῥρευ- 
στῶν ὃδξὲν ἐπαληθεύονται pé ἱμανοποιητιμῆν προσξέγγισιν. Efc πολλᾶς 
περιπτώσεις, τό ἴδιο ρευστόν Πιανοποιεῖ πλῆρως piav προσεγγιστιμῖν 
ὑπόθεσιν δι᾽ἕναν ὡρισμένον μύμλον φαινομένων, ἐνῶ ὁδηγεῖ τῆν θεω- 
plav εἷς ἀπαράδευτα σφάλματα 814 τῆν αὐτῆν ὑπόθεσιν uail δι’ ἄλλον 

ududov φαινομένων. 
Ὡς χαραμτηριστιμόν πσρὁδειγμο ἀναφέρομεν τήν ὑπόθεσιν τοῦ 

ἀσυμπιέστου ρευστοῦ διά τό ὕδωρ, Ἐίς τά φοινομενσ ponc εἰς 
ἀνοιιτούς ἀγωγούς, υπερχειλιστος μ. λπ., ἡ ὑπόθεσις αὐτή εἶναι ἀπο- 

λύτως παραδεμτή τια΄ ἡ πρᾶξις ἐπαληθεύει πλῆρως τᾶς διαφόρους θεω- 
ρίας τῶν ἀνοπιτῶν ἀγωγῶν. ᾿Αντιθέτως,εἰς τά φαινόμενα πλήγματος 
μ,ριοὖ διά τούς ἀγωγούς ὑπό πίεσιν,ἡ συμπ’ιεστὁτπς τοῦ ὕδατος παί- 

ἐει τόν θεμελωδῃ ρόλον εἰς τῆν διάδοσιν TGV μυμάτων μαΐί τῆν ἐν γέ- 

vel ἐἐξλιέιν τῶν φαινομένων. 
Λόγῳ τῆς τελείως εἰδιυιῆς μορφῆς τῶν φαινομένων εἰς τά ὁποῖα 

ἐμφανίζονται μή υλασσιπιά ρευστᾶ, δέν ὑπεισερχόμεθα εἰς τούς διαφό- 
ρους νόμους τάσεων-παραμορφώσεων, οἵτινες τά διέπουν. 

᾿Αναφέρομεν πᾶντως ὑπό popenv παραδεΐγματος τῆν περίπτωσιν 
ἀσυμπιέστου ρευστοῦ, ἱμανοποιοῦντος τᾶς ὑποθέσεις γραμμιμότητος 
μαί ἰσοτροπίας uaf 314 16 ὁποῖον οἱ νόµοι τᾶσεων-παραμορφώσεων ἐπ- 
φράζονται ματ΄ ἀρχῆν ἀπό τᾶς σχέσεις (6,4.1.) μαΐ (6, 4.1. η) μέ συν- 
τελεστῆν Ξ ' 

Ἄς ὑποθέσωμεν ὅμως ὅτι O συντελεστῆς µ δέν ἑἑαρτᾶται μό- 
νον ἀπό τῆν φυσιμήν νατάστασιν τοῦ ρευστοῦ, ἀλλά ἐπί πλέον εἶναι 

συνάρτησις τοῦ τανυστοῦ τῶν παραμορφώσεων, 
Λόγῳ τῆς ὑποθέσεως τῆς ἰσοτροπίας, & συντελεστῆς µ 04 εἶναι 

συνὁρτησις μὁνον τῶν δύο στοιχειωδῶν ἀναλλοιώτων £, παΐί Ε, τοῦ 
τανυστοῦ τῶν παραμορφώσεων, δεδομενου ὅτι E,=diw P =0. 

Αἱ σχέσεις (6. 4.1. ζ) μαί (6,4,1, n) déov ὅπως ὑποστοῦν μετα- 
σχῃμοτωμους, ἀναλόγως τῆς ᾠυσεως τοῦ συντελεστοῦ ΄ιι , I τελιμή 

δέ μορφή των 84 ἀποτελῆ τᾶς σχέσεις τοσεων-πορσμορφωσεων μιᾶς εἰ- 

διμῆς περιπτώσεως ἑνός μή υλασσιιοῦ ρευστοῦ. 
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6.5 TEAIKAI ΕΞΙΣΩΣΗΕΙΣ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ KAI 

ΚΑΤΑΤΑΞΙΣ ΑΥΤΩΝ 
ἜΠ ὅλων τῶν προαναφερθέντων duvdpeba νά συνοψίσωμεν ὅτι εἷς 

τῆν μηχανιμήῆν τῶν συνεχῶν ὑλιμῶν χώρων, μαΐ ἑπομένως uaf εἰς τῆν pn- 
χανιμῆν τῶν ρευστῶν, ἔχομεν τᾶς ἑἐῆς τρεῖς uarnyopiac ἐξισώσεων: 

a) Θεμελιώδεις ἐξισώσεις, Πρόμειται περί τῶν ἐξισύσεων uaf συν- 
θημῶν εἰς τά ὅρια τῶν τριῶν πρώτων παραγράφων τοῦ πεφαλαίου 5.(5.1, 

5.2, 5,3). 
Ἐφαρμόζονται εἰς πᾶσαν θεωρίαν μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν, ὑφι- 

στάμεναι βεβαΐως τᾶς σχετιιάς ἁπλοποιῆσεις, λόγῳ τῶν εἰδιμῶν συν- 
θημῶν. 

B) Νόμοι τάσεων-παραμορφώσεων. Πρόμειται περί τῶν νόμων ποῦ 

ἐμφράζονται ἀπό τᾶς ἐξισώσεις τῆς παραγράφου (6. 4. 1). 
Ἔπί τῷ βάσει αὐτῶν μετατρέπονται αἱ τρεῖς θεμελιώδεις ἐξισώ - 

σεις éu τοῦ νόμου τῆς δυναμιιῆς, δι᾽ ἀντιματαστάσεως τῶν ἀγνώστων 
ἐσωτεριμῶν τᾶσεων μέ τᾶς γνωστάς τιμάς τῶν παραμορφώσεων, Ὃν on- 
μεῖον σοβαρᾶς σημασίας ὡς πρός τά ἀποτελέσματα εἶναι ἡ εἰσαγωγή 
νέων συνθημῶν εἰς τά ὅρια, λόγῳ ἀμριβῶς τῶν σχέσεων τᾶσεων- παρα- 
μορφώσεων, Eic τῆν μελέτην τῶν ρευστῶν μέ ἰξῶδες θά συναντήσωμεν 

ἕν υλασσιιόν παράδειγμα νέας συνθήμης ὁρίων. 
Υ) Νόμοι ματαστάσεως, Οἱ νόμοι τᾶσεων-παραμορφώσεων εἰσά- 

γουν ὡρισμένα νέα μεγέθη, ὡς τά », 7, , μή σταθερά ἐν γένει 
ἀλλά ἐξαρτώμενα ἀπό τῶν φυσιμήν µατάστασιν τοῦ ρευστοῦ, ἤτοι ἀπό 
μεγέθη ὡς ἡ πυμνότης p υαΐ ἡ θερμομιρασία 7 . Αἱ σχέσεις αἱ 
ἐμφρᾶ᾽ζουσαι αὐτήν τήν ἐέάρτησιν λαμβάνουν γενιιῶς 

τῆν ὀνομασίαν: "Νόμοι ματαστάσεως ", 
Ὡς παράδειγμα ἀναφέρομεν τήν περίπτωσιν τῶν ἀσυμπιέ - 

ότων ἰξωδῶν ρευστῶν, εἰς τά ὁποῖα θεωροῦνται σταθεραί αἱ πο- 
σότητες o, A, 1 . Al ἁπλαί αὐταί ὑποθέσεις ἀποτελοῦν uai τούς 
νόμους ματαστᾶσεως τῆς εἰδιυῆς αὐτῆς περιπτώσεως, 



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 7, 

OYSIKH ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ENNOIA ΤΟΥ ΙΞΩΔΟΥΣ 

ΚΑΤΑΤΑΞΙΣ ΤΩΝ ΥΠΟ MEAETHN ΡΕΥΣΤΩΝ 

Ἢ ἔννοια τοῦ ἰζώδους εἰσίχθη τὸ πρῶτον εἷς ThHv παρᾶγραφον 

(6. 4, 1). 
᾽Από φυσιμῆς ἀπόψεως ἐξεταἰίδμενον, τό ἰξῶδες 

χαραμτηρίἐει τῆν ἑἐσωτεριμῆν τριβῆν τοῦ ρευστοῦ, fi- 
τοι τῶν ἀντίστασίν του εἰς τᾶς παραµορφώσεις παΐί 
τῆν ὀχετιμῆν µετατόπισιν τῶν΄. δταδοχιμῶν ρευστῶν 
στοιβάδων- 

Πρῶτος 6 COULOMB ἀπέδειέεν πειραματιμῶς, ὅτι διά τά υλασ- 
σιιά ρευστᾶ, ὡς ὡρίσθησαν εἰς τῆν παράγραφον (6.4.1), ai δυνάμεις 
τῆς ἐσωτεριμῆς τριβῆς των, ὁηλαδῆ αἱ δυνάµεις τοῦ ἰζώδους,εἶναι συν- 
αρτήσεις γραμμιμαΐί uaf ὁμογενεῖς τῶν ταχυτήτων παραμορφώσεως. 

Πρό αὐτοῦ ὁ NEWTON εἶχεν ἀποδείξει ὅτι αἱ δυνάμεις τοῦ ἰώ- 
δους εἶναι ἀνάλογοι τῆς σχετιμῆς ταχύτητος µετατοπίσεως μιᾶς ρευ- 

στῆς στοιβάδος ὡς πρός τῆν γειτοντιῆν της, μηδενίζονται δέ ὅταν µη- 
δενισθῇ ἡ σχετιμή αὐτῆ ταχύτης μεταξύ τῶν διαδοχιμωῶν ὀστοιβάδων, uai 
ὅτι αἱ µεταβολαί τῆς ἐσωτεριμῆς πιέσεως τοῦ ρευστοῦ ἐντός τῶν συν- 

ἤθων ἐν τῇ πρᾶέει ὁρίων ἐπηρεᾶίουν ἑλάχιστα τῆν τιμῆν τοῦ ἰξώδους. 
Ἔπι τῶν ἀνωτέρω µαθίστανται σαφέστεροι ot λόγοι 314 τοῦς ὁ - 

ποίους ἡ ἐμλογΏ τοῦ ζφ-αά 1//ς, ὡς τανυστοῦ τῶν παραµορφώσεων, εἷ- 

ναι 1 ἰδεώδης διᾷ τά udacowd ρευστᾶ. 

7,1 ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΛΔΛΕΣΤΩΝ μµ ΚΑΙ ν KATA NEWTON. 

Δεδομένου ὅτι ai τᾶσεις τοῦ ἰξώδους, ὁηλαδῆ at τᾶσεις διατμήῆ- 
σεως τοῦ ρευστοῦ, εἶναι συναρτήσεις ypappwai uai ὁμογενεῖς τῶν τα- 
χυτήτων παραµορφώσεως, 04 συνδέωνται pé αὐτάς δι’ἑνός συντελεστοῦ 

ἀναλογίας, ὀνομαίομένου "συντελεστοῦ τοῦ ἰἐἑώδους". 
‘O συντελεστῆς αὐτός ἀποτελεῖ τό βασιμόν χαραμτηριστιμόν ἐ- 

νός ἑμάστου ρευστοῦ, προσδιορίἐεται δέ ἐπί T βάσει τοῦ ἑξήῆς ἁπλοῦ
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θεωρητιμοῦ πειράµατος, 
Ἕστωσαν 800 ἐπίπεδοι πλά- 

µες MN μαί M,N, , παρᾶλλτλοι 
uai εἰς ἀπόστασιν µ , pé πλήρη 
ρευστοῦ τῆν μεταξύ των ἀπόστα- 
σιν (3x.7.1.A). Ἢ πλάὲ Μ Ν εἴ 
ναι ἀμῖίνητος ἐνῶ ἡ πλᾶὲ ΜΝ ἐ.- 
πιφανείας § , uweirar pé στα- 

- 

θερᾶν ταχύτητα V παραλλῆλως 
πρός τόν ἄξονα τῶν X ΣΧ. 7.1, Α 

Ἡ μίνησις πλανῶν-ρευστοῦ 
παρουσιᾶἱςι πειραματιμῶς τά ἑἐῆς χαραμτηριστιμᾶ: 

α) Τό ρευστόν ἔχει ταχύτητα pndév εἷς τῶν ἐπαφῆν του μέ 

τῆν ἀμίνητον πλάμα M, N, , μαί V εἰς τῆν ἐπαφῆν του pé τῆν πλά- 
ua MN. 

) Διά ταχύτητα V uaf ἀπόστασιν [ ,ἁρπούντως μιιράς, ὥστε 
ἡ πίεσις μεταξύ τῶν δύο πλαμῶν νά παραμένη ὁμοιόμορφος, ἡ μετα- 

Ρολή τῆς ταχύτητος τπατάἄά τόν ἄξονα τῶν α---ἔἷγ ε 
2 4 4 Ύ ΄ 3 ΄ ΄ ΄ ΄ ~ 

ναι σταθερά, (τό péyeboc α εἶναι μία ἀπό τἄς évvéa συνιστώσας τοῦ 

τανυστοῦ grad V), ἧτοι τό διάγραμμα τῆς ταχύτητος τοῦ σχήματος 
1.1.Χ εἶναι εὐθύγραμμον. 

Υ) Διά τῆν διατῆρησιν τῆς 
μινήσεως, ἀπαιτεῖται ἡ σταθερά LM Ε N] 

ἐφαρμογή ἐπί τῆς πλαμός MN pi- Ι --- | 
-z 

ας δυνάμεως Ε , ἥτις ἀντιστοι- }΄- - —":__{—_.t— - -| 

χεῖ εἰ τάσιν ὁδιατμήσεως |*---="…Τ*-------1 

Ζ Ξ -έ.-'-, ἢ ὁποία ᾿ μεταβιβάζεται. Σχ. Ἱ. 1. Β 

εἰς 16 ἐφαπτόμενον ρευστόν. Ἐλετᾶίοντες ὁηλαδῆ τῆν ἱσορροπίαν 
τοῦ συστήµατος uatd στρώματα ἠαταλήγομεν εἷς τῶν µορφῆν τοῦ 
σχήματος 7.1. Β. 

Ἔπί τῇ Ρβάσει τῶν ἀνωτέρω πειραματιυῶν δεδομένων 6 NEWTON 
ἔδωσε τῆν σχέσιν 

T=pa |, (1. 1. α) 

ἡ ὁποία συνδέει, 14 μίαν ὡρισμένην θερμομρασίαν uai πίεσιν, τήν Ρβα- 
θμῖδα τῆς ταχύτητος μέ τῆν τᾶσιν διατμῆσεως τ. 

Ὁ συντελεστῆς τῆς σχέσεως 
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Ε 
- Θ __ds (7.1.8) 
— dv 

α 

μαλεῖτα δυναμιμός συντελεοστῆς συνεμτιμότητος εἰς τῆν 
συνήθη ἑλληνιμῆν ὁρολογίαν, παρ᾽ ὅλον ὅτι ἀπλουστέρα uaf πλέον σύμ- 
φωνος pé τῆν διεθνῆ ὁρολογίαν 64 ἦτο ἡ ὀνομασία δυναμτμός συν- 

τελεστῆς τοῦ ἰἐώδους. 
Eic τά μλασσιμά ρευστᾶ ὁ συντελεστῆς µ παραµένει σταθερός 

διά δεδομένην θερμοιρασίαν uaf πίεσιν, 614 τόν λόγον &€ αὐτόν ua- 
λοῦνται μαΐ νευτώνεια ρευστᾶ. 

Πολλάμις εἷς τᾶάς ἐφαρμογᾶς χρησιμοποιεῖται ὁ μινηματιμός 
συντελεστῆς συνειντιμότητος, προσδιοριέόµενος ἀπό τῆν οχέ- 
σιν 

- Ρ (1.1.Υ) - 

᾿Από τᾶς σχέσεις (7.1.B) uaf (Ί.1.Υυ) προμύπτουν διά τά peyébn μ uai 

ν αἳ &οστόσεις:θι]=Ε΄Μ'Τ"΄ Μονᾶς εἰς C.G.S, τό poise, Π. χ. διά 

τό ὕδωρ μαΐ τόν ἀέρα ὑπό wuavoviude 
συνθῆμας ἔχομεν 

7 : 2 . 
Ξοο ΤΟ5ο , ἐλρπ κ ξ POSE. 

[v]——-LzMoT"{ Μονάς εἰς C.G.S, τό stokes, II.x. 514 

16 ὕδωρ μαΐ τόν ἀέρα ὑπό πανοντιάς 
συνθῆμας ἔχομεν 

7 
100 

13 
%ε-µ = m stokes Ξ νς = stokes , 

7.2 ΣΥΝΔΕΣΙ» ΜῈ TON ΤΑΝΥΣΤΗΝ ΤΩΝ TASEQN ΤΟΥ ΙΞΩΛΟΥΣ 

‘O συντελεστῆς µ εἰσήχθη ἤδη εἰς τῶν παρᾶγραφον 6,4.1 . Θά 
τόν συνδέσωμεν ἑπομένως μέ τᾶς ἐννοίας τῆς παραγράφου αὐτῆς, ὃδί- 

δοντες τῆν µαθηµατιμΏν ἑρμηνείαν τῆς ὑποστᾶσεώς του. 
Ἑλξετᾶζομεν πρός τοῦτο τῆν µαλουμένην pdvipov ϱροῆν G - 

πλῆς ὀλισθῆήσεως, (Σχ.Ἰ. 2, Α) δι’ ἀσυμπίεστον ρευστόν μέ ἰξῶδες, 

ἤτοι 814 ρευστόν εἰς τό ὁποῖον ῥ--σταθ. μαΐ divV=0. Αἱ ἐξισώσεις
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μτινήσεως ματά EULER 04 εἶναι ἐὲ ὁρισμοῦ 

y=ax, ,4=%=0, (7.2, %) ) 
μἄγραμέμα ταχυτήτων 

ὅπου α εἶναι μία σταθε- N 77 

ρά πορἷιμετρος. ‘O τανυ- i 7 
στῆς τῶν ταχυτήτων πα - “' 
ραμορφώσεως ἐπμφυλίζεται | P 
εἰς τανυστήν ἁπλῆς ὀλι- ΓΑΜΕ % 
σθήσεως ὁ δέ τανυστής TOV | 777 2 - 
τᾶσεων τοῦ ἰξώδους yive- 
-- Γ 

: Ὁ 
TATT77 77777 0777777777777 7777777777777 

ppappal ροᾶς Oy, ὂν 
%…=2µεΘ.=µ(3έ + é—xi (1.2 5 

G Σχ. 7.2. A 

παρατηροῦμεν δέ ὅτι ἔχει piav pdvov συνιστώσαν διάφορον τοῦ pnde- 

νός, τῆν 

Oy, 
Tz Ξα By SR 

2 

‘E¢appdlopev τῆν σχέσιν (6. 4.1. 2 τοῦ νόμου τᾶσεων- παραµορ- 

φώσεων διά τό τυχόν σημεῖον M, ,μαί 04 ἔχωμεν ,(ἴδε uaf σχέσιν (4.3.B} 

μαΐ δεδομένου ὅτι, 

μαΐ d,=d,=0 , J,,=7 θά προυμὔψη ἡ σχέσις 

Τύ4,1) pak,—pk |. (1.2.0) 
Ἑπομένως, τό ρευστόν τῆς περιοχῆς "φ (Λ1) ἐξασιιεῖ ἐπί τοῦ 

-- 

ὑπολοίπου, πλῆν τῆς uabérou πιέσεως —-pk, , μίαν ὁριἓοντίαν τᾶσιν 

--,, . . ΕΝ Ν " v, dy, 
pak, , ἀνάλογον τῆς βαθμῖδος (B υλίσεως) τῆς ταχύτητος α =-)(4= dxl 

2 2 

uaf τοῦ συντελεστοῦ μ .Ἐπανευρίσμομεν ἑπομένως τῆν σχέσιν (7.La) 
Ἐπί πλέον ὅμως βλέπομεν ὅτι λόγῳ τοῦ συντελεστοῦ τοῦ ἰζώδους µ 
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αἱ ταχύτεραι ρευσταί στοιβᾶδες τείνουν νά παρασύρουν τᾶς Βραδυτέ- 
ρας, uai ai βραδύτεραι τεῖνουν νᾶ ἐπιβραδύνουν (φρενάρουν) τᾶς τα- 

χυτέρας, Ἢ μαθηματιιῆ μαί φυσιμῆ ἔννοια τοῦ συντελεστοῦ µ μαθίστα- 

ται οὕτω πρδδηλος, 

7.3 ΦΥΣΙΣ ΤΩΝ MEAETOYMENQN PEYZTQN 

Efc τῆν ἐν συνεχείᾳ λεπτομερῆ ἀνάλυσιν τῆς συμπεριφορᾶς τῶν 
ρευστῶν θά περιορισθῶμεν εἰς τᾶς ἑξῆς τρεῖς uarnyopfac ρευστῶν: 

7.3.1 Τέλεια ἀσυμπίεστα ρευστὰ 
Συμφώνως πρός τόν ὁρισμόν τῆς παραγράφου (δ, 2,1) τὸ ρευστόν 

εἶνα. ἀσυμπίεστον, ἐᾶν, ἀνά πᾶσαν στιγμῆν ¢ , τό πεδίῖον τῶν 

ταχυτῆτων V(X,,)g.,x_,, ¢) πληροῖ τᾶς σχέσεις 

" | (7.3.1.0) 

Abyy τοῦ 'τελεΐου ρευστοῦ"' ol συντελεσταί 7 ναΐ μ pndevilov- 
ται, ἔχομεν δέ τῆν σχέσιν (6,4.1.0), ἤτοι 

6{1- =—pd:/ . (7, 3.1. β) 

7.3.2 ἼΙξώδη ἀσυμπίεστα ϱρευστὰ 
Λόγῳ τοῦ ἀσυμπιέστου, ἰσχύουν πᾶντα ai σχέσεις 

= =62'017. 3 

i (7.3.2.0) 
divV=0 

Ἐπςξ ἄλλου, 6 νόμος τάσεων-παραμορφώσεων γρἄφεται,(ἴδε (6,4.1.2) 
uaf (6. 4.1. η). 

=7 :"Ρὸ:γ ἐ ς 

{7.3.2, B) 

Ty = 2, Ξ δΏ+ o T Ξ μ.,-,--μ-ἕξ; o) ᾽ 

ὅπου µ εἶναι ὁ δυναμιιός συντελεστής συνειτιμότητος, ὅστις διᾶ τά 
, ΄ἑ ΄ ΄ udacowd ρευστᾶ εἶναι σταθερός διά σταθερᾶν θερµοπρασίαν uai θετιμός,



7.3 Φυστμῆ uai µαθηµατιμή ἔννοια τοῦ ἰξώδους 89 

7.3.3 Τέλεια συμπιεστὰ ρευστὰ 
Eic τῆν περίπτωσιν τῶν συμπιεστῶν ρευστῶν, ἡ ἐξέτασις μαΐ τῶν 

πλέον ἁπλῶν προβληµάτων, ὡς εἶναι τά προβλῆματα της στατιμῆς τῶν 
ρευστῶν, ἀποδειωνύει ὅτι αἱ θεμελιώδεις ἐξισώσεις τοῦ πεφαλαίΐου 5., 
ἐν συνδυασμῷ μέ τᾶς ἐξισώσεις τᾶσεων-παραμορφώσεων, δέν ἐπαριιοῦν 
διά τῆν ἐπίλυσίν των. Πρέπει ἐπί πλέον νά Anebn ὑπ᾿ ὄψιν ἡ θερµοδυ-- 

ναμιμῆ φύσις τῶν µελετουμένων ρευστῶν. Ἑπομένως εἶναι ἀδύνατος ἡ 
ἐξέτασις τῶν προβληµάτων τῆς μηχανιμῆς τῶν συμπιεστῶν ρευστῶν χω- 
pic προηγουµένην ἀνᾶπτυέιν τῶν βασιμῶν ἀρχῶν τῆς θερμοδυναμτπιῆς. 

Ἐν τοῦτοις εἰς ὡρισμένας περιπττώσεις ροῆς συμπιεστῶν ρευστῶν 
δυνᾶμεθα νᾶ πελετῆΏσωμεν πλῆρως τᾶ φαινόμενα χωρίς ἰδιαττέρας γνώ- 
σεις θερμοδυναμιμῆς, Πρόμειται περί τῶν τελείων Βαροτροπτ- 

μῶν ρευστῶν. 
Ὁ τανυστῆς τῶν τᾶσεων δίδεται πᾶντα and τῆν σχέσιν 

Σ (7.3.3.q) 

Ὁ νόμος τῆς ματαστάσεώς των ἐμφράζει ὅτι §) πίεσις p uai ἡ 
πυμνότης p εἶναι συνάρτησις ἡ μία τῆς ἄλλης, ἤτοι ἔχομεν 

r=9(p) (7.3.3.8) 

Aév ἐπειιτεινόμεθα εἰς τῆν ἐξέτασιν τῶν περιπτώσεων εἷς τᾶς ὁ- 
ποίας τά συμπιεστά ρευστά ὑπαμούουν μέ ἱμανοποτιηττμῆν προσέγγισιν 
εἰς τᾶς ἐξισώσεις τῶν τελείων βαροτροπιμῶν ρευστῶν. ᾿Αναφέρομεν ᾱ-- 
πλῶς ὅτι ἡ uarnyopia αὐτῆ τῶν συμπιεστῶν ρευστῶν ἔπχει τεραότίαν 
ἐφαρμογῆν εἷς τά φαινόμενα τῆς ἀεροδυναμπιῆς. 

Ἡ συνάρτησις g(p) πληροῖ τᾶς πμάτωθι τρεῖς ἀνισότητας 

(1. 3. 3. γ) dg 
9)0 3 d_p>o ᾽ 

‘E¢ αὐτῶν oupnepaivopev ὅτι: 
a) Ἡ συνάρτησις p=gp) εἶναι θετιμ ῆ uai ἐπί πλέον αὔξου- 

σα συνάρτησις τῆς πυπνότητος p. 
d 

B) Θέτομεν d—g=03 Τό péyeboc Ο ἔχει διαστάσεις 

τσχύτητος ιιαί τό μαλοῦμεν ἐξ ὁρισμοῦ τοχῦτητα τοῦ 'χου 
ἐντός τοῦ ὑπ᾿ ὄψιν ρευστου. Ἡ τρίτη ἀνισότης dewvier τό- 
τε ὅτι, ἡ ταχυτης τοῦ ἤχου ¢ εἶναι μῆ φθινουσο συν- 
ἄρτησις τῆς πυμνότητος p , μαΐ ἑπομένως wuai τῆς 
πιέσεως p. 

Ἐξετάζομεν év ouvexeig δύο περιπτώσεις τελείων βαροτροπιμῶν 

ρευστῶν. 
Ἡ πρώτη ἀντιστοιχεῖ εἷς vépov ματαστάσεως 

Ρ--ο(ρ)--Κρ. (ἔ--σιαθ) (1. 5. 5. δ)
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μαί παριστᾶ τῆν περίπτωσιν τελείου ἀερίου εἰς ἰσό- 

θερµον μεταβολήν pé ὀσταθερᾶς εἰδιμᾶς θερµότητας. 
Ἢ δευτέρα ἀντιστοιχεῖ εἰς νόὂµον ματαστάσεως 

p=g(p)=Kp¥, (γ--εταθ » 1) (1. 8. 3. ε) 

μαΐ παριστᾶ τῆν περίπτωσιν τελείου ἀερίου efc ἀδι- 
αδατιμήν μεταβολῆν τπηαΐ μέ σταθερᾶς eidrudc θερμό- 

τητας. 
Διά τόν ἀτμοσφαιρπιόν dépa τό φ λαµβάνεται ἴσον pé 1,4.



ΕΣΚΗΣΗΕΙΣ NPQTOY ΗΕΡΟΤΣ 

I.1) Θεωροῦμεν piav pdvipov κίνησιν ρευστοῦ μέ ἐξισῶσεις κινῆ- 

σεως xaté EULER ὡς πρᾶς σύστημα ἀναφορᾶς R, τᾶς y=-ax,v,=ax,y,=0, 

ἔνδς α εἶναι ple θετικῆ σταθερᾶ. 

κά ὀειχθῆ ὅτι 

α) τδ ρευστὸν εἶναι ἀσυμπίεστον καΐ νᾷ εὑρεθοῦν αἱ ἐξισῶσεις 

τῶν γραμμῶν ροῆς. 
β) ὅλα τά ρευστά μὄρια τᾶ εὑρισκδμενα κατᾶ τῆν στιγμῆν £, εἰς 

τὸ ἐπίπεδον x,=a θᾷ εὑρεθοῦν κατᾶ plav ἄλλην τυχοῦσαν στιγμήῆν ἐ»έ 
εἰς 186 ἐπίπεδον x,=4. 

Té µόρια τά εὑρισκόμενα εἰς τὸ ἐπίπεδον x,=0 εἶναι ὀυνατόν νά 

φθάᾶσουν εἷς τὸ ἐπίπεόδον x,=0 ἐντός πεπερασµένου χρόνου; 

Τ.2)πδ σύστημα ἀναφορᾶς R τῆς προηγουµένης ἀσκῆσεως ἔχει ὁμοι-- 

ὄμορφον κἔνησιν μεταφορᾶς xatd τὸν ἄξονα τῶν Χ; ἑνός ἄλλου συστῆμα-- 

τος ἀναφορᾶς Β,- 

Κᾶ μελετηθΏῆ ἡ κίνησις ὡς πρός τὸ σύστημα R, καί νᾶ εὑρεθῆ 1 
ἐξίσωσις xal ἡ μορφῆ τῶν τροχιῶν τῶν ρευστῶν μορίων. 

I.3)P8 πεδίζον τῶν ταχυτῆτων ἑνός ρευστοῦ εὑρισκομένου εἰς µό- 
vipov Χένησιν δέδεται ἀπό τῆν σχέσιν yi=ayXx; ν ἔνθα ay εἶναι τά 

στοιχεῖα ἑνός )εδομένου ἀριθμητικοῦ μητρώου-ς 
α) Ποζα συνθῆκη πρέπει νᾶ πληροῦται οὕτως ὥστε τὸ σύνολον νᾷ 

εἶναι ἀσυμπίεστον xal mola 7 φῦσις τῶν γραμμῶν καΐ ἐπιφανειῶν περι- 

στροφῆς; 
B) N& μελετηθῆ ἡ μορφῆ τῶν γραμμῶν ροῆς ὅταν a,=1, α,;-7, α,,.-3--1 

pé μηδενικοῦς τοῦς ὑπολοΐπους συντελεστᾶς. 

Υ) Ἐά ἐξετασθῆ ἡ εἰοικῆ περίπτωσις διᾶ τῆν ὁποΐαν β-Οδ. 

I.4) Θεωροῦμεν plav pbvipov κίνησιν ρευστοῦ pé ἐξισῶσεις κινῆ-- 
σεως κατά EULER, τᾶς 

Ψ='9(")χ: ᾽ ”z=9(’7'\9 ᾽ Ὀ:Ἱ:}ι{ἠ ) (7"2:χ͵2,4){22)͵ 
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α) Νά δειχθῆ ὅτι τό ρευστόν εἶναι ἀσυμπίεστον xal νά εὑρεϑοῦν 

αἱ ἐξισῶσεις xal ἡ μορφῆ τῶν γραμμῶν ροῆς. 

β) Νά προσδιορισθῆ ἡ ἐπιτάχυνσις 7 καί ἡ περιστροφῆ @ εἰς 

τυχ6ν σημεῖον, καΐ v& εὑρεθῆ ὑπό ποΐας συνθῆκας ἡ περιστροφῆ γίνε- 

ταν ἐκ ταυτότητος ἴση πρὅς τὸ μηδέν- 

Υ) Νά μελετηθῆ ἡ εἰδική περιπτωσις ὁνά τῆν ὁποίαν Ά(?9 Ο καί 

glrl=ar διά Ο(φρζ α ἤ gr)=2L- διά rya 

Παρατῆρησι ς: Οἱ υπολογισµοι ἀπλοποιοῦνται ané τδ 

γεγονός ὅτι τὸ meéfov τῶν ταχυτήτων παραμένει ἀμετάβλητον ὁιά περι- 

στροφῆς πέριξ τοῦ ἄξονος Ox,. 

1.5) Δείξατε ὅτι ἡ ἐξίσωσις τοῦ θεωρῆματος τῆς διατηρῆσεως 

Ῥρη, %, %) _ 
τῆς μᾶζης, ὡς πρός μεταβλητάς LAGRANGE, γράφεται ρ.Β(, 7 κ ο 

2)”“ ἷ ! 
ο 

D(x,,%;,%) - 
‘D()(f rxz)-xs) 

¢ εἰς τῆν χρονικῆν στιγμῆν £,. 

ἔνθα -Τ-- εἶναν ἡ συναρτησιακῆ ὁρίζουσα xal p, ἡ πυκνό- 

1.6) "Eotw pla τυχοῦσα μόνιμος κίνησις ρευστοῦ. 
Δεΐξατε ὅτι ουνᾶμεθα νᾶ εὕρωμεν ὁὔο συναρτῆσεις Ψγχ,, x,q)xal 

Χ (χ,, x,%,) Τοιαῦτας ὥστε 

Θ ν' =grad¥ gradX. 

I.7) Βὶς ἕν ρευστόν ἐν κινῆσει, 16 πεδζον τοῦ τανυστοῦ ταχυ- 
τῆτων παραμορφώσεως ἔχεν ὅλας τἄς συντεταγμένας του μηδενικάς,ἐκτός 

τῶν &y καί & ποῦ εἶναι συναρτήσεις μόνον τῶν χ, καί χ;. 

a) W& εὑρεθῆ ἡ γενικῆ μορφῆ τῶν ἐξισώσεων χινῆσεως τοῦ ρευ- 

στοῦ κατᾶ BULER, 

B) Θεωροῦμεν plav εἰοικῆν μορφῆν τῶν ἐξισῶώσεων κινήσεως, ὃδιά 

τῆν ὁποίαν αἱ συνιστῶσαι v, καΐ 2, εἶναι μηδενικαί εἰς τὸν ἄξονα Χη. 

“Ὑποθέτοντες τῆν κίνησιν pbvipov, νά εὑρεθοῦν αἱ ypaupal ροῆς ὡς καί 
ὁ χρονικός νόμος κινῆσεως τῶν μορίων κατά μῆκος τῶν τροχιῶν.



MEPOX AEYTEPON 

EEIZQIEIZ ΚΑΙ GEQRPHMATA 

ΤΗΣ ΣΤΑΤΙΚΗΣ KAI ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ TQN ῬΡΕΥΣΤΩΝ 





ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 8. 

ΞΤΑΤΙΚΗ TQN ΡΗΕΗΥΣΤΩΝ 

Μέ βάσιν τᾶς γενιμᾶς ἀρχάς uaf ἐξισώσεις τῶν μεφαλαίων 1 ἕως 
7, ἀντιμετωπίζεται pé γενιμότητα, σαφήνεια uai ταχύτητα ἐπιλύσεως 
οἰονδήποτε εἰδιυιιόν µεφάλαιον τῆς μηχανιμΏς τῶν ρευστῶν. 

Συμφώνως πρός τῆν συνῆθως ἀπμολουθουμένην σειρᾶν τῆς ἑλληνι- 

ufic uaf ἐένης ΡΒιβλιογραφίας 04 ἀναπτυχθοῦν πρῶῦτον αἱ γεντιαί 
ἐξισώῶσεις uai ἀρχαί τῆς στατιμῆς τῶν ρευστῶν, ἡ ὁ - 

ποία χωρίζεται elc δύο υλάδους λόγῳ τοῦ διαχωρισμοῦ τῶν ρευστῶν εἰς 
ἀσυμπίεστα wual εἷς συμπιεστᾶά, 

Α ἐξισῶσεις uafl αἱ ἀρχαί τῆς στατιμνῆς τῶν ἀσυμπιέ- 
στων ρευστῶν ἰσχύουν ἀπολύτως uafi 814 τήν ὑδροστατιυῆν 

ἤτοι τῆν στατιμῆν τοῦ ὕδατος διᾷ τῆν ὁποίαν συνῆθως ρ-ρ,-Ί. 
Ἐννοιολογιμῶς ὅμως εἶναι γενπωτέρα ἡ ἔμφρασις ''στατιμή τῶν ἀ- 

συμπιέστων ρευστῶν ', ἀποφεύγονται δέ uai σχετιιά λάθη,είς ὅσας ne- 

ριπτώσεις ἡ εἰδιμῆ πυινότης τοῦ ὕδατος εἶναι αἰσθητῶς διάφορος τῆς 
μονάδος. 

8.1 ΓΈΝΙΚΑΙ EEIZQSEIX 

Ἡ στατιμῆ τῶν ρευστῶν ἐξετάζει τούς νόμους πού διέ- 
πουν τά ρευστά ἐν γένει, ὅταν εὑρίσμονται ἐν ἰσορροπίᾳ ὡς πρός μί- 

αν ἀπόλυτον βάσιν (Ox,x, χ,} 
Ἡ μµατάστασις τῆς ἰσορροπίας τῶν ρευστῶν ἔχει ὡς ἀποτέλεσμα 

τόν περιορισμόν τοῦ ἀντιμειμένου τῆς στατιμῆς εἷς τόν ὑπολογισμόν 

τῶν σχέσεων 

ΡΞΡ ) , ρ-ρῶῳῷ , Τ-Τ(Οῳ . 

Ἡ πρώτη ἐξ αὐτῶν ἐμφρᾶίει τῆν διανοµΏῶν τῆς πιέσεως 
ἐντός τοῦ ρευστοῦ, εὑρίσμεται δέ ἀπό τόν θεµελιώδη νόμον 

τῆς στατιμῆς, ἴδε (5, 8.Υ) 
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[F7=0. 
Αἱ ἄλλαι δύο σχέσεις éugpdlouv τῆν ditavophHv τῆς πυιυνότη- 
τος uai τῆς θερμουρασίας ἐντός τοῦ ρευστοῦ μαΐ δίδονται 

ἀπό τούς νόμους ματαστἄάσεως (ἴδε παρᾶγραφον 6.5). Ἐ ς 
τῆν παροῦσαν παρᾶγραφον 04 ἀσχοληθῶμεν μέ τόν νόμον διανομῆς τῶν 
πιέσεων, uad’doov οἱ ἄλλοι δύο νόμοι διαφέρουν ἀνᾶ ματηγορίαν ρευ- 

στῶν. 
Ἔπι τοῦ θεμελιώδους νόμου (3. 8.Υγ)ὺ uai διά τυχόν ὑλιμιόν σύ - 

στηµα, προμύπτουν αἱ σχέσεις (4. 4. γ). Διά τά ρευστά év ἰσορροπίᾳ ἔ- 
χομεν ἐξ ἄλλου, (παραγρ. 6. 4.1), ὅτι 

- διά (=4 

ὃ6, 66 δ6, δ 
div gl 2 e B, : 

Y Ox, Ox, ὃχ, B.x; 

(᾿Απεδείξαμεν οὕτω τήν σχέσιν τοῦ διανυσματιμοῦ λογισμοῦ div(d;g)= 
22 ΄ 2 ΄ 2 2 ΄ » =9radg ), Δι΄ ἀντιματαστάσεως εἰς τάς γενιμᾶς ἐξισώσεις (4. 4, γ),ἔχο- 

μεν τᾶς éu τοῦ θεμελιώδους νόμου τῆς στατιμῆς προιυπτούσας σχέ- 
σεις 

δρ 7 ) δ (8.1. α) 

- 

. ΄ 
η ὑπό διανυσµατιμῆν popehv 

f (M) = gradp 

Αἱ σχέσεις (8.1. α) ἤ (8.1.B) éugpdlouv τῆν ἑητουμένην ἄγνω- 
στον συνάρτησιν τῆς πιέσεως Ρ , συναρτήσει τῶν γνωστῶν 
ουναρτῆσεων τῶν ἐἐωτεριμῶν δυνάμεων ; ,ἑπομένως εἶναι αἱ 
ἑητούμεναι σχέσεις διανομῆς τῶν πιέσεων. Ἐξ αὐτῶν ἐἐᾶγεται τό σο- 
βαρώτατον συμπέρασμα ὅτι τό διανυσµατιμόν πεδίον τῶν ἐ- 
ἐωτεριμῶν δυνάµεων /4) εἶναι ὑποχρεωτιμῶς ὄυνα- 
pirudv πεδίον 614 νά ὑπάρχη ἰσορροπία,µμαί τοῦτο δι- 
ὅτι εἶναι βαθμίς τῆς συναρτήσεως p (ἴδε 2.1. 2)} Ἡ 
συνάρτησις p=pl;) εἶναι ἡ συνάρτησις τοῦ δυναμιμοῦ 
τοῦ πεδίου ματά προσέγγισιν μιᾶς σταθερᾶς, 

A1 ἰσοδυναμιμαΐ ἐπιφάνειαι τοῦ πεδίου ἔχουν ἐξίσωσιν p=oral., 
uaf ἑπομένως ταυτίζονται pé τᾶς ἐπιφανείας ἴσης πιέσεως, 

‘Bu τῶν ἀνωτέρω προμύπτει ὅτι 

(8.1. β) 
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== op 
- =dx,— dp=dl gradp=dx; δ 

uai ἐπειδῆ ἰσχύει ἡ (8.1. α), θά ἔχωμεν τελιμῶς 

dp=dx;-f; |. (8.1.Υ) 

Ἡ σχέσις (8.1.v) δίδει τῆν διαφοριμΏῆν ἐξίσωσιν τῆς 

ἑητουμένης πιέσεως p .Αἱ ἐπιφᾶνειαι ἴσης πιέσεως 
δίδονται ἀπό τῆν σχέσιν dp =0, δηλ. ἔχουν ἐξίσωσιν 

dx; £;=0 . (8.1.9) 

Διά τῆν εἰδιυιιῆν περίπτωσιν ἐξωτεριμῶν δυνάμεων éu τοῦ πεδίου Ba- 
ρὔύτητος, ἣ ὁποία τιαΐ τό συνηθέστερον ἐμφανίζεται ἐν τῇ πρᾶέει, θά 
ἔχωμεν ὅτι 

/;=/,=0 » f3=—09, 

ὁπότε ἡ (8.1.Υ) dider τῆν σχέσιν 

dp=—pgdx, |, (8. 1. ε) 

ἣ ὁποία μαΐ ἀποτελεῖ τῆν διαφοριμῆν ἐξίσωσιν τῶν πιέσεων, ὅταν τό 
-- ΄ ΄ ΄ 

δυναμτμόν πεδίον τῶν δυνάμεων εἶναι τό πεδίον βαρύτητος. 
Ὁ ἄξων Οχ, ἐλήφθη τῆς αὐτῆς διευθύνσεως πμαΐ ἀντιθέτου φο- 

ρᾶς μέ τῆν ἐπιτάχυνσιν τῆς βαρύτητος g . 

8.2 ΣΤΑΤΙΚΗ ΤΩΝ ΑΞΥΜΙΠΕΞΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ--ΥΛΡΟΣΤΑΤΙΚΗ 

Eic τῆν ὑδροστατιμῆν 04 ἰσχύτ ἐπί πλέον τῶν προηγουµένων, ἡ 

σχέσις τῶν ἀσυμπιέστων ρευστῶν (παρᾶγραφος 5.2.1), 

ΌΘΞΕΘΞ θ7.':.'ιι7. - 

Ἢ σχέσις divV=0 ἰσχύει πᾶντοτε εἷς τῆν στατιμῆν, λόγῳ µηδε- 

νιωΏν ταχυτῆτων. 
Θά ἐξετασθοῦν év συνεχείᾳ ai δύο συνηθέστεραι περιπτώσεις 

δυναμπιιοῦ πεδίου ἷ (Μ): 

α) f(M)=0 . Eic τῆν περίπτωσιν αὐτῆν ἡ (8.1. β)δίδει ὅτι ἡ πί- 

εσις p εἶναι σταθερᾶ uai ἐνιαία εἷς ὅλα τά σημεῖα τοῦ ὑγροῦ. 

) Ἐλδν 16 πεδίον τῶν δυνᾶμεων ΐ(Μ) εἶνα τό δυναμιμόν 
πεδίον τῆς ῬΒαρύτητος, 08 ἔχωμεν éu τῆς (8.1. ε) ὅτι 

ΕἘϊσαγωυγῆ cic τῶν 8cupnriunv ὠδρουλεκμῆν 
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P=—pGxy +X (δ. 2. α) 

μαΐ δεχόµενοι ὅτι ἡ πίεσις 04 μηδενισθΏ διά τῆν τιμήν 

x=pgh, 

ὅπου h εἶναι μία véa σταθερά pé διαστάσεις phuoue, 04 ἔχωμεν τε- 

λιμῶς τῆν ἑητουμένην ἐξίσωσιν τῆς πιέσεως 

Α ἐπιφάνειαι ἴσης πιέσεως δίδονται ὁιά dp=0 ἤ dx=0, ἤτοι 

)(ξ! :.-σ'ζ'(1τ3., 

ἄρα εἶναι ὁριξόντια ἐπίπεδα, 
Διά τῆν περίπτωσιν ἐξωτερμιῶν δυνάμεων éu πεδίου Ραρύτητος 

δίδοµεν τᾶς ἑξῆς ἁπλᾶς ἐφαρμογᾶς: 

α) Ἐπιφάνεια ἐπαφῆς δύο ρευστῶν 
ἜἝμστωσαν δύο μή μιγνυόμενα ἀσυμπίεστα ρευστά, πυμπνοτῆτων ρ 

μαΐ p’, uaf ἐν ἐπαφῇ uatd τῶν ἐπιφάνειαν͵ ε . Ἐῤλν p ual p’ εἷ- 
ναι ai συναρτήσεις πιέσεως τῶν δύο αὐτῶν ρευστῶν, θά ἔχωμεν 

ρ=ς)9()2-,ξ'……,) ᾽ Ρ Ρ΄9(||-΄"λ΄…,).. (8. 2. γ) 

Efc τυχόν σημεῖον τῆς ἐπιφανείας ἐπαφῆς τῶν ρευστῶν δ᾽ ,ἡ πί- 
εσις 04 εἶναι ἡ αὐτῆ μαΐ διά τά δύο ρευστά, ἤτοι 84 ἔχωμεν 

p=p’ ὄ »ρἈ-ρχ,-ερ΄λ' - ρχ, 

ph - ρ ΄ 
ρ Ξ σταῦ. (8.2.9) uat λ΄3 = 

Ἑπομένως ἡ ἐπιφάνεια ἐπαφῆς τῶν δύο ρευστῶν θά εἶναι ὑπο- 

Χρεωτιμῶς ὁρπιἐόντιον ἐπίπεδον. 

ϱ) Περιστροφῆ ρευστοῦ περί ἄξονα pé σταθερᾶν ταχύτητα 
Ἕστω ἔν ρευστόν ἀσυμπίεστον, εὑρισμόμενον ἐντός υλινδρι- 

μοῦ δοχείου. Τό σύστημα ρευστόν-υύλινδρος περιστρέφεται περί τόν 
ἄξονα τοῦ μυλίνδρου pé σταθερᾶν γωνιώδη ταχύτητα @ , μαΐ ἐπομέ- 
νως εὑρίσμεται év ἰσορροπίᾳ ὡς πρός μίαν σχετιιήν Ρβάσιν pé ἄξονας 
υπνουμένους μετ΄αὐτοῦ. Λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ βάσις δέν εἶναι ἀπόλυτος, 
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πρέπει va προστεθοῦν εἰς τᾶς δυνάμεις [(M), αἱ δυνάμεις ἀδρανείας 

τῆς μορφΏς ρ (4), ἴδε (3.1.2). 
Eic τῆν προπμειµένην πε- 

ρἵπτωσιν ai δυνάµεις αὐταί ἕ- χ:Φ 

χουν τῆν τιμήν βερω ἐ ,ὁπό- 
τε 

[=-pgk +pa’ri (8.2.¢) 

uai ἡ (8.1.B) ἤ (85, 1) δίδουν 
ὅτι 

Ε 
ol r ! . % _ μμο e 

or " : (x, =X, =1 ἤσγω τῆς e'/mze'doz? 
(8.2.4) δυµμµετρίας τοῦ φαινομένου 

op 
— l; == =0 g 

X, >x.8.2. A 

A1’ ὁλουληρώσεως τῶν (8. 2.2) uaf λαμβανομένων ὑπ ὄψιν τῶν συν-. 
θημῶν εἰς τά ὅρια, ὅτι δηλαδή 

δι εο εἶναι β,Ο uai p=pgh, 

- Ύ ε ᾽ Ζ - ΄ . » ᾽ 3 2 
ἔνθα Π εἶναι ἡ ἀπόστασις τοῦ σηµείου Μ ἀπό τῆν ἐλευθέραν ἐπιφά- 
νειαν, θά προμύψη ἡ τελιιή ἐξἑίσωσις τῶν πιέσεων 

ά)2 

P=P. , ρ2 rs pg(h-%) . (δ. 2. τ) 

Αἱ ἐπιφάνειαι ἴσης πιέσεως δίδονται and τῆν σχέσιν (8.1.ὁ) ,ἤ- 

τοι θᾷ εἶναι 

(8. 2.0) 

μ
 Ω --
- 

Ι Θ
Ν
 N ω 

Ι [«
 « Ω ς»
 

εἶναι 8¢ παραβολοειδῆ éu περιστροφᾶς. 9 

Υ) Στατιμαί πιέσεις ἐπί ἐπιφανειῶν 
Τά περισσότερα προβλήματα ὑδροστατιμῆς εἷς ἔργα πολιτιμοῦ 

μηχανιμοῦ ἀνάγονται εἰς τόν ὑπολογισμόν τῆς συνισταµένης τῶν πιέ- 
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cewv, ἐπί διαφόρου μορφῆς ἐπιφανειῶν ἐμβαπτισμένων εἰς τό ὕδωρ ,ἤ 
περιμλειουσῶν ὑδατίνους ὄγμους ἐν ἠρεμίᾳ. Τό μαθηματιιόν μέρος τῶν 

προβλημἄτων αὐτῶν εἶναι ἁπλούότατον μαΐ στηρίζεται εἰς τό γεγονός 
ὅτι λογῳ μ:η ὑπάρέεως Ξ31.ς1τµτ)τ11|ιι.:ν τᾶσεων ( --Ο), ἡ δῦνσμις éu πι- 
έσεως, ἐπί στοιΧεἹωδους ἐπιφανείας ds elval µάδετος ἐπί τῆν ἐπιφά- 
νειαν uai δίδεται ἀπό τῆν σχέσιν 

dF=pds =pgzds, 

ἔνθα z=h-x εἶναι ἡ ἀπόστασις τοῦ uévrpou βάρους τῆς ἐπιφανείας 
.ος ἀπό τῆν ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν, ἐφ᾽ ὅσον θεωρηθῇ αὐτῆ ὡς ἐπιφά - 

νεια pndeviune πιέσεως, 
Τό σύνολον τῶν πιέσεων ἐπί τυχούσης ἐπιφανείας S , δίδεται 

ὑπό τοῦ στροφέως βζ,] μέ στοιχεῖα ἀναγωγῆς Tou ὡς πρός τυχόν on- 

μεῖον Ο , τά ἑέἐης 

*;=/ρξΖά5ς 
& 

M[E] -- [in o5z αφ), 
8 

(8.2.1) 

ΦὈ 
ἔνθα Μ εἶναι τό μέντρον ῥάρους τῶν στοιχειωδῶν ἐπιφανειῶν ds,uafl 

ι ἡ δι᾽αὐτοῦ διερχομένη µοναδιαία udbetoc πρός τῆν ἐπιφᾶνειαν ds. 
Efc τῆν εἰδιμιῆν περίπτωσιν ἐπιπέδου ἐπιφανείας § 04 ἔχωμεν 

F=pgz.S, 
»=P9% (8.2.u) 

Μο[ξ] = Ο 3 

ἔνθα Ζ εἶναι ἡ uarnypévn τοῦ μέντρου Ῥάρους τῆς ἐπιφανείας S 

uai Ρ τό τυχόν σημεῖον τοῦ ἄξονος ὀλισθήσεως τῆς F. 

Ἑπομένως ὁ στροφεύς ἀνάγεται εἰς ἕν ὀλισθαῖνον διάνυσμα , 
τοῦ ὁποίου τό ἴχνος ἐπί τῆς ἐπιφανείας §, ἔχει ματηγμένην 

Ζ, -Ξ----- =T : (8. 2. λ)
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Διά τυχοῦσαν ἐπιφάνειαν S ἔχομεν ἐν γένει μαΐ συνισταμέ- 
νην pomfiv, Διά τάς ἐφαρμογᾶς ἀναλύομεν τόν στροφέα εἰς ἕν ὀλι- 

σθαῖνον διάνυσμα F, , προμῦπτον ὡς συνισταμένῃ τῶν πιέσεων ἐπί 
"Η - Ν Π . - s Σ 2 2 , 

τῆς προβολῆς S, , τῆς ἐπιφανείας 5 ἐπί ἐπιπέδου παθέτου εἰς 

τόν ἄξονα Ox,uai εἰς ἔτερον ὀὁλι- 
— 

σθαῖνον διάνυσμα F, προυύ- οοο 
πτον ὡς συνισταµένη τοῦ βά- 

pouc στήλης ὑγροῦ περιορτέομξ- 
νου μεταξύ τῆς ἐλευθέρας ἐπι- 
φανείας uai τῆς ἐπιφανείας S, 
(Σχ. δ.2. B). O ] 

8) Θεώρημα τοῦ APXIMH- Ξ 
ΔΟΥΣ : 5 ) - 

Ἕστω εἷς χωρος V ,ἐν- Σχ. 8.2. B 

τός ἑνός ρευστου ἐν ἰσορροπίᾳ, 
υπου.ειμενου εἰς ἐξωτεριμάς δυνομεις i (M ). Ὁ στροφεύς [8] τῶν 
πιέσεων τῶν ééacuoupévuv εἰς τῆν περιορίζουσαν τόν χῶρον Μ νοη- 
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) 
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τῆν émgavelav S 64 εἶναι ἴσος μαΐί ἀντίθετος πρός τόν στροφέα [/'] 
τῶν ἐξωτεριμιῶν δυνάµεων τῶν ἐξασμουμένων ἐπί ὁλουλῆρου τοῦ χώρου 
Υ ,(π.χ. δυνάμεις βαρύτητος, ἤτοι βάρος τοῦ ὄγμου V), συμφώνως πρός 
τόν θεμελιώδη νόμον τῆς στατιμῆς, 

ς ᾿ἀντιιαταστήσωμεν τόν χῶρον Τ' , διά στερεοῦ (Σ) ἔχον- 

τος τό ἴδιον ἀμριβῶς περίβλημα S . ‘O στροφεῦς [p] τῶν πιέσεων 
παραμένει προφανῶς ἀμετάβλητος, ἄρα ἰσοῦται πάντοτε μέ τόν στρο- 

φέα [f] τοῦ ἀντιματασταθέντος χώρου V , τοῦ ῥευστοῦ. ἘΠι τῶν ἀ- 
νωτέρω προμύπτει ἡ ἀρχή:"'Αἱ δυνάμεις πιέσεως,αἱ ἐξασμούμς- 
ναι ἀπό ἕν ρευστόν ἐν ἱσορροπίᾳ εἰς τυχόν στερεόν 
ἐμβαπτισμένον εἰς αὐτό, oxnpatilouv στροφέα ἴσον 
μαί ἀντίθετον πρός τόν στροφέα τῶν ἐἑωτεριμῶν δυνᾶά 
pewv, αἱ ὁποῖαι 04 ἐἐπσομοῦντο ἐπί τοῦ ρευστοῦ ἐάν ua 

τελάμβανεν τόν χῶρον τοῦ ἐμβαπτισμένου στερεοῦ". 

ε) Ἱσορροπία ἐπιπλεόντων σωµάτων 
Θά ἀναφέρωμεν ματωτέρω ὡρισμένας ἀρχάς τῆς ἰσορροπίας τῶν 

ἐπιπλεόντων σωµάτων ,ἄνευ διερευνήσεως, uad’doov τό θϐέµα dév ἀντι- 

µετωπίλεται συνήθως εἰς ἔργα πολιτιιοῦ μηχαντιοῦ. 
Διά πολύ puwpdc µετατοπίσεις τοῦ ἐπιπλέοντος σώματος 1 

YP αμμή πλεύσεως αὐτοῦ διέρχετοι διᾶ σταθεροῦ onpe{ou, uaiou- 
pévou uévrtpov βορους τῆς ἀρχιμῆς γρσμμης πλεύσε- 
we. ‘O γεωµετριμός τόπος τῶν µέντρων ἀνώσεως εἶναι pia ν.ομπυ- 

λη , μέ ἑφοπτομἑνῃν εἰς ἔναστον σημεῖον της, παράλληλον πρός τῆν 

ἀντίστοιχον τοῦ σημείου, γρσμμην πλεύσεως. 
‘Eav τό ἐπιπλέον σῶμα ἔχει ἐπίπεδον συμμετρίας, αἱ τομαΐί τῶν 
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μαθέτων εἰς τῆν 

παμπύλην τῶν μέν- 

τρων ἀνώσεως μέ 
τῶῆν ἑμάστοτε θέ- μετακέντρε ὶ («αμπύδη 
σιν τοῦ ἐπιπέδου μετακεντρον 
συμμετρίας δηµι- ἄξων RAEVGEDS 
ουργοῦν παμπύλην VOQUUR TRECCEDS 

“ὄνεηρον Bdpovs 
KaURUAY WEVIpwy ἀνώσξως 

μαλουμένην με - 
TAUuEVTP1L- 
μῆν μαμπύλην. 
Τό onpelov ἀναμᾶμ- 
ψεως M τῆς uapni- 
λης μαλεῖται pe- 

τᾶμεντρον. 
π ἔπηπλέ- 2x.8.2.T 

ov σῶμα εὑρίσμεται eic εὐσταθῇ ἰσορροπίαν ὅταν 16 uévrpov Ράρους 
του G εὑρίσμεται μᾶτωθεν τοῦ petauévrpou M . ‘H θέσις τοῦ με - 
ταμέντρου προσδιορίἐεται ἀπό τῆν σχέσιν 

Ι ν --- 
M=~ 

- s 7 Χ -- , - ᾽ ρ ΄ - ΄ 
ἔνθα I εἶναι ἡ ροπῇ ἀδρανείας τῆς ἐπιφανείας πλεῦσεως ὡς πρός 
χφ uai 'V εἶναι ὁ ὅγμος τοῦ ἐμτοπιζομένου ρευστοῦ. 

8.3 ΣΤΑΤΙΚΗ TQN ΣΥ ΜΠΕΣΤΩΝ ΡΗΥΣΤΩΝ 

Διά τά συµπιεστά ρευστά ἰσχύουν χωρίς uapfav ἁπλοποίησιν, ai 
ἐξισώσεις τῆς παραγράφου (8.1). 

Θά ἐξετασθοῦν ὡς μαΐ εἰς τῆν ὑδροστατιμῆν ai ἀμόλουθοι περι- 
πτώσεις 

α) []--Ο . Ἢ πίεσις εἶναι πάλιν σταθερᾶ uaf ἐἑνιαία εἰς ὅλα 
τά σημεῖα τοῦ ρευστοῦ uaf εἶναι ἡ μόνη περίπτωσις διά τῶν ὁποίαν 
εἴμεθα εἰς θέσιν νά μελετήσωμεν γενιιῶς τῶν διανοµήν τῆς πιέσεως, 
δηλαδῆ τῆν ματάστασιν ἰσορροπίας τοῦ ρευστοῦ. | 

B) Διά πεδίον, δυνάμεων ἶ(Μ) »τό δυναμιμόν πεδίον τῆς βαρύ- 
τητος ἰσχύει πάντοτε ἡ σχέσις (8.1. ε), δέν ὁλουληροῦται ὅμως, διότι 
ἡ πυμνότης ϱ εἶναι τώρα συνάρτησις τῆς πιέσεως p . Πρέπει ἐπο- 
μένως νά γνωρίζωμεν τῆν σχέσιν (1. 8. 3.8) διᾶ νά προχωρΏσωμεν εἰς 1 
τήν εὕρεσιν τῆς διανομῆς τῆς πιέσεως ἐντός τοῦ ρευστοῦ. 

Οὕτως, εἰς τῆν περίπτωσιν τελείου ἀερίου διά ἰσόθερμον μετα- 
βολῆν, ἡ (8.1.ε) δίδει 

kdp=-pgdx 

.
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g% 
Η p=pe * (8.3.q) 

ἔνθα p, , εἶναι pia σταθερά pé διαστάσεις πιέσεως. Ἢ σχέσις (8.3.q) 

δίδει τόν νόμον μεταβολῆς τῶν πιέσεων 81’ ἀτμόσφατ 
ραν ἰσόθερμον. 

Ἐάν β, uaf ϱ, εἶναι αἱ τιμαΐ πιέσεως μαΐ πυμνότητος 814 
τόν ἀτμοσφαιριμόν ἀέρα εἰς τῆν ἐπιφάνειαν τοῦ ἐδάφους, διά τῆν ὁ- 
ποίαν θέτομεν x3;=0, ἡ (8, 8. α) γράφεται 

»-»,ε Ἐ (8, 8..5) 

μαΐ δίδει τόν νόμον μεταβολῆς τῶν πιέσεων διά τόν ἀτμοσφαιριιόν ἀ- 
épa, συναρτῆσει τοῦ ὑψομέτρου χ. 

᾿Απλῆ ἀριθμητιμῆ ἐφαρμογή ἐπί τῆς σχέσεως (8.3.B) δειωνύει 
ὅτι ἡ πίεσις ἑλλαττοῦται ματά Ο,1 χιλιοστόμετρον ὕψους στήλης U- 

δραργύρου δι΄ αὔέπσιν τοῦ ὑψομέτρου ματά ἕν μέτρον μήμους.



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 9, 

TENIKAI EEIZQIEI= 

ΤῊΣ ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ, TQN PEYZITQN 

KAI ATIAOIIOIHZEIXZ ΑΥ ΤΩΝ 

EIZ ΤΑΣ ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΕΙΔΙΚΑΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙ͂Σ 

Συμφώνως πρός τῆν ἀναφερθεῖσαν ματάταξιν τῶν ἐξισώσεων τῆς πα- 
ραγράφου 6.5, θᾶ διαμρίνωμεν ἐν γένει τᾶς θεµελιώδεις ἐξισώ- 
σεις, τοὖύς νόμους συµπεριφορᾶς ἤ τάσεων-παραμορφώ- 

σεων παΐ τούς νόπους ματαστᾶσεως, 
‘B¢ ἄλλου αἱ πρός εὕρεσιν συναρτῆσεις ἑνός τυχόντος φαινομέ- 

νου τῆς δυναμιμΏῆς, μαΐ ἑπομένως uaf τῆς μηχανιτιῆς τῶν ρευστῶν, εἶναι 
ἕξι συνολιωῶς, ἤτοι, αἱ τρεῖς συνιστῶσαι τῆς ταχύτητος, ἡ πυπνότης, ἡ 
πίεσις uai ἡ θερµουρασία τοῦ τυχόντος σηµείου Μ ,διά δεδοµέντν χρο- 
νιμῆν στιγμήν ἰ . Ἡ λύσις τυχόντος προβλήματος τῆς μηχανιμῆς τῶν 
ρευστῶν θά ἔχη ἑπομένως τῆν γεντμήν μορφήν 

υ υ , ς, ἐλ 

P = p (%,%,%,t), 

δ %%, 1), 

T =T (%%.%.1) 

(9. α) 

Ὅλα τά λοιπά µεγέθη, τά ὁποῖα ὑπεισέρχονται εἰς τό φαινόμενον, 

(ἐξωτεριμαΐί δυνάμεις, συντελεσταί LAME u. λπ.), ἀποτελοῦν τά δε- 
δομένα τοῦ προβλήματος, 

ΧρειάἘονται ἑπομένως ἐν γένει ἕέι ἐξισώσεις διά τήν ἐπίλυσιν τοῦ 

γενπιοῦ προβλήματος uaf ἡ ματάστρωσίς των ἀποτελεῖ τό ἀντιιείμενον 
τῆς παρούσης παραγράφου. 
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9.1 ἘΞΞΙΞΏΣΕΙΣ EK ΤΟΥ ΘΕΜΕΛΙΩΔΟΥΣ NOMOY ΤΗΣ AYNAMIKH= 

ΚΑῚ TN NOMQN ΣΥ ΜΕΕΡΙΦΟΡΑΣ 

‘O θεμελτώδης νόμος τῆς δυναμιμῆς ἐμφράζεται ἀπό τῆν σχέσιν με- 
ταξύ τῶν στροφέων ἐπιταχύνσεως μαΐ ἐξωτεριμῶν δυνάμεων 

[Ε] Ξ [ΕἸ. 
éu τῆς ὁποίας προμύπτουν αἱ σχέσεις 

Ε -- .;ε1ι'τ)ε…*…ς-|… 

ἰσχύουσατ μέ τοὺς ἀναφερθέντας περιορισμούς ὡς πρός τῆν ἐμλογῆν τῆς 
βάσεως μαΐ τῆν µέτρησιν τοῦ χρόνου (παράγραφοι 3.3 μαΐ 5.3). 

Οἱ vépor συμπεριφορᾶς μᾶς ἐπιτρέπουν τῆν ἀντπματάστασιν τῶν 

ἀγνώστων τᾶσεων 6y , pé τά ζητούμενα peyédn (9. α), οὕτως ὥστε εἰς 
τᾶς προτπυτπετούσας σχέσεις νᾶ ὑπάρχουν μόνον αἱ ζητούμεναι ἄγνωστοι 

71 γνωσταίΐ συναρτῆσεις. 
Θά ἔχωμεν ἑπομένως τά ἑξῆς: 
Θεμελιώδεις σχέσεις éu τῆς δυναμιμΏῆς 

ρ2, ={; +dive, . (9.1.a) 

᾿Αντιματᾶστασις τῶν ἐπιταχύνσεων 

-ᾶυί-ὃυἰ{-υ 60‘-__80‘-4_17 advy, Ἀρ δὲ 1 δχ, δὲ 9TV 

᾿Αντιματάστασις τῶν τᾶσεων 
Περιοριξόμεθα εἰς τά ulaocoiud ρευστᾶ 814 τά ὁποῖα οἱ νό- 

μοι συμπεριφορᾶς éugpdlovrar ἀπό τᾶς σχέσεις (6. 4.1. ὃ) ἤ (6.4.1.΄ἐ). 

Αἱ σχέσεις αὐταί λαμβάνουν ual τῆν popehv 

ος θ oy, 
6‘!\-"—’ —pd:, +fld:,d¢()V+j£ '57{'4‘ a)(‘). (9.1.8) 

Λαμβάνομεν τᾶς ἀπουλίσεις uaf τῶν δύο μελῶν τῆς (9.1. β) ἔχον- 
τες ὑπ᾿ ὄψιν ὅτι τό péyeboc divey εἶναι διανυσµατιμόν (dedopévou ὅ- 
τι & ἐμτελεστῆς div, ἐφαρμοζόμενος εἰς ἕν µέγεθος,ὑποβιβάζει τῆν τᾶ- 
ἐνν του ματᾶ pfav μονάδα). Κρατεῖται δέ ὡς ἐλεύθερος δείμτης ὁ ἐ ,0- 

στε νά ὑπάρχη συµφωνία pé τᾶς σχέσεις (9,1.α). 
‘O σαφῆς διαχωρισµός μεταέύ ἐλευθέρου παΐ ἀφώ- 

νου δείµτου εἶναι ἀπαραίτητος 81671, δι΄ἐλεύθερον δείμτην 

i , ἔχομεν 

8 =grad ͵ δ =div 
ΘΧ, . ὄχ. 

ἐ J 
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y=V= διανυσματιιόν μέγεθος. 

e 

υξουντεταγµένη TOU V ὡς πρός τόν ἄξονα / = βαθμωτόν µέγεθος , 

ἐνῶ ὃτ'ἐλεύθερον defutnv , ἰσχύουν ἀπμριβῶς τά ἀντίστροφα. 
Προυύπτει ἑπομένως ἡ σχέσις 

: . . Σ " av‘ . 60- 

dive,; -=d4v(~pd'q) +/’)dw(d}{ div V) + pdiév (6)?) +pdtv(6x‘_ (9.1.Υ) 

Ὑπολογίἓομεν τούς ὄρους τοῦ δευτέρου µέλους: 

ὡς γνωρίζοµεν éu τῆς παραγράφου 8.1. ἜΠ ἄλλου 

αἐυ (ό΄……1… ε1ιζι,;Ι7) -- ι:ι7«'υ7:ίι'ι)(9«΄-.,. Τ 4,- graddiv γ-- αΡαάάίυ7, 

-- -- -- Θυ, Θυ. 
διότι γενιμῶς divgV)=gdivVHgradg)V uat divd=0, dj graa’(a ::’ }=grad([5)§, 

᾽ Ε 

. - . 2 2 θυ' 
δεδομένου ὅτι ἔχομεν τόν αὐτόν defutnv f . εἰς τόν λόγον Θ-ζ 

x; ᾽ο 
J 

ϑυ; 8 780,)Ὶ v, Ε 
ἐ ι div )= L= - =Δι). uati 

ρος ὄχ) ὂχ,]ὂχ, ax; " 

Oy, a-/az). 8 θυ, ὃ - 
α / 7 ) L )= .2 1-- dév V= ' ΐ 

“κ ΓΓ &ς.) Όχι 63χ By =grad α υ' 

᾿Αντιμαθιστῶντες εἰς τῆν (9.1.Υ) θά ἔχωμεν 

ά€ζ)6΄.'|- ὃχ, Ζ Θ,χ΄|…΄ +(fi*’u)6—x‘(3—xfi‘ k »σ 

Ἢ μορφῆ αὐτῆ elvar μαθαρῶς ψευδομονωνυμιαμή, pé é- 

λεύθερον defutnv τόν € . 
Ἡ σχέσις (9.1. ὁ) γράφεται uai ὑπό τῆν μτιτῆν nopehv 

Θ 
dsv Gq_=—- af 

έ 

-*…ιι.ζ'ι)ί1*…ζθ-%97'(Ζοί(ϊι'τ)ΐ-|. . (9.1.ε) 

Ἔχομεν ὅέ τέλος uaf τήν μαθαρῶς διανυσματιμήν μορφῆν 

divey=— gradp « ἂο, ε( ήα)9µαάάίυ7 . (9.1.8 
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A+’ ἀντιματαστάσεως τοῦ -µεγέθους diua‘.j éu τῶν σχέσεων (9.L9) 
B (9.1. ε) B (9.1.2) εἰς τῆν (9.1. α) προυύπτουν αἱ ἑητούῦμεναι ἐξισώ- 
σεις μινήσεως éu τῆς δυναμιμῆς, μέ τᾶς ἀνολούθους μορφάς 

ά) Oy, Ξ ῸΟ “'. 9s 1, 
θᾷδε ''κ -- ax - 

Π 

Sy, ρ = β- 4-µΔυ 4-/|?+µ)9Ραάάω7 ΝΟ. 

ἤ 

Ζ 
9/-ξΘ-ιι* µ1-φαά Ι'΄2..(.(χ'οΙιΙ/]|1 =/—gradp +udy, +é7+#) graddioV |(9.1.1) 

ἰσχύουσαι 814 τά udacowd ρευστά μαΐ ἐμπεφρασμέναι pé µμεταθλητᾶς 

EULER, 

9.2 ΕΞΙΣΩΣΙΣ SYNEXEIAS Η ΝΟΜΟΣ ΔΙΑΤΗΡΗΣΕΩΣ ΤῊΣ ΜΑΖΗΣ 

Πρόμπειται περί the ἐξισώσεως (5.2.a), ἧτις éuppdler ὅτι ἡ pdla 
m οἰουδήποτε τμήματος ' ἑνός ὑλιπιοῦ συστῆματος, τό ὁποῖον ἀμο - 

dm 
λουθοῦμεν eic τῆν ufvnofv του, napapéver σταθερᾶ, 1')τοιά-1.[-0 ἤ ἀμόμη 

(9. 2. α) 

- ξ5ΐ) ιιεϊιε.ν(ς>Ι/) Ο 

He
 

, 8y) _ 
9. 2- 

at 6x Ζ ( Bl 

Eic τῆν ἀνωτέρω σχέσιν & 9 εἶναι ἄφωνος defutne. 
Eic τά πλεῖστα τῶν φαινομένων τῆς ὑδραυλιτιῆς μαΐ ἀεροδυναμι- 

ufic ἡ ἐξίσωσις συνεχείας ἐφαρμόξεται εἰς τῆν ufvnowv ρευστῶν ἐντός 
ἀγωγῶν τυχούσης μορφῆς (3x.9.2.A). Eic τᾶς περιπτώσεις αὐτᾶς αΐ 

διά μόνιμον ροΏν, ἐφαρμόζεται ἡ ὁλομληρωτιιῆ μορφή τῆς σχέσεως 

(9. 2, α) εὑρισμομένη δι᾽ ἁπλῆς ἐφαρμογῆς τοῦ θεωρήματος τῶν GREEN- 

-OSTROGRADSKI, ὡς ἀμολούθως: Ἔστω ἡ ροή τοῦ oxfipatoc 9.2, A 

δι’ἔµαστον σημεῖον τῆς ὁποίας ἰσχύει ἡ σχέσις diy(pV)=<0. Δι' ὅλον 
τόν ὄγιον Κ, τόν περιμλειόμενον ὑπό τῶν ἐπιφανειῶν S, 5ς , ὃ, 84 

ἰσχύτ ἣἡ σχέσις
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// ώυώΙζ) p( Vn)ds =0, ! 

ἔνθα 7 εἶναι τό μοναδιαῖον νιάθετον Ξ 4 3 
διάνυσμα ἐπί τῆς ἐπιφανείας ds , Ἔ ἐ V 

αὐτῆς προινύπτει ὅτι % % 

; ἅ{ἷἷ)ᾶε +fp(V1-i7ds=0 (9.2.v g 
A Sx.9.2.A 
(i 2 

διότι εἰς πᾶν σημεῖον τῆς S, ἰσχύει ἐξ ὄρισμοῦ ἡ σχέσις Vn=0. 
Ἢ (9.2.v) éugpdler πολύ παραστατιμώτερον τῆν 

ἀῤχὴν τῆς διατηρῆσεως τῆς μάζης,διδτι ὃδι αὐτῆς φαί 
νεται ὅτι τόὸ ἀλγεβριμόν ἄθροισμα τῆς εἰσερχομένης 
μάξης. 814 τῆς ἐπιφανείας §,, uai τῆς ἐξερχομένπς 
μάἑἐης 814 τῆς ἐπιφανείας §, , ἰισοῦται pé τό pndév. 

9,3 ΕΞΙΣΩΣΗΙΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΕΡΩΣ 

Πρόπμειται περί τῶν σχέσεων αἳ ὁποῖαι éugpdlouv τῆν ἐξάρτησιν 
διαφόρων μεγεθῶν,ὡς τά p, 7, μα, and τῆν πυμνότητα παΐ τῆν θερ- 

μουρασίαν. 
Διά τά μλασσιπιά ρευστά τά A νιαΐμ δύνανται νά θεωρηθοῦν ὡς 

σταθεραΐ, ὁπότε αἱ ἐξισώσεις ιιαταστάσεως θά ἐμφράζουν σχέσεις μετα- 

ἐύ τῶν , »; T. 
᾿Από τάς €& ζητουμένας ἐξισώσεις (9. α) ματεστρώθησαν μέχρι τῆς 

στιγμῆς τέσσαρες, ἤτοι τρεῖς éu τῆς δυναμπιῆς uaf μία éu τῆς διατη- 

phoewe τῆς μάζης, Ἑπομένως αἱ ἐξισώσεις ματαστάσεως πρέπει νά δώ- 

σουν δύο ἀνόμη σχέσεις μεταξύ τῶν μεγεθῶν ϱ, p, ἸΤ. 
Ἐπεηράτησεν eic τῆν μηχανιμήν τῶν ρευστῶν, ὅπως ἡ πρώτη éu 

τῶν oxéoewv αὐτῶν ὀνομάζεται χαραιιτηριστιμῆ ἐξίσωσις, Αὐτῆ 
ἰσχύει δι᾽ οἰονδήποτε φαινόμενον μιᾶς µελετουμένης uarnyo- 

ρίας ρευστῶν ἐξαρτᾶται δέ ἀποιλειστιμῶς ἀπό τᾶς φυστ- 

udc ἰδιότητας τῆς uarnyopiac παΐ ὄχι ἀπό τό φαινδ- 
μενον, Ἡ γενιμή popeh της εἶναι 

Γ(ε:»ζΤ)--(7=… (9. 3. α) 

Ὡς παράδειγμα ἀναφέρομεν τῆν χαραυτηριστιμῆν ἐξίσωσιν τῶν & 
συμπιέστων ρευστῶν, 014 τά ὁποῖα 

p=p,=6tar,
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Ἡ δευτέρα τῶν ἐξισώσεων uaractdoewe ὀνομάζεται συμπληρω- 
ματιμή ἐέξΐσωσις, ἑἑαρτᾶται δέ μόνον ἀπό τῆν μορφῆν 
τοῦ φαινομένου μιᾶς uarnyopiac ρευστῶν. 

Eic τῆν μηχανιμῆν τῶν ρευστῶν ἐέξετάξομεν συνήθως τρεῖς τύπους 
φαινομένων μαΐ προμύπτουν οὕτως αἱ ἀντίστοιχοι συμπληρωματιμαί ἐξι- 

σώσεις: 
1) Δι΄ἰσόθερμον μεταβολῆν 

.έ,-..=6΄τα(7…€. 

e 

2) Δι΄ ἀδιαβατιμῆν μεταβολήν 

Ῥ 

ρ 
- =6tad. 

. ε ΄ c ε , δ' - , ἰχ ~ «ς 

ἔνθα ὁ σιντελεστῆς y= ο’ ἐξαρτᾶται and τῆν φύσιν τοῦ ρευστοῦ ὡς 
' 

γνωστόν δέ 814 τόν ἀέρα εἶναι y=1,4. 
3) Δι΄ἀνταλλαγῆν θερµότητος 

dg=-ids2Lat, 
- 5 Η 2 - 3 2 Η 
ἔνθα l=spgc,, εἶναι ὁ συντελεστῆς θερμιμῆς ἀγωγιμότητος uai 2 ἡ πολτ- 
μῇ ἀμτίς τοῦ σηµείου. 

9,4 ΣΥΝΘΗΚΑΙ ΕΙΣ ΤΑ OPIA ΤΩΝ ΓΗΝΙΚΩΝ EEIZQZEQN ΤΗΣ AY - 

ΝΑΜΙΚΗΡΣ 

Αἱ προσδιορισθεῖσαι éu τῶν προηγουµένων ἐξισώσεων ἕξι συναρτή- 

σεις υ,, p, p, T, déov ὅπως tuavomorolv ἐπί πλέον ὡρισμένας συν- 

θήμας εἷς τά ὅρια. 
Αἱ συνθῆμαι αὐταί χωρίζονται εἰς δύο ματηγορίας, ἀναλόγως 

τῆς φύσεως τῶν ὁρίων. 
Ἢ πρώτη uatnyopia εἶναι ἡ yevufh) περίπτωσις, uatd τῆν 

ὁποίαν τόὸ ὅριον εἶναι μέα ἐπιφάνεια ἐπαφῆς ὃς (ἴδε πα- 

ράγραφον 5. 8. 4). Ai συνθῆμαι τότε ἀποτελοῦνται ἀπό τῆν σχέσιν (5.8.4.α) 

ἥτις ἐυφράζεται μαΐ ὑπό τῆν μορφήν (5. 8. 4.γ) ἤ (5.3.4.9), uafl ἀπό δύο 

ἄλλας σχέσεις, éu τῶν ὁποίων ἡ μία ἐυφράζει ὅτι ἡ συνάρτησις τοῦ δι- 

ανύσματος τῶν Tacewv TW,;;) εἶναι συνεχής ματά τήν διέλευσιν τῆς S, 

uai ἡ ἄλλη, ὅτι αἱ σχετιιαί ταχύτητες ἑνός ἑμάστου τῶν VALV χώρων 

ὡς πρός τήν S, , εἶναι ἐπίσης συνεχεῖς uatd τῆν διέλευσιν τῆς Sgs 

Ἡ δευτερα ιιατηγορια συνθημῶν εἰς τά ορισ n ὁποία μαΐ συνηθέ- 

στερον ἀπαντᾶται εἰς τῆν pnxavmnv τῶν ρευστῶν, elvar ἡ περίπτω- 

σις uaté τῆν ὁποίαν τό ὅριον εἶναι pia στερεἁ πα - 

ρειά, uivnth ἥ ἀμίνητος, Eic τῆν περίπτωσιν αὐτήν ἡ γενιμῆ 

ἐξίσωσις δίδεται πάλιν ἀπό τᾶς σχέσεις (5. 8. 4. γ) Ἡ (5. 8. 4. δ) ἐμφράζειτ 

8¢ ὅτι, διά τυχοῦσαν παρειᾶν Fx,%,%,t)=0tab., τά ἐν ἐπαφῇ μέ αὐτήν
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ρευστά μόρια ἔχουν σχετιμᾶς ταχύτητας, ἑφαπτομένας πρός αὐτήν, ἤτοι 
1) udbetoc πρός τῆν παρειᾶν συνιστῶσα τῆς ταχύτητος τῶν ἑφαπτομέ- 
νων αὐτῷ µορίων εἶναι πάᾶντοτε μηδεντιή, 

Πλήν ὅμως τά mpaypatwd ρευστᾶ διαφέρουν ριξιμῶς τῶν τελείων 
ρευστῶν εἷς ὅ,τι ἀφορᾶ τῆν ἐπαφῆν των pé τᾶς παρειᾶς. Πράγματι,δια- 
πιστοῦται πειραματιωῶς ὅτι τό ρευστόν παραµένει προσμευολλημένον 

εἰς τῶν παρειᾶν, διότι εἰς τόν μηχανισμόν ἐπαφῆς μεταξύ τῶν μορίων 
τοῦ ρευστοῦ μαΐ τῆς παρειᾶς ὑπεισέρχονται µοριαμαί ὀυνάμεις συνα - 
φείας, Τά μόρια τῆς στερεᾶς παρειᾶς uaréyouv σταθερᾶς θέσεις uatd 

péoov ὅρον uai ἡ ἐξωτεριμή ἐπιφάνεια τῆς παρειᾶς ὁμοιάξει pé cuauré- 
. ραν, ἔχουσαν uevd τετραγωνίδια, εἰς τό ἐσωτεριμόν τῶν ὁποῖων ὑπάρ- 
χει. ἰσχυρόν πεδίον μοριαμῶν δυνᾶμεων. 

Ὡρισμέναι ὁριαμαί στρώσεις τοῦ ρευστοῦ συγμρατοῦνται τελείως 

ἀπό τᾶς popraude αὐτᾶς δυνάμεις uaf ἀποτελοῦν piav duivnrov ὡς πρός 

τῆν παρειᾶν ὑγρᾶν ταινίαν, Αἱ ἑπόμεναι στρώσεις ὑφίστανται ὀλιγώτε- 
ρον αὐτῆν τῆν ἕλξιν, ἑπομένως ὑπάρχει μεταξύ τῆς σταθερᾶς παρειᾶς 
uai τοῦ ἐλευθέρου ρευστοῦ μία λεπτῆ μεταβατπιή στοιβᾶάς,ἐντός τῆς ὃ- 
ποίας ἡ ταχύτης τοῦ ρευστοῦ µεταβάλλεται ἀπό τῆν μανονιμῆν ταχύττ- 

τα τοῦ ρευστοῦ µέχρι τοῦ μηδενός, Ipdbuerrar περί τῆς µαλουμένης ὁ- 
ριαμῆς στοιβάδος, Λόγῳ τῆς ἀἄποτόμου αὐτΏς μεταβολῆς τῆς ταχύτητος 

ἡ µερπιῆ παρᾶγωγος λαμβάνει μεγάλας τιμᾶς, ὁπότε, ὡς φαΐνεται 

--- 

éu τῆς σχέσεως α7Ξ=µ Ξ7-Ξάε(ΐδε 7.1.B), at δυνάμεις τοῦ ἰζώδους dF , 

γίνονται σημαντιμώταται, 

Συνάγομεν ἐξ αὐτοῦ ὅτι, ἡ παραδοχῆ τῶν τελείων ρευστῶν 

7,;=0 ἢ μΞπο 

ἐνῶ προσεγγίζει πολύῦ τῆν πραγµατιµότητα 314 πλεῖστας περιπτώσεις Ul- 
νῆΏσεως, οὐδέποτε ἱμανοποιεῖ τᾶς πραγµατιμᾶς συνθῆµας εἰς τά ὅρια, 

Ἕπομένως δέν ἀρμεῖ νά ὑποθέσωμεν ἁπλῶς ὅτι μ-Ο, 
814 νά µεταπηδήσωμεν éu τῶν πραγματιμῶν εἰς τά τέ- 
λεια ρευστά, διότι μινδυνεύομεν νᾶ ἔχωμεν ἐσφαλμένα ἀποτελέσμα- 
τα, λόγῳ σφαλμµάτων εἷς τᾶς συνθῆμας τῶν ὁρίων. 

Γενιμώτερον, εἰς ἕν σύστημα διαφοριμωῶν ἐξισώσεων, ὁ μηδενισμός 
ἀπειροστῶν ἀνωτέρας τᾶἘεως δύναται νά ὁδηγΏση εἷς ἀποτελέσματα ὅδι- 
ἄφορα ἐπμείνων τά ὁποῖα 84 nmpoéuuntov ἀπό τῆν λύσιν τοῦ πλήρους συ- 
στήµατος uaf τόν év συνεχείᾳ μηδενισμόν τῶν ἀπειροστῶν ἀνωτέρας τά- 
ἑεως εἰς τᾶς λύσεις, διότι παραλείπονται Ὡὡρισμέναι ὁριαμαί συνθῆμαι. 
Ῥὐτυχῶς, αἱ περιπτώσεις αὐταί ἀποτελοῦν τᾶς ἐέαιρέσεις εἷς τά προ- 
βλήματα τῆς φυσιμῆς, : 

Ἔν συμπερᾶσµματι, διά τῆν δευτέραν uarnyopiav pé ὅριον στερε- 
ἄν παρειᾶν, ai συνθῆμαι (5.3.4.y) B (5.3.4.98) δέν ἁρμοῦν διᾶ τά πραγ- 
ματιμά ρευστᾶ, ᾽Απαιτεῖται δέ uaf μία πρόσθετος συνθήμη, ἐμφρδέουσα
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ὅτι uai ἡ σχετιμή ἐφαπτομενιμῆ ταχύτης τοῦ ρευστοῦ ὡς πρός τῆν πα- 
ρειάν εἶναι ἐπίσης μηδενιμή. 

Ἡ μαθηματιμῆ μελέτη τοῦ ὅλου θέματος, ἀναγομένη εἰς τῆν pe- 
λέτην τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος, ἐξετάξεται εἰς τό σχετιιόν μέ τῆν ui- 
νησιν τῶν πραγματιμῶν ρευστῶν V μέρος. 

9.5 AIIAOIIOIHZEIS ΤΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ἘΣΞΙΞΩΣΞΕΩΝ 

᾿Αναλόγως τῶν εἰδιμῶν συνθημῶν ἑυάστης μορφΏς ροῆς ἤ ἑμάστου 
ρευστοῦ, δυνάμεθα νά διαυρίνωμεν τᾶς ἑξῆς συνήθεις περτπτώσεις εἰς 
τῆν μηχαντμῆν τῶν ρευστῶν: 

9.5.1 Ἐξωτερικαὶ δυνάµειο ἐκ πεδίου βαρύτητος 
Εἰς τῆν περίπτωσιν αὐτῆν θά ἰσχύη ἡ σχέσις 

--- 

Γ--ρο, (9.5.1. α) 

Γ " A ᾽ 2 -- ΄ ΄ , . 
ἔνθα g εἶναι ἡ ἐπιτάχυνσις τῆς Ραρύτητος, θεωροιηένη συνῄθως ὡς 

σταθερᾶ. 
Δι᾿δξονα Όχ, τῆς αὐτῆς διευθύνσεως μαΐ ἀντιθέτου φορᾶς μέ 

τήν ἐπιτάχυνσιν g , 04 ἔχωμεν ὅτι 

}- Ο , [i=-pg- 

Διά τυχόντας ἄξονας, ἡ σχέσις (9.1.1) ὀύναται va γραφΏ 

δΐ-΄. '5 St -5 : - 

ρίἑί- - ἔᾳναᾶῖ! + (rot Ρ7ΛΞ/΄]= ρς -σταᾶρ--μᾶυ -( -:μ)ογαθ ιο [95.1.6) 

Αἱ λοιπαΐ ἐξισώσεις διατηροῦν τῆν μορφήν τῆς παραγρᾶάφου 9.1. 

9.5.2 ἼἸξώδη ἣ πραγματικὰ ἀἄσυμπίεστα ϱρευστὰ 
Διά τῆν uatnyopiav αὐτῆν τῶν ρευστῶν, ἥτις περιλαμβάνετι uai & 

λα τά πραγµατιμά ὑγρά, ἰσχύουν ai σχέσεις (Ἰ. 3. 2, α) uai(7.3.2.8). Ai 
ἐξισώσεις µετασχηματίζονται ἑπομένως ὡς ἀπολοῦθως: 

'Ἐξισῶσεις ἐμ τῆς δυναμιμΏς 

δέ ρ [2‘1 +Zigmd7 ’+(r'°”7)fl7=f—gmdp εμᾶν, |(9. 5.5.α) 

Αἱ ἐξισῶσεις (9. 5. 2. α), ὑπό ἀναλυτιμῆν µορφῆν, dvopdlovrar συν- 
ἤθως ἐξισῶώσεις τοῦ ΝΑΥΙΕΗ. 

'Εξίσωσις συνεχείας 

/ 

" 

ἀευῦεο |, (9.5.2.P) 
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-
 

3y _ au4+ 9y, 3y -0 

δχ; ὃχ, ox, ox, 

Ἡ σχέσις (9.1. 2. γ) λαμβᾶνει é¢ ἄλλου τῆν μορφήν 

Χ/(7ΐ)ά5 4ιί/(Ι΄/΄τ΄ι΄)α'ε - |, (9.5.2.) 

Xapautnpiotuf) ἐξίσωσις 

p=p,=6tad |, (9.5.2.9) 

Ξυμπληρωματιμῆ ἐξίσωσις 
Τοιαύτη ἐξίσωσις τῆς μορφῆς (9.3.8) ἤ (9.5.γ) δέν ὑπάρχει, δε-- 

δομένου ὅτι ἡ πυυνότης εἶναι σταθερά τιαΐ ἀνεέάρτητος τῆς πιέσεως. Ἔ:- 
ἄν εἷς τά φαινόμενα ὑπεισέρχονται ἀνταλλαγαί μαΐί μεταβολαΐ θερμό-- 

τητος, θά ἔχωμεν τῆν συμπληρωματιμῆν ἐξίσωσιν (9. 8. δ). 
Συνθῆμαι εἰς τά ὅρια 
Ἰσχύουν ἀπολύτως τά ἀναφερόμενα εἰς τῆν παράγραφον 9. 8.υμ- 

πληρωματιμῶς ἀναφέρομεν ὅτι αἱ συνθῆμαι ὀλισθήσεως τοῦ ρευστοῦ ἐπί 
τῶν παρειῶν πρέπει νά ἀντιιατασταθοῦν ἀπό συνθήμας προσφύσεως, Ma- 
θηματιμῶς ἐπίσης προυμύπτει ἡ ἀνᾶγμη αὐτῆ τῆς προσθέτου συνθῆμης λδ- 

vy τοῦ ὅτι ai διαφοριαί ἐξισώσεις τῶν ἰξωδῶν ρευστῶν εἶναι δευτέρου 
βαθμοῦ, ἐνῶ αἱ τῶν τελείων ρευστῶν εἶναι πρώτου. 

9.5.3 ἹΤέλεια ἀσυμπίεστα ϱρευστὰ 
Ἡ φυσιμῆ uai μαθηματιιήῆ ὑφῇ τῆς uarnyopiac αὐτῆς τῶν ρευστῶν 

προσδιορίἐεται πλῆρως ἀπό τᾶς σχέσεις (7.3.1.a) uaf (Ἱ.3.1. ). O vé- 
μος τᾶσεων-παραμορφώσεων λαμβάνει τῆν μορφῆν τοῦ νὂµου 814 τυχόν 

ηλασσπιόν ρευστόν ἐν ἰσορροπίᾳ. ‘Eni πλέον, λόγῳ μπηδενισμοῦ τοῦ Ta- 
νυστοῦ τοῦ ἰξώδους δι᾽ οἰανδήποτε παραµόρφωσιν, ἤτοι διά πᾶσαν τιμῆν 
τοῦ τανυστοῦ τῶν παραμορφώσεων, 

7y =-21ué;-_f =0 

προμύπτει ὅτι =0 μαΐ ai διαφοριτιαί ἐξισώσεις δευτέρας τᾶἐἘεως (9.1. ) 
ἁπλοποιοῦνται εἰς ἐξισώσεις πρώτης tééewe, λαμβάνουσαι τῆν μορφῆν 

vV = . 
Ρ['ἃἶὔἑςπαᾶγ’ψᾧοΐν}

τν - /'-. g{.adp : (9.5. 3-0) 

Αἱ ἐξισώσεις (9.5.3.a) ὑπό ἀναλυτιμῆν μορφῆν ὀνομᾶἱἲονται συνήῆ- 
ς ἐξισώσεις τοῦ EULER, 

Αἱ λοιπαΐ ἐξισώσεις παραµένουν αἳ αὐταί pé τᾶς τῆς προηγουµέ-- 
νης παραγράφου,. 





ν ο g LS
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Ὡς πρός τᾶς συνθήμας εἰς τά ὅρια, ἰσχύουν uaf ἀριιοῦν αἱ σχέ- 
σεις (5. 8. 4,Υ) ἤ (5, 8. 4. δ), μέ ὅλας τᾶς ἐπιφυλάξεις τᾶς ἀναπτυχθεῖ- 
cac εἰς τῆν παρᾶγραφον (9. 4). 

9.5.4 ἹἽέλεια συμπιεστὰ ρευστὰ 
Αἱ ἐξισώσεις δυναμιμῆς διατηροῦν THV popehv (8.5.8,α), μέ 

μόνην οὐσιαστιμῆν διαφορᾶν εἰς τῆν πυμνότητα o, ἥτις εἶναι τώρα 
µεταβλητή συνάρτησις τῆς μορφῆς © =pM,t)=p(x;, ). 

Ἢ ἐέξίΐσωσις συνεχείας ἔχει τῆν yeviuufiv μορφῆν τῆς πα- 

ραγράφου 9.2. | 
Ἡ χαραμτηριστιμῆ ἐξίσωσις ὡς ual ἡ συμπληρωματτ- 

υμῆ ἐξἑίσωσις ἔχουν τᾶς γενιμᾶς μορφᾶς τᾶς δοθεῖσας εἰς τῆν πα- 

ρᾶγραφον (9. 3), παραπέµποµεν δέ uaf εἷς ὅσα ἀνεφέρθησαν εἷς (7.3.3) 
περί βαροτροπιμῶν ρευστῶν. 

Τέλος διᾶ τᾶς συνθῆμας εἰς τά ὅρια ἰσχύουν ὅσα ἐλέ - 

χθησαν eic τῆν προηγουμένην παρᾶγραφον μέ τῆν ἑξῆς προσθῆμην: Eic 
τά συμπιεστᾶ ρευστᾶ ἔχομεν, πλέον σύνηθες, τὸ φαινόμενον τῶν on- 
μαντιμῶν ἀνταλλαγῶν θερμιμῆς ἐνεργείας εἰς τῆν ὁριαμῆν των στοι- 
βάδα pé ἀντίστοιχον εἰσαγωγῆν εἰδιμῶν ἐξισώσεων, προμυπτουσῶν ἀπό 
τῆν λεπτομεριαμΏῶν µελέτην τῆς ὁριαμΏῆς στοιβάδος, αὐτῆς uad’ ἑαυτῆν. 

Εἰσαγωγή εἰς τήν θεωρητιμήν ὑδραυλιμῆν 



KE®AAAION 10, 

OGEQPHMATA BERNOULLI - AZTPOBIAOI POAI KAI 

OEQPHMATA ENI ΤΩΝ ΣΩΛΗΝΩΝ IEPIZTPOOHZ= 

Ἡ μµατᾶστρωσις τῶν ἐξισώσεων τοῦ προηγουµένου μεφαλαίου θέτει 
ἁπλῶς piav πρώτην μαθηματιμήν Βάσιν διά τά προβλήῆματα τῆς µηχαντ- 
μῆς τῶν ρευστῶν. Ἢ προσπάθεια ἐπιλύσεώς των προσημρούει τᾶς πε - 
ριόσοτέρας φορᾶς εἰς ἀνυπερβλήτους δυσχερείας μαΐ μόλις τώρα πλη- 
σιάζομεν πρός τῆν λύσιν τῶν ἐξισώσεων τοῦ NAVIER, 1) Bonfeig τῶν 
τελευταίων ἰσχυρῶν συγυροτημάτων ἠλευτρονιμμῶν ὑπολογιστῶν. 

Α πρῶται προσπάθειαι τῆς pnyaviuhe τῶν ρευστῶν συνεμεντρώθη- 
σαν ἑπομένως εἰς τῆν ἐπίλυσιν ὡρισμένων ἁπλῶν περιπτώσεων, δι᾽ ὁλο- 
μληρώσεως τῶν ἀντιστοίχων ἐξισώσεων uai ἐξ αὐτῶν προέμυψαν τά θεω- 

ρῆματα BERNOULLI, 

10.1 ΠΡΩΤΟΝ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ BERNOULLI 

Τό θεώρημα αὐτό εἶναι τό γνωστότερον uai τό πλέον ἐφαρμοζόμε - 
νον εἷς τῆν μηχανιμήν τῶν ρευστῶν. ἜἘπί τοῦ πεδίου ἐφαρμογῆς τοῦ 
ἀνωτέρω θεωρήµατος ὑπάᾶρχει σὔγχισις εἷς ThHv οσυνῆθη Ριβλιογραφίαν 
λόγῳ τοῦ ὅτι αἱ πρός ἀπόδειξίν Tou ἀμολουθούμεναι µέθοδοι εἶναι πε- 
ριορισµένης μαθηματιμῆς ἰσχύος, Eic τῆν συνέχειαν 04 δύσωμεν τῆν 
µόνην, πμαθ᾽ ὅσον ywipilopev, πλήρη ἀπόδειέιν τοῦ θεωρήματος, ὀφειλο- 

μένην εἰς τόν P, GERMAIN, 
Αἱ ἀναγμαῖαι παραδοχαί διά τῆν ὁλουλήρωσιν τῆς θεµελιώδους ἐξι.- 

σώσεως τῆς δυναμιμῆς, μαΐ uatd συνέπειαν 814 τῆν ἔπμφρασιν τοῦ πρώ- 
του θεωρήµατος τοῦ BERNOULLI, εἶναι αἱ ἑξῆς: 

1) Τό ρευστόν elvar τέλειον. 

2) Τό ρευστόν εἶνα ἀσυμπίεστον ἤ Βαροτροπιμόν (pé 
vopov µαταστάσεως ἐμφραϊόμενον ἀπό τῆν οχέσιν dp=pdh ἕνθα Π el 
ναι νέα μεταβλητῆ pé διαστᾶάσεις πιέσεως ἀνᾶ povdda μάζης, 'O νόµος 
-αὐτός ἰσχύει διά τέλεια ἀέρια εἰς ἰσόθερμον μεταβολήν). 

3) Αἱ ἑἑωτεριμαί δυνάμεις [ ,mpoultmrouv ἀπό δυναμιμόν πε- 
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δίον, pé ουνάρτησιν δυναμιμοῦ P = (D(X, ς Xz ,% ) . Διᾶ δυνάμεις éu 
πεδίου βορυτητος, θά εἶναι @=—gx,=—gz. 

Διά τῆν ὁλουλήρωσιν πολλαπλασιάζομεν ἐσωτεριιῶς ἀμφότερα τά 

μέλη τῆς (9.5. 8. α) ἐπί τό διάνυσµα τῆς ταχύτητος V(M) τοῦ τυχόν- 

τος σηµείου M .Δεδομένου ὅτι τό διάνυσμα (PotVhV εἶναι udbetov ἐ- 

πί τό διάνυσµα V , 64 προμύψη ἡ σχέσις 

pV γ-ρΙ/(9παά έ-Μρ-Ρζ/7= 0. (10.,1,q) 

Abyy τῶν ἀρχιμῶν παραδοχῶν 04 ἔχωμεν ἐὲ ἄλλου ὅτι 

!-ςπαάρ = gradh , 
¢ (10.1.8) 
f=pgrad®, 

ὁπότε ἡ (10.1.a) λαμβάνει τῆν μορφήν 

) V2 - eV = δὲ +pVgfiad(—§—+lz—¢)—0, 

Ὅ
ς
 

pat (2)+9Vgradl{-0, (10.1.v) 

Ἡ σχέσις (10.1.Υυ) δέν elvar εἰσέτι ὁλοιληρώσιμος, ἑπομένως 
χρειάξεται μία ἐπί πλέον παραδοχῆ, ἡ 

2 

4) Ἢ ροή εἶναι μόνιμος, ὁπότε & ὅρος _6% V) μηδενίλεται 
Ζ 

μαΐ ἡ σχέσις (10,1.y) γίνεται 

VgradH=0. (10.1. δ) 

Παρατηροῦμεν ὅτι τό πρῶτον μέλος τῆς (10,1.8) ἰσοῦται pé τῆν 
μοριαμῆν πορὁγωγον τῆς συναρτήσεως Π τοῦ τυχόντος σημείου M, 

διότι αΐ!ΐ 2 5 VgpadH VgradH, ἐπομένως ἡ (10.1,8) εἶναι {- 
8t 

σοδύναμος pé τήν 
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d” (2 +=]ι-=Φ)… (10.1.¢) 

Aappavopévne ὑπ᾿ ὄψιν τῆς ἐννοίας τῆς μοριαμῆς mapaydyou,h σχέ- 
σις (10.1. ε) δίδει τῆν πλήρη παΐ γεντμῆν µαθηµατιμήν ἔμφρασιν, τοῦ 

πρώτου θεωρήματος τοῦ BERNOULLI διότι μεταφράζεται ὡς é- 
ἐῆς: 
"' A14 pbévipov ροῆν uai τέλειον ρευστόν ἀσυμπίεστον 

i βαροτροπιμόν pé δυναμιμόν πεδίον ἐξωτεριμῶν δυνᾶ- 

με γΞ 
pewv, ἡ συνάρτησις ΗΙΞΏ-Ξ--ᾱ--Φ παραµένει σταθερᾶ ua- 

τά 2 
τὰ πῆπὸς μισς μαίτῆς αὐτῆς τροχτᾶς ἑνός σωμστιδιου 
τοῦ ρευστου uai uard συνέπειαν uard ἐ πῆθδος μιᾶς uaf 
τῆς αὐτῆς γραμμῆς ροῆς, " 

Μέ Ρβάσιν τῆν σχέσιν (10.1. γ) προμύπτει uafl πία ἄλλη ὁλουληρω- 

τιμῆ popeh τοῦ θεωρήµατος τοῦ BERNOULLI, χρήσιμος δι᾽ ὡρισμένας 

ἐφαρμογάς. 
Λόγῳ τοῦ ὅτι ἰσχύει γενιμῶς ἡ σχέσις 

div (pH ΐ/7=Ηάίυ(ρ ΐ;) +pVgradH , 

2 2 ~ Θ 

ὃτ ἀντιματαστάσεως τῶν Η*άι'υ(ρΌ = —H—é—t& , éu τῆς ἐξισώσεως συνε- 

2 

χείας͵ μαί ς>ϊ/Νς;;*»ςιε1ΐ,Ζ*ι/=-=ξ:οθΞΙ'ιΚ-Ξ,-Τ/), ἐμ τῆς σχέσεως (10.1.v), θᾶ ἔχωμεν 

: -- o, 3 = 

dew(pH V)=~ (1~ Φ) ς - ᾧζ} 

. Ἠαί ὁτ᾽ ὁλουληρώσεως εἰς τυχόντα ὑλπιόν ὄγμον ¥ περιβαλλόμενον U- 
πό τῆς υλειστῆς ἐπιφανείας & , ἐπί τῇ βάσει τοῦ θεωρήματος GREEN 
-OSTROGRADSKI, προμύπτει ἡ σχέσις 

//;19[17}7(15 =_/[/ ;ἶ(ς.ζἰ) -(ἃ -Φ)ἓ’- av. (10.1.0 
5 Υ 

Τό πρῶτον µέλος τῆς ὀχέσεως (1Ο0,.1.2) παριστᾶ τῆν ροήν τῆς συν- 
αρτῆσεως Ρ διά τῆς ἐπιφανείας 5 . Παρατηροῦμεν ὅτι 814 πὄόντ- 
μον pohv, ἡ (1Ο.1.2) δίδει 

[/.ι'[1ς>(Τ|?τ)εί…5= (10.1.n) 
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μαΐ ἐμφράζει ὅτι ἡ παροχῆ μάζης τῆς συναρτήσεως Η εἰς 
τῆν περίπτωσιν povipou ροῆς ἑνός ρευστοῦ . διά πέ- 
σου τῆς λειατῆς ἐπιφανείας Ξ, εἶναι μηδενιιήῆ. 

Τά προβλήµατα τῶν συμπιεστῶν βαροτροπιμῶν ρευστῶν, μέ ἐέωτε- 
ριμάς δυνάµεις éu πεδίου βαρύτητος, ἀποτελοῦν τό μὔὕριον ἀν- 
Tiueipevov τῆς ἀεροδυναμιμῆς. Eic αὐτά χρησιμοποιεῖται ἡ 
σχέσις (10,1. ε) ὑπό τῆν popehv 

VdV+—d§€+gdz=0 (10.1,8) 

εἰς τῆν ὁποίαν τά διαφοριμά τοῦ πρώτου μέλους ἔχουν τῆν φυσιμήν 
ἔννοιαν μίας μιπιρᾶς μεταβολῆς τῆς ταχύτητος τῆς πιέσεως uai τοῦ ὑ- 
ψομέτρου ματά τήν χρονιτμῆν ἐξέλιξιν τοῦ earvopévou. Οὕτως, εἰς φαι- 
νόμενα λαµβάνοντα χώραν εἰς τῆν αὐτῆν περίπου ὁριξοντίαν ἐπιφάνετ- 
av, λαμβάνεται ὁ τρίτος ὄὅρος τῆς (10.1,0) ἴσος μέ τό μηδέν, ἀνάλο- 
γα δέ ἰσχύουν μαΐ διά τούς ἄλλους δύο ὅρους. 

10.2 ΜΟΡΦΗ KAI ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ BER- 

NOULLI ἘΠΞῚ ΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΥΛΡΑΥΛΙΚΗΣ 

Ἢ ὑδραυλπιή εἶναι υλάδος τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν pé ἀντι- 

ueipevov τά φαινόμενα τῆς μινήσεως τοῦ ὕδατος ἐντός τοῦ πεδίου βα- 
ρὔτητος, : 

Λόγῳ τοῦ πραμτιυμῶς ἀσυμπιέστου τοῦ ὕδατος ual τῶν ἐξωτεριμῶν 
δυνάμεων éu δυναμπιοῦ πεδίου βαρύτητος, 84 ἔχωμεν 

ὁπότε ἡ σχέσις (10.1. ε) λαµβάνει τῆν συνήθη, διά τά προβλήµατα τῆς 
ὑδραυλιμῆς, μορφῆν 

2 

_V_.,.L,;.zgerad (1Ο. 2. α) 
29 o9 

παΐ ἐμφράζει τῆν διατήρησιν τῆς ἐνεργειαμῆς συναρτήσεως H πατά μΏ- 

e o~ 8 ΄ ΄ “΄ H ρ . μ ΄ ΄ µος μιᾶς τροχιᾶς ὑπό τῆν πορφῆν Ε σταθ,, ἡ ὁποία προσφέρεται 

μαλύτερον διά τάς ἐφαρμογᾶς, διότι ἔχει διαστάσεις ὕψους, 
Ἠαρατηροῦμεν ὅτι εἰς τῆν σχέσιν (1Ο, 2. α) τό σταθερόν ἐνερ- 

γειαμόν ὕψος έ:]- ἐμφανίζεται. ὡς σταθερόν ἄθροισμα τριῶν ἐπί μέ- 

ρους ἐνεργειανῶν ὑψῶν. Ἐπευράτησαν εἰς τῆν ὑδραυλιμῆν διά τά τρία 
αὐτά ὕψη αἱ ἀμθλουθοι ὀνομασίαι: 
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2 

L : μινητιμόν ὕψος ἤ ὕψος πινητιιῆς ἐνεργείας τοῦ ρευ- 
29 στοῦ popiou. 

p 5 2 « v e , , ἑ᾽ -- ς 
-ξΞΞ-: πιεζοµετριμόν ὕψος ἢἤἢ ὕψος ἐνεργείας éu τῆς ὕὑδρο- 
99 ῳστατιμῆς πιέσεως τοῦ ρευστοῦ popiou. 
Ξ δυναμιμόν ὕψος §H ὕψος ἐνεργείας éu τῆς θέσεως τοῦ 

ρευστοῦ µορίου. 
Διά τῆν πληρεστέραν µατανόησιν τῆς σηµασίας τοῦ πρώτου θεωρή- 

µατος BERNOULLI εἰς τῆν ὑδραυλιμήν, δίδοµεν ὡρισμένας ἁπλάς ἐ - 
φαρμµογᾶς. 

10.2,1 Τύπος τοῦ Torricelli 
Ἕν ἀσυμπίεστον ἤ ΡΒαροτροπι- 

udv ρευστόν, εὑρισμόμενον ἐντός 

δοχείου, διαρρέει péoy piupde ὀπῆς 
εὑρισμομένης εἰς τῆν παρειᾶν τοῦ 
δοχείου, διατοµῆς S (Σχ. 10.2.1. Α) 

Ζητεῖται ἡ τιμῆ τῆς ταχύτητος τῆς 
ρευστῆς φλεβός εἰς τῆν διατομήν S 

΄ 2 2 5 » 
Κατ΄ ἀρχῆν, 0 ροή dév εἶναι ἀ- 

πολύτως μόνιμος. Ἠλῆν ὅμως δεχό- 

μεθα ὅτι ἡ παράγωγος ὡς πρός τόν 

2 

τεῖνει Σχν 10. 3.1, Α χρθόνον τῆς συναρτήσεως 

πρός τό μηδέν, ἐφ᾽ ὅσον ἡ διατοµή S εἶναι πολύ μιιρά ἐν σχέσει μέ 
τῆν διατοµήν S, 

Διᾶ τῆν εὕρεσιν τῆς ταχύτητος δέν 04 ἐφαρμόσωμεν τῶν συνήθη 
μέθοδον τῆς θεωρῆσεως μιᾶς τροχιᾶς ἐμμινούσης ἀπό ThHv ἐπιφάνετιαν S, 
uai ματαληγούσης εἰς τῆν S , διότι αὐτή στηρίὀεται εἰς ἀμφιβόλου ἀ- 
up1Beiac φυσιμᾶς παραδοχᾶς ἐπί τῆς ἐννοίας τῆς τροχιᾶς, 

Ἂν ἀντιθέτως ἐφαρμόσωμεν τῆν σχέσιν (1Ο,.1.τ), δεχόμενοι ὅτι ἡ 
ταχύτης V μαΐ ἡ πίεσις p εἶναι ὁμοιομόρφως uaravepnpévar εἰς τῆν 
διατοµΏν 5 , θά ἔχωμεν ὅτι 

//Η,ρ(7ΐ]ά8 -*/ι/1*:'ρ(7τηιί…ς=(7 : (10,2,1. α) 

S 5 

διότι, εἰς τήν émgdverav S, , 16 ἐσωτεριιόν γινόμενον Va elvar 
éu ταυτότητος μηδέν. 

2 
‘B¢ ἄλλου Ξ=-΄-;-"- μαί Άΐ=&+-2-+912 ἔνθα , εἶναι ἡ ἀτμο-- 

σφαιριμή πίεσις, µεταδιδομένη ὁμοιομόρφως εἰς ὅλην τῆν ἐπιφά- 

νεῖαν S . Ἐθεωρήθη δέ ὅτι uaf ἡ ταχύτης V] τείνει πρός τό pndév 
διότι ἡ διατοµΏ , Μµατέρχεται βραδύτατα, 
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Παρατηροῦμεν ἀμέσως ὅτι ἡ ἐξίσωσις συνεχείας 

Ζ]ἓ;{ Ιἷτἷ}ᾶε-ιι- -S//p( %Ξ7ά5 = 

συμβιβάξεται pé τῆν (10.2.1,q), μόνον διά H=H. 
Ἔπι: τῆς ἰσότητος αὐτῆς προμύπτει ἡ ἑητουμένη ταχύτης 

γξψ2φὰ (10.2,1.8) 

ἡ σχέσις δέ αὐτή εἶναι γνωστή ὡς τῦπος τοῦ TORRICELLI 

10,2.2, Μετρητὴς Venturi 
‘O μετρητῆς VENTURI χρη-- 

διποποιεῖται εὐρύτατα εἰς τῆν ὑ- 
δραυλπιῆν uai ἀεροδυναμπιῆν, 514 
τῆν εὕρεσιν τῆς παροχῆΏῆς ἐν- 
τός μλειστῶν ἀγωγῶν. Μέ τήῆν ἐν-- 
νοιαν παροχή, ὑπονοεῖται ουνήῆ- 
θως 1 παροχήῆ dyuou { παράγραφος 
1.5.1) uai παριστάνεται ὁ εἷς 
τῆν μονᾶδα τοῦ χρόνου διερχό- 
pevoc ὄγιιος ρευστοῦ μέσῳ μιᾶς 
διατοµῆΏς, Σχι 10, 24 2. A 

Διά τῆν ἐφαρμογῆν τοῦ θεω- 

ρῆματος BERNOULLI εἰς τόν μετρητῆν VENTURI, γἴνονται ai ἀπό- 
λουθοῖ παραδογαί: 

1) Ὑποτίθεται dpeintéa 1 ἐπίδρασις τῶν ἐξωτεριμῶν δι!Χ|ς΄111€ι…>κ1(1-'€.:.-Ο) 

uaf ἡ ὑπόθεσις αὐτῆ ἰσχύει pé tuavomointiufy προσέγγισιν δι’ ὅλας τάς 
συνήθεις περιπτώσεις ροῆς ὑπό πίεσιν ἐντός μλειστῶν ἀγωγῶν. 

2) Αἱ πιέσεις μαΐ al ταχύτητες (ρ , V) θεωροῦνται σταθεραί ἀνά δι- 
ατομῆν. Ἢ ὑπόθεσις αὐτή ὁπιαιολογεῖται ἐπίσης πειραματιμῶς, διότι τό 
χαραμτηριστιμόν μέγεθος μεταφορᾶς τῆς μινητιιῆς ἐνεργείας εἰς τοῦς 
μλειστούς ἀγωγούς ἀντιπροσωπεύεται ἀπό τῆν péonv ταχύτητα τῆς δια- 
τομῆς, 

Ἢ ἐξίσωσις συνεχείας uai 16 πρῶτον θεώρηµα BERNOULLI (οχέ- 
σις 10. 2, α), δίδουν, µατόπιν τῶν ἀνωτέρω, τᾶς σχέσεις 

2 2 

Vi Ρ 2 , (10. 2. 2. a) 
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Λύοντες τᾶς σχέσεις (10.2.2.a) ὡς πρός Ύς , προυύπτει 

5 V= - Y294~ ς 

δ 

dedopévou ὅτι o0 ~ P9 ΔΗ. 

Ἢ ἑἐπτουμένη παροχή 64 εἶναι ἑπομένως 

ἔνθα ---ς (10.2.2.P5) 

Eic τῆν πρᾶξιν, ἀντί τοῦ συντελεστοῦ K , ὑπάρχει εἰς συντελε- 
» ~ ~ 7 “ µ Η ΄ 

στής K τῆς μορφῆς K=K, K ὅπου K, εἶναι ἐμπειρπιός συντελε- 
στῆς, διδόμενος ἀπό τούς µατασμµευαστᾶς τῶν σωλήνων VENTURI uai 
παραπλήσιος τῆς povddoc. Ἔπ᾽᾿ αὐτῶν ὅμως θά ἐπανέλθωμεν εἰς τήν éenp- 
μοσμένην ὑόδραυλιμῆν. 

10.2.3. Σωλὴν Pitot 
‘O οσωλῆν PITOT ἀποτελεῖ τό 

συνηθέστερον χρησιμοποιούπενον 
ὄργανον διά τῆν µέτρησιν τῆς τα- 
χύτητος εἰς τό τυχόν σηµεῖον 
τῆς ροΏῖῆς ἑνός συμπιεστοῦ ἢ ἀ- 
συμπιέστου ρευστοῦ, (Σχ.1Ω5,5.Α 

ἝἛντός povipou ροῆς ἀσυμπι- 
έστου Ἡ ΡΒαροτροπιμοῦ ρευστοῦ, 

pé πεδίον ταχυτώτων πξριὲ τοῦ 4, 

τῆς μορφῆς ἱδ--σταθερά,παρεμβάλ- 
λεται τό ὄργανον τοῦ σχήµατος, 
ἀποτελούμενον ἀπό διπλοῦν συν- 
αξοντωόν σωλῆνα, συγμοινωνοῦντα 
pé τό ρευστόν ἀπό τῆν ὀπήν A 
μαί τῆν διαµετριμῆν οχισμήῆν B . 

Οἱ χῶροι τῶν δύο σωλῆνων ἐνοῦνται péoy τοῦ υλειστοῦ σωλῆνος M 

Σχ.10.3.3.Α 

Ἐφαρμόζομεν 16 πρῶτον θεώρημα τοῦ BERNOULLI διά τᾶς ypap- 
μάς ροΏς() uaf 2) , μεταξύ τῶν σημείων M,,A uai M/ Β ,θεωροῦν- 
τες τόν σωλῆνα ὁριζόντιον ἤ, γενιμώτερον, ἀμελητέας τᾶς ἐέωτεριμάς 
δυνάμεις, ὁπότε προμύπτουν ai σχέσεις .
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2 2 

o, Ἡ P (10. 2. 3. α) 

Ὑποθέτοντες ὅτι V=0, »,-Ξ- , υἱαί. Vo=V, 64 npoulyn ἡ ἑἐπτου-- 
pévn ταχύτης τῆς ροΏῆς εἰς τῆν πέρις τοῦ σηµείου A περιοχῆν, 

7,-1- /ἐ9 4Ά |, (10.2.3.B) 

δεδομένου ὅτι 

.Β.. Εε Ὰ 
Θ ο9 

10,3 POH ΑΣΤΡΟΡΙΔΟΣ Ἤ ΜῈ AYNAMIKON ΠΕΛΙΟΝ ΤΑΧΥΤΉΤΩΝ 

AEYTEPON @EQPHMA ΤΟΥ BERNOULLI 

Μία pofi µαλέιται ἀστρόβιλος §H pé δυναμιμόν 
πεδίον -ταχυτήτων εἰἷς δεδομένην χρονιμνῆν στιγ- 

. 
μήῆν ἰ , uai ἐντός μιᾶς περιοχῆς Υ , ὅταν ἡ περι- 

στροφή (ι>=?1τνι>:.'Τ/'΄ εἶναι pndeviuh εἰς πᾶν σημεῖον τῆς 
περιοχῆς Υ ,διᾶᾷ τῆν δεδομένην αὐτῆν χρονιμῆν στιγ- 

μήΏν. 
Δεδομένου ὅτι ἐξ ὁρισμοῦ ἰσχύει διά τάς ἀστροβίλους ροᾶς ἡ σχέ- 

σις rot V=0, ἔπεται ὅτι τό διανυσµατιμόν πεδίον τῶν τα- 
--- 

χυτήτων Υ εἶναι δυναμιμόν πεδίον (ἴδε 2.1.2) μαί ἐπο- 

µένως ὅτι ὑπάρχει μία συνάρτησις ς>(χ,-,έ) 814 τῆν ὁποίαν ἰσχύει ἡ 
σχέσις 

V=gradg |. (10. 8. d) 

Αἱ συνιστῶσαι τῆς ταχύτητος δίδονται ἀπό τᾶς σχέσεις 

B¢ 
ox; 

υ; = (10. 3. B) 

Ἢ συνᾶρτηστς ς,7(χ*-,έ) εἶναι τὸ δυναμιμόν τοῦ 
πεδίου τῶν ταχυτήτων διά τῆν ὑπ” ὄψιν ἀστρόῤιλον
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ροῆν. _ 
᾿Απλῆ ἐφαρμογή τῆς σχέσεως (5.1.2.0) δεπινύει ἐξ ἄλλου ὅτι, 014 

πᾶσαν ἀστρόβιλον ροήν, ἡ υυυλοφορία uard μῆμος τυχούστς πτιαμπύλης 
Ο , ἀποληγούσης εἰς τά σημεῖα A uai B ς εἶναι 

Γ-- [7ᾳαϊΪ -- , -- G4 (10.3.7) 

ξ 

μαΐ διά τυχοῦσαν υλειστῆν ναμπύλην 

I'=0. (10, 3. 9] 

Ἐφιστῶμεν τῆν προσοχήν εἰς τό γεγονός ὅτι ἡ σχέσις (10,3,0) 
ἰσχύει ἐφ᾽ ὅσον ἡ υλειστῆ uapmidn Ο δέν διαπερᾶται ἀπό γραμμήν ἀ- 
ποτελοῦσαν γεωμετριιιόν τόπον ἀνωμάλων σημείων τῆς συναρτήσεως φ. 

Ὕ : 5 : : Χ, 5 : 
Ἄς ἐξετάσωμεν π.Ύ. τῶῆν ουνάρτησιν φεαρο ίς --- ὃ. ᾿Αποδειμνύ- µ Χ Ρ = 

P4 

εται εὐιόλως ὅτι ἡ συνάρτησις αὐτή εἶναι dppoviud (A¢=O) μαί ὁμαλῆ 
814 πᾶν σηµεῖον τοῦ χώρου ἐμτός τῶν σημείων τοῦ ἄἑονος x,, (διᾶ τόν 
ὁποῖονυ =0, x,=0 

Ἢ uvurogopia τῆς ταχύτητος μιᾶς ἀστροβίλου pong, διά τήν ὁ- 

΄ 7 X4 Ζ Ύ , ΄ ᾿- 
nofav Κὶ =grad (arctg = , 04 εἶναι pndeviun διά πᾶσαν uder 

2 

στήν μαμπύλην, μή διαπερωμένην ἀπό τόν ἄξονα τῶν x5 . ᾿Αντιθέ- 
τως, διά πᾶσαν μλειστήν παµπύλην, διαπερωμένην ἀπό τόν ἄέξονα τῶν 

Χς , 04 ἰσχύη ἡ σχέσις 

r:/da =2KTT ς 

ς 

--- 

ἔνθα x εἶναι & ἀριθμός τῶν περιστροφῶν τοῦ διανύσματος V. 

“"Ag ἐξετᾶσωμεν τώρα τῆν περίπτωσιν ἀστροβίλου 
ροῆς τελείου ἀσυµμπιέστου ἢ Βαροτροπιμοῦ ρευστοῦ 
pé ἐξωτεριμᾶς δυνᾶμεις προμυπτούσας ἀπό δυναμιμόν 

πεδίον τῆς μορφῆς (10.1.ῶ8). 
Λόγῳ τοῦ ὅτι ἰσχύει ἡ σχέσις 

oV  dfprads) _ 
δ᾽ ot ‘g’adat ᾽ 

ἡ πρώτη τῶν σχέσεων (10.1.y) γίνεται
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2 

pf/z;rad—gtz +gr~ad(;/ +h—¢2]=0 ; 

εο
ς 

o ν 
grad —i-+——-+h-¢ =0, (10; 8. ε) 

ot 2 

‘Bu τῆς σχέσεως (10.3.€) προιυύπτει ὅτι ἡ ἐντός παρενθέσεως 
συνάρτησις εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς θέσεως τοῦ ὑλιμοῦ onpefou Μ, éé- 
αρτωμένη μόνον ἀπό τόν χρόνον ἐ,. Θά ἔχωμεν ἑπομένως τῆν σχέ- 
σιν 

2 

Ξ….Υ.…-Φ=πω , (10.3.0 

314 τῆς ὁποίας éugpdletar τό δεύτερον θεώρημα τοῦ BER- 
NOULLI ὡς éénc: 

'Διά πᾶσαν ἀστρόβιλον ροΏῦν τελείου ἀσυμπιέστου 
fi βαροτροπιμοῦ ρευστοῦ,μέ ἐἑωτεριμᾶς δυνάμεις προ- 
μυπτούσας ἀπό τό δυναμιμόν πεδίον τῆς οὐυναρτῆσε- 
ως Φ , τό πρῶτον pépoc τῆς σχέσεως (10.3,10) λαμ- 
βάνει τῆν αὐτῆν τιµῆν ὃδι ὅλα τά σηµεῖα τῆς ἀστρο- 
βίλου ροῆς, Ἐίς τῆν γενιμῆν περίπτωσιν μῇ povipou 
ροῆς, ἡ τιμὴῆ αὐτῆ μεταβάλλεται συναρτῆσει uai μό- 

νον τοῦ χρόνου"'. 
'Ἐάν ἡ ροή εἶναι μόνιμος, ἡ σχέσις (1Ο.8, ἐ)λαμ- 

βάνει τῆν μµορφῆν 

VZ 

_2_+h_¢=H=6ta1?. . [π02, 8 ) 

Ἑφιστῶμεν τῆν προσοχῆν εἰς τήν θεµελιώδη διαφορᾶν μεταξύ πρώ- 
του μαΐ δευτέρου θεωρήµατος τοῦ ΒΕΒΝΟΤΙΙΙ, Efc τῆν πρώτην πε- 
ρίπτωσιν, (σχέσις (10.1.ε), ἡ ποοσότης Π mapapéver στα- 
θερά ἐπί μιᾶς uai τῆς αὐτῆς τροχιᾶς, αὐτό δέ ἰσχύει 14 
τυχοῦσαν μόνιμον ροῆν. ἘΠς τῆν δευτέραν περίπτωσιν (σχέσις (10.3.n), 
ἡ poh εἶναι ἐπί πλέον ἀστρόβιλος uaf τότε ἡ ποσότηςΗγίνς 

ται στ(1θε;>€1ΐι δι᾽ οἰονδήποτε σημεῖον τῆς ρευστῆς μᾶ- 
δ - ϊ 

Σημειοῦμεν τέλος ὅτι €ic τήν περίπτωσιν ἀστροβίλου 
ροῆς ἀσυμπιέστου ρευστοῦ, ἡ συνάρτησις δυναμιμοῦ 
τοῦ πεδίου τῶν ταχυτήτων εἶναι ἐπί πλέον ἁρμοντ- 
ufh συνάρτησις ὡς πρός τᾶς μµεταβλητᾶς x; ,διότι ἰσχύ- 

ουν ai σχέσεις



ος
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άτζι)*ϊ|΄.=θ, 

V=gradg, 
ἑπομένως 

divV =divgradg=d4¢ =0 (10, 3.8 

10,4 ΒΑΣΙΚΑ GEQPHMATA EII ΤΩΝ ΣΩΛΗΝΩΝ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΕΣ 

Αἱ γεντιαί ἔννοιαι ἐπί τῶν γραμμῶν, ἐπιφανειῶν ual σωλῆήνων πε- 

ριστροφῆς ἐδόθησαν εἰς τῆν mapdypagov 5.1. 2. 

Δεδομένου ὅτι 814 τυχόν διάνυσμα 74 , ἤτοι 814 τυχοῦσαν ροῦν, 

ἰσχύει πᾶντοτε ἡ ὀχέσις divrot V=0 (ἴδε παράγραφον 2.1.2) δυνάμε - 

θα διᾶ πᾶσαν pohv νά θεωρΏσωμεν τό διάνυσμα rotV ὡς ταχύτητα μιᾶς 
φανταστιμῆς povipou μινήσεως ἑνός ἀσυμπιέστου ρευστοῦ;Εὲ αὐτῆς τῆς 
παρατηρήσεως μαΐ μόνον συνᾶάγεται τό ἀληθές τοῦ θεωρήµατος (5.1.2.2) 
ἐπειδή ἡ ἔντασις παραµένει σταθερᾶ μαθ᾽ ὅλον τό μῆμος ἑνός σωλῆνος 
περιστροφῆς, λόγῳ τοῦ ὅτι ἐπμφρᾶἓει τό ἀναλλοίωτον τῆς παροχΏῆς pd- 
ζης, μαθ᾿ ὅλον τόὸ phuoc τοῦ σωλῆνος τῆς φανταστιμῆς μινήσεως, Ἔπο- 
µένως μαΐ αἱ υυυλοφορίαι ματά phuoc δύο μλειστῶν μαμπυλῶν, εὑρισιο- 
μένων εἰς τὴν ἐπιφάνειαν τοῦ αὐτοῦ σωλῆνος περιστροφῆς, θά εἶναι ἀμ- 

φότεραι ἴσαι πρός τό διπλάσιον τῆς σταθερᾶς αὐτῆς ἐντάσεως. 
᾿Αναζητοῦμεν τώρα μίαν σχέσιν, ἐπιτρέπουσαν τῆν μελέτην τῆς 

διανυσματιμῆς συναρτήσεως ὢ . Πρός τοῦτο, ἃς ἐξετάσωμεν τάς μά- 
τωθι περιπτώσεις, μέ τῆν προὔπόθεσιν πᾶντοτε ὅτι 

1041 Ἰξώδη ἀσυμπίεστα ϱρευστὰ 

Έφαρμδέομεν τόν διαφορπιόν ἐμτελεστῆν -ἓ-τιοΐ elc ἀμφότερα τά 

μέλη τῆς σχέσεως (9.5.2.a). Δεδομένου ὅτι 818 τυχοῦσαν οσυνάᾶρτη- 
σιν ω , 04 ἔχωμεν ποί gradw =0 , 84 προμύψῃ ἡ σχέσις 

δω , ΤΚ Ρ[-ὃἷ- +r'oz‘(am V) --μἄω " [(10ὲ ς 1 α) 
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Ἢ σχέσις αὐτή ἔχει τῆν μορφήν τῆς ἐξισώσεως διαχύσεως τῆς θερ- 
μότητος, διότι ἐν γένει ol ἐμ τῆς περιστροφΏς προμύπτοντες στροβι- 
λισμοί διαχέονται ὅπως 1) θερμότῃης. 

10.4.2. Τέλεια ἀσυμπίεστα ἢ βαροτροπικὰ ρευστὰ 
Ἐϊργαζόμεθα ὁμοίως μέ τήν σχέσιν (9.5.3.a) μαΐ δεδομένου ὅτι 

διά τά βαροτροπιμά ρευστά ἔχομεν ξ)-9Ραάρ=ρΡαάλ θά προμύψη ἡ 

σχέσις 

-ἓἓ’-φροΐ{ἶΛἶἶ}:θ . (10.4,2, ) 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ σχέσις (1Ο.4, 2, α) παριστᾶ τῆν ἁπλοποτημέ - 
νην μορφῆν τῆς μοριαμῆς παραγώγου μιᾶς συναρτήσεως ἐπιφανείας Π 
(ἴδε 5.1. 8.). Λόγῳ δέ τοῦ ὅτι ἡ μοριαμή αὐτή παράγωγος εἶναι μη - 
δενιμῆ, προυύπτει ἀμέσως τό θεώρημα: 

"*H pofi τοῦ διανύσματος τῆς περιστροφῆς @ .διᾶᾷ 
μέσου τυχούσης ἐπιφανείας Π , τῆν ὁποίαν ἀπμολου- 
θοῦμεν εἰς τῆν uivnoiv της, παραµένει σταθερᾶά παθ΄ 

ὅλην τῆν διάρµειαν τῆς uivhoewc', 
Ἔςξ αὐτοῦ προυύπτουν τά µᾶτωθι πορίσµατα: 

α) Ἢ uvudogopia τῆς ταχύτητος Υ' uaté phuoc υλειστῆς παμπῦ- 

λης, Thv ὁποίαν ἀμολουθοῦμεν εἰς τῆν υἱἵἱνησίν της uai ἡ ὁποία διέρ- 
χεται ἑπομένως πάντοτε διά τῶν αὐτῶν ρευστῶν μορίων,παραμένει στα- 

θερά, 
ϱ) Ἔ ν μία ἐπιφάνεια S εἶναι εἰς μίαν εἰδιμήν στιγμήν £, ἐπι- 

φάνεια περιστροφῆς, παραμένει τοιαύτη μαθ᾽ ὅλην τῆν διάρμειαν τῆς με- 

νΏσεως.



KEOAAAION 11, 

ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ EK ΤΗΣ ΕΒΞΙΣΩΣΕΩΣ 

ΤΩΝ ΠΟΣΡΟΤΗΤΩΝ ΚΙΝΗΣΕΩΣ 

Αἱ γενιμαί ἐξισώσεις τοῦ µεφαλαίου 9 ὁδηγοῦν εἰς τῆν εὕρεσιν 

τῶν τοπιμῶν μεγεθῶν ἑνός προβλήµατος pnyxaviuhe τῶν ρευστῶν, ὅηλα- 
δήῆ εἰς τῆν εὕρεσιν τῶν μεγεθῶν v; , p, ¢ . Τ, τοῦ τυχόντος ση- 
pefou Μ , εἴδομεν δέ ὅτι ἡ ἐπίλυσίς των εἶναι εἰς τῆν γενιτιήν πε- 
ρίπτωσιν ἀδύνατος. 

Eic ὡρισμένα ὅμως προβλήῆματα ἐνδιαφερόμεθα διά τήν εὕρεσιν 
συνολιμῶν μεγεθῶν, ὡς εἶναι ἡ συνισταµέντ δύναμις εἰς μαμπῦλον τμῆ- 
μα ἀγωγοῦ, ἡ ουνισταμένη ὥθησις ρευστῆς φλεβός ἐπί παρεμβαλλομέ- 
νου ἐμποδίου εἰς τῆν ροΏν της u.d, Eic τᾶς περιπτώσεις αὐτάς ἡ el- 
ρεσις τῶν συνολιμῶν μεγεθῶν ἐπιτυγχάνεται ἀπ᾽εὐθείας, χωρῖς mpon- 
γουμένην ἐπίλυσιν τῶν γενιμῶν ἐξισώσεων, χρησιμοποιεῖται δέ πρὸς 
τοῦτο ἡ ἀρχή τῆς διατηρήσεως τῆς ποσότητος ULVAGEWS, 

Ἢ yevwf ἐξίσωσις τῆς duvapwne (5,3.1.a), δύναται νά ypaen 
uai ὑπό τῆν popehv τῆς σχέσεως (5.3.2.a), ἥτις éuepdler τῆν δι- 

ατήρπσιν τῆς ποσότητος uilvhoewe, 
Ἢ σχέσις αὕτη ἐνδιαφέρει τᾶς ἀναφερθεῖσας ἐφαρμογᾶς pé τῆν 

ὁλουληρωτιμήν τῆς popehv. Διά νά ἐπιτευχθῆ ἡ ὁλουλήρωσις γίνονται 
αἱ ἑέης παραδοχαῖί: 

1) Δεχόμεθα ponv μόνιμον uai τέλειον ρευστόν. 
2) Θεωροῦμεν ἀμελητέας τᾶς ἐξωτεριμάς δυνάμεις {,ζ:θ) 
Αἱ ἀνωτέρω παραδοχαί ἀνταποιιρίνονται εἰς ὅλας τάς ἐν τῇ πρά- 

ἐει ἐφαρμογάς τοῦ θεωρήπατος τῶν ποσοτήτων μινήσεως, 
Βάσει τῶν παραδοχῶν αὐτῶν, ἡ προβολή τῆς ὁλοιληρωτιιῆς µορ- 

φῆς τῆς σχέσεως (5.3.2.a) εἰς τυχόντα ἄξονα χ; γράᾶφεται 

'/!'ι1ι'ι:(ρι»ιΈ-ν'.]ι:.7!»"-=ι/Ν/'΄].αζι'ι)6έ! av |, (11. α) 

v v 
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dfou.n) δίρυιυ,) ϑίρυ,υ,) διότι ox, B Τ - (ἥἸἐ υ(ρυ,- ἧ . 

Τό τριπλοῦν ὁλουλήρωμα τῆς σχέσεως (11, α) ἐμτείνεται ἐπί τοῦ 
ὄγμου V , τόν ὁποῖον ἀμολουθοῦμεν εἰς τῆν μίνησίν του. 

‘Egappblopev τήν σχέσιν (11. α) εἰς τάς μάτωθι περιπτώσειτς; 

11.1 ΨΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ TQN SYNISTAMENQN AYNAMEQN KATA THN 

POHN ΕΝΤΟΣ ΤΥΧΟΝΤΟΣ ΑΤΩΓΟΥ ἘΝ ΚΑΜΠΗΥΛΗ 

Τό πρόβλημα αὐτό ἀντιμετωπίλεται συνηθέστατα εἰς τῆν ὑδραυλ- 
ufiv uaf ἀεροδυναμιμήν, ἡ δέ ἐπίλυσίς του ἔχει πρωτεύουσαν σηµασί- 

αν διά τῆν ματασιιευήν uai στήριέιν τῶν διαφόρων ἀγωγῶν . 
Ἑλἑετάζομεν τῆν γεντι- 

μήν περίπτωσιν τοῦ σχήμα - 
τος 11.1,A, uaf μετασχημα- 
τίζομεν τῆν σχέσιν (11. α) ἐ- 
πί τῷ βάσει τοῦ θεωρήματος 
τῶν GREEN-~ OSTROGRAD - 

SKI, ὁπότε προμύπτει ἡ σχέ- 

σις 

/fiv(wds …/ (πμάς 
δδ δ 08 5580 

pé ἐλεύθερον defurnv τόν 4. 
Δεδομένου ὅτι Ός ΜΕ 1A 

~-—(Vn}=0 διά πᾶν σημεῖον τῆς S, 
Qjn!—(p )n =-pn; , διότι τό ρευστον εἶναι τέλειον, 

προμύπτει 1) σχέσις 

ζ/βυ,Θψ)+Ρπ37άε ΐβΖξυί (vm,) ε o, ds:i/‘pon‘)ds 

uai 81’ αὐτῆς ἐμφράξεται ἡ γενιιή ἐξίσωσις ἰσορροπί- 
ας μεταξύ τῶν ποσοτήτων μινῆσεως uai τῆς συνιστα- 

pévne τῶν ἐσωτεριμῶν δυνᾶμεων (πιέσεων), 814 προ- 

βολῆν εἰς τυχόντα ἄἐονα x, , ἰσχύουσα διά τυχόντα 

ἀγωγόν ἐν μαμπύλῃ. 
Efc τᾶς ἐφαρμογᾶς, ἐμφανίζονται ἐξ ἄλλου ματά uavdva ai ἀμό- 

λουθοι εἰδιμαΐ συνθῆμαι αΡορµογΐκ τᾗς (13, 1.a). 

1) Αἱ έπτφονειοι S, uai §, εἶναι ἐπίπεδοι. 
2) Ai πυιινότητες ϱ,, p, uai al πιέσεις p, , . εἶναι σταθε- 

paf efc τάς ἀντιστοίχους διστομος S;, S, 
3) Αἱ ταχύτητες V, , ν, , εἶναι σιωπς σταθεραί uai μάθετοι é- 

πί tde ἀντιστοίχους διατομἁς B 50 

s
l
 

11.1.α) 
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Ὑπό τἄς προὔποθέσεις αὐτᾶς, ἡ (11.1,a) λαμβᾶνει τῆν πλέον 
εὔχρηστον διά τᾶς ἐφαρμογᾶς διανυσματιμήν μορφῆν 

(ot 0, 10157, ε(κο Ο ) S --- β&=ψε α 5.8 

ἔνθα, τά δύο ὀλισθαίνοντα povadiaia ὁδιανύσματα τοῦ πρώτου μέλους é- 
φαρμδίονται ἀντιστοίχως εἷς τά μέντρα ἀδρανείας τῶν ἐπιφανειῶν S, 
μαί S,. 

T6 δεῦτερον πέλος τῆς (11.1.8) ἐμφᾳρᾶζει τὸν 
στροφξα τῶν πιξσεων, τᾶς ὁποίας ἐξασμεῖ τό ρευστόν 

ἐπί τῆς ἐπιφανείας 8, τοῦ ἀγωγοῦ. 
Ἡ ἐφαρμογή τῆς σχέσεως (11.1. ) εἰς πᾶσαν ροῆν &1’ ἀγωγῶν év 

μαμπύλῃ εἶναι προφανῆς, διότι ἀποτελεῖ τό μόνον μέσον διά τόν προσ- 
διορισµὂόν τῆς ὁλιιῆς συνισταµένης τῶν πιέσεων ἐπί τῶν παρειῶν τοῦ 
ἀγωγοῦ. 

Ἑπίς τῆν εἰδιυιῆν περίπτωσιν ἀγωγοῦ σταθερᾶς διατοµῆς 6Ξ΄4 =8…9), 
ἐπιπέδου ἄξονος συμμετρίας, διά ροῆν τελείου μαί ἀσυμπιέστου ρευστοῦ 
uaf θεωρουµένης ἀμελητέας τῆς ὑψομετριμΏῶς διαφορᾶς μεταξύ τῶν μέν- 

- Ξ τρων ἀδρανείας τῶν διατομῶν , 
7 uai S, , 84 ἔχωμεν ὅτι 

V==V, g=p=p, p=p,=p, 

ὁπότε τελιιῶς, ἡ ὀυνισταμένη 
τοῦ στροφέως τῶν πιέσεων 
ἀνάγεται εἰς pfav συνιστα- 
μένην δύναμιν F ,ἴσην πρός 
. ν ᾽ s " 
F=~(F+E) , ἔνοα [E|~[E]=(p+o V7S, 
ὁπότε 

|ἶ'᾽7:2ᾗοφρ7᾿}8 σοε-ζ- (11.1) 

Σχ.11.3.Α 
Ἢ σχέσις (11.1.υ) δεπινύει ὅτι ἡ ἀπόλυτος τιμή β.΄/ γίνεται 

μεγίστη 018 ¢ =0 , ἤτοι διᾶ μαμπύλην ἀλλαγῆς διευθύνσεως ἴσην. 
πρός 180°, 

11.2 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥΝΙΣΤΑΜΕΝΗΣ ΤΩΝ AYNAMEQN ΤΑΣ 

ΟΠΟΙΑΣ EEAZKEI MIA ΡΟΗ ΕΠ ΤΥΧΟΝΤΟΣ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΏ- 

ΜΑΤΟΣ ΗΑΡΕΜΒΑΛΛΟΜΕΝΟΥ EIZ AYTHN 

Καί ἡ περίπτωσις αὐτῆ ἀποτελεῖ συνηθέστατον πρόβληµα τοῦ un- 

χανιμοῦ εἰς τῆν ἐφηρμοσμένην ὑδραυλπιῆν uai ἀεροδυναμτιῆν. 
Ἡ ἐπίλυσίς της ἐπιτυγχάνεται δι’ἐφαρμογῆς τῆς (11.1.α) εἷς



Π
 

Pof περιὲ γωνία- 

μετ'ἁπομολλ ἤσε
ως τῆς P ευστῆς φλεβός
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τόν Oyuov τόν εὑρισμόμενον 
μεταξύ τῆς ἐπιφανείας S, τοῦ 
στερεοῦ σώματος μαΐί τυχού- 
onc ἄλλης ἐπιφανείας S, , πε- 

ριμλειούσης τό στερεόν ol - 

μα. Θά προμύψη τότε ἡ σχέ- 
σις 

/ Pvf@"j}dhf (5 7;) s 
Ξ Εο Ξα 

Δεδομένου ὅτι 

yn=Vn=0 >x.11.3.A 

814 πᾶν σημεῖον τῆς S, ,n ἀνωτέρω σχέσις γράφεται 

ἂ:ῄᾧ͵π͵με:||9υίῤ͵π͵)φρπ͵-τ͵͵π͵. ds Ml ν Ε 

5, 5 

uaf ἐμφρᾶὶἲει τῶν προβολῆν εἰς τυχόντα ἄἐονα Χ, τῆς 

γενιμῆς ουνισταμένης Ε τοῦ ὀστροφέως τῶν ὀυνάμε - 
ων τῶν ἐξασμουμένων ὑπό τοῦ ρευστοῦ ἐπί τοῦ στε - 

ρεοῦ σὤματος K. 
Eic τήν περίπτωσιν τελείου ρευστοῦ, 84 ἔχωμεν Ty =0 ναί ἡ 

(11. 2, α) λαμβάνει τῆν μορφῆν 

.ξ':||{᾿σ͵͵π͵}άε ΐ{ίἶ)υ͵{υ͵π͵)4ρπ͵ ας (11. 2. Β) 
ξ4 

11.3 ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΝ ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ EK ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΣς TQN 

ΠΟΣΟΤΗΤΩΝ ΚΙΝΗΣΕΩΟΣ 

Efc τά πλεῖστα τῶν προβλημάτων τῆς γενιμῆς uai ἐφηρμοσμένης 
ὑδραυλιμωῆς, ἡ ἐφαρμογῆ τῶν ἀνωτέρω θεωρηµάτων δίδει λύσιν ἤ, ουνη- 
θέστερον, συμβάλλει εἰς τῆν εὕρεσιν τῆς λύσεως, Θά τῆν συναντΏσω- 
μεν ἑπομένως συχνά εἷς τά διάφορα εἰδινά μεφάλαια τοῦ δευτέρου τό- 
pou, Διά τῆν πληρεστέραν πάντως µατανόησιν τῶν τρόπων ἐφαρμογῆς 
των, δίδοµεν ὥὡρισμένα ἀνεέάρτητα ual χαραιτηριστιιά παραδείγµατα, & 

παντώµενα τό συνηθέστερον ἐν τῷ πράξει, 

11.3.1 Προώθησις δι ἐκτονώσεως ἀερίου ἐξ ὁπῆς 
Ἕστω ἡ μόνιμος ρο συμπιεστοῦ uai τελείου ρευστοῦ,εὑρισμομέ- 

Efcayuyh εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 9
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νου ἐντός μλειστοῦ δοχεί- 
ου , , δι’ὀπΏς τοῦ do- 
χεῖου, ἐπιπέδου διατομῆς 

(Sx.11.3.1.A). 
Ἔνδιαφερόμεθα διά 

τῆν εὕρεσιν The δυναμι- 
μῆς ματαστάσεως τῆς δη- 
μιουργουμένης εἰἷς τὸ ὅλον 
σύστῃμα λόγῳ τῆς ἐυτονώ- 
cewe τοῦ ἀερίου. 

Σ ν..11.,.3.1, Δι’” ἐφαρμογῆς τῆς 
σχέσεως (11.1.9) προμῦ - 

7Ὲ 1 

R= Aoh’)d$=—§o+pV’)S1?=—pV’Sfi' - (11.5.1.α) 

ὑπό τήν προὔπόθεσιν ὅτι ἡ ταχύττς ἐἐόδου εἶναι μάθετος ἐπί τῆν ὅδια- 
τοµήν ἐέδδου. Ὑπετέθη ἐπί πλέον ὅτι ἡ διατοµΏ τῆς ὀπῆς ἐέδδου συμ- 
πίπτει pé τῆν διατοµήν τῆς ἐἑερχομένης ρευστῆς δέσμης, μέ ἄλλους 
λόγους τό στόµιον εἶναι ματαλλήλου μορφῆς ὥστε νά μή προμαλῆ συ- 
στολήν τῆς ééepyopévne déounc. Ῥέλος ἡ πίεσις β εἰς τῆν διατομῆν 

ἐξόδου θεωρεῖται σταθερά εἰς ὅλην τῆν διατομήν uai ἑπομένως 04 εἷ- 
ναι ἴση pé τῆν ὁριαμῆν της τιμήν εἰς τῆν ἐπαφῆν δέσμης ἀέρος, ἤτοι 
pé τῆν ἀτμοσφαιριμήν πίεσιν. 

Efic τά προβλήματα τοῦ τύπου αὐτοῦ, ἡ ἀτμοσφαιριμῆ πίεσις λαµ- 
βάνεται μηδενιμῆ, διότι ἀποτελεῖ τῆν πίεσιν ἀναφορᾶς. 

11.3.2. Δύναμιο ὠθήσεως ρευστῆς φᾠλεβὸς ἐπὶ ἐπιπέδου πλακὸς 
Ἡ ufvnoic πολλῶν τύπων ὑδροστροβίλων uail ἀεροστροβίλων στη- 

ρίζεται εἰς τῆν μετατροπήν τῆς πιεζομετριμῆς ἐνεργείας τοῦ ὕδατος 
εἰς μινητιμῆν διά τῆς ὁποίας μαΐ πραγματοποιεῖται ἡ περιστροφῆῇ τῶν 
στροβίλων. 

Τό πρῶτον στᾶδιον τῆς μετατροπῆς ένεργείσς έπιτυγχὁνετοι εἴ-- 
μόλως δι’ ἀμροφυσίου éu τοῦ ὁποίου ἐμχύνεται μία ρευστῃ φλεψ μέ με- 
γάλην ταχύτητα λόγῳ τῆς ὑψηλῆς πιέσεως ἐντός τοῦ ἀγωγοῦ, Ἢ τιμή 

τῆς ταχύτητος αὐτῆς 04 εἶναι V=V2gh , ἔνθα & εἶναι ἐν γένει ἡ στα- 
τιμή πίεσις τοῦ ρευστοῦ εἰς τῆν στάθμην τῆς ἐμροῆς, μετρουμένη εἰς 
ὕψος στήλης τοῦ ρευστοῦ, (τῦπος TORRICELLI), 

Ἔν συνεχείᾳ, ἡ μινητιμή ἐνέργεια τῆς φλεβός μεταβιβάζεται εἰς 
τόν στρόβιλον μέσῳ μιᾶς σειρᾶς μιμρῶν σμαφιδίων, ἤτοι πλαμῶν μαμπύ- 
Anc διατομῆς, 

T6 φαινόμενον αὐτό θά μελετήσωμεν ἐν προμειμένῳ, ἀρχίζοντες & 

πό τῆν περίπτωσιν τῆς ἐπιπέδου mhaude, 
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Ἕστω ἡ ἐν τῷ σχήματι 11.3.2.A μάτοψις ρευστῆς δέσμης προσ- 

βαλλούσης ἐπίπεδον 
μεμλιμένην πλᾶμα, Ἡ 
ὑγρά δέσμῃ εὑρίσιιε- 
ται ὁλόυληρος ὑπό 
ἀτμοσφαιριμήν πίε- 
σν ἐμτός ἀπό 

2 " % 5, 

τῆν AT σ ο νΨ 

τῆς πλαμός πε- T -- 

πιοκήν της,ἔνθα - Ξ P‘ X ,n ᾽ Ε e 
αἱ τροχιαί µμαμπυ- Υ 

λοῦνται, 914 va λά- 
pouv éu véou διεύ- 
θυνσιν παράλληλον 
πρός τῆν mAdua. 

Θεωροῦμεν & 
μελπτέος τάς τρι- 
βάς, ὁπότε ἡ OUVL- 

σταμένη ὥθησις ἐπί τῆς πλαυός θά €xn τῶν διεύθυνσιν τῆς OR. 

Προβάλλομεν τῆν διανυσµατιμήν σχέσιν (11.1,B) εἰς τόν ἄέονα 

Οκ , ὁπότε προμύπτει ἡ ζητουμένη ὥθησις 

E = ρπρ)άς =~ (pV’S,sing)E=(pQVsing)&, | , (11.5.5.α) 

ἔνθα e, εἶναι ἡ βᾶσις τοῦ ἄξονος Ox , μαΐ @=8V εἶναι ἡ παροχή 

ὄγμου τῆς ρευστῆς φλεβός. 
Διά Φφ--0ΟΟ 04 εἶναι προφανῶς 

.,-2…=……(Ε)Ι,=*5δ;/Ξ,)-΄,…Γ=(…ξ,…,ςι>1||ξ.|'τ : : [11. 3, 2.8 

Ἢ ἀνᾶ povada ἐπιφανείας ὥθησις τῆς δέσμης θά ἔχτ ἀπόλυτον τι- 

Σ 
ᾱ-τον'-έρρ). 

Ότοι διπλασίαν τοῦ πιεζομετριμοῦ ὕψους λόγῳ ταχύτητος. 

Ἂςξ ἑξετὁσωμεν τώρα τῆν περίπτωσιν ἐπιπέδου πλαπμπός,πι- 

vovupévnc_uatrd τῃν διεύθυνσιν τῆς δέσμης μέ σταθερᾶν ταχύτητα V 

(προφανῶς V ζΥὉ 

‘O ὑπολογισμός τῆς ἐητουμένης ὠθήσεως R 64 ὕὑ- 

(1). “Εφιστῶμεν τῆν προσοχῆν εἰς τῆν ἀνάλυσιν αΐ διερεύντοιν τῆς περιπτώσεως αὐτῆς, διότι εἰς πλεῖστα ὅσα συγ- 
ypéppara ἀντιμετωπίζεται ἐσφολμένως.
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πολογισθῆ ὡς πρός σύστημα ἀέόνων, πινουμένων μετᾶ 
τῆς πλαμός, διότι μόὄόνον ὡς πρός, τό οὕστημα αὐτό ἡ 
μίνησις εἶναι µόνιμος. ‘B¢ ἄλλου, λόγῳ μηδενιμοῦ πεδίου ἐέωτε- 
ριμῶν δυνάμεων, δέν ὑπεισέρχονται πρόσθετοι ἐπιταχύνσεις λόγῳ δυνᾶ- 
μεων CORIOLIS. 

Ἢ ἑητουμένη δύναμις B 04 δίδεται, ματόπιν τῶν ἀνωτέρω, ὑπό 
τῆς σχέσεως 

ἔ:-ίξ»ᾳ (Ἱ’-Τἆ}ει'πᾖἑ;:-[ᾧ{ν- Zj’.s;sinf]éf ς. [11,.8.8. ΥἹ 

διότι Ο,-ἰ } 5,, εἶναι ἡ παροχή dyuou, Thv ὁποίαν πραγματιυῶς δέ- 
χεται ἡ πλάξ. 

Ἡ ὑπό τῆς πλαμός ἀπορροφουμένη ἰσχύς θά εἶναι 

P =RVsing =p(V-V,J'V,5 5%, (11. 5, 2. δ) 

λαµβάνει δέ τῆν μεγίστην τιμῆν της 814 ταχύτητα V; ἴσην πρός -;-/'-, 

μαθ᾽ ὅσον =0, uaf διά @ = 900 04 εἶναι 
o, 

Ῥ. Ξ :ζ/έ- ψό") 27/…? pQV) (11.3.2.¢) 

Δεδομένου ὅτι ἡ υινητιμή ἐνέργεια τῆς ρευστῆς φλεβός εἶναι i- 

, 2 ᾳ , ΄ ΄ , , 3 ᾽ ΄ 

ση πρός έ'ρΟ ν' ἡ θεωρητιμῶς μεγίστη δυνατῆ ἀπόδοσις δι’ ἐπίπεδον 

πλᾶμα θά εἶναι ἴση πρός '7ι=έ : 
27 

Εἷς τῆν περίπτωσιν uatd τήν ὁποίαν ὑπάρχει pia σειρά ἐπιπέδων 

πλαμῶν uati διά ματαλλήλου συστήματος διαδέχονται ἀλλήλας εἰς μίαν 

ὡρισμένην περιοχήν τῆς ρευστῆς φλεβός, σχετιμῶς μιιράν,τότε εἰς τῆν 
σχέσιν (11. 5. 2. Υ) ἡ παροχή 04 δύναται νά θεωρηθῆ τηατά προσέγγισιν ἴ- 
on πρός τήν παροχῆν @=VS,, ὁπότε θά ἔχωμεν ἀντιστοίχως τᾶς σχέ- 
σεις: 

Δύναμις 

ΐπ?=,…ίξ>ς>(1,'… ν;|…ΐ7ξ - —(pVV-V})S,sing)E. (11.3.2.0) 
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᾿Απορροφουμένῃ ἰσχύς 

P =pQ(V-TJysing. (31,5, 8.9 

Γ , , ) ἓν ος ι ''' ς ν Σ ο Μεγίστη ἰσχύς, διά =0 ἤ Y=—— 04 εἶναι δέ διά φ--ΘΟ oV, 2 

VJ 

El’uzpg 4 Ξ 

Μεγίστη θεωρητιμή ἀπόδοσις n=-——. 

-
 

Παρατηροῦμεν τῆν σημαντιμήν αὔέησιν τῆς ἀποδόσεως, λόγῳ τῆς 
ἐμμεταλλεύσεως τῆς Ἑπινητιμωῆς ἐνεργείας dloudfipou τῆς παροχῆς τῆς 
δέσµης. 

Ἢ ἀρχή αὐτή τῆς Χρησψοποιᾗοεώς σειρᾶς πλαμῶν διαδεχομένων 
σλλῃλας εφορμοζετοι εἰς τά σιιαφίδια τῶν στροβίλων, ἡ σχηματιμή pop- 
φῆ τῶν ὁποίων ἐἑετάᾶζεται ἀμέσως ἐν συνεχείς. 

11 3.8 Δυναμιε ωθησεωε ρευστῆς φλεβός ἐπὶ καμπύλης τπλακὸς 
Ἕστω ἡ év τῷ σχήμα- 

ι (11, 3, 5. Α) μαμπύλῃ υὖ - : €' -- 
λινδριμῆ πλάὲ, παριστάνουσα ΙΖ 
σχηματιμῶς ThHV τομήν ἑνός 
σμαφιδίου ὑδροστροβίλου τύ- 
που PELTON, 

Ἢ προσβαλλοµένη ἐπτ- 
φάνεια εἶναι τοιαύτης pop- 
φῆς ὥστε va ἐμτπρέπη uatd 
180° τῆν ὑγράν déounv, χω- 
pic αἰσθητᾶάς ἀπωλείας ταχύ- 
τητος λόγῳ τριβῶν. 

Ἢ ἐφαρμογή τῆς προ- 

Ὡγουπένης παραγράφου δίδει 2%.11.8.8. A 
1) A1’ ἀμίνητον πλάμα 

2ΐ==-Ρε>Τ*"'ι5:)ΐ,. {11.3.8.¢) 

2) Διά uwoupévnv πλάµμα pé ταχύτητα V] 

Ἐ--Ι2ρ, /ϊΐ-ΐ4']?΄1'.===[:…*΄*'9/ΐ'-ΐ',ΐ|΄*5ι,ΐ77'Τ:… 

{11.3.8.8) 

P=20(V-VJV,s,, 
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ἴ = 27(29 S) ξ{-;-ρρν’}, διά E=-§V-, 

Ππο . ) 

16 
σσο 

7 

3) Διά σειρᾶν πινουμένων πλαμῶν pé ταχύτητα V¥, uai διαδεχο- 
μένων ἀλλήλας 

Ἐ = [zo@(v-y)[7,~[-2ev(V-¥) 5[5, 

P=2p0(v-¥)¥;, 
[11. 3. 3. %) 

@ 

Pmazpq.z_a?f-?gy’, διά =L 

’nw{ Ξ 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ θεωρητιμή ἀπόδοσις εἰς τῆν ἐν τῇ πρᾶέει ἐ- 
φαρμοξομένην περίπτωσιν (8) δύναται va φθᾶση τῆν μονάδα, Ἐίς τῆν 
πραγµατιµότητα παρεµβάλλονται ἀπώλειαι éu διαφόρων αἰτίων, ἡ πελέτη 
τῶν ὁποίων γίνεται εἰς τό oxeTudv μεφάλαιον τῶν ὑδροστροβίλων PEL- 

ΤΟΝ, Ἡ πραγματιμῆ ἀπόδοσις παραµένει πᾶντως ὑψηλῆ, ὑπερβαίνουσα 
συνῆθως τό O, 95, 



7 
ν βανόμετρον σχήματος |J περιξχον ἆλκοόλην πυ-- Ἀνότητος Θς «Τό ἐπίπς-. --- 00V -τοῦ μανομέτρου ὄχη-- ματίζει μετᾷ τοῦ καοέ-- Του πρὸς τῆν διεῦϑυν.-. σιν τῆς βαρῦτητος γω- νίαν α. 

Νά εὑρεϑῇ τὸ - ψος A’ στήλης ὕδατος τό ἆντιπροσωπεῦον τήν -- 
EXeIT.4 

περπίεσιν 4ρ s ToUto έ συναρτήσει τοῦ μήκους A μεταςῦ τῶν μὴην ἔσκων 

τῶν ὅθο σκελῶν τοῦ μανομέτρου, μετρουμένου ἐπί τῆς εὔθεζας τῆς pe~ 
Ἔφαρμογἥ: p¢=-0,789ncm", a-ancsdnz-%-, --ο5 4 Λύσις 

}:Ξ-ἔξἆ ϑέπα =0,039 5 =175 cm ὕὅδατος (B,=1 ει’δικῆ πυκνότης τοῦ ὕδα-- 

Ξ 

τος) I1.4.2) Κωὁωνοειὁξς Βανόμετρον “Ey εὗαίσθητον μανόμετρον ἆποτελεῖται ἀπδ Ενων Χυλινδρικόν κώ-- 

27 
ὅωνα Χατακορῦφου ἄξονος, ἀκτῖνος =100 mm %ol πᾶχους €=1 mm ἐφο--
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΄ “ 2» -- Σ -- 

σμεῦει ἕν ἄξριον, τοῦ ὁποίου ζητεῖται ἡ μέτρησις τῆς πιέσεως p. 
κά ὑποιογιοῦή ἡ κατακδρυφος pe 

τατόπισις τοῦ κώζωνος ὅταν ἡ πίεσις 

τοῦ ἀερί.υ .ὐξ-άνιτον κατᾶ 1mm ὕδατος, 

νν ν 

77
22
77
6 

a 
ᾶ;:-.ἓ.ἕξ , ὑπότε ὀιὅ.-ξ:"ιτππτ, 

26 οσ Θ9 

2
7
2
7
7
2
2
7
7
 

i
k
 

84 εἶναι άζ=-έ-=-Ξ… mm, καΐ ἑπομέ-- 
e 

SxeIleAa? νως ὁ κῶὤδων Γ ἐνέλθη κατᾷ 50 mm. 

Καθίσταται οὕτω πρδόηλος ἡ μεγάλη edov.incla τοῦ μανομέτρου 

ΤΙ.Α.3) Πιεστῆριον ρυϑμίσέεως µανοµέτρον 

Διᾶ νᾷ ρυϑμισϑῆ ἕν μανόμετρον Μ γουμιοδμενον ᾶ ὑςφηλᾶς πι- 

ἔσεις χρησιμεποιεῦτοι τὸ τιεστήριον τοῦ σχῆ- 

-.ΐ|.-ιΐ|Ξι-, Ῥαος, Τ δ 

5.'ιητεϊται τ ὕνος Ππ υτήλης ὕδατος ele τὸ 

ὁποῖον ἀντιστοιγεῖ ἡ μέτρησις τοῦ Lavopftpou 

M, Yvupu.“cvrac, ὅτι 'εἷἵμετρος τοῦ BusLio— 
Δ ε - 

μένου εμμλου εἶνινι ἀτΊ,.- cm, ὅτι ἡ μᾶς. 

Π 

| 

l 

S
R
R
 

ν
ν
ν
ς
 

τοῦ ὀἴσκου €v κενῷ εἶν-ι m=1.40gr καί ὅτι ἐ- 
τέϑη ἐπί τοῦ ofoxov μ -ᾱ m =543 gnr 

Αὔσις 

Η - έ&΄*- 5800 em ὀδατος 
nd’g, 

42 
Χ « 

II.A.5) Πίεσις ἐἑντός ἀγωγοῦ 

Διξᾶ νᾷ εὑρεθῆ ἡ ἐπδλυτος στατικῆ πζισις εἰς τδ ἕἔσωτερικόν ἑνξ- 
᾽ ~ -~ Y ε 
αγωγον OTOU KUX)\OTZ""EL εν υγρδν π - 

ὴ κνότητος φ , τοποϑετοῦνται τ*λτ1…[…- 

ov ἀλλέλων ἓν ωµδµετρον καί ἕν µα-- 

νόμετρον, ἀμφψέτερα πλύήρη ὑδραργῦ-- 

H ρου πυκνέτοτος ϱ, καΐ μετρῶνται td 

ὕφη H,,, H, καί H,. 
΄ 4 - ε 3 

κά ὑπολογισοῇῆ 1 πίεσις ἐπί 
-- τοῦ ἄξονος τοῦ ἀγωγοῦ εἰς baryes, 

kpfem® καί kp/m’ 
SxsIleAd ᾿Ἐφαρμογῆ, εἰς τάς περιπτώ-
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σεις κατᾶ τᾶς ὁποΐας τὸ κυκλοφοροῦν ὑγρόν εἶναι ὕδωρ, ἤ ἀῆρ καἵ διᾶ 

H,=175,65¢cm, H,=32,45cm , H,=19,25cm. 

(᾿Αῆρ p= O , ὕδωρ p=1gr/om®, g=13,5% gr Jem®, g=580,5cm/sel) 

IT.A.5) Φρᾶγμα σχήματος διέδρου 

Ζητεῖται ἡ κατασκευῆ ἑνός μικροῦ φρᾶγματος ὕφους Η εἰς σχῆμα 

διέδρου, τελείως ἀκάμπτου ἐξ ὠὡπλισμέ- -- 

νου σκυροδέματος ἤ μετάλλου,θεωρουμµέ- 

vou ἀμελητέου τοῦ βάρους, καί στηρι- 

ζορένου τῇ βοηθείᾳ τῶν δυνάμεων πιέ- 

σεως, αἱ ὁποῖαι ὁροῦν ἐπί τῆς βάσεως 

τοῦ διέδρου, ἐγούσης πλᾶτος L. 

o) Βά δειχϑῦ ὅτι ἀλπὸ ἀπόψεως 

εὐσταθείας εἲς ἀνατοοπῆν, συμφέρει νά 

διατηρηθῇ κατακδρυφος 3 πλευρᾶ ἡ ἀπο- ΣΧΟΙΙΦΑ.5 

τελοῦσα τὸ φρᾶγμα, τῆς βάσεως 48 παραμενούσης ὁοιζοντίας. 

β) Πά ὑπολογισϑῦ τό ἐλάχιστον ἀναγκαῖον πλάτος L διά τῆν μῆ 

ἐνατροπῆν εἰς τῆν περίπτωσιν ἐλλείψεως ὑποπι ἔσεων . 

"Av δεχθοῦμε ὅτι ἡ ὑποπίεσις μεταβάλλεταν γραμμικῶς κατά μῆ- 

κος τῶν βάσεων μεταξῦ υιᾶς μεγίστης πιἔσεως H εἷς 16 σημεῖον Β καΐ 

μνᾶς μηδενικῆς εἰς τό A, νᾶ εὑρεθῇ τό νέον ἀναγκαῖον ἐλάχινστον πλά- 

τος βΐᾷσεως L. 

Δύσις 

ό 

νν Αο ύ ν /,/,,.΄,/,΄'΄,ΙΙζ΄.". (ο ε νν 
Ἂς ΕΟκ \'/ 

ννν μμ 

2 

α) “ ponfi ἀνατροπῆς τοῦ φράγματος ὡς πρός Αἰσοῦται ψ6ψ 

Ἑπομένως 94 γίνη ἐλαχίστη διά τῆν ἐλαχέοτην τιμῆν τῆς μεταβλητῆς X, 

ὅτοι ὑνέ x=H. 

β) "Άνευ ὑποπιέσεων 9ά εἶναι έ(-= ξ 

e td ὑποπιέσεων 94 εἶναι -έ'Τ =1. 

II.4.6) Φρᾶγμα βαρύτητος 

Ζητεῖται T κατασκευῆ ἑνός φράγματος βαρύτητος τρυγωνικῆς ὀνατομῆς 

ἐς ὁπλισμένου σκυροδέματος εἰδικοῦ βάρους F=pg .Τό ὕδωρ,εἰδικοῦ βά- 

ρους Z=09 ἐφάπτεται τῆς κορυρῆς τοῦ φράγματος. 

α) Νά εὑρεθῇ ἡ εὐνοϊκοτέρα ot τῆν εὐστάϑειαν τοῦ φρᾶγμοτος ϑέ- 

σις τῆς κορυφῆς B , τῶν Ε καί 1 διατηρουμένων σταθερῶν. 

β) Διά τῆν εὐνοϊκοτέραν αὐτῆν θέσιν νό ὑπολογισθοῦν τὸ ἐλάχι- 

σἰον ἐπαιτοῦμενον ὁιᾷ τῆν εὐστξύειαν τοῦ φράγματος εὗς ἀνατροπῆν, 



138 "Acufceic δευτέρου μέρους π. A 

φᾷ{1.-- ο πλᾶτος ! τῆς βάσεως, ὡς xal al κλίσεις 
=B ί τῶν παρειῶν, ὁιᾶᾷ τᾶς ἀκολούθους δῦο πε- 

/ ρυπτώσεις . 

1) "Άνευ ὑποπιέσεων. 
2) Δι᾿ ὑποπιέσεις μεταβαλλομένας γραμμι-- 
κῶς, μεταξῦ μιᾶς μεγίστης τιμῆς b εἰς τό 
σημεῖον I , καΐ μιᾶς μηδενικῆς ες τὸ 

ΣχετΤ«Α.ὄ 

II.A.7) “Ὑδροστατικόν ζεῦγος ἐπί βεβυθισμένης ϑυρῖδος 
Blg τῆν κατακδρυφον παρειάν ἑνός ὑδραυλικοῦ φρᾶγµατος ὑπάρχει 

ἕν ὀρθογώνιον ἄνοιγμα τοῦ ὁποίου αἱ μεγᾶλαι 
πλευραί εἶναι ὀριζόντιονς T8 ἄνοιγμα φρᾶσσε-- 
ται ὑπδ θυρῖδος περιστρεφοµένης πεβζ ὀριζόν- 

τιον ἄξονα, διερχόμενον διᾶᾷ τοῦ κἔντρου β- 
ρους α τῆς θυρῖδος. 

! Σ a) N& δειχθῇ ὅτι τὸ ἀπαραίτητον ζεῦγος 
"…;====ΞΞξ -- διᾶ νᾶ ὀνατηρηθῇ κλειστή ἡ ϑυρίς εἶναι ἀνεξ-- 

'* ἄρτητον τοῦ ὕφους τοῦ ὕδατος, ἀρκεῖ ἡ ἐλεν- 

4 θέρα ἐπιφάνεια v& εὑρίσκεταν ὑπεράνω τῆς ἀ- 
νωτέρας ἀκμῆς τῆς ϑυρῖδος: 

Ω Τ ΄ B) N& ὑπολογισθῆ ἡ ροπῆ τοῦ ζεύγους διά 8υ- 
IxeII.A.7 ρἴῖδα διαστάσεων 2 X 3 m ( νᾶ ληφθῇ g=10 mpsec) 

IT.4.8) ᾽Ισοστατι κός πλωτῆρ 
Ἐἷς πλωτῆρ ἀποτελεῖται ἆπδ ὁριζὄντιον κύλινδρον, τοῦ ὁποίου ἡ 

ὀρθῆ τομῆ εἶναι 16 τμῆμα ABCD 
ἑνός κυκλικοῦ δακτυλίου κἔν- 

τρου. Ο Ὧ πλωτῆρ εἶναι κι- 

νητός πέριξ τοῦ ἄξονος O ,T6 

Χἔντρον βάρους G τοῦ συστῇ-- 

ματος εὑρίσκεται εἰς ἀπδστα-- 
σιν α ἀπδ 16 O, κοί ἔστω @ 
ἡ γωνίζα ἡ σχηματιζοβένη ὑπό 

τῶν ΟΩ καί ΟΑ καί & 1) γωνία 

ἡ σχηματιζομένη ὑπδ τῆς Οὔ καί 
τῆς ὁριζοντίας. 

α) W& γραφῆ ἡ ἐξίσωσις 

ἡ προσδιορίΖζουσα τῆν ϑέσιν ἷ- 

σορροπίας τοῦ πλωτῆρος συναρ-- 

τῆσει τῆς ἀποστάσεως A τοῦ O 
EX.IICAOa 

ἆπδ τῆν ἐλευθέραν ἐπιφᾶνειαν. 
2) Νά δειχθῇ ὅτι 618 h=0, & πλωτῆρ εὑρίσχεται εἰς ἀδινάφορον
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ἰσορροπίαν, ἐᾶν @a=90° xal &1 ἕν ὡρισμένον βάρος Ῥ τοῦ πλωτῆρος τό 
ὁποῖον νά ὑπολογισθβῆ. 

“Ὑποτέθεται ὅτι ἡ πλευρᾶ AB εἶναι ἀρχετᾶ μικρά ἐν σχέσει μέ 
τῆν ΑΟ οὕτως ὥστε νά εἶναι δυνατῆ ἡ σῦμπτωσις τοῦ κἔντρου πιέσεως 
ἐπί τῆς ΑΒ μὲ τδ κἔντρον βάρους αὐτῆς. "Ὑποτίθεται ἐπίσης ὅτν ἡ 

γωνζα AOD εἶναι ἀρχετά μεγάλη οὕτως ὥστε ἡ πλευρᾶ ΟΌ νά  ebpl- 

σχεῖίαν πᾶντοτε ἐκτός τοῦ ὕδατος. ΄ 
(“Ἡ διάταξις αὐίῆ χρησιμοποιεῖται εἰς ὡρισμένας δεξαμενᾶς στα- 

θερᾶς στᾶθμης). 

II.4.9) Σφαιρικῆ βάννα (κοινῶς κλαπέτο) 
Σφαιρικός στερεός πλωτῆρ ἀκτῖνος R , καΐ βάρους Ρ-πια ,φράσσει 

εἰς ὀὄριζδντιον πυθμένα ἑνδς δοχείου plav 
κυκλικῆν ἐπῆν, ἐντός τῆς ὁποίας εἰσδύει 

εἰς βᾶθος h. 

Ἰτελετῆσατε, συναρτῆσες τοῦ βάθους 

H τοῦ ὑγροῦ ἐντός τοῦ δοχείου, τῆς πυ- 

κνδτητος ϱ τοῦ ὑγροῦ xal τοῦ βᾶρους P τοῦ 

πλωτῆρος, τᾶς συνθῆκας ἐμφρᾶάξεως τῆς κυ- 
κλικῆς ὀπῆς. Ζ 

2:)(ι;'..;.ΐ;οΑι9 

ΤΤ.Α,10) ἹὙδροστατικόν ἐπιταχυνσιόμετρον 

Διᾶ νά ἐλεγχθῆ ἡ καλῆ λειτουργία τῶν ὀργάνων τροχοπεδῆήσεως ἐ-- 

νός αὐτοκινῆτου, ϑέτομεν ἐντός αὐτοῦ ἕν ἐπι- v 
ταχυνσιόμετρον, ἀποτελούμενον ἆπδ ἕναν σωλῆνα 

ABCD τοῦ ὁποίου ol κλᾶδοι ΑΒ καί CD εἶναι 
κατακδρυφοι xal O κλάδος ΒΟ δριζόντιος, μῆ- 
κους ζκ 20 em xal παρᾶλληλος πρὸς τῆν φορᾶν 

κυνῆσεωςς 

Κατᾶ τῆν δοκιμῆν Τροχοπεδήσεως μέ στα-- 

ϑεράν ἐπιβράδυνσιν, ἡ διαφορᾶ ὑφψομέτρου ποῦ 
σχηματίζεται εἰς τοῦς κλάδους AB καί CD εἷ-- 
ναι dh=12 οπα. 

Ζητεῖται ἡ τιμῆ τῆς ἐπιβραδύῦνσεως. 

--- - 20cm+ 

11.λ.11.) 
Ὃν ρευστόν σταϑερᾶς πυκνότητος εὑρίσκεται ἐντός βαγονίου ὁρ- 

ϑογωνυκῆς κατόψεως, κυλιομένου χωρές ὀλίσθησιν εἰς ἕν κεκλιμένον ἐ- 
πίπεδον»ς 

Πά εὑρεθῇ 0 μορφῆ τῆς ἐλευθέρας ἐπιφανείας καζ ἡ διανομῆ τῶν 
πιέσεων ἐντός τοῦ ρευστοῦ xal ἐπί τῶν παρειῶν τοῦ βαγονίου.
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TI.A12) 
Κύλινδρος ἀκτῖνος R , ὕφους B καί βάρους P ἑδράζεται εἰς τὸν 

πυϑμένα δοχείου, Δύο ὑγρά πυκνοτῆτων g, 

κα @, εὑρέσκονται ἀριστερᾶ καί δεξιά 
τοῦ κυλίνδρου ὡς ἐν σχῆματι. 

Κά εὑρεθῇ ἡ ὁριζοντία καί ἡ κα- 

τακδρυφος συνιστῶσα τῆς δυνάμεως, ἡ ὅ- 

ποζα ἀπαιτεῖται διά vé συγκρατῆσῃ τόν 

κθλινδρον ἐφαπτόμενον τοῦ πυθμένος εἰς 
χος 19 18 A. 

II.4413) 
"Ἐπζ ἑνός ἐπιπέδου ὀναφρίγματος κεκλιμένου κατά 60° ὑπάρχει τε- 

Τραγωνικὂόν ἄνοιγμα, τοῦ ὁποίου ἡ ϑυρίς βάρους 180 kp δύναταν νά τπε- 
ριστραφῇ περί τὂν ἄξονα Ο. 

Νᾷ εὑρεθῇ ἡ ὀύναμις Ε, ἡ ἀναγκαία διᾶά τῆν ἀνύφωσιν τῆς ϑυρῖ-- 
δος καί ¥ ὁποία ἀσκχεῖται διᾷ μιᾶς ἀλύσεως κεκλιμένης κατά 455 , ὡς 

πρδς τδ διάφραγµα, (ἴδε σχῆμα)» 

Σ 

~ 

Y /S σ Y ν ΖΕ. 
iy P T ' - 

7Ε7ΞΤΕ 

IT.A.14) 
Ἕν διάφραγμα εἶναι κινητόν δι ἀρθρῶσεως εὑρισκομένης εἰς %6 

κατώτερον ἄκρον του καί συγκρατεῖται εἰς τὸ ἀνῶτερον ἄκρον του &1’ ἀ- 
λῦύσεως.
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Δοθϑεισῶν τῶν δύο στα- ε 

ϑμῶν τοῦ ὕδατος (ὑφηλοτέρας ez - - e 

καί χαμηλοτέρας)νά εὑρεϑῇ ἡ ΐ 
τᾶσις τῆς ἀλύσεως, ἐᾶν τὸ = 762 
πλᾶτος τοῦ διαφράγματος εὖ- Ξ ΞΞΞ 

ναν 3 m. = ΕἸ 

ΞΞΞΞΞΦ -ΞΞΞΞΞ 

= F ᾿ὲΕΞξξξξξξξξξξξ 5 
Ξε (&— 

=4 

sl .14 

II.4.15) 
Δίδεταν ἡ ϑυρίς τοῦ σχῆματος, 

στηριζομένη διᾶᾷ πένφε ἐγκαρσζων δο- 
κῶν 

Ζητεῖται νᾶ τοποθετηθοῦν al δο-- 

κοζ εἰς τρόπον ὥστε νᾶᾷ παραλαµβάνε-- 
ται ὑπδ ἑκάστης δοκοῦ 16 ἕν πέµπτον 

- ε -- ε 

τῆς ὀὁλικῆς φορτίσεως xal v& ὑπολογν-- 

σθῇ ἡ φδρτισις αὐτῆ. 

Ττ.Α.16) 
WE εὑρεθῇ ἡ ὁλικῆ πίεσις 

καί ol συνιστῶσαι αὐτῆς ἐπί ἑνός 
κΧυλινδρικοῦ διαφράγματος, κυκλι-- 

κῆς διατομρῆς, πλάτους 2,40m καί 

λουπῶν διαστάᾶσεων ὡς ἐν σχῆματι, 

φρᾶσσοντος τὸν ἐκκενωτῆν μιᾶς de 27 
ξαμενῆς ἐξισορροπῆσεως, 

- 

ΣΧΟΙΙ.Α.16
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IiI.B GEQPHMATA EBERNOULLI ΚΑΤ ΠΟΣΟΤΗΤΩΝ KINHIEQZ 

II.B.1) Ἐπίπεδος μετρητής VENTURI 
᾿Ορθογωνικός σωλῆν xataxbpupog, pé κἄθετον διατομῆν (Q50X040 πὸ) 

A 6 40— διαρέεται ὑπδ ὕδατος ταχύτητος V,,a- 
πολῆγει δέ εἰς ἕτερον σωλῆνα καϑέ-- 

του διατομῆς (0,50 X 0,20 πιῖδ. Εἰς 
τάς τομάς AA xal BB τῶν ὁῦο σωλῆνων 
εὑρίσκονται πιεζομετρικοί σωλῆνες, 
συνδεδεµένοι διξ 600 μεταλλικΏῶν po= 

νομέρων - 
1) Ποΐαν διαφορᾶν πιέσεως Ap 

δεικνύουν ol σωλῆνες : νωρίζομεν ὅτι 
V, =07V, καί V=23V, καί ὅτι ἡ ὁ- 
λικῆ παροχῆ εἶναι 600 Zt/sec. 

2) Ποΐα διαφορᾷ στάθµης 47 

δημιουργεῖται εἰς σωλῆνα σχῆματος U 
Εκ ε, ν 1 πεπληρωμένον &1’ afpoc xal συνδέοντα 

τοῦς πιεζομετρικοῦς αὐτούς σωλῆνας, 

ΠΕ
ῈΒ

ΙΝ
ΙΛ

ΙΔ
ΈΝ

ΙΕ
ΤΙ

Ὶ 

11.Β.2)Πίεσις εἰς τῆν κεφαλῆύ τορπίλλης 

Ποζα εἶναι ἡ πίεσις ἥτις 

ἀσκεῖται εἰς τὸ κἔντρον Α τοῦ 
προσθίου μέρους μιᾶς τορπίλλης, 

ἡ ὁποία κινεῖται ἐντός ὕδατος 

, εἰς βᾶθος 10 m μέ ταχύτητα 15 
¥ m/sec. (p=4,02-40°kgn®, g=9 81 mfsec?) 

' 'Σχο ϊ Βο 

ΤΤ.Β.3)Μελέτη ὑδατίνου πίδακος 
Νά ὑπολογισθῆ ἡ πίεσις, ἡ παροχῆ καί ἡ a- 

παιτουμένη ὑδραυλικῆ ἰσχύς διᾶᾷ τῆν τροφοδοσίαν ἕ- 

νός ὑδατίνου πίδακος, ὕψους 156 π' καί ἀρχικῆς 

διαµέτρου 101 mm, θεωρουμένων ὡς ἐἀμελήτέων τῶν 
4565 Τριβῶν εἰς τὸν afpa. 

ZxelleBe3 

II.B.4) Τροφοδοσΐα ἀτμομηχανῆς ἐν κινῆσει 
Διᾶ νᾶ τροφοδοτήσωμεν pé ὕδωρ τῆν δεξαμενῆν μιᾶς ἀτμομηχανῆς ἐν 

χινῆσει χρησιμοποιοῦμεν, ὡς ἐν σχῆματι. ἕναν ἄκαμπτον σωλῆνα διαµέ- 
tpou 0,10 πι, ‘0 σωλῆν βυθίζεται εἰς ἐπενδεδυμένον χάἄνδακα εὑὗρισκόμε-- 
νον μεταξῦ τῶν σιδηροτροχιῶν xal ἐκβᾶλλει 3m ὑπεράνω τῆς ἐπιφανείας 

τοῦ ὕδατος τοῦ x&vdaxog, 
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1) Διᾶ ποίαν ταχύτητα τῆς ἀτμο- 

μηχανῆς ἀρχίζεν νά ρέη ὕδωρ εἷς τῆν 

δεξαμενῆν. 

2) Ποία & παροχῆ δίᾷ ταχύτητα 

12 km/h. 

" IX.II+B.4 

II.B.5)Tpogodocia δεξαμενῆς λόγῳ διαφορᾶς πνέσεως 

Μία ἀεροστεγῶς κλει- 

στή εὑρεῖα δεξαμενῆ εἶναι 

μερυκῶς πεπληρωμένη δι᾽ ὕ- 

δαίος, τοῦ ἀέρος ἐντός αὖ- 

τῆς εὑρισκομένου ὑπδ πίε- 

σιν. Ἐξ αὐτῆς ἐκκινεῖ σω-- 
λῆν διαµέτρου Ο,Ο5 π.,ὅστις 

ἐκφορτοῦται εἷς ἀνοιάτόν 

ϑάλαμον ὑδραγωγείου καί εἰς 

ὕφος 15 m ἄνωθεν τῆς ἐπι- 

φανείας τοῦ ἐν τῇ δεξαμενῇ 
ὕδατος. 

Al ἀπῶλειαν ἐνεργείας 

ἐκ τριβῶν εἶναι 540 ἕκατο- 

στὰ στθλης ὕδατος. 
Ποΐα ἡ ἔνδειξις τοῦ 

µαξοµέΞρου εἰς τὸν θἄλαμον Σχ.ΙΞ.Β.5 

A ἵνα ὁ σωλῆν παρέχῃ 12,35 lt/sec. 

ΤΙ.Β.6)Μελέτη οἰκογενείας ἐκροῶν ἐξ ὁπῶν 

'Ὑδατοδεξαμενῆ περινορίζεται ᾱ-- 

πδ τῆν plav ὄψιν pé ἐπίπεδον κατακό- 

pugov παρειᾶν φξρουσαν ὁπᾶς ες δινᾶ- 

φορα ὕφη- 

Δείξατε oty ἡ περιβάλουσα τῆς 

οἰκογενείας τῶν καµπύλων τῶν ἐκροῶν 

ἀπὸ τᾶς ὁπᾶς αὐτᾶς εἶναι εὐθεῖα μέ 

κλίσιν 45%, συναντῶσα τῆν παρειᾶν εὗς 

τῆν ἑλευθέραν ἐπιφᾶνειαν. 

Zx.II.B.G
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II.B.7) Ἐκκξνωσις πρισματικῆς δεξαμενῆς 
Δεξαμενῆ, σχῆματος παραλληλε-- 

πιπέδου, μήκους 10 m , πλάτους ὅὃδι 

καΐ βάθους 2 πι ἐκκενοῦται διά μιᾶς 
ὀπῆς εὑρισκομένης εἰς ἴξν πυϑμένα 
xal ἐκβαλλούσης εἰς τὸν ἐλεῦθερον &~ 
ἕρα xal τῆς ὁποίας ἡ συνεσταλµένη 

διατομήῆ εἶναι 0,5 dm? 

Ποῖος ὁ χρόνος ἐκκενῶσεως; Ι 
| 

/ /΄
..
..
..

 

Φ 
e
 

ZyeIlIleBoT 

IT1.B.8) Ἐκκένωσις δεξαμενῆς, τυχούσης διατομῆς 

Δεξαμενή ἐκκενοῦται δι ὀπῆς εὑρισκομέ-- 
νῆς εἰς τόν πυθμένα αὐτῆς. “Η ὀριζοντία τομή 
τῆς δεξαμενῆς μεταβάλλεται petd τοῦ βάθους 

κΧατᾶ ἕναν νὂµον μονωνύμου. 

᾿Εκφράσατε. τὸν xpbvov ἐκκενώσεως µετα- 
ξύ δύο ὡρισμένων τιμῶν τοῦ βάθους τῆς δεξα- 
μενῆς- 

Σχιεῖῖς Ε.Ο 

11.8.9 ) Ἐκροῆ ρευστοῦ ὑπό πίεσιν 

᾿Ορθογωνικῆ δεξαμενῆ μεγάλων 
διαστᾶσεων περιέχει ὑγρόν, ὑπερᾶνω 
τοῦ ὁποίου ὑπάρχει ἀῆρ ὑπό πίεσιν 
0,07 kp/em?. Ἐἰς βᾶθος 1,20 = ἀπδ 

’ τῆν ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν εὑρίσκεται 
- τ 2 2 oo φ φ " ε Ρ 

Ε ὁπῆῇ μικρῶν διαστᾶσεων,διᾶ τῆς ὁποί-- 

ας ἔξξρχεται τὸ ὑγρόν. 

"Ὑπολογίσατε τῆν ταχύτητα ἐκ- 
420w “ 

ροῆς V εἰς τᾶς ἀκολδύθους περι- 
πτῶσεις: 

1. T6 ὑγρόν εἶναι ὕδωρ. 

2, Τδ ὑγρόν εἶναι ἔλαιον πυκνότητος 
0,7 grfem® 

3. T6 ὑγρόν εἶναι ἕν στρῶμα ὕδατος 
30cm καλυπτόμενον μέ ἕν στρῶμα 

ΣΧΟΙΙ, Β.9 ἐλαΐου 90 ε 
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11.Β.10) ελέτη ἑνός σίφωνος 
Διά τοῦ σίφωνος πραγματοπονεῖ- 

ται ἡ ἐκροῆ ὕδατος ἆπδ δεξαμενήν με- 

γάλων διαστᾶσεων, ἀποφευγομένης τῆς 

δηµνουργίας ὁπῶν ἤ ἐκχειλιστῶν. 
Εἰς τόν ἐν σχῆματι σίφωνα μέ - 

ἅμετρον 10em & ἄξων τοῦ ὁριζοντίου 

σκέλους ἀπέχει ἆπδ τῆν ἐλευθέραν ἐπν- ῇ 

φάνειαν τοῦ ὕδατος xatd 4 m. = I 

1) Ποέα ἡ μεγίστη δυνατῆ παρο- - ΕΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞ | 

χῇ τοῦ σίφωνος, θεωρουμένων ὡς ἀμε- 

λητέων τῶν διαφδρων ἀπωλενῶν. ὰ 

2) οία εἶναν τότε ἡ στάϑμη τῆς | 

διατομῆς ἐξόδου τοῦ ὕδατος. 

3) N& χαραχθοῦν, ἡ γραμμῆ ὁλι-- » 

κῆς ἐνεργείας καΐ ἡ πιεζομετρι κῆ γραμ- Zx+ITeBe10 

μῆ τῆς ὅλης ἐγκαταστάσεως. 

Θά ληφθοῦν, g= 10 m/sec®, p,=1kp/cm® , καί 94 ϑεωρηϑῇ ἀμελητέα 

ἡ τᾶσις τῶν ὑδρατμῶν. 

II.B.11) ᾿Ἐφαρμογῆ σίφωνος 
Elc τὸν ἐν σχῆματι σίφωνα, αἱ 

ἀπώλειαι ἐνεργείας εἰς τῆν εἴσοδον 

2 
εἶναι ω5-ξ-, εἰς 16 σημεῖον Β εἷ- 

Φ 

3 2 

ναν 1 καί εἰς τῆν ἔξοδον ,5 ς 1M ξ 29 

Νά εὑρεθῆ ἡ παροχῆ εἰς 16v σω- = 

λῆνα καί ἡ πίεσις εἰς 6 σημεῖον Γ, ΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞ 

παραλευπομένων τῶν γραμμι κῶν ἀπωλευ- 

ὧν τοῦ σωλῆνος, τ τ ν 17 

11.8.12}᾽ τσχύς μιᾶς ἀντλίας 

"Botw ἡ ἐν σχῆματι ἀντλία, παροχῆς 9000 1t /πίπ Ο ὀριζόντιος 

ἀγωγός ἀναρροφῆσεως ἔχει διάµετρον 30 Οπι ν xal ἐπί τοῦ ἄξονος ἐπι- 

κρατεῖ πίεσις , χαμηλοτέρα τῆς ἀτμοσφαιρικῆς xatd 20 cm στῆλης 

ὑδραργῦρου. ᾿Ο ὁριζόντιος ἀγωγός ἐξδδου ἔχει διάμετρον 20 cm . Ἆπε 

τοῦ ἄξονός του, κειµένου εἰς ὕφος 1,22 m ἄνωθεν τοῦ προηγουµένου, 

ἐπικρατεῖ πίεσις », ἄνωτξρα κατά C,7 kp/em? τῆς ἀτμοσφαιρικῆς. 

Ἐάν δεχθῶμεν ὡς ἀπόδοσιν τῆς ἀντλίας m =0C,80, ποία ἡ ἀπαι- 

τουμένη μηχανικῆ ἰσχύς διά τῆν κανονικῆν λειτουργίαν της: 

& ληφθῆ 9-- 10 m/sec. 

Εἰσαγωγή εἰς τήν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 10
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Σ)( ι:]:ΙιΕο4|2 

11.8.13) Μεταβολή πιέἔσεως εἷς ἀποκλίνοντα ἀγωγόν 
F———0sm—r 

Δίδεται ὁ ἀγωγός τοῦ σχήματος μέ γραμ-- 
μικῶς διευρυνομένην κἄθετον SvatopfveEnt τοῦ 
ὀρι ζοντίου ἄξονος τοῦ ἀγωγοῦ, ἡ ταχύτης με-- 
Ταβᾶλλεται γραμμικῶς ἆπδ 5 m/sec εἰς 1 πι/εες , 
εἰς διάστηµα AB=0,5 γ 

Διᾶ τῆν περίπτωσινὑγροῦ εἰδικοῦ βάρους 
800 kp/m?3 

Σ Τ, B 1% 1) καϑορίσατε τῆν μεταβολήν τῶν πιέσεων τήν ἀντιστοιχοῦσαν εἰς τῆν ἑλάττωσιν τῆς ταχύτητος κατᾶ 4 m/sec. 2) ὑπολογίσατε τᾶς πιέσεις εἷς 14 A καζ B, 
N& ληφϑῆ g=9,81 m/sec. 

II.B.14) "᾿Ἐκχειλιστῆς εὑρείας στέψεως 
Τδ κατώφλιον ΑΒ ἐκχειλιστοῦ εὖ- 

ρους L εἶναν ἀρκούντως μεγάλον οὕτως 
ὥστε ἐντός τῆς διατομῆς S , Τδ ὕδωρ 
νᾶ ρέξη κατᾶ ὄρι ζοντίους παραλλήλους 
στρῶσεις xal ἡ ταχύτης V νά ϑεωρῆται 
ὡς σταϑερά καζ ὁμοι ομδρφως κατανεμη-- 
μένη εἰς τῆν διατομήν. , AL 1) ᾿Ὑπολογίσατε, υναρτῆσει τῆς ΣΧ.ΤΙ.Β.14 πτώσεως στάϑμης ψ, τῆν παροχῆν τῆς διατομῆς, 

2) Διᾶᾷ molav τιμῆν τοῦ ψ ἡ παροχῆ γίνεται μεγίστης 
3) T6 melpapa δεικνῦει ὅτι ἡ μεγίστη αὐτῆ παροχῆ εἶναι καί ἡ πραγματικῶς διερχοµένη ἐκ τοῦ ἐκχειλιστοῦ. Νά ὑπολογισθῆ αὐτῆ διά τῆν περίπτωσιν κατά τῆν ὁποῖαν ἡ ταχύτης Ύ' θεωρεῖται ἀμελητέα. 

II.B.15) Χρησιμοποίησις γωνίας ἀγωγοῦ διά μέτρησιν παροχῆς ᾿Αγωγός ὀρθογωνικῆς διατομῆς, πλᾶτους 26 σχηματίζει καμπύλην 
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μέσης ἀκτῖνος B, καί διαρρέεται ἄνευ 
ἀπωλειῶν ὑπό τελείου ρευστοῦ. 

Ποία εἶναι, συναρτήσει τῆς μέσης 
ταχύτητος V , ἡ διαφορά τοῦ πιεζομετρυ- 

κοῦ ὕψους 4 μεταξῦ τῶν onpelwv Α καί 

Β μιᾶς καϑέτου διατομῆς; 

᾿Ἐφαρμογῆ: V=3 mfsec, e= 10 cm, 

&, = 40 cm. 

Σχ .]:]:.Β.*!5 

11.8.16) Απῶλειαι εἰς ἀπότομον διεύρυνσιν κλειστοῦ ἀγωγοῦ ὑπό 

πζεσιν 

᾿Ἐπζ τῇ βᾶσει τοῦ θεωρήματος s, 

ποσοτήτων κινήσεως νά εὑρεϑοῦν αἱ - Ξ 
ἀπώλειαι λόγῳ διευρύνσεως εἰς τόν Ξ; ιΐ9/΄"΄"' Ἐ 

ἀγωγόν τοῦ σχῆματος μέ ἀμελητέας ἐ- 5 ξ --- 

ξωτερικάς δυνάµεις (ἤτοι ὀριζόντι- 

ον ἄξονα ἀγωγοῦ). ο S 

A_fiO’_L_C_ Zx.II.B.16 

v-v) ξΐΗ=-γ'Τ-9%- εἶναι & γνωστός τύπος τῶν BORDA-CARNOT. 

11.8,17 Στόμιον τοῦ POLENI 

T8 ὕδωρ δεξαμενῆς σταϑερᾶς 

στάθμης ἐκρέει ἄπό 18 στόμιον τοῦ 
Ζ Ρ Βς Α 

σχήματος, διαµέτρου d xal μῆκους :Ξ 
ζ ς ἴσου μέ 2,5 ἕως 5 φορᾶς τῆν i 
διᾶμετρον. Δεχόμεϑα ὅτι ὁ συντε- 

λεστῆς συστολῆς τῆς ὑδατίνης φλε- 
βός εἰς Μ εἶναι ἴσος πρός σΞο62, 

ἤτοι & αὐτός μέ τὸν συντελεστῆν : 

συστολῆς δι ᾿ἐκροῆν €€ ὀπῆς δοχεί- { ΞΞ —jpa 

ου μέ λεπτᾶ τοιχώματα-Ως &€ φαί-- --- = 

νείαι ἐν σχῆματι, ἡ φλέψ ἐπανα- 

κολλᾶται εἷς τῆν παρειάν καί ἐξ- 

ἔρχεται ἐν πλῆρει διατομῇ. 
Πά ὑπολογισθοῦνε 

1) Ἔ ταχύτης ἐξόδου ς καί 16 ΣΧΟΙΙ.Β.Ί17 

2 

Va 
29 

κννητνκόν ὕψος , συναρτῆσει τῶν h καί c.
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2) Ἢ παροχῆ τοῦ στοµίου xal & συντελεστῆς παροχῆς K . εἰς τῆν σχέσιν 

τῆς μορφῆς q,=KSy2gh καί v& γίνη ἡ σύγκρισις μέ τῆν παροχῆν ἐξ ὁ- 

πῆς pé λεπτᾶ τοιχώματα. 

3) Al ἀπῶλειαι μεταξύ Μ καί B. 

4) “Ἡ ταχύτης καί ἡ πίεσις εἰς τῆν διατομῆν M. 

IT.B.18) Στόμιον ΒΟΒΡΑ 
6 ὕδωρ δεξαμενῆς σταϑερᾶς στά-- 

gunc ἐκρέει ἀπό τό εἰσερχόμενον προ- 

στόµιον τοῦ σχῆματος, μήκους ἴσου μέ 

ΞΞ 1,5 ἕως 2 φορᾶς τῆν διάµετρον τοῦ στίο-- 

plov. 

Μά εὑρεϑῆ & συντελεστῆς συστο- 

λῆς ς τῆς ἐξερχομένης δέσμης εἰς τῆν 

διατομῆν M. 

ΣΧ.ΙΙ.Ε.Ἱὃ 

TI.B.19) ᾿Ισορροπία πλακός προσβαλλομένης ἀπδ ἆριζδντιον πίδακα 

'Οριςῤντιος πῖδαξ διατομῆς S καΐ 

ταχύτητος V προσβᾶλλει ΤετΤραγωνικῆν 

πλᾶκα πλευρᾶς α κινουμένην πέριξ ὁρι-- 
ζοντίου ἄξονος, διερχομένου διά μιᾶς 

τῶν πλευρῶν τῆς πλακός. 

Ἢ πλᾶξ σχηματίζει γωνίαν ¢ με- 

τά τῆς κατακορύφου. 

*Yroroy({oate τῆν γωνίαν ¢ συναρ- 
τῆσει τῆς κατακορύφου ἀποστάσεως ὦ τοῦ 

πίδακος ἀπό τὸν ἄξονα περιστροφῆς τῆς 

πλακός καΐ τοῦ βάρους P τῆς πλακός, 

Παραλείπεται ἡ ἐπιρροῆ τῶν τρι-- 

\ χβῶν, λαµβάνονται δέ δι ᾿᾽ἀριθμητικῆν -- 

£x+II4Be19 φαρμογήν at τυμαΐ S=10 cm?, V=30m/sex, 

h=60cm,a=90cm , P= 240 kp , g=10 m/sec? 

1Ι.Βοδο)δΔυνάμεις ἐπί ἐκτοξευτῆρος πυρκαϊᾶς 
πὸ ἄκρον ἑνός ἐκτοξευτῆρος πυρκαϊᾶς ἔχεν ἐσωτερικῆν διάµετρον 

3 οηι καί κοχλιοῦται ἐπί κυλινδρικοῦ σωλῆνος ἐσωτερικῆς διαμέτρου 8em 
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“Otav τὸ ἄκρον εἶναι ἄνοι- 
κίὂν, & ἐκτοξευτῆρ παρέχει 401t/ 

Προσδιορίσατε: 

1) T8 φορτίον Λ εἷς péipa 

ὑπδ 16 ὁποῖον ἐνεργεῖ. 
2) Τῆν συνισταμµένην τῶν δυ- 

νάµεων, αἱ ὁποῖαι λαµβάνονται ὑπ' 

ὄφιν διά τὸν ὑπολογισμόν τῶν ἥ- 

λων . 

α) ὅταν τὸ στόμιον εἶναι ἀνοι- 
κτὸν 

B) ὅταν 16 στόμιον εἶναι κλειστόν. 

θεωροῦμεν διά τούς ὑπολογισμούς ἀμελητέον τό βάρος τοῦ ὕδατος 
καί λαμβάνομεν g=10 m/sec. 

d, 

ZX«II.B.20 

II.B.21)HepLotpepdpevov δοχεῖον μέ ἐκτοξευτῆρας 

Δίδεταν 16 περιστρεφόμενον 

σύῦστημα τοῦ σχῆματος, ἀποτελούμε-- 

νον ἀπό κυλινδρικόν δοχεῖον, ἐφο-- 
διασµένον εἰς τῆν βᾶσιν του pé 
δύο συμμετρικοῦς βραχίονας μῆ- 

κους L . T8 ὕφος πιέσεως h δια- 

τηρεῖται σταϑερόν, ἡ δέ ἐκρέουσα 
ὑδατίνη δέσμη σχηματίζει γωνίαν 

¢ μἔ τῆν περιφέρειαν ἀκτῖνος . 
Ζητοῦνται: 

1) Ἢ σχετικῆ ταχύτης ἐξδδου V 

τῆς δέσμης συναρτῆσει τῶν Π , ἶ 

καί τῆς σταθερᾶς γωνιώδους Ταχύ-- 

Τητος περιστροφῆς ὠ. 

2) "Ὑποτιθεμένου ὅτι δέν ὑπάρχουν 
Τριβαί, molav µεγίστην Ταχύτητα ZxsII1.Be21 

Woaxs θᾶ ἀποκτήση τὸ σύστημας Δύναται ἡ ἀνωτέρω ταχύτης νά αὐξηθῆ 

ἀπεριορίστως, ἤ ὄχι. 
3) Εἰς τῆν γένικῆν περίπτωσιν τυχοῦσης γωνίας ¢, νά ὑπολογισθῆ ἡ ἐν- 
εργειακῆ ἄπδδοσις τοῦ συστῆματος. Νά ἐξετασθοῦν ἐν συνεχείᾳ αἱ περι- 

πτῶσεις ¢=0 καί φώηΏ. 

II.B.22) Προώθησις πυραύλου 
Δίδεται ὁ πὔραυλος τοῦ oxfinatoc, περιέχων κινητόν ἔμβολον διά 

τοῦ ὁποίου διατηρεῖται ὑπδ σταθερᾶν πίεσιν p 16 ρευστόν πυκνδτητος 

o, Τδ εὑρισκόμενον ἐντός τοῦ ὄγκου V . Ἔστωσαν S καί ϊ/΄", ἡ δια- 

τομῆ ἐξόδου xal ἡ ταχύτης ἐξδδου τοῦ ρευστοῦ, V; ἡ ταχύτης τοῦ πυραῦ-
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λου,πι 1) μᾶζα τοῦ πυραῦλου ἄνευ 
ρευστοῦ, καΐπι, ) μᾶζα τοῦ ρεν- 

στοῦ κατά τῆν στιγμῆν τοῦ ἀνοίγ- 
µατος τῆς διατομῆς ἐξόδου. Ἔπί 
πλέον θεωροῦμεν ὅτι ἡ κἔνησις 

λαμβάνει χώραν ἐν τῷ κενῷ καί ᾱ-- 
νευ πεδίου βαρύτητος. 

Ζητοῦνται ¢ . 

1) Νά δειχθῆ ὅτι ἡ ὥθησις Ε - 
πί τοῦ πυραύλου εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς πυκνότητος Θ Τοῦ ρευστοῦ. 

2) N& ὑπολογισθῆ ἡ τελικῆ ταχύτης τοῦ πυραύλου, δι ᾿ἀρχικῆν ταχύτητα 
ἴσην pé 16 μηδέν.
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ΚΕΦΑΛΑΤΟΝ 12 

ΒΆΣΙΚΑΙ ΠΑΡΑΔΟΧΑΙ ΚΑΙ ΕΒΞΙΣΩΣΗΕΙΣ 

ΤΩΝ ΥΠΟ MEAETHN ΕΠΙΠΡΔΩΝ KINHSEQN 

12.1 OPIZMOI-TENIKOTHTEX-TTAPAAOXAI 

Μία ufvnoic μαλεῖται γεντιῶς ἐπίπεδος, ἐᾶν εἰς πᾶσαν χροντ- 

ufiv στιγμῆν ¢, αἱ ταχύτητες εἶναι παράλληλοι πρός τό ἐπίπεδον Oxy 
μαΐ ἅπαντα τά pnyaviud μεγέθη παραμένουν ἀμετάβλητα διά τυχοῦσαν 
παράλληλον μεταφοράν ὡς πρός Oxy. 

Eic τήν συνέχειαν ἐργαζόμεθα εἰς τόν δισδιάστατον 
χῶρον, uaf διά νά ὑπάρχη συμφωνία pé τῆν υλασσιμήν Βιβλιογραφίαν, 
χρησιμοποιοῦμεν διά τούς ἄἐονας τοῦ 
συστήματος ἀναφορᾶς τπιαΐί τάς συνιστώ- 
σας τῆς ταχύτητος τούς συμβολισμούς 
τοῦ =x.12.1.A, 

Ἡ γενιμή μελέτη uain ὁλουλῆ- 

ρωσις τῶν ἐξισώσεων μιᾶς ἐπιπέδου κ1- 
νήσεως, παρ᾽ὅλην τῆν ἀπαλοιφήν μιᾶς 
διαστάσεως, προσιρούει εἷς σοβαράς 
μαθηματιμάς δυσχερείας, ἀντιστοίχους 
πρός τᾶς τῶν ἐξισώσεων NAVIER, ἐπι- 

τυγχάνεται δέ πάλιν εἰς εἰδιμάς μό - 
νον περιπτώσεις, στηριζομένας εἰς ἁπλουστευτιμάᾶς παραδοχᾶς. 

Efc τά πλεῖστα τῶν φαινομένων τῆς μινήσεως τῶν ἀσυμπιέστων 

ρευστῶν μέσῳ πορωδῶν ἐδαφῶν, ἀλλά μαΐί εἰς ἀριιετά ἄλλα φαινόμενα ὑ- 
δραυλιμῆς μαΐ pnyaviufic τῶν ρευστῶν, ἰσχύουν μέ μεγάλην προσέγγι- 
σιν ὡρισμέναι ἁπλουστευτιμαί παραδοχαί. Ἐίς τῆν συνέχειαν τοῦ πα- 
ρόντος τρίτου μέρους περιοριζόμεθα εἰς τᾶς ἐπιπέδους μινήσεις, τάς 

ἀνταπομρινομένας εἰς τάς παραδοχάς αὐτάς, αἱ ὁποῖαι ἀναλυτιμῶς € - 

χουν ὡς ἐἑξῆς: 
α) Τό ρευστόν εἶναι ἀσυμπίεστον. Ἑπομένως, ἰσχύει ἡ σχέσις, 

ξκ*=άί07=Ο. 

Υλ 
s 

Σ Χ. 12.1,Α 
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B) Ἢ poh εἶναι ἀστρόβιλος. (παράγραφος 10, 3). Ἰσχύει ἐξ ὁρι- 

σμοῦ ἡ σχέσις ωε-ἕ-ωέν-ο, ἄρα 16 διανυσµατιμόν πεδίον τῶν ταχυ- 

τῆτων εἶναι δυναμιμόν uai ὑπάρχει ἡ συνάρτησις δυναμπιοῦ τοῦ πεδί- 

ου των ταχυτήτων Φφ(χ.ν), διᾶ τῆν ὁποίαν ἰσχύουν αἱ σχέσεις V=grads 
3 

. ὃρ ὃῷ '' (- 3 Ὁ ά!), uai F—/Vdla¢(13)~¢fi4) ! 

Υ) Ἢ pof θεωρεῖται συνήθως μόνιμος, Αὐτό ὅμως δέν ἀποτελεῖ ἀ- 
παραίτητον προὐὔπόθεσιν διά τάς γενιτιᾶς ἐξισώσεις τῆς ἑπομένης παρα- 

γράφου. 

12.2 T"ENIKAI ἘΞΙΞΩΣΕΙΣ KINHIEQRS 

Ἢ ἐξίσωσις συνεχείας 514 τυχοῦσαν ἐπίπεδον ροήν doupmiéoTou 
ρευστοῦ γράφεται 

- . . .-ὖ. (125 2.a) 

Παρατηροῦμεν ὅτι λόγῳ τῆς (12.2,a) μαΐ μόνον, ἡ συνάρτη- 
σις δυναμιμοῦ φίχν) εἶναι ἁρμονιμή διότι ἡ ἀντιματάστασις 
τῶν α uai υ eic τῆν (12. , α) δίδει 

2 2 

—%E;+—655?—A¢=0, (12,2, β) 

Ἡ διαφοριμῇ ἐξίοωσις (5.1.2.v) τῶν γραμμῶν ponc, γράφεται é¢ 
ἄλλου 

- , -ατ-- Ξ 0 —vdx+udy=0. (18.5.0) 

Τό πρῶτον μέρος τῆς (Τ2.3.Υ) εἶναι ὁλπιόν διαφοριιόν μιᾶς συν- 

oy δ 
dy δ 

αρτήσεως ¢, διότι λόγῳ τῆς (12. 3, α) πληροῦται ἡ σχέσις 

Ἑπομένως ἰσχύςι ἡ ἐξίσωσις 

oy 8 
dp= —vdx+udy=———-——dx+—-£-dy=0. (12,2.9) 

ox δ 

Διᾶ τῆν πλήρωσιν τῆς (12.2,8) πρέπει uai ἀρμεῖ ἡ poh νά εἶναι 

ἐπίπεδος uai μόνιμος, ἤ ἡ ροή va εἶναι ἐπίπεδος uaf τό ρευστόν ἀ - 
συμπίεστον, δέν ἀπαιτεῖται ἑπομένως 1) ἰσχύς ὅλων τῶν παραδοχῶν τῆς 
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προηγουμένης παραγρᾶάφου. 
‘H ἀνωτέρω συνάρτησις ¢ μαλεῖται ουνάρτησις 

ροῆς B ροῖϊμή συνάρτησις διότι ἡ ὁλουλήρωσις τῆς (12.3. δ) 
δίδει μίαν σχέσιν τῆς μορφῆς φ(χιυλ-σταθ., ἡ ὁποία παριστᾶ 

τᾶς γραμμάς ροΏῆς τῆς ἐπιπέδου πμινήσεως. 
Ἔμ τῶν ἀνωτέρω προμύπτουν διά τῆν ταχύτητα ai σχέσεις 

δ  ὃὂφψ 
dx .' θψ 

(12. 2. ε) 

% . ϑῴ 
8y ὃὂχ 

αἱ ὁποῖαι ὑπό διανυσµατιμῆν μορφῆν γράφονται 

ϊ.;-9Μάφ=-ξΛ9Μάφ µ (ι9.5. ο 

ἔνθα Έ;Ρ εἶναι τό μοναδιαῖον διάνυσµα τοῦ ἄἑονος &:('ή Θ(3).Έιι τῶν 
(12. 2. ς) ἢ (13.3. ὃ μαθίσταται ἐμφανές ὅτι τό δίµτυον τό σχηματιζό-- 
pevov ἀπό τᾶς γραμμάς ροῆς μαΐ ypappde ἴσου δυναμιμοῦ εἶναι ὁρ - 
foywviudv, uad’ ὅσον τέµνονται αὐταί μεταξύ των µαθέτως. 

Ἔπί τῷ βάσει τῶν σχέσεων (12. 2, 8)éugppdletar πολύ ἁπλᾶ ἡ πα- 
ροχή ἡ διερχομένη μεταέύ δύο γραμμῶν ροΏῆς ¢, ual ¢, 
μαί διά μοναδιαῖον πλᾶτος ροῆς uatd 
τόν ἄξονα τῶν =z 

Ἕστωσαν πρός τοῦτο αἱ ypap- 
μαί ροῆς ¢, μαί ¢, uai τυχοῦσα μαµπύ- 
λη C , τέµνουσα αὐτάς eic τά Α uai 
B . Ἡ παροχή εἰς τόν σωλῆνα ροῆς o 
τοῦ περιμλειομένου ἀπό τᾶς ¢, μαΐί ¢, 
84 εἶναι Σ χ, 12.2.B 

Q‘= [V'n ds_f[ (—Zf Z:] 5 - 

.--_/ ¢dx+'—a‘§‘dy=_1[d¢ 9(¢4 (,{ᾧ) (12.2.n) 

~ " P G 2 " Ύ 
Παρατηροῦμεν ἐπίσης ὅτι ἡ συνάρτησις ροῆς ¢ εἶναι 

ἁρμονιμῆή τοῦτο δέ διότι 

4y, _ %% ν ἘΝ Π (12.2.9) 
Ν Ν Σ Dby 
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ἑπομένως αἱ συναρτήσεις φ uai ¢ εἶναι συἐυγεῖς appoviuafi. 
ἘΞ ὅλων τῶν ἀνωτέρω συνάγεται dti,eic τῆν πε- 

ρίπτωσιν ἀστροβίλου ροΏῆς, ἡ µελέτη πᾶσης ἐπιπέδου 
uivhoewe ἑνός ἀσυμπιέστου ρευστοῦ ἀνάᾶγεται εἰς τῆν 
ἐπίλυσιν μιᾶς ἐξιοώσεως LAPLACE εἰς τό ἐπίπεδον 

ὥρ-Ο0 1 d¢=0, 

ὁπότε προμύπτει ἡ χάραξις τῶν γραμμῶν ροῆς uai τῶν γραμμῶν ἴσου 
δυναμιιοῦ διά τῆν χροντιήν στιγμήν ἐ εἰς τῆν περίπτωσιν μή povipou 
ροῆς, ἤ διά πᾶσαν yxpoviuhv στιγμῆν εἰς τῆν περίπτωσιν τῆς μονίμου 

ροΏς. 
Δόγῳ τοῦ ὅτι ἡ ἐξίσωσις LAPLACE εἶναι μερπή περίπτωσις ypap- 

μιμῆς ὁιαφορπιΏῆς ἐξισώσεως β΄τάἑεως pé μερπιᾶς παραγώγους, παραθέτο- 

μεν ἐν συνεχείᾳ ὡριοσμένους στοιχειώδεις ὁρισμούς ἐπί τῶν ἐξισώσεων α 

τῶν. 

12.5 TENIKOTHTEZX ΕΠῚ ΤΩΝ ΤΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΔΙΔΦΟΡΙΚΩΝ ΗΕΞΙΣΩ- 

SEQN ΄ TAZEQRS ΜῈ MEPIKAS ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ 

Ἢ γενιμῆ popen μιᾶς διαφοριμΏῆς ἐξισώσεως ' τάξεως 
pé μεριμάς παραγώγους εἰς τό ἐπίπεδον εἶναι 

8φ &φ 6’ 6¢ 
=4 2B ΓΔ Ζ - 0,(12.3,α) 

ἔνθα A ,B,TI',... εἶναι γνωσταί συναρτήσεις τῶν χ παί ψ ἤ σταθεραί.. 

Ἢ ἀνωτέρω ἐξίσωσις μαλεῖται ἐλλειπτιμή, ὑπερβολιμῆ ἡἤ 

παραβολιµμή, ἐφ᾽όοον ἀντιστοίχως ἡ ὁρίζουσα 

Ὰ B 
Β T 

¥ 2 » . 2 » 
εἶναι θετιμή, ἀρνωτιμῆ, Ἡ ἴση πρός τό μηδέν. 

Al συνήθως ἀπαντώμεναι popeai διαφοριμῶν ἐξισώσεων τοῦ τύπου 
, ~ Ὕ εµ -- 

αὐτοῦ, εἶναι αἱ ἑἐῆς τρεῖς: 

a? 

1) (ς) -Δφ ὃΧ᾿ ὃζ’ =0, 

uaroupévn uai ἐξίσωσις τοῦ LAPLACE, Εἶναι ἐλλειπτιμῆς μορφῆς, δι- 
ὅτι M=44=1>0. 

s 18’¢ 
Ξ =0, 

ax ς" ay? 
2) f()— 

uadoupévn uai ἐξίσωσις τῶν ἐπιπέδων μυματισμῶν ἤ τῶν παλλομένων χορ-
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δῶν. Εἶναι ὑπερβολιμῆς μορφῆς, διότι Μ-- Ξ, <0 

3) . ΐ(φ):-ὃ-χτ-ςὖ---α 

ἐφαρμοζομένη εἰς τά φαινόμενα μεταδόσεως θερμότητος. Efval παραβο- 
λιιῆς μορφῆς, διότι M =0. 

Ἐπὶς μίαν δεδομένην μορφῆν ἐξισώσεως (12.3.a) ἡ ἐπίλυσίς της 

ἐξαρτᾶται ἀπό τάς τιμάς τῆς ἐξισώσεως εἰς τά ὅρια τοῦ πεδίου ἐφαρ- 
μογῆς τῆς ἐξισώσεως, ἤτοι, ἀπό τάς ocuvbhuac ὁρίων. Ἔπί τῇ βάσει τῆς 
μορφῆς ὑπό τῆν ὁποίαν δίδονται αἱ συνθῆμαι ὁρίων, draupivopev τούς 
ἀπμολούθους τύπους προβληµάτων (12, 3. a). 

Πρόθληµα τοῦ DIRICHLET 
Ἕστω ἕν πεδίον τῆς διαφοριιῆς ἐξισώσεως (12, 3. α), περιοριὲδ- 

μενον ὑπό τῆς υλειστῆς μαμπύλης € Τά σημεῖα τοῦ πεδίου πληροῦν 
ἑπομένως τῆν σχέσιν [(φ)-ΞΟ0, YW~ μο Ο dia τὴν 
pilopev δέ μαΐ τᾶς τιμάς τῆς cuvap- ἔὅἄνιαν g=pwsriv. 
τήσεως ¢ εἰς τῆν περιβάλλουσαν uap- 
πύλην Ο (Σχ.13. 5. Α), Ἡ εὕρεσις τῶν 

τιμῶν τῆς φ εἰς πᾶν σημεῖον τοῦ πε- 
δίου, ἐπί τῇ Ρβάσει τῶν συνθηνῶν εἰς 
τά ὅρια,ἀποτελεῖ τό ἀντιμείμενον τοῦ 
προβλήµατος τοῦ DIRICHLET. Ζχ. 13. 5. Α 

Παρατηροῦμεν ἐν γένει ὅτι ἕν φυσιμόν πρόβλημα τῆς μορφΏς 
Γίφ)-Ο, εἶναι ὡρισμένον, τότε μαΐ μόνον ὅταν ἔχωμεν γνωστᾶς ὁριπα- 
υᾶς συνθῆμας εἰς τό πεδίον τοῦ προβλήματος, τοῦτο δέ διότι τότε μαί 

μόνον ὑπάρχει πιθανότης ὑπάρέἘεως μιᾶς μαΐ μόνης λύσεως τοῦ προβλή- 

ματος. 
Πρόβληµμα τοῦ NEUMANN 
Διαφέρει τοῦ προβλήµατος DIRICHLET, μόνον ὡς πρός τῆν µορ- 

φῆν τῆς ὁριαμῆς συνθήμης. st δ e 
Eic πᾶν σημεῖον τῆς περιβαλ- Ἀδὅνοίον 2= γνωσεοῦ. 

λούσης μαμπύλης Ο , γνωρίζομεν εἰς : 

τῆν περίπτωσιν αὐτῆν τάς τιμάς τῆς 
παραγώγου ὡς πρός τῆν πάθετον  ὅδι- 

εὔθυνσιν, (=x.12. 3. B). 
Ἡ ἐπίλυσις τοῦ προβλήµατος 

τοῦ NEUMANN εἶναι δυσπολωτέρα 
μαΐ πολλάμις ἀδύνατος, Ἠάντως, εἷ- 

ναι ἀπαραίτητος ἡ γνῶσις τῆς τιμῆς Σχ.12.3.5 

τῆς @, εἷς ἕν τουλάχιστον σημεῖον τῆς περιβαλλούστς μαμπύλης , 

ἄλλως ἡ ἐπίλυσις θᾶ ἰσχύη uatd προσέγγισιν μιᾶς σταθερᾶς. 
Μιμτόν πρόβληµα 
Eic ὡρισμένα τμήματα τῆς περιιλειούσης μαμπύλης Ο πληροῦται 

ἡ συνθήμη τοῦ DIRICHLET uaf εἰς ἄλλα ἡ συνθήμη τοῦ NEUMANN. 
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Efc τά év τῷ πρᾶξει épeavildpeva προβλήματα ὑπάρχσυν συχνά 

ἀσάφειται εἰς τᾶς ὁριαμάς συνθήμας, π. χ. εἰς ἕν τμῆμα τῆς περιιλει- 

ούσης μαμπύλης ( εἶναι ἄγνωστοι αἱ τιμαί τῆς συναρτήσεως ¢ ἤ τῆς 

o¢ 
on 

τῆς εἰσαγωγῆς μιᾶς νέας συμπληρωματιμῆς συνθήμης ἐπί τοῦ τμήματος 
αὐτοῦ τῆς ὦ. τὴν συμπληρωματιμήν αὐτήν συνθήνην ὑπολογίζομεν 

προσεγγιστιμῶς, ἤ εὑρίσιιομεν πειραματιιῶς, 
᾿Ἐμφανίζονται ἐπίστς πολλάνις ἀνώμαλα σημεῖα τῆς συναρτήσεως 

φ ἐντός τοῦ πεδίου ἐφαρμογῆς τῆς διαφοριμῆς ἐξισώσεως. 
Ὡς παράδειγμα ἀσαφείας ὁριαμῶν συνθημῶν ἀναφέρομεν τῆν ui- 

νπσιν τοῦ ὕδατος péoy χωματίνου φράγµατος, ὙὉριαμῆ μαμπύλη € εἷ- 
ναι ἡ ΑΕΔΓΒ , uaf εἰς τά τμήματα AE uai ΕΔ εἶναι τελείως ἀσα- 

φεῖς αἱ τιμαί τῆς συναρτῆ- 

Προσπαθοῦμεν τότε νά ὑπερπηδήσωμεν τῆν δυσιολίαν αὐτῆν διά 

ς O 
σεέως ¢ B τπς-ἐἓ(ΣΧἆΖ.Β.Π 

ΞΖ. σοο Διά τῆν ἐπίλυσιν τῶν 
σο ας ἐξισώσεων (12. 3,α), ὑπᾶρ- 

7 ' .' youv ol ἀπόλουθοι τρόποτ: 

e τ " -- 1) Γραφιμή ἐπί- 

τγγτὤΏτπτττΏΌππττνπτ λυσις. 
2) ᾿Αναλυττμή ἐ- 

πίλυσις, τῇ βοηθείᾳ τῶν 

ἀναλυτιμῶν συναρτήῆσεων μιγαδιμΏῆς μεταβλητῆς., 
3) ᾿Αναλυτιμή ἐπίλυσις, τῇ Bonfeig γραμμιμοῦ ouv- 

διασμοῦ τῶν ἀναλυτιμῶν συναρτῆσεων μιγαδιιῆς µεταβλη- 

THS, 

&x.12.3, Ιο 

4) ᾿'Αναλυτιμή ἐπίλυσις, T) βοηθείφ μετασχηματισμῶν 
ἐπί τῶν ἀναλυτιιῶν ουναρτῆΏσεων μιγαδιιιῆς μεταβλητῆς, ἐπιτυγχανομέ-- 
νων 814 τῶν μεθόδων τῆς συμμόρφου ἀπειμονίσεως. 

5) ᾿Αριθμητιμή ἐπίλυσις τῇ Βοηθείᾳ τῶν μεθόδων τῆς ἀ - 
ριθϕμητιμῆς ἀναλύσεως uai τῶν ἠλεμτρονιμῶν ὑπολο- 
γιοσοτῶν ἀριθμητιμοῦ τύπου, 

6) ᾿Αναλογιμή ἐπίλυσις, τῇ Bonfeig τῶν ρεοηλεµτρι- 
μῶν µεθόδων. 

Εἰἰς τά ἑπόμενα μεφάλατα 84 ἐἐετάσωμεν λεπτομερῶς τάς AVWTE- 

ρω µεθόδους (1) μαί τάς Ρασιμάς ἐφαρμογᾶς των, ἐπμτός τῆς ἀναλογτι- 
μΏς ἐπιλύσεως, Ὅτις uai ἐπμφεύγει τῶν σιιοπῶν τοῦ παρόντος συγγράµ- 
µατος, ἔχει δέ ἐν πολλοῖς ἀντιιατασταθῇ σΏμερον εἰς τόν τοµέα τῆς 

ὑδραυλιμωῆς διά τῆς μελέτης ἐπί φυσιμῶν ὁμοιωμάτων. 

(1) Ἢ ἀναλυτιμή ἐπίλυσις τῶν ἐξισώσεων (12. 3, α) ἐπιτυγχάνεται μαί διά τῆς ἁρμονιμῆς ἀναλύσεως pé ἀναπτύγματα 
εἰς σειρᾶς, 314 τοῦ προσδιορισμοῦ τῆς συναρτῆσεως GREEN, u,o.u, Ἢ ἐφαρμογή τῶν μεθόδων αὐτῶν εἰς τάς ἐπιπέ- 
δους μινῆσεις εἶναι év τούτοις περιωρισµένη, διότι ὑστεροῦν ὡς πρός τῆν ταχύτητα ἐπιλύσεως, διά τοῦτο μαί δέν 
ἐπεμτεινόμεθα efc τῆν ἀνάπτυέίν των. 



ΚΕΦΑΛΑΤΟΝ 13. 

ME®OAOI ΓΡΑΦΙΚΗΣ ENIAYSEQS 

ΤΩΝ ΕΠΙΠΕΔΩΝ KINHSEQN 

ΑΣΥ ΜΠΙΕΣΤΟΥ ΡΕΥΣΤΟΥ ἘΕΙΣ ASTPOBIAON POHN 

13.1 @EMEAIQAHS ἘΕΞΙΣΩΣΙΣ 
Ὡς ἤδη ἀνεφέρθη εἰς τήν παράγραφον (12.2), τό δίμτυον τό σχη- 

ματιζόμενον ἀπό τᾶς γραμμάς ροῆς uaiypappde ἴσου δυναμπιοῦ εἶναι 
ὀρθογωντμόν 

Ἂς μελετήσωμεν ἕν στοι- 
χειῶδες ὀρθογώνιον ἑνός δπιτύου, 
(ΣΧ. 18.1..4), εἰς τό ὁποῖον dsg 
μαί ς, εἶναι αἱ στοιχειώδεις με- 
τατοπίσεις ἑνός σηµείου Μ ua 
τά μίαν γραμμῆν ἴσου δυναμιμοῦ 
μαί μίαν τροχιᾶν του, νιαί οἷφ, ἀφ 
αἱ ἀντίστοιχοι μεταβολαΐί τῶν συν- 
αρτῆΏσεων φ μαΐ ¢, uatd τάς με- 
τατοπίσεις αὐτάς τοῦ σημείου. 

Θά δείζωμεν ὅτι ἰσχύει ἡ 
σχέσις 

9% ς νν 
-- Σχ. 13.1, Α 

Πράγµατι 

dg=gradg.ds, , d¢=grady.ds,, 

ἜΝ ἐφ d¢ ὁπότε /ds“/=/grad¢/ 5 /ds¢/= Π Σ ΤῈ .
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--- - 

διότι τά gradg,dsy -ual gradg, dsg εἶναι ocuyypappiud. 

ὲ αὐτῶν προυύπτει ἀμέσως ἡ ἑητουμένη σχέσις (13.1. a) διότι 

ἐπί πλέον ΜΡαάφ/=|ςΓαάφ|, ὡς φαῖνεται éu τῶν (12.3. ε). 

‘H σχέσις (15. 1. α) ἀποτελεῖ τῆν βάσιν διᾶ τᾶς γραφιμάς ἐφαρ- 

μογάς, διότι ἐπιτρέπει THY γραφιμῆν ματασμευήν τῶν γραμμῶν pone 

uai τῶν γραμμῶν ἴσου δυναμιμοῦ μιᾶς ἐπιπέδου ιανώσεως.. Πράγματι, 

διά «ἴφ -- d¢ , θᾶ ἔχωμεν μαί β5;/=|άεψ|, ὁπότε τά στοιχειώδη ὀρθογώ- 

via τοῦ ὁπιτύου (γραμμῶν ροΏῆς -γραμμῶν ἴσου δυναμτιμοῦ),γίνονται τε - 

τράγωνα ναΐ τό δίμτυον γίνεται τετραγωνιιόν. 

Ὡς γραφιμῆν μέθοδον πατασμευῆς ἀναφέρομεν τῆν: συνηθέστερον 

ἐφαρμοζομένην μέθοδον τοῦ PRASIL. 

13.2 ΓΡΑΦΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ TOY PRASIL 

Ἢ μέθοδος αὐτή ἐπιτρέπει τῆν ματασιευήν ἑνός ὁπιτύου γραµ- 

μῶν ροῆς μαί γραμμῶν ἴσου δυναμιμοῦ, ἐπί T Ράσει μιᾶς γραμμΏς po- 

ἧς, uatd phuoc τῆς ὁποίας εἶναι γνωστή ἡ ὃια- 

νομΏ τῆς συναρτήσεως δυναμιμοῦ Φ 

Ἕστω ἡ ypauph ροῆς ¢=x τοῦ σχήμα- 

τος 13.2.A uaf ἐπ᾽αὐτῆς τὰ σημεῖα M,M,, ... M, 

εἰς τά ὁποῖα ἡ συνάρτησις δυναμτπιμοῦ ἔχει τᾶς 

γνωστᾶς τιμᾶς φ,,φ,-Φια.... Ga=0+ (A-1) . 

Ἢ σταθερά a λαμβάνεται ἀρυιούντως µι- 

μρά, δὕῦτως ὥστε τά σημεῖα Μ, νά εὑρίσιιον- 

S%,13.2. A ται πολύ πλησίον ἀλλήλων, 

Ἔάν ἀπό δύο διαδοχιμά σημεῖα π.χ. τό M, μαί M,, ἀχθοῦν αἱ 

ἡμιμάθετοι 7, uaf 7y, uai ἐν συνεχείᾳ αἱ διχοτόμοι τῶν σχηματιζο- 

μένων γωνιῶν, αὐταί τέμνονται εἰς τό σημεῖον Ῥ , αΐ τό τρίπλευ- 

ρο M,M,P δύναται va θεωρπθΏ ὡς στοιχειῶδες τρίγωνον,ὀρθογώνιον μαί 

ἰσοσπελές. Ἔάν ἀχθή τό ὕψος τοῦ τριγώνου αὐτοῦ éu τοῦ P πρός τῶν 

βάοιν Μ, Μ, . αὐτό 84 εἶναι υαί διάµεσος͵ τό δέ σημεῖον Μζος θά ἔ- 

xn τιμῆν δυναμιμοῦ %+-Ξ'- ματᾶ προσέγγισιν γραμμιμῆς παρεμβολῆς 

Thy αὐτῶν τιμήν δυναμιμοῦ θά EXN μαΐί τό σημεῖον Ῥ , δεδομέ- 

o , - ι Ζ s % Ἡ 2 ” 

vou ὅτι,ἐμ ματασιευῆς, N ΥΡΩΕΗΗΗ Μ,...Ὁ εἶναι ἰσοδυναμιιή. Ἐ ἄλλου, 

M, My, 5=dsy uat M,,,sP=ds; ἄρα εἰς τό σημεῖον Ῥ ἡ poiun συνάρττσις εἶναι 

ας α 2 ᾽ ~ 2 

x+d¢p --ᾱ- « φ θ =+ —— , διότι d5¢=ds¢ éu ατασιευῆς uai dq»‘-—io 

dsy Ζ 
2 

Μ, My M, 

~ // π - 

χ - // χχ 

” 8 /,\\ |Δ 

1 Θ ΄ Ν 7 

Σχ.15. . Β
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Ἔν συμπεράσματι, 16 σημεῖον Ῥ ἀνήμει εἰς τῶν γραμμήν ροῆς 

B -- χ g - ἰ κ π : 
4>=.κ+Ξ-π δέ θέσις του δέν ἐξαρτᾶται ἀπό τό σημεῖον ἐιιμτινήσεως M. 

Ἑπομένως, ἡ χάραξις τῆς γραμμῆς 4'=π+-Ξ- ἐπιτυγχάνεται εὐπμόλως διά 

γενιμεύσεως τῆς γραφιμῆς ματασιευῆς uai ἐπί τῇ Ρβάσει τῆς 4:=κ+-Ξ- 

χαρᾶσσονται αἱ φεκέα, ¢=x+%q—, U. 0. U. «δηλαδὴ τό σύνολον τῶν γραμ- 

μῶν ροῆς. 
Ὡς πρός τάς γραμμάς ἴσου δυναμιμοῦ, αὐταί χαράσσονται αὖ- 

τομάτως σύν T προόδῳ τῆς ὅλης γραφιμῆς ματασμευΐῆς, 

13.2.1 Ἐφαρμογὴ 

Χάραξις διμτύου ροηφόρων uafl ἰσοδυναμτιῶν γραμμῶν εἰς pohv 

ὑπεράνω ἐμχειλιστοῦ φράγματος, παχείας στέψεως. 
Δίδεται 6 ἐν σχήματι ἐυχειλιστῆς ὡς μαΐ ἡ θέσις τῆς γραμμῆς 

ροῆς ΟΜ , εὑρεθεῖσα πειραματιιυῶς, 
Ζητεῖται ἡ χάραέις τῶν ροΏφόρων uai ἰσοδυναμπιῶν γραμμῶν τῆς 

ἐυχειλιλούσης φλεβός. 
Δεχόμεθα ὅτι ἡ pon 

πληροῖ τῆν προϊπτόθεσιν 
τοῦ ἀστροβίλου, γεγονός 
τό ὁποῖον συμβαίνει ua- 
τά peyddnv προσέγγισιν 
εἷς τῆν πραγµατιµότητα 
(ἐπιταχγυνομέντ ροή). 

ἜἘφαρμδίομεν ἐν 
ouvexeigq τῆν ἐξίσωσιν 
BERNOULLI εἷς τῆν 
γραμμήν ροῆς ΟΜ , ἔνθα 
τό Μ εἶναι τυχόν σημεῖον τῆς γραμμΏς, ματάντι τοῦ 0,76 &€ onuelov 
Ο λαμβάνεται efc ἀρμετήν ἀπόστασιν ἀνάντι τῆς στέψεως τοῦ ἐυχει- 

k 2 

$il pp , Ἐ ἐ ς ἐξ οὗ ἔχομεν 
29 pg " 20 Ρ9 

λιστοῦ. Θά προμύψη ὅτι 

S
 γ ()
 

ζ
ι
 

: ι ΄ 2 - . ΄ Ζ - 2 
διότι ἡ ταχύττς προσπελάσεως ¥, εἶναι pé iuaviv προσέγγισιν ἴση πρός 
τό μηόέν uai z,-z,=~hA. 

--- --- ά 

‘E¢ ἄλλου dg=gradgds, uai V=gradg, ἄρα /V/:.- dj 
ψ 

Εἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 11
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"Eu τῶν δεδομένων λαμβάνομεν γραφιμῶς ἤ ἀναλυτιυῶς τῆν σχέσιν h=f[s,) 
ΥΛ …1Ξ év συνεχείᾳ χαράσσομεν τό δ1ι(΄1"χ(ρι1ι111ςι 

τοῦ σχήµατος 13.2.A, εἰς τὸ ὁποῖον έἔπ 
τῶν 8y eUplouopev τά ἀντιστοιχοῦντα h, 
μαί ἐξ αὐτῶν τᾶς ταχύτητας V. 

Τό διαγραμμισμένον ἐμβαδόν τοῦ 
σχήµατος 18.2, Η μᾶς δίδει ἀπ᾽ εὐθείας 
τῆν τιμήν τῆς συναρτήσεως duvapiuol ¢ 

εἰς τό τυχόν σημεῖον Μ , διότι ᾳ:-||᾿ἷ||ᾶ5ψ. 

ο 

2% 18. 2..Δ Ἑπομένως ἐμ τοῦ διαγράμματος αὐτοῦ χα- 
ρᾶσσεται τό διάγραμμα τοῦ σχήματος 13.2.E 
Ἔὲ αὐτοῦ προμύπτουν αἱ τιμαΐί τῶν εὧς, διά 

μιᾶν τυχοῦσαν μεταβολήν δυναμπιοῦ dg=a, 
uai ἑπομένως ὑπάρχουν πλέον τά ἀπαιτού- 
peva στοιχεῖα διά τῆν χάραέξιν ἑνός διιιτί. 

ου ροπφόρων uai ἰσοδυναμιμῶν γραμμῶν. 
‘Bu τῆς χαράξεως τοῦ διμτύου εὑρζ- 

- ocuopev τἄάς ροΏφόρους γραμμάς τάς ἐφα- 
Ε -υ ς Ππτοµένας εἰς τά σημεῖα τοῦ ἐἑωραχίου τοῦ 

Z%:13.2: B ἐμχειλιστοῦ, uai προσδιορίζοµεν οὕτω τῶν 
ὑπαρέιν ἤ μή ἀποιολλήσεως τῆς ὑπερχειλιζούσης φλεβός, Προφανῶς - 
δεώδτς χάραξις ἐξωραχίου εἶναι αὐτή 14 τῆν ὁποίαν τό ἐξἑωράχιον ται:- 
τίζεται μέ αὐτῆν ταύτην τῆν τελευταίαν ypapphv ροῆς. 
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3 λ Ll 3 ΄ ν Ν νν ς,ς --- ΄ Ζς 
Χ Τ Ε Ἐ Ζ ψ' ΄ 

zN ‘I"\’x\’&\’\"\(’(\f‘> T ’v’y‘,)\/\/\ ψ-θ 
ν 7 AN TN NN AN ε *΄*…|΄ΐ'('χ,'΄*.΄΄(χ Ις Ζ ε ν νφ 77 Y 
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Κ Άχτ,Χ ος ALALK ος ΧΞ Δ ῈΣ D A P '*€χ κκ 

“ος Ι . Υ νν < Γ A~ - ν έ \ κ 7 = 
νν Χ'|κ΄Χκ/ χ(Χκ'*κ χΧ|νχ|Υχ,χΛ΄Μ)(χ »4’\'(/\/’\/\,1\,\,\(\/1\/\/\;./\ 
;"«\/‘\/\/\/\/ |χ|> /\/\(\A’Y\,./\l\’ Ν \\, - v S S S 

\’\’\’\/\’\)\/ "/\/\,\)"*/" 3 ’\Y‘\\’\)‘\’<’X’\’\’\)\ 
xRl T χ. % N 7 » < 2 AR 2 % 73 Y XN 7 AN Ν AL N τ,/.ξ- ὝΝ Τ ικ κκ & ( 2, VA ” ) ο Δ 2 --- ς - 

λο ν α -- , -Χ' 7 
4 N Ὸ Γ 

» 3¢ 

Sx.13.2. 2 
Efc τό σχῆμα 13.2,Z δίδεται ἡ γραφιμή ἐπίλυσις μιᾶς ἀστροβί- 

λου ροῆς ἐντός ἀγωγοῦ pé uapmudéypappov μημοτομῆν πυθµένος, τῆς 
γραμμῆς φ-Ο εὑρεθείσης πειραματιμῶς,



13.2 

Sx.13.2.H 

ἐνῶ εἰς τό oxhpa 13.2.H δίδεται ἕν ὁλοιληρωμένον παράδειγμα γρα- 
φιμῆς ἐπιλύσεως ροῆΐς ὑπεράνω ἐμχειλιστοῦ παχείας στέψεως ,(ἄνευ ἄπο- 
μολλήσεως τῆς ὑπερχειλιζούσης φλεβός, 

Μία λεπτομερῆς σύγχρονος ἀνάλυσις τῶν πλεονειτημάτων μαί 
μειονειτημάτων τῶν γραφιμῶν μεθόδων ἐν γένει μαΐ τῆς μεθόδου PRA- 
SIL εἰδιιώτερον, ὁδηγεῖ εἰς τά ἀμόλουθα συμπεράσματα. 

α) Ἢ σύγχρονος dvamruéic τῶν ἀναλυτιμῶν συναρτήσεων πμαΐ τῆς 
ἀριθμητιμῆς ἀναλύσεως ἔχει ἐπιβάλει ὡς ἀμριβεστέρας, ταχυτέρας uai 

οἰμονομιμωτέρας τᾶς εἰς αὐτάς βασιζομένας μεθόδους, ἰδίως ὅσον ἄφο- 
pd τᾶς υινήσεις μέ πολυπλόμους συνθήμας ὁρίων, αἱ ὁποῖαι ὅμως ὀπο- 
τελοῦν ναΐ τῆν πλειονότητα τῶν συναντωμένων περιπτώσεων. 

ϱ) Ἢ ἀπρίβεια τῆς γραφιυῆς ματασιιευῆς εἶναι ἐντιστρόφως ἀνά- 

λογος τοῦ γραμμιμοῦ μεγέθους ds, ἤ dsy, ναΐ τῆς ἀιιτῖνος uapmurod- 
τητος τῶν γραμμῶν ροῆς. Καί διά μέν τά γραμμιιιά μεγέθη ἐπιδιώνε- 
ται ὁ ὀχηματισμός τῶν μιμροτέρων δυνατῶν στοιχειωδῶν τετραγώνων, μέ 
βάσιν τήν ἐπιδιωμομένην τελιμῆν ἀπμρίβειαν, uad’ ὅσον ἡ πύμνωσις τοῦ 
διμτύου πολλαπλασιᾶἲζει τῆν ἐργασίαν τῆς γραφιμΏῆς ματασμευῆς, διά δέ 
τᾶς ἀνμτῖνας μαμπυλότητος ματεβλήθη προσπάθεια ὅπως εἰσαχθοῦν εἰς τῆν 
ἐφαρμογήν τῆς µεθόδου PRASIL, ἐπετεύχθη δέ οὕτω μία γενίμευσις 
τῆς µεθόδου, δίδουσα ἀπμριβέστερα ἀποτελέσματα ἀλλά αὐέἑάνουσα ἄνττ- 
στοΐχως τῆν ὅλην ἐργασίαν (BARRILLON: Note sur 165 rayoms de courbure 

intervenant dans 18 construction des reseaux hydrodynamiques,R.G,I.No 8 

1936), Δέν 04 ἐπειιταθῶμεν εἰς τῆν ἐξέτασιν τῆς γενιμεύσεως αὐτῆς 

λόγῳ τοῦ πρώτου συμπεράσματος.



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 14. 

ANAAYTIKH ΕΠΙΛΥ ΣΙΣ ΤΩΝ ΕΠΙΠΕΛΩΝ ΚΙΝΗΣΗΕΩΝ 

ΔΙΑ ΤΩΝ ΑΝΑΛΥ ΤΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

MITTAAIKH>S ΜΕΗΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 

14,1 ΓΗΙΝΙΚΟΤΗΤΕΣ 

Ὡς ΡΒασπιαί παραδοχαί διά τῆν ἐπίλυσιν τοῦ προβλήματος τῶν ἐ- 

πιπέδων μινήσεων τῇ βΒοηθείᾳ τῶν ἀναλυτιμῶν συναρτῆσεων μιγαδιιῆς 
μεταθλητῆς, εἶναι αἱ τοῦ ἀσυμπιέστου ρευστοῦ ual τῆς ἀ- 

στροβίλου ροΏῆς, Efc τᾶς πλείστας ὅμως τῶν ἐπιλυομένων περι- 
πτώσεων, ὑπεισέρχονται αἱ ἑἐῆς δύο συμπληρωματιιαΐί παραδοχαί: 

α) Ἢ ροή θεωρεῖται pdvipog, dedopévou ὅτι ἡ ἔννοια 

τῶν γραμμῶν ροΐς ταυτίλεται εἰς ὅλας τᾶς περιπτώσεις pé τῆν ἔννοιαν 
τῶν τροχιῶν. Ῥουτέστιν, ἡ χάᾶραξις ἑνός ὁπιτύου ροηφόρων γραμμῶν U- 
πονοεῖ σιωπηλῶς τῆν σταθερότητα τῶν γραμμῶν αὐτῶν ἐν τῷ χρόνῳ, 
μαΐ ἑπομένως προὐποτίθεται ὅτι ἡ ροΏ εἶναι μόντιος. Ἢ παραδοχή αὐτή 
εἶναι συνήθης, χωρίς va εἶναι dvayuafa, διότι ἄνευ αὐτῆς τό χαρα- 
χθέν ὁπιτυον ἰσχύει ἁπλῶς διά μίαν συγμεμριμένην χρονιμήν στιγμῆν ἰ 

) Τό ρευστόν θεωρεῖται τέλετον .ΔΑὐτό προμύπτει ἀπό 
τό γεγονός ὅτι αἱ ὑπολογιίόμεναι ὁριαμαί ypappai ροῆς ἀποτελοῦν τᾶς 
στερεᾶάς παρειάς σωμάτων περιβαλλόντων τῆν pohv ἤ ἐμβαπτισμένων εἰς 
αὐτῆν. Δεχόμεθα ἑπομένως ὅτι TS ρευστόν ὀλισθαίνει uatd phuoc τῶν 

παρειῶν (ἴδε 9. 4) uai ἡ συνθήνιη αὐτή dvramoupivetar pdvov εἰς τά 
τέλεια ρευστά, δεδομένου ὅτι εἷς τά πραγματιμά ρευστά δέν ὑπάρχει 
ὀλίσθησις, ἀλλά πρόσφυσις εἷς τῆν παρειᾶν. 

Ἑπομένως 1 παραδοχή τοῦ τελείου ρευστοῦ εἶναι 
ἀναγμαία δι’ ὅλας τάς ἀναλυτιμᾶς µεθόδους ἐπιλύσε- 

ως τῶν ἐπιπέδων μινῆσεων, διά τᾶς ὁποίας ai στερεαί παρε-- 
ai ἀποτελοῦν ὁριαμῆν ypappfiv ροΏῖς, Tovilopev ὅμως τό γεγονός ὅτι 
αὐτῆ εἶναι dvayuafa μόνον 814 τᾶς ὁριαμάς συνθήνας .Ἔπο- 

µένως, ἐᾶν uatd μίαν τυχοῦσαν μέθοδον, εὑρεθοῦν ἤ θεωρηθοῦν ὡς γνω- 
σταί μαΐ ἀμριβεῖς ai ὁριανμαί συνθῆμαι,ὴ ἐπίλυσις τοῦ προβλήματος ἐν-
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τός τοῦ ὑπ' αὐτῶν περιυλειομένου χώρου, ἰσχύει ἀπολύτως δι"᾿ 
οἰονδήποτε πραγµατιμόν ἀσυμπίεστον ρευστόν εἰς 4 - 

ὀτρόβιλον ροῆΏῆν. 

14, 2 H ENNOIA ΤΟΥ ΜΙΓΑΔΛΙΚΟΥ AYNAMIKOY KAI ΤΗΣ ΜΙΓΑΛΙ- 

ΚΗΣ ΤΑΧΥΤΗΤΟΣ 

Ἕστω z=x+iy pia μιγαδιιμΏῇ μεταῤλητή, παριστανοµέντ ἀπό τό ση- 

μεῖον 4, συντεταγµένων (χ.),τοῦ ἐπιπέδου Oxy (Σχ.14,32.Α) μαί 

' 

pia συνάρτησις τῆς µεταβλητῆς αὐτΏς, 
ἔνθα φίχ,υ) μαί ¥(x,y) εἶναι αἱ συναρ-- 5 
τῆσεις δυναμιιοῦ uai ροῆς. Σ 

Μία ουνάρτησις τῆς popenc(l4.2a)  -----“------ . 
bvopdletar ἀναλυτιμήῆ ουνᾶρτη- 
σις τῆς μιγαδιμΏῆς µεταβλη- 
τῆς 2 , ὅταν ἡ παράγωγός πης ὡς Ο 
πρός z εἶναι τελείως ὡρισμένη,διά πᾶν 

σημεῖον τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ αὐτῆς. Ζχ. 14.3. Α 
Α ἱμαναί uai ἀναγμαῖαι συνθῆμαι πρός τοῦτο (συνθῆμιαι CAU- 

CHY-RIEMANN) γράφονται ‘" ' 

Χ 

= ; -- ᾽ (14.2.1) 

ἤτοι διανυσματιμῶς προμύπτει ἡ σχέσις (12,2.0). Συμπεραίνομεν ἐπο- 
μένως ὅτι εἰς πᾶσαν ἀναλυτιιήν συνάρτησιν τῆς μιγαδιμῆς µεταβλη- 

τῆς =z, T6 μέν πραγµατιμόν πέρος της παριστᾶ τῆν 

συνάρτησιν δυναμιμοῦ, ὁ δέ πραγματιιός συντελε- 
στῆς τοῦ φανταστιμοῦ pépouc της παριστᾶ THV ουν- 
ἄάρτησιν ροῆς, μιᾶς µινηματιμῶς δυνατῆς ἀστροβίλου 
ἐπιπέδου μινήσεως, ἀσυμπιέστου ρευστοῦ.Τῆν συνάρ - 

(1) Ἢ ἀπόδειξις τοῦ ἀναγμαίου μαΐ ἱμανοῦ τῶν συνθημῶν (14.2.B) ἔχει ὡς ἑἐῆς: 
Ἕστω τό σημεῖον Μ[ε) τοῦ ἐπιπέδου Oxy (Σχ. 14. 2. Α) uai μία ἀπειροστῆ µετατόπιοις αὐτοῦ efe τό Μ[εν ) 

προσδιοριζοµένη ἀπό τό διάνυσµα MM'=dz=dx+idy Θά εἶναι 

Ρ ὃφ /8¢ Όψ .Ἱ /06 B B δῴ 
d[{z)nd¢¢¢d¢a\a—xdx+-§dy)4t(-é?dx¢?y—d,y-3;+¢¥dx+{3;+;7.y—dy, 

ὁπότε 

% .8 % δῴ φ ϑῴ /3¢ ὃῴ Ἱ ἆ ----εἱ----ἀκ-]--- -- οο ν . 
ar [ὃχ ᾽ ὂχ "(Θυ"Θυ ' δκ δς δ ) ἀκ 
- dx+idy 1488 

i dy - 
Ἠαρατηροῦμεν ὅτι ἡ παρᾶγωγος == εἶναι συνάρτησις τῆς o uaf ἑπομένως τό ὅριον αὐτῆς διά --Ο,έἑαρτᾶ- 

ται ἀπό τήν διέυθυνσιν τῆν ἀμολουϑουμένην ἀπό τό Μ Brav αὐτό τείνει εἰς τό M’ . Διά νά εἶναι ἀνεἐάρτητον τῆς 

διευθύνσεο- Μ ναί τελείως ὡρισμένον πρέπει νά ἰσχύπ ἡ ἰσότης 

20,2 2 ὂν 
ὄχ ὃχ dy ὃν 

4 Ξ χ Oy " δψ δΧ 

= Ἶ i 5 π } . ™ o 
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τησιν αὐτήν [[3) 04 uadréowpev μιγαδιμόν δυναμιμόν 

τῆς παριστανομένης ἐπιπέδου μινήσεως. 
"Άλλη σημαντιμή ἔννοια εἶναι ἡ τῆς μιγαδιμῆς ταχύτητος 

ἜΠ ὁρισμοῦ θά μαλέσωμεν μιγαδιμήν ταχύτητα τῆν ἐπίσης ἀναλυτιμῆν 
συνάρτησιν 

Παρατηροῦμεν ὅτι o ς δ.  dz ὁπότε 

d : 
Η/=-[= -υ |, (14. 2. γ) 

dz 

of 08¢ . 3¢ 
δχ ΌΧ ΘΧ 

Τό μέτρον μαΐ τό ὅρισμα τῆς ἀναλυτιμῆς συναρτήσεως W παρι- 

διότι 

στοῦν ἀντιστοίχως τό μέτρον ϱ-φα΄κυ" τοῦ διανύσματος τῆς ταχύτη- 
τος uai τήν γωνίαν πού σχηµατίλει αὐτό μετά τοῦ ἄξονος τῶν Χ, εἰς 
τήν ὑπ᾿' ὄψιν ἐπίπεδον μίνησιν, διότι 

Ν'=α-ίυ=ρέώ . (14. 2. δ) 

Ἔν συμπεράσματι, ἡ μινηματιμή περιγραφή μιᾶς ἀστροβίλου ἐπι- 
πέδου μινήσεως ἀσυμπιέστου ρευστοῦ (10, 2) προμύπτει πλήρως ἀπό μό- 
νην τήν avadutwhv συνάρτησιν f(z), ἥτις εἶναι υαΐί τό μιγαδιμόν δυ- 
ναμιμόν τῆς ὑπ' ὄψιν ἐπιπέδου μινήσεως, 

Γεννᾶται ὅμως τό ἑξῆς βασιμόν ἐρώτημα: '"Ποίας συνθήνιαας πρέ- 
πει νά πληροῖ μία ἀναλυτιιή συνάρτησις [[) οὕτως ὥστε νά παριστά- 

vn ὁπωσδήποτε μίαν πραγματιμήν ἐπίπεδον ροήν; " 
᾿Από φυσιιῆς ἀπόψεως ἡ ἀπάντησις εἶναι ἁπλῆ: '"Η πραγμα- 

τιμῆ ταχύτης V πρέπει νὰ εἶναι μονοτίμως ὠὡὠρταομέ - 

νη εἰς ὅλα τά δημεῖα τοῦ ἐπιπέδου τῆς 'Ἠϊνῆσεως, " 
Αὐτό µεταφρᾶἑἘεται ἀναλυτιμῶς ἀπό τήν ἑἐἐῆς συνθήμην: Ἣ µι- 

γαδιμή ταχύτης W πρέπει νά εἶναι pia συνάρτησις 
ὀλόμορφος δι΄ ὅλα τά σημεῖα τῆς ἐπιπέδου μινήσεως. 

Eic τῆν ἑπομένην παρᾶγραφον 04 ἐξετασθοῦν ai συνέπειαι τῆς 
συνθήμης αὐτῆς ἐπί τῆς συναρτήσεως /[ ). 

14, 5 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ ΔΥΝΑΜΙΚΩΝ 

Ἕστω ἡ ἀναλυτιμή συνάρτησις f(z) pé πεδίον ὁρισμοῦ τῆν uder 
στῆν περιοχΏῶν Β τοῦ ἐπιπέδου Oxy (Sx.14.3.A). Ἐάν τό πεδίον
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S,elc τό ὁποῖον λαμβάνει χώραν ἡ ἐπίπεδος uivnoic,elvar ἁπλῶς συν- 

εὐτιμόν διά τῶν [(2], τότε αὐτή εἶναι ἐπί πλέον ὁμοιόμορφος. 
Μία συνάρτησις [(z), ἀναλυτιμή uai ὁμοιόμορφος, μαλεῖται ὁλόμορ- 
φος συνάρτῃησις. 

Ἕστω [(z,) μία γνωστή τιμή τῆς ὁλομόρφου συναρτήσεως f(z) εἰς 
τό σημεῖον M,(z) . Ἢ τυχοῦσα τιμή τῆς συναρτήσεως f(z) θά δίδεται 
προφανῶς ἀπό τῆν σχέσιν 

-- β'α;. (14.3.) 

Παρατηροῦμεν ὅμως 611, συμφώνως πρός τό θεώρημα τοῦς Α- 
CHY « , τό ἐπιμαμπύλιον ὁλοιλήρωμα τοῦ δευτέρου μέλους εἶναι ἀν- 
εξάρτητον τῆς διαόρομῆς πού ἠπμολουθήθη ματά τῆν ὁλουλήρωσιν, παΐί 
ἑἑαρτᾶται ἀποιιλειστιμῶς ἀπό τᾶς ἀμραΐί- ψὶ 
ας τιμάς αὐτῆς, Ἑπομένως ἡ τιμή τῆς 
συναρτήσεως [(z) 04 εἶναι ἀνεέάρτητος 
τῆς ἀμολουθουμένης μαµπύλης C. 

Ἄς ἐἑετάσωμεν τώρα τῆν περίπτω- 
σιν συναρτήσεως [(z) ἀναλυτιμῆς ἀλλά 
ph ὁλομόρφου, ὕὅτοι, ἐχούστς πεδίον 
ὁρισμοῦ ᾿ πολλαπλῶς ocuveutiudw 

Ἔπί παραδείγµατι, ἔστω 16 ἁπλῶς . 
συνευτιμόν πεδίον S, ἐντός τοῦ ὁποί- X 
ou ὑπάρχει τό πολλαπλῶς συνειυτιμόν πε- Σχ.14, 3. Α 

δίον Ε (=x.14.3.B). 
"Ac πραγµατοποιήσωμεν τῆν ὁλο- g 

Ξ 

μλήρωσιν [Wdz πρῶτον ιιατά pnuoc τῆς 

μαμπύλης ζ΄, .uat uatdmy ματά phuoc τῆς 
μαμπύλης C,. Αἱ τιμαΐί τῶν δύο OAouAn- 
ρωμάτων δέν εἶναι τώρα ἴσαι. Ἢ διαφο- 
ρά των παριστᾶ τό ὁλουλήρωμα πατά μῆ- 
µος τῆς μλειστῆς μαμπύλης C=C;+C, ua- 

τά τῆν φορᾶν τοῦ BéroucPuai εἶναι ἴση 
πρός Σχ.14, 3. Β 

ΧΥ
͂ 

(1) Θεώρημα τοῦ CAUCHY: Ἐάν ὃ ,|'έτ) εἶναι ὁλόμορφος συνάρτησις uai ἡ W(z) ἀναλυτιμή τοιαύτη, τό ἐπιιαμπύ - 
Η 

λιον ὁλουλήρωμα [[β]άς εἶναι ἀνεέάρτητον τῆς διαδρομῆς ΑΒ , μαΐ διά 48 ἔχομεν Ι[ς -Ο. 

'Απδδειέις: 

β=)ώ- [ροιφχαχειαῳ) - [ραχεφα . ο β… pdy) . 

Αἱ συναρτήσεις gdx-gdy uai φάκεφάψ εἶναι τά ὁλιμά διαφοριμά duy,dw, δύο συναρτήσεων ω,, , λόγῳ τῶν σχέ- 
σεων (12. 2. η). Ἄρα αἱ τιμαί τῶν ἀντιστοίχων ὁλουληρωμάτων ἑἑαρτῶνται μόνον ἀπό τάς τιμάς τῶν @, μαΐί ω, εἰς τά 

A uai B, ὃὂ.ἕ.δ. 
(2) Ἴδε θεωρίαν μιγαδιμῶν συναρτήσεων, ϑεωρήματα CAUCHY, LIONVILLE, ἀναπτύγματα ματά TAYLOR uai MAC 

Ι.ΑΙΤΞΕΝΤ μαΐ θεώρημα ὑπολοίπων,
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Wdz = (’ ) , (14. 5. ϐ) 

ἔνθα 
γι παριστᾶ τόν ἀριθμόν τῶν περιφορῶν τῆς uapmiine C 

πέριὲ τῆς περιοχῆς E . 'O ἀριθμός m 04 εἶναι ἐπομέ- 
νως ἀμέραιος, θετιµός, ἀρνητιμός ἤ pundév, τό δέ ση- 
μεῖον του ἑἑαρτᾶται ἀπό THV φορᾶν τῆς περιστροφΏς. 
Διά τῆν περίπτωσιν τοῦ σχήµατος 14. 8. B m=-1. 

I'+4Q παριστᾶ τῆν σταθερᾶν τιμήν τοῦ ἐπιμαμπυλίου ὁλομλΏ- 
ρώματος διά piav ὀρθῶν περιφορᾶν uatd phuoc μιᾶς τυ- 

χούσης μλειστῆς μαμπύλης Ο΄ ,περιβαλλούστς τήῆν πε- 
ριοχῆν E , δίδεται δέ ὑπό τῆς σχέσεως 

Γκ ε -- ας = Z;dx +vdy+ i(udy—vdx_)]. 

Παρατηροῦμεν é¢ ἄλλου ὅτι ἡ ποσότης [᾿ παρι- 
στᾶ τήν υυμλοφορίαν τοῦ διανύσματος τῆς ταχύτητος 

-ματά μῆμος τῆς υλειστῆς μαμπύλης , τῆς περιβαλ- 
λούσης τῆν περιοχῆν E πατά τῆν ὀρθῆν φορᾶν, ἤτοι 

r=f γαϊ. 

ῶ 

'Ἐπίσης ἡ ποσότης G παριστᾶ τῆν παροχῆν ὄγ- 

uou 614 τῆς μαμπύλης ζς , ftor @ =/(Vfl)ds_ 

ε, 
"Ac θεωρήσωμεν τώρα τῆν συνᾶρτησιν 

ΓεΤΩ 
ις AP 

- 3 Π P 2 2 , 2 ΄ ~ 
ἔνθα α εἶναι ἡ μιγαδιμή συντεταγµένη τυχόντος σηµείου ἐντός τοῦ Ε. 

2 " Ύ ΄ ι 2 Ζ P ΄ - 
Ἢ συνάρτησις αὐτή εἶναι ἐπίστς ὁλόμορφος διά z#a Ὥτοι διά πᾶν στ- 

. 2 - ΄ , ΄ Ύ 
μεῖον της ἐμτός τῆς E , διότι εἰς τῆν περιοχῶν Ε εἶναι z=a. 

Ἑπομένως, ματά μΏῆμος τῆς μαμπύλης C θά ἔχωμεν πᾶλιν ὡς τι- 

μήν τοῦ /ξ1/΄6ϊ,'ε.' , τῶν πιίΓΗ ) uaf,uaté συνέπειαν, ἡ συνάρτησις 

ς 

I'+iQ 
Z)=——"—-"=In(z-a 
ἐ 2ἐπ , 

¥ 2 - . ᾽ » « 2 ~ ΄ - 
εἶναι ὁμοιόμορφος, ἄρα τια΄ ὁλόμορφος ἐντός ὁλουλῆρου τοῦ πεδίου S. 
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14.4 ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΕΙΣ ΤΑΣ ΑΣΤΡΟΒΙΛΟΥΣ ΚΑΙ ἘΠΙΠΕΔΟΥΣ KINH - 

SEIS ΤΩΝ ΑΣΥ ΜΠΙΕΣΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ 

Ἔπί τῷ βᾶσει τῶν ὅσων ἐλέχθησαν προηγουµένως,εἴμεθα εἰς θέ- 
σιν νά "'πατασμευάσωμεν'' uaf νά μελετήσωμεν ἐπιπέδους uwvhocele, χρη- 
σιμοποιοῦντες ἀναλυτιμᾶς συναρτήσεις ἱμανοποιούσας τάς συνθήμας 
τῆς προηγουµένης παραγρᾶάφου. 

Efc τήν συνέχειαν 64 μελετήσωμεν ὡρισμένας μινήσεις, προερ- 
χομένας ἀπό ἁπλᾶάς ὁλομόρφους συναρτήσεις [’(z) 

1441 “"Ὁμοιόμορφος ροὴ 

Ἕστω ἡ ὁλόμορφος συνάρτησεις : 

f(2)=¢+i¢=Az+B, (14.4.1.0) 

ἔνθα A ual Β τυχοῦσαι μεταβληταί τῆς μορφῆς A=arif uai B =y+id, 

Θά ἔχωμεν ψἱ 

f(z)=(a+if)(x+iy) + (y+id) 
=ax-py+y+i(fx+ay+J) , 

ὁπότε 

φ-αχ-βη-Ύ 

φψ =Px+ay+d ο 

} 
Σχ.14,4.1.Α 

) 
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B¢ αλλουΨ- =A=a+ip dénbéTe u=a,v=-f uaf /V/ =[A[= ψα"-β”. 

Ἢ uivnoic εἶναι εύθύγρομμος ὁμοιόμορφος μαΐ παράλληλος πρός 

τήν εὐθεῖαν υλίσεως --ῤ- ( χ. 14. 4.1. Α) 

Διά συντελεστήν A πραγματιμόν ἔχομεν μίνησιν παράλληλον 
πρός τόν ἄξονα τῶν χ, pé ταχύτητα V=A =V, . Διά συντελεστήν Α 
φανταστιιόν, ἡ uivnoic γίνεται παράλληλος πρός τόν &ova τῶν ψ. 

Ἔν γένει, πᾶσα ὁμοιόμορφος ροῇ παρίσταται ἀπό μίαν συνάρττ- 
σιν μιγαδιμοῦ δυναμιμοῦ, γραμμιμήν ὡς πρός z. 

14.4.2 Ῥοὴ eis γωνίαν 
Ἕστω ἡ ὁλόμορφος συνάρτησις 

[(2)= G+ip=2"= (x+iy)*= x*—y*+2xyi . (14,4,2.q) 

᾿Αμέσως προμύπτει ὅτι 

Β δ . φεχ φ 
φτῶχῳ, 

o 
W= Έ3Ξ =22=2x+2yt , 

(μ-Σχ , v=-2y) . 

At ypaupai ρο- 

A Ay Ὡς ἀποτελοῦν ὁξέ- 
όμην ὁμοεστιαμῶν U- 
περβολῶν, ἐχουσῶν 
ὡς ἄἐονας τᾶς διχο- 
τόµους μαί ὡς a- 

συμπτώτους τούς G- 
ἐονας τῶν ουντε - 
ταγµένων. Προφανῶς 
οἱ ἄξονες αὐτοί G- 
ποτελοῦν τάς Opra- 
μᾶς γραμμάς ϱροῆς 
διότι διά ¢=0 ἔχου- 
pe xy=0, ἄρα ἤ 
ΞΟ ,ψ τυχὁν iy 

y=0 , κ'ττυχόν. 
Αἱ ypappai ἴσου δυναμιτιοῦ ἀποτελοῦν δευτερσν δέσµην ὑπερβο- 

λῶν μέ ἄἐονας τούς &ovac συντεταγµένων uaf ἀσυμπτώτους τάς διχο- 
τόµους (=x.14.4.2,A), 

Σχ.14,4,53.Α
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Ἡ életalopévn pof ἀντιστοιχεῖ ἑπομένως εἰς ἀλλαγήν ματευθύν- 

-- - 1 2 -- ΄ π ΄ ΄᾿ ΄ἑ , - 

σεως τῆς ponc ἑνός ρευστοῦ uatd 2 uat δίδει τῆν λύσιν τοῦ προ- 

βλήματος μιᾶς ἀστροβίλου ροΏῆς, ἀσυμπιέστου ρευστοῦ, συναντώσης ὀρ- 

Ζ , 5 ς 2 25 5 Ξ , , I ι 
θῆν γωνίαν uai ὑποχρεωμένης νᾶ ἀλλάξη ματεύθυνσιν uatd ἶ .Οἱ ἄἐο- 

νες Ox uai Oy παριστοῦν τά τοιχώματα τῆς γωνίας. 

Τό µέτρον τῆς ταχύτητος εἶναι /'ΐ".|=/,2;.>*/= (2x)*+(2y)*=2r  Ἐπομένως 
ai ypappaf ἴσης ταχύτητος εἶναι περιφέρειαι, pé uévrpov τῶν ἀρχήν 
τῶν συντεταγµένων Ο. Δόγῳ δέ τοῦ δευτέρου θεωρήματος τοῦ BER- 
NOULLI uat τῆς σχέσεως (1Ο.3.τπ), εὑρίσμομεν uai τᾶς ἐπιφανείας ἴ- 
σης πιέσεως, Διά συνάρτησιν Φ τοῦ δυναμιμοῦ ἐξωτεριμῶν δυνάµεων, 
σταθερᾶν ἤ μηδενιμήν, ai ἐπιφάνειαι ἴστς πιέσεως εἶναι ἐπίσης περι- 
φέρειαι pé uévrpov τῆν ἀρχῶν τῶν συντεταγµένων. 

Ἡ ταχύτης pndevilerar 814 γ--Ο , ἤτοι εἰς 16 Ο μαί εἷς 16 on- 
μεῖον αὐτό ἔχομεν uai τῆν μεγίστην πίεσιν. 
‘O μηδενισμός αὖ- 
τός τῆς ταχύτητος 
δημιουργεῖ piav νε- γ v 
updv ζώνην παρά 
τῆν μορυφῆν O, μέ 
ἀποτέλεσμα τῆν 
δηµιουργίαν στρο- 

Ριλισμῶν, τῆν δια- 
ταραχήν τῆς ὅλης 
ροῆς εἰς τόν σωλῆ- 
να, μαί τῆν δηµι- 
ουργίαν σοβαρῶν ¢ 

πωλειῶν ἐνεργείας, 
Πρός ἀποφυγῆν αὖ- 
τῶν τῶν µειονεμτη- 

μᾶτων, οἱ µατασειν 
ασταί  ἀγωγῶν pé 
γωνίας ἀπμολουθοῦν 
δύο γραμμᾶς ροῆς 
διᾶ τήν χάραξιν ΣΧχ.14.4,. 2. Ὦ 
τοῦ ἐξωραχίου uaf 
ἐσωραχίου τοῦ ἀγωγοῦ (=x.14.4.2.B). Προυύπτει οὕτω pia ἀλλαγή ὁ- 
ευθύνσεως ροῆς ἄνευ σημαντιμῶν διαταραχῶν uail ἀπωλειῶν. 

Ἄς γενιμεύσωμεν τώρα τά προηγούμενα, ééetdlovrec τῆν ὁλό- 
μορφον συνᾶρτησιν 

f(z)=¢+i¢p=2". (14.4.2.8)
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Διά v>1 θά ἔχωμεν 

4(2)- σ' - ( ).- γ (οοον ὃ +isinvd) , 

uai uatd συνέπειαν, 

g=r"cosvd , ¢=rsinvd 

Θά ἐυμφράσωμεν τᾶς συνιστώσας τῆς ταχύτητος εἰς πολιιάς συν- 
τεταγμένας (Σχ.1ά, 4, 2, Γ). Ἢ λύσις ¥ - 

’ Ξ 2"|…γ αὐτή ἐπιβάλλεται ὡς συμφερωτέρα λό- 
vy vy τῆς [(5) ual τῶν φ uai ¢. Θά 

''' ἔχωμεν 

ι' F 'ς Όφ Ox ὃςφ Oy - = ὃ---------------- - Up =ucosv+usin Γ τ By or 

ὍΞ ΕΝ ὃς ( 
-- Ω ξ----- [, (14.4. 2.) 

Σχ.1.4.5.Τ " '' Ν ' 
M _1/96, 5 0¢ L Όρ-- ιιαηι7+υεοεδ…ΐ2-/-Θ-)((-11.ςι:1ι?4--ξΞ(τ*εκ:…3 ! 5 ἤ 

τ,=Ξ[Ξφ;.έ.)ζήιΞΞ=.ΐ..(ΐ"Ξφ; (14..4. . δ) 
" nlox 30 oy ot/ π 99 | 

Sx.14.4.2. A
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μαί 

Ἔξ αὐτῶν προμύπτει 

@ 
v, =——=yr Tcosv?d r 3 

or 

1 ὃς e 
Ug—;" ΈΞ-- ντπ'΄ δέηνὸ, 

|Ι7|:|ν2᾽΄΄’|: νρ''ἠ. 

Ἡ γραμμή pofic φ-0 ἔχει ὡς ἐξίσωσιν εἰηνδ-0, ἄρα νδ-0 1) π,ὁπότε 

προμύπτουν αἱ λύσεις ¥=0 uai 17-% . Αἱ ὁριαμαί ypappai ροῆς ἀπο- 

τελοῦνται ἀπό τᾶς ἡμιευθείας ὃ-Ο uai 17-—‘7-3—-. 

Ἡ παριστανοµένη ροΏ ἀντιστοιχεῖ εἰς ἀλλαγῆν ματευθύνσεως ua- 

τά γωνίαν περιλαµβανομµένην μεταξύ Ο uai . 

Sx.14.4.2.E 
Διά ν-2 ἔχομεν τῆν γνωστῆν pofiv τοῦ σχήματος 14.4.2. Δ.
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3 Διά - ἔχομεν τῆν ροήν τοῦ σχήματος 14.4.2. Δ 

Διά v=3 ἔχομεν τήν ροήν τοῦ σχήματος 14. 4. 2. Ἐ 
Διά v=1 αἱ ὑπερβολαί ἐυφυλίζονται εἰς εὐθείας μαΐ ἔχομεν τήν 

ροήν τοῦ σχήματος 14.4.1. Β 
Ἡ ταχύτης εἰς τό σημεῖον Ο εἶναι fon πρός O, διότι ν-/20αί 

χ .0 διά ;---Ο. 

''“ἔχει ἀνώμαλον σημεῖον εἰς τῆν 
ἀρχῆν τῶν συντεταγμένων.Αἱ ἐξ- 
ισώσεις συμπίπτουν μέ τάς ἐξι- 
σώσεις τῆς περιπτώσεως v > 71 

- 7 
πλῆν ὅμως διά γ-Ο, Γ -, 

Διά v <1 ἡ συνᾶρτησις --5 

ς 2 ρς ΄ |7]…… v 5 
οποτε μαὶ ἢ ταχυτης -΄-Ι-,΄7..-ι7 εις 

τό σημεῖον Ο γίνεται ἄπειρος. 
Ἢ μορφῆ τῆς pohe δίδεται εἰς 
τό (Sx.14.4.2. 7). 

Eic τῆν πραγματιμότητα, 
διά πᾶσαν ἀστρόβιλον ροΏῆν τῆς 
περιπτώσεως αὐτῆς, δημιουργεῖς- 
ται μιμρά ἀποιιόλλησις τῆς 
ρευστῆς φλεβός mapd τῆν 

ἀμπΏῶν Ο. ‘H ὁριαμή γραμμή pofc δέν ἐμφανίζει πλέον ἀυνμήν, ἀλλά 

μαμπύλην μιωρᾶς ἀμτῖνος, εἰς τήν ὁποίαν ἡ ταχύτης λαμβάνει μεγά- 

λας τιμᾶς. 

Σχ.14, 4. 3. 2 

14,4.3 Σημειακὴ πηγὴ ἢ $piap 
Ἕστω ἡ ἀναλυτιμή συνάρτησις 

[(z)=¢+idp=AInz=Alnre’=Afinr+id), (14.4,3.0) 

ἔνθα A πραγματιμός ἀριθμός. 

Θά ἔχωμεν 

g=Ainr , φεΑῦ, 

αἲ Α Α . 
-ἂς z Γ - 

Α ypappai ροῆς ( ὃ-- σταθ.) εἶναι εὐθεῖαι διερχόµεναι διά τοῦ Ό 
Αἱ ypappai ἴσου δυναμπιοῦ ( 2 - σταθ.) εἶναι περιφέρειαι pé uévrpov 
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τό Ο 
, ~ - Ύ Ἡ ταχύτης τοῦ ρευστοῦ εἶναι 

Όφ 4 - 7 V=v,=ap .-.-;- Ἢ Θιότι Ψ=7-Ξ=Ο 

παρατηροῦμεν δέ ὅτι ἡ μεταβολή τῆς ταχύτητος σηµείου τινός εἶναι ἀντιστρόφως ἀνάλογος τῆς ἀποστᾶσεώς Tou ἀπό τῆς ἀρχῆς, ‘H παροχή &yuou, ἡ διερχοµένη διά τῆς τυχούσης περιφερείας Ύ εἶναι 

ψ,2π»24=2πΑ ; (14.4. 3, p) 
ἑπομένως εἶναι σταθερᾶ uai μαλεῖται παροχή ἤ ἔντασις τῆς πηγῆς ἤ τοῦ φρέατος, 

_ 
Ἐάν 4 >0, ὅπως εἰς 16 σχῆμα 14.4.3.A, ἔνθα 4 =1, ἡ παροχίή: διευθύνεται ἀπό τό uévtpov πρός τῆν περιφέρειαν, ὁπότε ἔχομεν τήν περίπτωσιν τῆς πηγῆς, ἐάν δέ Α«Ὁ ἔχομεν τῆν περίπτωσιν φρέατος, 

Σχ.14.4.5. A 
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A& z=0, δηλαδῆ εἰς τήν ἀρχήν τῶν συντεταγμένων, ἔχομεν 

ονωμαλον οῃμεῖον, ὡς φαίνεται ιιαΐ ἀπό τῆν μιγαδιμήν τοχὑτητο Eic 

16 σημεῖον αὐτό ἡ τοχυτης γινετσι θεμ.ρητιυιως ἄπειρος.Ἐπὶς τῆν πραγ- 

μοτωοτῃτο τό φρεσρ ἤ ἡ Ή1γη δέν εἶναι ποτέ σημεῖα ἀλλά περιφέρετ- 

αι μέ σχετιιῶς μιιιράν duriva. 
Λόγῳ τῆς (14. 4. 8. Ρ) ἡ (14. 4. 8. α) δίδεται συνήθως ὑπό τήν μορ- 

΄ 
φῆν 

[{ῴεἓἰπε. (14, 4, 3. Υ) 

14, 4, 4 Σημειακὸς στροβιλισμὸσς 
ἜἝστω ἡ ἀναλυτιιή συνᾶρτησις 

{)5φεἐῴ--ιήἴπς, (14, 4. 4, α) 

ἔνθα A πραγµατιμιός ἀριθμός. 
Θά ἔχωμεν 

{(ε)- -- κ Inre’=—idlnn + A9, 

ΐ;*-'*'4'5' ᾽ ΐ'=-ΑΖ"Ρ- 

Η͂ ΄ . 5 ή 2 2 2 Y 2 
. Αἱ γραμμαΐ ροῆς εἶναι περιφέρειαι μέ uévrpov τό Ό ρἳ δέ ypap- 

μαί ἴσου δυναμιμοῦ εὐθεῖαι διερχόμεναι 14 τοῦ Ο. 
ι ΄ - -- 5 

Ἢ ταχύτης τοῦ ρεύστου εἶναι 

Ἢ uvudogopia τῆς ταχύ- 

τητος ματά pnuoc τυχούσης πε - 
ριφερείας εἶναι 

Γ- 2πτ] ΞΖπᾷ Ππ 314 14 ϱ) 

ἄρα εἶναι σταθερά, ἐπί τῇ βάσει 
δέ τῆς σχέσεως αὐτῆς 1 (14.4.4.q) 
λαμβᾶνει τῆν μορφῆν 

#;|=-ξ. ζηζ .(14.4.4.) 

Διά z=0 ἔχομεν, ὡς ποί 
προηγουµένως, ἀνώμαλον σημεῖ- 
ον εἰς τὸ ὁποῖον ἡ ταχύτης Υ 



A ε α 
Α 

i 
o o 

π μ ω- 
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γίνεται θεωρητιμῶς ἄπειρος. 

14, 4.5 Ροὴ péow σχισμῆσ 
Ἕστω ἡ ἀναλυτιμή συνᾶρτησις (1) 

l(z)=¢ +i¢p =arcchz. (14.4.5. α) 

Θά ἰσχύῃ ἡ σχέσις 

Z=x+ty =chf -ο (φειφ) = chgchig - δμ φϑὴεῴ = 

= chg cos¢ « she(ising), 

ὁπότε προυύπτουν αἱ σχέσεις 

Χ -ομφοοσῴ, 
(14. 4. 5. ϐ) 

Y =shg sing . 

‘Bé αὐτῶν, δι’ ἀπαλοιφῆς τῆς ¢ προμύπτει 

2 2 

- W i~y (14, 4, 5.Υ) 
οο5  sin’y 

΄ ~ 3 ΄ ~ Ύ ι ΄ 2 ΄ 
uai συνεπῶς αἱ ypappai ροῆς εἶναι ὑπερβολαί (ΣΧ. 14. 4, 5. Α) μέ ἑστί- 

ας τά Ε υαΐί Ε’, εὑρισιόμενα éni τοῦ ἄξονος τῶν x, pé τετμημένας 

c=t1/cos’¢+sin°¢» =ty . 

Αἱ γραμμαί ροῆς ¢ =0 uai ¢ =, ἀποτελοῦν uai τάς ὁριαμάς ypap- 
μᾶς ροῆς, συμπίπτουν δέ pé τόν ἄξονα τῶν Χ . ,δεξιᾶ uai ἀριστερά τῶν 

ἐστιῶν Ε ual Ε΄, 

Ἡ γραμμή ροΏς ψ--ξ- ἀποτελεῖ τόν &ova τῶν ¥ ὁ ὁποῖος εἷ- 

ναι uai & ἄξων συμμετρίας τῆς ροῆς. 
Ἑπομένως ἡ ἀναλυτιμῆ συνάρτησις (14, 4, 5. α) παριστᾶ τῆν ponv 

péoy σχισμῆς, πλάτους 2, pé παροχΏν 

(1) Είς τῆν ἐφαρμογῆν αὐτῆν χρησιμοποιοῦμεν τᾶς γνωστᾶς σχέσεις: 

ch(a+f)=chachp +shashp, 

chia=cosa ς shia=dsina, 

2chx=e'+e™ , 2shx=e™~e™ , 2cosx=e"+e™" , Zsinx=ec e, 

cha~sh'a =1 

Εἰσαγωγή εἰς τήν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν
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Q= φ(φ,--Φ,) - οὐτ--Ο) - ρπ. 
Αἱ γραμμαί ἴσου δυναμπιοῦ προμύπτουν éu τῶν (14. 4, 5. ) δι’ ἀ- 

παλοιφῆς τῆς φ(οοςᾧ :εἰπ'ᾧ =1) ὁπότε προυύπτει 

9 2 ἰ 
X il (14. 4.5. ε) ] 
ε sh% ἰ 

πρόμειται δέ περί τῶν ἐλλείψεων τοῦ σχήµατος 14,4.5.A, ὁμοεστια- π 

μῶν pé τάς ὑπερβολᾶς τῶν η[ς>(111…Ξ1ι"…΄>ν ροῆς, διότι C=24/ch’e —sh’s =21 : 
Ἢ μιγαδιιῆ ταχύτης 64 εἶναι 

-4 ι . Ἱ & (14.4.5.2) 
dz dz/d/' shf γΞ{ 

Y 

72 Ζ +\1545 7% i 

o % Pz, | 
& 7¥ 70 ! 

- Ζ 79 g , yoopupal ἴσου δυναμικοῦ 

" ᾽ - 
2 Ζ 6 κ 

0 ῥρΟμμαι PONS 

Ξ g 

25 Ε 4 

Ζ Ζ 3 

26 7 2 
Ε " ΐ 

Ξξ ) { Τ T ζ 0______._)( 

- AREES 

ST 
NG ¥ 

7 

Ζ 
9 

72 
7 

Ε 
15 
7% 

% 

Sx.14,4.5, A 

Efc δέ τά σημεῖα Ε uai Ε’ γίνεται ϊ6ΐ*…*-έ-=οςν. Αὐτό ἀνεμένετο, διότι 

μαθηματιμῶς μέν τά Ι 'μαί Ε’΄ εἶναι ἀνώμαλα σημεῖα τῆς συναρτήσεως 
W(z), φυστιῶς δέ αἱ ypappai ροῆς παρουσιάξουν εἰς τά σημεῖα αὐτά ἀ- 
νάμαμψιν. 

(14.4.5. δ) 



14, 4 'Ἐπίλυσις ἐπιπέδων μινήσεων 814 τῶν ἀναλυτιμῶν συναρτήσεων 179 

Efc τῆν πραγματιμότητα ἡ ρευστή φλέψ ἀποιολλᾶται ἀπό τάς πα- 

ρειᾶς τῆς σχισμῆς uatd τρόπον ἀνάλογον τοῦ éutebévroc εἰς τῆν ρο- 
ν πέριξ γωνίας (ἴδε 14. 4, 2). 

x 

ΝΖ Ξεο 
= =5 = i T 

Δ 

| e 
T -π- τ- 

¥ ' ι Yy 

Ϊ | " 

Ι 

FoRPUE SRRSO δ Μ § . WIS SO ν θθ ω | 

>x.14.4.5. B 

Τό σχῆμα 14.4.5. Β δειινύει plav περίπτωσιν δηµιουργίας τῆς po- 
Ὡς τῆς παρούσης παραγράφου, ἐφ’ ὅσον Ῥεβαίως ἡ διαφορά δυναμιτιοῦδ 
εἶναι pwpd, ἤ τό ἰξῶδες τοῦ ρευστοῦ niénpévov, ὥστε νά πληροῦται 
uatd προσέγγισιν ἡ παραδοχή τῆς ἀστροβίλου τνήσεως,



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 15. 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΙ 

ΤΩΝ ΑΝΑΛΥΤΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡ ΤΗΣΗΕΩΝ 

ΔΙΑ ΤΗΝ MEAETHN ΤΩΝ ΗΕΠΙΠΕΛΩΝ ΚΙΝΗΣΕΩΝ 

ΞΙΧΤΕΣΕΗΙΣς ΤΟΥ BLASIUS 

Πᾶς γραμμιιιός συνδυασμός διαφόρων μιγαδιιῶν δυναμιιῶν δίδει 
νέον μιγαδιμόν δυναμιτιόν, ἀντιπροσωπεῦον νέαν ἐπίπεδον ροήν, ἐντός 
τοῦ μοινοῦ πεδίου, 14 τό ὁποῖον ὅλα τά μιγαδιιά δυναμιιά ἐπαληθεύ- 
ouv τᾶς συνθήνιας τῆς παραγράφου 14.1. Ἑ πομένως, δυνάμεθα ἐπί τῇ 
Ῥάσει γνωστῶν ἐπιπέδων μινήσεων νά ματασιευάσωμεν uai νά μελετή- 
ὅωμεν νέας ἐπιπέδους μινήσεις προσθέτοντες, ἀφαιροῦντες ,μαί ἐν γέ- 
νει συνδυάζοντες γραμμτιῶς τᾶς γνωστάς ἤδη περιπτώσεις ἐπιπέ δων ul- 
νήσεων. 

Κατωτέρω παραθέτομεν χαραμτηριστιμάς ἐφαρμογάς ἀπαντωμένας 
συνήθως εἰς τῆν ἐφηρμοσμένην ὑδραυλιμῆν. 

15.1 ΠΗΓΗ KAI ΦΡΕΑΡ ΤΗΣ ΑΥΤΗΣ ΠΑΡΟΧΗΣ 

Ἕστωσαν pia πηγῆ uai ἕν φρέαρ, pé παροχᾶς « uai-Q& uaf uéw 
tpa S,(z) uai Si(z,) (Σχ.15.1. Α). 

Τό μιγαδιιόν δυναμιιιόν τῆς ἀστροβίλου αὐτῆς μινήῆσεως 04 εἷ- 
ναι 

Q L in(z-z,)=—-L [(Ζ}ε-ᾖ In(z-z) -- o In(z-z,) Ἐ Σ In 

Q p,e’™ QR ., o .9 
ἦ  ς... Ϊ 

29 μ p,e'™ 2π ως
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ἔνθα ὃ--α,-α,. Ἑπομένως 

R, 2 . Z)=———In=L ¢ X 9(51,0a) /(z)= 27 6, « 

Al γραμμαί ροῆς (ὃ- σταθερά ) 
εἶναι πτ€ς)1.ς>(-:ς)ει(1ι διερχόµενοι ἀπό τά S, 
uat S, , ai 8 ypappaf ἴσου ὄυνα. 

( & 
o 

2 Ύ Α ' 
- ΟΤΟθερΟν) €1val επίσης πε- 

μιμοῦ 

ριφέξρειαι ὀρθογωνιμαί ὡς πρός τᾶς προη- 
γουμένας. 

¥y 

Ο 

Σ Χ. 15.1,4Δ 

Διά τῆν εἰδιιήν περίπτωσιν τοῦ Σ Χ. 15.1. Β, ὅπου ἡ πηγή uaf τό 
φρέαρ ἔχουν ἀντιστοίχως συντεταγµένας α uat 

2x.15,1.B 

-ᾱ ,.ἔνθα ἡ παράμετρος α 
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εἶναι πραγματιιός ἀριθμός, ἡ συνάρτησις μιγαδιμιοῦ δυναμιμοῦ γίνεται 

Q, z+a . z-a_ ῶ , o . 
[β) s=gin———= π In o= +;a) 

ὁπότε 

Wzd[’zQa 1 

dz -- 

Σχ.15.1.Γ 

Efc τό σχῆμα 15.1.Γ δίδεται ἡ γραφιμή ἐπίλυσις τῆς ἀνωτέρω 
ροῆς 814 Q=-2m ,είς δέ τό σχῆμα 15.1, Δ δίδεται ἡ φωτογραφία μιᾶς 

ἀναλόγου ροῆς, δηµιουργηθείσης πειραματιμῶς eic 16 ἐργαστήριον pun- 
χανιμῆς τῶν ρευστῶν τῆς Τουλοῦύϊζης. 
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Σχ.15.1.Δ 

ς ἐπανέλθωμεν τώρα εἰς τῶν yeviuhv περίπτωσιν uati ἔστω ὅτι 

τό σημεῖον S, τείνετ νά συμπέσῃ pé τὸ ς » ἀμολουθοῦν τῶν σταθε- 

ρᾶν διεύθυνσιν s, 5,,γωνίας « μέ τόν ἄέονα τῶν κ. Θά ἔχωμεν 

z,=2, ἐ 4ε"ἢ 

ἔνθα ε--Ο ναί α-σταθερόν, ὁπότε 

Ω z-2,-£€%° Ω εε 5) 

[(z)=— Τ --- Ξ 

fz) 2Tt Ξ -- 231 μ ὦ Ζ-ε, 2 

α 
” 

ΞῈ διά ε--Ο δίδει 
2-2, 

Q ce' Ω - 

= 

Ἢ ἀνάπτυξις εἰς σειράν τοῦ Zn/j— 

Ἔϊστω ὅτι ἑλλαττουμένου τοῦ ε αὐέάνεται ἀντιστοίχως τό Ώ,οὔ- 

τως ὥστε TH γινόμενον Qe νά τείντ πρός τῆν σταθερᾶν παρᾶµετρον 

διά & τεῖνον εἰς τό μηδέν. Θά ἔχωμεν τότε TO ὀνομαϊόμενον δίπο - 

λον ἐντάσεως Ν, uévtpou S, uai ἄξονος σχημµατίζοντος γωνίαν « pé 

τόν ἄξονα Ox. Τὸό μιγαδιμόν δυναμιιόν τοῦ εἶναι 

ia 

/\(z =N 
(15.1.&) 

Ζ-2. 

Αἱ γραμμαΐί ροῆς εἶναι περιφέρεται, at ὁποῖαι διέρχονται διά 

τοῦ S, uail τῶν ὁποίων τά uévtpa εὑρίσμονται ἐπί τῆς παθέτου εἷς TOV 

ἄξονα τοῦ διπόλου. Αἱ ypappai ἴσου duvapiuou εἶναι ἐπίσης περιφέ- 

ρειαι διερχόμεναι διά τοῦ 3», μέ υέντρα ἐπί τοῦ ἄξονος τοῦ διπό- 

λου. 

Διά τῶν εἰδιμήν περίπτωσιν S, =0 ual α-Ο, θά ἔχωμεν μιγα-
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διιόν. δυναμτιόν 

[{Ζ}:ΤΝ:ἔ. “"’.—_--;‘lz(ws‘?-isimfl (15.1.ν) 

γραμμαί ρος 

ypaupal Μ 
ἴδου ὄυναμκεοῦ 

Σχ.15.1. Ἐ 

ὁπότε 

_Ncosfi Nsind 

r 7 

Ncosd Nsind 
v - μ ; 2Ξ μ 

μαί /β'.΄/=1/τ)΄,'»ιι).,' =ξ- 

Τό pérpov τῆς ταχύ - 
τητος σηµείου τινός Μ έλατ- 
τοῦται ἀναλόγως τοῦ τετρα- 
γώνου τῆς ἀποστάσεως τοῦ 
σηµείου ἀπό τὸ S, . 

Διά N=1,&xopnev τῆν 
ροῆν τοῦ σχήματος 15 .1 . E, 

Σχ.15.1. Ζ τῆς ὁποίας ἡ πειραματιμή ἀ- 

' 
«4

..
..

.9
} 

s
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ναπαράστασις δίδεται εἰς τῆν φωτογραφίαν 15.1. Ζ. 

15,2 POH EK ΠΗΓῊΣ ΠΑΡΟΥΣΙΑ ΜΙΑΣ Η AYO ΠΑΡΑΛΛΗΛΩΝ 
ἘΠΠΠΕΔΩΝ ΠΑΡΕΙΩΝ 

Ἕστωσαν αἱ πηγαί A uaf 4 τοῦ Σχ. 15.3. A1) pé συντεταγμέ - 

Ἄ ρ 3 
Χ. Ψ ἘΝ 

Τ ΄ -~ 52 

Ε »" +4 « 30 

o e - ._/ 
΄ 

7 ΄ ω - 7 \\ 

ο Ῥ 7 o« ς |4 ι e ΧΝ Ἀ - ! > o 30 
͵ Ἄ. ζ - 

΄ 55 HH , 
551 Τ > χ: 
30 ~ 7 " ἵ 30 

ς 45 Ε \ ( 

ν - 
N : e 

\A 1Ilv| rv\vl'|A§|‘e 0 % o3 

! A N 7 Μ 
» « νν i Ε 30 

A ) : ΗΜ 
- Ξ 5 7 Π 

- 7 A 
. Ε 15X 

_- K || ” 

- 1 -- Ξ 

-t 4 

Ἢ ΓΤ 5203 
Sl = Ξ ζ ς 

-|-ᾱ--]-- ΄ Σ Τ ὰ 

:_ Ἴ 1 ͵΄ X\ )/\\ ΄ 

- - - Χ. 5 x 
11 ὑὐτ ὶ \i/ 30 

-ν LA AN Sz 
-Ἐτ- Ξ' κ Ε 

Ν ή 
« 

Z%.15,2,A 
4 

νας τα uai-a ἔνθα α πραγματιιός ἀριθμός. Ἢ προμύπτουσα ροή 04 ἔ- 

ΧΤ μιγαδιιόν δυναμτιιιόν 

Ω ΠΖ|=2-π.χπα:… αἲ) (15. 2) 

uai μιγαδιμήν ταχύτητα 

Ω Ξ 
W i 

T ς α 

Ἡ µελέτη τῆς ἀντιστοίχου ροῆς γίνεται ὡς ual προηγουµένως. 
Ἠαρατηροῦμεν ἁπλῶς ὅτι ὁ ἄξων τῶν ψ ἀποτελεῖ συγχρόνως γραμμήν 

{1} Ἢ γραφιιή ἐπΏυσις τοῦ σχήµατος ἔγινε διά τῆν τιμῆν Q=27
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ροΏῆς παΐί &ova συμμετρίας τῆς ροῆς. Ἑπομένως 614 x>0 παριστάνεται 

ἡ ροή ἐμ πηγῆς παρουσίᾳ μιᾶς ἐπιπέδου παρειᾶς, 
Ἄς ἀναζητήσωμεν τώρα τό pryadwdv δυναμπιόν τό προμύπτον ἀ- 

πό piav ὀπειρίαν πηγῶν, παροχῆς Ω , τοποθετηµένων εἰς τά onpelaz=vh 

(v : ἀμέραιος) τοῦ ἄέονος τῶν Χ. Θά ἔχωμεν ὅτι 

ῷ Ω Φ ο Ω ῷ 
ῥ)---- (εο oI εη ς izt +—2—;Zn[£—(v—{j/3]¢2—”— Infz-vir)= 

= —2%1 π Μ)β+[ν-1)ξ/. - 2 [z-[y—ffijfizn vh) 

814 ν ἐυτεινόμενον ἀπό -οο ἕως -οο Ἐπειδή ὅμως τό ὅριον τοῦ yivo- 

pévou εἶναι τὸ ππ--΄ΆΜ θά ἔχωμεν 

Q - 4 [{27:5_2725{71__ (15,2. β) 

uat 

Ἡ μελέτη τῆς ροῆς γίνεται ὡς μαΐί προηγουμένως, ἐπαληθεύεται 
δέ εὐμόλως ὅτι αἱ μάθετοι εἰς τόν G- 

¢ova τῶν χ εὐθεῖαι, ἐξισώσεως λ΄='ξ+Κ]1 

- ΄ , ΄ Ύ ΄ 
ὅπου ς τυχών ἀιπέραιος, εἶναι. γραμμαί 

ροΏς. 
Χ Δι' ὑλοποιήσεως τῶν γραμμῶν po- 

ne Χ:.ΐ-}ξ, ἔχομεν τῆν ροήν τοῦ οχη- 2 ρ X 

- - 3 , 
μᾶτος 15, 2. Β,ἀνττότοιχουδᾶν εἰς ῥοῦν 

¢u πηγῆς εὑρισμομένης εἰς τό μέσον 
τῆς ἀποστάσεως δύο ἐπιπέδων πλαυῶν. 

15,3. ΠΗΓῊ EN ΜΕΞῸ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟΥ ῬΟΗΣ 

Ἢ µελετουμένη σύνθετος ροῆ θά ἔχτ μιγαδιμόν δυναμτιόν 

,({:}:Ιζμἓεῃ (15. 3. )
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- Ἐ ᾿ & 
> o+ ιµ ι Δ ὶ ' %o ὶ - i 

SRR LR ες ΕἸ 
i_ 

Sx.15.3.A 
ὁπότε, 

φεῖζχε Ξἕ-ἶπ:' 
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Q] 
¢=Ky+2;t‘3 

: , 
Eic 16 σχῆμπα 15.3.A ἡ ὑπ 

τιμάς ἴ - uai Q=2n. 
Ἡ ταχύτης εἰς τό ἄπειρον θά ταυτίξεται ἑπομένως μέ τήν τα- 

χύτητα V, τῆς ὁμοιομόρφου ροῆς. 

ὄψιν ροή ἐπιλύεται γραφιμῶς 814 τᾶς 

ῷ 
Ζ2Ζπῖζ 

Ἢ ἀντίστοιχος γραμμή ροῆς, ἡ διερχοµένη διά τοῦ A, ἀποτελεῖ τρό- 
πον τινά διαχωριστιμήν γραμμήν μεταέύ τῆς ροῆς τῆς προερχομένης éu 
τοῦ - 0o , uai τῆς ροῆς τῆς πηγῆς. Ἡ ἐξίσωσίς τῆς εὑρίσμεται éu τῆς 
veviune ἐξισώσεως τῶν γραμμῶν ροῆς διά προσδιορισμοῦ τῆς σταθερᾶς 

Ἡ ταχύτης ἐξ ἄλλου pndevilerar εἰς τό σημεῖον A ἔνθαΖε- α-- 

. " P Ξ ᾿ Ἣ Ω . 
¢ , λόγῳ ToU ὅτι efc τό Α ἔχομεν y=0 ual ὃ-π,, ὁπότε 4)=%=ΐ…π 

ρ ρ » ως ος ) 
°y+2Jr‘9 2 " 

yo 8E-9) (15.5.8) 
277 

Πρόμειται περί παραβολῆς pé ἀσυμπτώτους, διά ὃ-Ο τᾶς εὐθεί- 

, @ 
ας :.Ι|ι*»=""'2-Έ,(>΄' 

15.4. AITIOAON ΕΝ MEZQ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟΥ ΡΟΗΣ H POH IEPIE 

KYAINAPOY ANEY ΚΥΚΛΟΦΟΡΙΑΣ - ΠΑΡΑΛΟΞΟΝ TOY 

D’ALEMBERT 

"Ac θεωρήσωμεν τῆν ροῆν ἥτις προμύπτει ἀπό τόν συνδυασμόν ὁ- 
µοιομόρφου ροῆς παραλλήλου πρός τόν Gova τῶν χ ual διπόλου τῆς 

εἰδιωῆς περιπτώσεως (15.1.Υ) pé ροπήν N=1; BR?, Θά ἔχωμεν 16 μι- 
γαδιμόν δυναμπιόν 

2 

: / (15.4, α) 
Ξ 

L (z)=Vz + ἘΒ = V/z’-/- 

ὁπότε
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uai ἐξ αὐτοῦ προμύπτουν 

φ-:-Κὶ ντιἷξ)σωθ 

ῴ- ζζέ-Ξ78ίπθ 

1 
z? 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ ταχύτης εἰς τό ἄπειρον εἶναι πάντοτε ἵζ, 

μηδενίζεται 8 ὅταν 2Ζ2-- ἤτοι εἰς τά A’ ual A’ (Σχ. 15. 4. Δ). 
ς ἐξετάσωμεν τῆν γραμμήν ροῆς ῴΞ-Ξ Ο, Θά ἔχωμεν 

ῥν- ξ}εὶπθ:θ 

ἑπομένως ἀποτελεῖται ἀπό τόν ἄέονα τῶν χ ἄφ᾽ἑνός, uaf ἀπό τῆν πε- 
ριφέρειαν π ἀφ᾽ἑτέρου, Ἡ ὑλοποίησις τῆς γραμμῆς ροΏς r=R ἀνά- 
γει τήν ὅλην uivnowv εἷς τῶν περίπτωσιν μιᾶς ὁμοιομόρφου 
ροῆς, συναντώσης µύλινδρον ἄνευ uvudrogopiac eic τῆν 
ἀρχήν τῶν συντεταγµένων (Σχ.1δ.4. B, pon διά B=1 ual V,=1). 

Ἢ διανομή τῶν ταχυτήτων uatd phuoc τῆς περιφερείας τοῦ uu- 

λίνδρου προμύπτει ἀπό τᾶς οσχέσεις 

ψ'.κ(|- 

2 

1 ὃς R 
Ός -------- Τ =~ stndf7+ 9 - θ Φ 2 

Ὁπότε 914 π-ΤΡ ἔχομεν 

v,-O uat υ,:-21ζεἰπθ 

Ἡ ταχύτης γίνεται peyiorn εἰς τά Β uafl B’ pé τιμάς 

V==21 Ve =+21, 

Παρατηροῦμεν ἀμέσως ὅτι ἡ διανομή τῶν ταχυτήτων εἶναι συμμε- 
Tpwh ὡς πρός τό μέντρον Ο τοῦ uurivdpou, Adyy δέ τοῦ δευτέρου 
θεωρήματος τοῦ BERNOULLI uai τῆς σχέσεως (10, 3.n) προμύπτει ὅ- 

΄ ΄ ~ ~ ΄ Ύ : & % 
τι uai ἡ διανομή τῶν πιέσεων ἐπί τοῦ μυλίνόρου εἶναι συμμετριιή ὡς 

πρός Ο (1), 

(1) Ἔφ' ὅσον ἡ συνάρτησις @ τοῦ δυναμιμοῦ τῶν ἐἰωτεριιῶν duvépewv εἶναι σταθερά fi μηδενιιῆ. 

R
N



15.4 191 

Σχ. 15.4. Β 

Εὑρισμόμεθα οὕτω ἐνώπιον μιᾶς εἰδιμιῆς περιπτώσεως τοῦ πα- 

ραδόξου τοῦ D’ALEMBERT, τό ὁποῖον ἐμφράζει ὅτι: 
‘O στροφεύς τῶν πιέσεων τᾶς ὁποίας ἐξασιιεῖ μία ὁμοιόμορφος 

ροή ἐπί ἑνός υυλίνδόρου εἶναι éu ταυτότητος ἴσος μέ τό μηδέν. Ἕπο- 
μένως ὁ υὐὐλινὄδρος δέν παρεμβάλλει οὐδεμίαν ἀντίστασιν εἰς τήν ἀστρό- 
βιλον μίνησιν τοῦ τελείου ἀσυμπιέστου ρευστοῦ. 
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15.5. POH ΠΕΡῚΞ KYAINAPOY META ΚΥΚΛΟΦΟΡΙΑΣ 
Θά μελετήσωμεν τόν συνδυασμόν τῆς ροῆς τῆς προηγουμένης πα- ραγράφου μετά τῆς ροῆς λόγῳ σημειαμοῦ στροβιλισμοῦ, τῆς παραγράᾶ- φου (14. 4. 4). 
Τό προπύπτον μιγαδιμόν δυναμπιόν γράφεται 

2 Γ -- ω-ξ./- PR Wy ο Σ (15.5. α) 

uai ἐὲ αὐτοῦ ἔχομεν 

φ-[΄ ρ|1.Ε= (…-ο,-.9.|-..-*.9 
Ξ Ρ} 2Τ 

β ---....... ἐ o σσ νν 

ψ= ο/ /“"flfi 
Zni’ 

it By - 
Ι'17-Ιζ,'Κ! τ'; ‘Znz 

, 
ο
 

ν
ς
 

O
O
 

.
;
θ
 

. 
-
 

Σχ.15.5.Α 
΄ ΄».- ¥ , s Ἢ ταχύττς εἰς τό απεῖρον εἴναι πάντοτε ἴση πρός Y.



-
 

e 
''' 

''' 

Ὁμοιόμορφος pofy πέριὲ …;4λίνδρου ἄνευ uvudogopiac, 
δι᾽ αὐξανομένους ἀριθμούς REYNOLDS
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: p— 4 g μ Ζ π ὦ " 
Ἄς ἐέετάσωμεν τῆν γραμμῆν ponc ᾧ:-ΞΞ-ΖπΒ.Αυτῃ προμύπτει 

διά »-2 ἑπομένως ἡ περιφέρεια τοῦ υυλίνδρου ἀποτελεῖ πάλιν μίαν ὁ- 

ριαμήν γραμμήν ροῆς. 
Διά τήν εὕρεσιν τῆς διανομῆς τῶν ταχυτήτων ἐπί τῆς περιφερεί- 

ας τοῦ uudivdpou, εὑρίσηοσμεν 614 r=R ὅτι 

υ -Ο Uy=—2 V sind+ Γ 
" Ξ 2π 

ὁπότε 

=0 514 A θ=.-…Ζ;.. Uy ὰ séng - 

ἥτοι διά δύο σημεῖα 45 υαΐ Α΄, pé τιμάς μιγαδιμῆς μεταβλητῆς z-Re” 

μαί “-- ε, ἐφ᾽ ὅσον βεβαίως < ἀπ (Σχ.15.5,Α, poh 14 R=l, 
Vo=1 uai Γ-2π). 

Διά [T] >4n VR, ἡ poh λαμβᾶνει τῆν μορφῆν τοῦ σχήματος 15, 5,B. 
Ἢ διανομῆ τῶν ταχυτήτων εἶναι συμμετριμή ὡς πρός τόν ἄξονα 

Oy, μέ ἀποτέλεσμα νά προυύπτῃ undeviuf) συνιστῶσα τῶν πιέσεων ἐπί 
τοῦ υυλίνδόρου ματά τόν ἄξονα O~ . Κατά τόν ἄξονα Oy .ἀντιθέτως, 
ὑπάρχει συνιστῶσα τῆς πιέσεως, ἡ τιμῇ τῆς ὁποίας δίδεται διά μίαν 
γενιμῆν περίπτωσιν εἰς τήν ἑπομένην παράγραφον. 

Ἂς ἐυφράσωμεν τέλος τῆν σχέσιν (15.5, α) διά τῆν γεντιήν πε- 
ρίπτωσιν ὁμοιομόρφου ροΐς, σχηματιζούσης γωνίαν « μέ τόν ἄέξονα τῶν 
x . "Apueil πρός τοῦτο VA 

τεθῆ ὅπου ς ἡ =ze*%, 
Θία 

τό ὁποῖον ἀντιστοιχεῖ μέ 
περιστροφῆν τοῦ συστήµα- 
τος συντεταγµένων. Θά ἔ- 

χωμεν τότε 

{)-ὶς ῥε-π 7»’;) " 

- ις (15.5.5) 
Τ 

ος '' . --- ΄ W"V(e ιι- )_t Ε ΄ -- - P o 3 N - 

: ὐλαυειῆλ "Η 
Διά Σ πολύ μεγᾶλο, - % 

τοι διά σημεῖα τοῦ ἐπιπέ- /\,\ 
δου paupdv τῆς ἀρχΏς Ο ,θά 
εἶναι 

Εἰδαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιυμήν 13
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W=l e (15.3.7) 

ἤτοι παύει ὑφισταμένη ἡ ἐπιρροῆ τοῦ παρεμβαλλομένου uuvrivdpou εἰς 

τῆν ὁμοιόμορφον ροῆν. 
‘B¢ ἄλλου ματά μῆμος τῆς περιφερείας μαΐ διά τῆν περίπτωσιν 

μυυνλοφορίας ἴστς πρός 

I'=4nr VY Rsind, {15.6.8) 

ἡ ταχύτης δίδεται ἀπό τῆν σχέσιν 

W= ἷἷ,ίξ’-““- εἰ 12 e"‘?sinfi:]_—. £ 26 [sin(9-a) -8-ὶπι9:7 (15.5.¢) 

15.6. ὙΠΟΛΟΓΊΞΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΟΔΙΚΩΝ AYNAMEQN TEAEIOY A- 

SYMIIESTOY PEYSTOY ἘΠῚ ETEPEOY ΔΙ ᾿ ΑΣΤΡΟΡΙΛΟΝ 

POHN KAI ANEY ΠΕΔΙΟῪ EEZEQTEPIKQN AYNAMEQN - ΣΧῈ - 

>EI= ΤΟΥ BLASIUS 

Eic éu τῶν ἀντιμειμενιιῶν σμοπῶν τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν 
εἶναι & ὑπολογισμός τῶν συνολιμῶς ἐξασμουμένων δυνάμεων ἐπί στερε- 

dc παρειᾶς, Bpeyxopévne ὑπό τοῦ ρευστοῦ. Τά θεωρήματα ἐπί τῶν πο- 
- σοτήτων μινήσεως δίδουν μίαν πρώτην μέθοδον 
A ὑπολογισμοῦ, ἐφαρμοζομένην εἰς πλείστας ὅσας 

περιπτώσεις. Διά τῆν εἰδιμῆν ὅμως περίπτωσιν 
Ες A7 τῆς μελέτης τῶν ἐπιπέδων μινήσεων 814 τῶν & 

a0 ναλυτιμῶν συναρτήσεων, ἡ συνισταμένη δύνα- 
μις μαΐ ροπή ὑπολογίζονται ἀπ᾿ εὐθείας ὡς ua- 

τωτέρω. 
Ἕστω ἡ στερεᾷ παρειά 4B , τό µο- Ἣ 

-- 
> ναδιαῖον μάθετον διάνυσµα uai T ἡ ὑπό τοῦ 

ρευστοῦ ἀσποιηπένη τᾶσις ἐπί τῆς στερεᾶς πα- 
ρειᾶς, eic τό τυχόν σημεῖον αὐτῆς M. 

yA ᾿- 4 ΄ « ΄ - 
Ἐάν n, uain, αἱ συντεταγμέναι τοῦ π ἐ- 

N - α dx 
πί τῶν Ox uai Oy , 04 ἔχωμεν τι-τι,-ι'τι1*-ΐ1?-*-ι'ΐ'΄1-8- 

ΓΜ - ἂψ dx 
διότι ἐξ ὁρισμοῦ εἶναι π͵:εοεα--ἆἷ,π᾽:εἑπσ--ἶἓ 

Ἑπομένως προιιύπτει ἡ σχέσις 

Α -- - χ «ιἂψ _dz 

Σχ.Ι15. 6. Β ds '''5 (15. 6. α) 
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Ἐξ ἄλλου ἡ τάσις διά τέλειον ρευστόν θά εἶναι 

Ἴ, = eyn;=-pdn=-pn,, 
ἤ διανυσματιμῶς 

T=-p#. (15, 6. β) 

Τό δεύτερον θεώρημα τοῦ BERNOULLI 314 pndeviudv πεδίον ἐξω- 

τεριμῶν δυνάμεων δίδει 

;ι-Ρ'--;-ρνΐ (15, 6,%) 

ἔνθα p, εἶναι μία σταθερά, ἡ δέ σχέσις (15.6.y) ἰσχύει 814 πᾶν σημεῖ- 

ov τῆς ἀστροβίλα: ροΏῖς. Δεδομένου ὅμως ω'ι|γ| /--/Ι1 σχέσις αὐτή 

γράφεται 

df|? 2 df df 
-p,—— --- 15.6. £ Zg/dz =P~ ς ἋΣ R 

Δι’ ἀντιματαστάσεως τῶν (15.6. α) uaf (15.6. ὃ) εἰς τῆν (15.6. β) 

64 ἔχωμεν 

di .o df αΖ 
ἰφ 1548 
T T ; 8l 

‘O οτροφεύς [T] τῶν τάσεων ἐπί τῆς παρειᾶς AB ἔχει 
διανύσματα ἀναγωγῆς ὡς πρός Ο τά 

ΐ|ςάεε-ιρ͵|ἓ|ᾷ-2ω]φίξ|ἕᾶἶ (15.6.&) 

M[fi-—j/oflxt ΐ] ds 

Ἂν συμβολίσωμεν μέ 1Βζ«1) τό πραγµατιμόν pépoc τῆς pryadiunc 
μεταδλητῆς A4 , 84 ἔχωμεν ὅτι 

Μ[Τΐ]=/ΒάΞΠ=Ββ%άΞ- -;>./;,…Ξ φϊ/ 

M[T]=p, /,,(3)/?2./z(A)/’ ἓχἅἕάἶ} (15.6.1) ν
 



196 Γραμμιμοί συνδυασμοί ἀναλυτιμῶν συναρτῆσεων 15.6 

Αἱ σχέσεις (15.6. 2) μαί (15.6.τ) ἐπιλύουν τῆν γενιμῆν περίπτω- 

σιν τῆς παροὔύσης παραγρᾶφου. 
Θά εὕρωμεν év συνεχείᾳ τῆν μορφῆν τῶν σχέσεων αὐτῶν διά τῆν 

εἰδιμήν περίπτωσιν ματά τῆν ὁποίαν ἡ uapmAnAB εἶναι μία udrer- 
στῇ γραμμῆ pohc. Πρᾶγματι ἡ περίττωσις αὐτῆ. ἐμφανίζεται εἷς 
τᾶς περισσοτέρας μορφᾶς ροῆς, διότι ἀνταπουρίνεται εἰς λειστῆν πα- 
ρειᾶν περιβάλλουσαν ἕν ρευστόν, ἤ εἰς σῶμα τυχόντος σχήµατος ἐμ-- 
βαπτισµένον εἷς ρευστόν ἐν μινήῆσει. Παρατηροῦμεν τώρα ὅτι α[- ὧφ, 

διότι d¢ =0 λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ συνᾶρτησις df λαµβάνεται ἐπί τῆς γραµ- 

μῆς ροῆς AB=otald., ἑπομένως df -ᾱ[ uai ai σχέσεις (15.6. 2) uai 
(15. 6. ) λαμβάνουν τῆν ἁἀπλουστέραν popehHv 

?=i2£cf(ii-flfiz 

---5 άτζ-5άπ) 

εὑρέθησαν δέ T6 πρῶτον ἀπό τόν BLASIUS. 
Ἔπί τῷ Ρβᾶσει τῶν ἰσχυουσῶν παραδοχῶν διά τῶν προσανατολι- 

σμόν τῶν διανυσµάτων, τά ὁλουληρώματα θά λαµβάνωνται δεξιόστροφα 
ἐάν τὸ ρευστόν περιβάᾶλλη τό ἐμβαπτισμένον σὔμα uai ἀριστερόστροφα 
ἐᾶν τό ρευστόν περιῤβάλλεται ἀπό τῆν ηλειστῆν παρειᾶν. 

Τό cobapdv mreovéurnua τῶν σχέσεων (15.6.0) ουνίσταται eic 
τό ὅτι τά ὁλοιληρώματα ἐφαρμόζονται εἰς ὁλομόρφους συναρτῆσεις . 
Συµφώνως πρός T θεώρημα τοῦ CAUCHY, ἡ τιμῆ τῶν ἀνωτέρω ὁλομλτ- 

ρωµάτων παραµένει ἀμετάθλητος, ἐᾶν ἡ μαμπύλη σ ἀλλάζη ματά τρό- 
πον συνεχΏ, ὑπό τὸν ὅρον ὅτι ἡ ἀλλαγΏ αὐτή δέν προσθέτει ἀνώμαλα 
σημεῖα εἰς τᾶς πρός ὁλουλήρωσιν συναρτήσεις. 

Ἔν συνεχείᾳ θά δώσωμεν ὡς πορίσµατα δύο Ῥασιμάς ἐφαρμογάς 
τῶν ἀνωτέρω. 

(15. 6.) 

15.6.1 Παράδοξον τοῦ α' Alembert 
Θά ἐἐετάσωμεν τῆν περίπτωσιν ὁμοιομόρφου ροῆς συναντώσης υ- 

λινόριιόν σῶμα K . τυχούσης uabétou τομῆς ἄνευ uvurogopfac (Σχ. 
15.6.1.A). Σύμφωνα pé τά λεχθέντα nponyoupévwe, ἀλλάσσομεν υατᾶ 
τρόπον συνεχΏῆ TAV Oplaufv γραμμήν ponc € , µετατρέποντες αὐτήν 

εἰς υὔνλον ἀμπῖνος R . ᾿Αναγόμεθα τότε εἰς τῆν περίπτωσιν τῆς po- 
Ὡς 15.4,, 314 τῆν ὁποίαν ἔχομεν μιγαδιιιόν δυναμιμόν 

f(z)=V, z+% (15.6.1.a) 

uaf μιγαδιμῆν ταχύτητα
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αΓ R? 
-— = s 15,86.1. W= 1/;(1 2 (15. 6.1. 8) 

[y 
Ὡς ἤδη ἀπεδείχθη ἀναλυτιμῶς εἰς τήν σχετιμήν παράγραφον, ὁ 

στροφεύς τῶν πιέσεων τῆς ἀνωτέρω υτνήσεως εἶναι μηδέν μαΐ ἐπομέ- 
νως ἐφ᾽ ὅσον τό παρᾶδοέον -τοῦ 
D’ALEMBERT ἰσχύει διά τῆν εἰ- ¥4 
διμήν περίπτωσιν τῆς 15.4, 04 - 
oxUn uai 314 τήν γενιμῆν περί- .΄%χ 

πτωσιν τῆς παρούσῃης παραγράφου. 
Τό ἀποτέλεσμα αὐτό ὅμως ἀποδει- 
μνύεται ἀμέσως ἐπί τῷ Ρβάσει τῶν 
σχέσεων (15.6.0) μαΐ τοῦ θεωρῆ- 
ματος τοῦ ΟΑΠςΗΥ. 

Πράγματι, τά ὁλουληρώματα 
: ͵ ks τ / 

τῶν σχέσεων (15.6.0) pé βάσιν τῆν ξξ 

τιμῆν τῆς πιγαδιιῆς ταχύτητος 

d 
W=—_ ἐμ τῆς (15.6.1.α) εἶναι 

dz 

éu ταυτότητος μηδέν, διότι at Σχ. 15.6.1,.ΧΣ 

2 d/ ΄ d/‘ εα 2 . 2 , 
συναρτῆσεις κ μαί Σ Ξ’ εἶναι ὀλόμορφοι μαί ἄνευ ἀνωμάλων σηµείων 

εἰς τό πεδίον ὁρισμοῦ των. Ἑπομένως, ὁ στροφεύς τῶν συνολιμῶν δι- 
νᾶµεων τῶν ἐξασιουπένων ἐπί τοῦ σώματος K εἶναι éu ταυτότητος i- 
όος μέ τὸ pndév διά ponv ὁμοιόμορφον uai ἄνευ uvudogopiac. 

Ἢ ἀπόδειξις αὐτῆ δειμνύει τῆν μεγάλην γενιμότητα μαΐ τᾶς ἐ- 
φαρμογᾶς τῆς θεωρίας τῶν ἀναλυτμμῶν ουναρτήσεων εἷς τᾶς ἀρχάς τῆς 
μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν. 

15.6.2 Θεώρημα τοῦ Joukowski 
Θά ἀποδείξωμεν τῆν ἀμόλουθον πρότασιν: 
" "E4v pia ὁμοιόμορφος uai ἀστρόβιλος ροή ἑνός τελείου ἀσυμ- 

πιέστου ρευστοῦ, ἄνευ πεδίου ἐξωτεριμιῶν δυνάμεων, συναντᾶ μυλινόρι- 
μόν οὔμα Κ.τυχούσης μαθέτου τομῆς, pé uuvudrogopiav Γ ,ἡ συνιστα- 

Ζ - 2 = ν: ~ : Ύ - “..2 2 
pévn τῶν δυνάμεων B ἐπί τοῦ σώματος εἶναι ἴση μέ τό γινόμενον oI'V, 
P Ύ « ᾽ ΄ ΄ ~ ~ ΄ « Ζ ΄ 
ἔνθα ρ εἶναι ἡ εἰδιμνή muuvoéTne τοῦ ρευστοῦ uai V, ἡ σταθερά ταχύ- 
της τῆς ὁμοιομόρφου ροῆς paupdv τοῦ σώματος K . Ἡ διεύθυνσις τῆς 

π --- 

συνισταµένης εὑρίσμεται διά περιστροφῆς uatd Ζ' τοῦ διανύσματος Ύς 

ματά φορᾶν ἀντίθετον πρός τήν διεύθυνσιν τῆς uvudrogopiac I' . 
Κατ᾽ ἀρχήν µετατρέποµεν ὡς uai προηγουμένως τῆν τυχοῦσαν πα- 

μπύλην Ο εἰς uludov ἀμτῖνος Ε uatd τρόπον συνεχΏῆ. ᾿Αναγόμεθα τό-
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τε εἰς τῆν περίπτωσιν ροῆς τῆς παραγράφου 15.5 διά τῆν ὁποίαν ἕ- 
χομεν 

(15.6.2.a) 

" - , α/ 2 αΓ . 
Παρατηροῦμεν ὅτι ai συναρτήσεις ξ μαΐΖ 2z εἶναι ὁλόμορ- 

φοι εἰς τό πεδίον ὁρισμοῦ των, μέ μόνον ἀνώμαλον σημεῖον τῆν πηγήν 
Ο τοῦ σημειαμοῦ συμβολισμοῦ. 

Δι’ ἐφαρμογῆς τοῦ θεωρήματος τῶν ὑπολοίπων (ἴδε θεωρία ἀναλυ- 
τιμῶν συναρτήσεων) συνάγεται ἀμέσως ὅτι 

- - 
υ τ θς (15. 6. 2. B) 

Μ,[ᾗ]Ξ o 

Αὐτό προμύπτει uai ἀναλυ- 

τιμῶς δι’ ὑπολογισμοῦ τῶν ὁλο- 
μληρωμάτων ματά τὸν ὀρθδδοέον 
τρόπον, μετά προηγουμένην ἔιυι- 
φρασιν τῆς μιγαδιμΏς μεταβλητῆς 
Ζ εἰς πολινάς συντεταγμένας 

z=re* 
Eic τό éndpevov μεφάλαι- 

ον δίδομεν αΐ piav ἄλλην ava- 
λυτιμῆν ἀπόδειξιν τοῦ ἀνωτέρω 
θεωρήματος ἐπί τῷ βάσει τῶν ἀρ- 
χῶν τῆς συμμόρφου ἀπειτιονίσεως. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 16 

Η ΣΥΜΜΟΡΦΟΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΙΣ 

KAI ΑΙ ΒΦΑΡΜΟΓΤΓΑΙ ΤῊΣ 

ἘΞ ΤΗΝ ΕΠΙΛΥΣΙΝ ENIODEAQN ΚΙΝΗΣΕΩΝ 

ΔΙΑ ΤΩΝ ΑΝΑΛΥΤΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

ΜΙΓΑΔΙΚΗΣ METABAHTHZ 

Eic τά μεφάλαια 14 uai 15 εἴδομεν τόν τρόπον µελέτης ὠὡρισμέ- 
νων ἐπιπέδων μινήσεων, ἐπί T βάσει τῶν στοιχειωδῶν ἀναλυτιμῶν ουν- 
αρτήσεων. Παρ᾽ ὅλας τἄάς πολλάς ἐφαρμογᾶς τῆς μεθόδου αὐτῆς, ὑπάρ- 
χει συχνά ἡ ἀνάγμτη τῆς µελέτης μινήσεων πλέον περιπλόπων, ἄνταπο- 
µρινομένων εἷς ὡρισμένας ουνθῆμας ὁρίων, δεδομένας éu 
τῶν προτέρων uaiph δυναμένας va ἀποδοθοῦν ὑπό τῶν 
ἁπλῶν ἀναλυτιμῶν συναρτήσεων. Ἢ σὐύμμορφος ἀἅπει- 
μόνισις δίδει τῆν δυνατότητα μιᾶς συστηματιιῆς µελέτης εἰς πλεί- 
στας ὅσας éu τῶν ἀνωτέρω περιπτώσεων. 

Δι᾽αὐτΏῆς, ἡ ἑπτουμένη µελέτη μιᾶς ιπνώσεως, pé πολυπλόπους 
συνθΏνας ὁρίων, πραγµατοποιουµέντς εἰς τό ἐπίπεδον τῆς μεταβλητΏῆς 
Ζ ἀνάγεται eic piav ἄλλην πολύ ἁπλουστέραν παΐ γνωστῆν περίπτωσιν 
μινῆσεως, πραγµατοποιουµέντς εἷς τό ἐπίπεδον μιᾶς ἄλλτς μεταβλητῆς 
Z (ἤ ναΐ ἀντιστρόφως) ἐπί τῇ βάσει μιᾶς σειρᾶς μετασχηματισμῶν τῶν 
ὁριαμῶν συνθημῶν, μαθοριζομένων ἀπό ὡρισμένους μανόνας τούς ὁποίους 

uai θά ἀναπτύέωμεν ἐν περιλήψει. 
Tovilopev ὅμως ἐπί πλέον ὅτι pia τυχοῦσα περίπτωσις ἐπιπέδου 

uai ἀστροβίλου ροῆς, ἀσυμπιέστου ρευστοῦ,μέ τυχούσας συνθήµας ὁρί- 
ων δύναται τελιμῶς νᾶ ἀναχθῆ εἰς τῆν ὁμοιόμορφον μίνησιν τῆς παρα- 
γράφου 14.4.1 ἐπί τῇ Ρβάσει μιᾶς σειρᾶς συμμόρφων ἀπειπμονίσεων uai 
ματά ἕναν μαΐ μόνον τρόπον. Πράγµατι, τό προμύπτον τελιιόν μαΐ τά 
ἀρχιμά δίµτυα εἶναι ὀρθογωνιμά (12.2.0) ἑπομένως εἶναι δίµτυα συγγε-- 
νῆ. Ἢ δυσχέρεια ἔγυειται μόνον εἰς τόν μµεγᾶλον ἁριθμόν τῶν ἄνα-
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λυτιμῶν ὑπολογισμῶν 814 τῆν μεταφοράν τῶν ἀποτελεσμάτων ἀπό ἕν δί. 
μτυον εἰς τό ἀρχιιόν τῆς ὁμοιομόρφου ροῆς. 

16.1 ΟΡΙΖΜΟΣ ΤΗΣ ΣΥ ΜΜΟΡΦΟΥ ΑΠΡΙΚΟΝΤΣΕΩΣ 

“Έστωσαν δύο πεδία Ύ uai V', εὑρισμόμενα ἀντιστοίχως εἰς τά 
ἐπίπεδα τῶν μιγαδιμῶν 

by , A7 -- μεταβλητῶν z=x+éy uai 
πεδιίον Υ πεδίον Υ Σος (S 16, 1.4, 

Eic πᾶν σημεῖον M τοῦ 

ἐπιπέδου Ξ δυνάμεθα νά 
ἀντιστοιχίσωμεν ἕν on- 
μεῖον μ τοῦ ἐπιπέδουξ.- 
av συνδέσωμεν τᾶς μιγα- 
διμάς µεταβλητᾶάς Ζ uaf 

ἐσ/πεδον = ἐπ/πεδο» & ζ διᾶ σχέσεων τῆς pop- 

εἰ --- φῆς 

Σχ.16.1.Α z=F(Z) Ἡ ἔ-6ᾷ). 

Αἱ συναρτήσεις F(Z) uai G(z) ὀνομάζοντα συναρτήσεις με- 
τασχηματισμοῦ. 

ς περιορισθῶῆμεν πρός στιγμήν εἰς τῆν συνάρτησιν z=F(Z). 
Λέγομεν ἐν γένει ὅτι τό σημεῖον µ εἶναι τό μετασχηματι- 

σθέν τοῦ σηµείου M. Τά σημεῖα µ uai M ἀποτελοῦν ἐεῦγος ὁ- 
μολόγων σημείων. 

‘Edv τό Μ διαγράφει μίαν μαμπύλην C εἰς 16 ἐπίπεδον Ζ , τό 
σηµεῖον µ διαγράφει μίαν ἄλλην μαμπύλην [' εἰς τό ἐπίπεδον Ζ. Ἢ 
μαμπύλη Γ 6vopdletar μετασχηματισθεῖσα τῆς uapmiine € uai 
εἶνα ὁμόλογος αὐτῆς. 

Ἔν γένει δέ εἰς τυχόν σχΏῶμα τοῦ ἐπιπέδου 2z ἀντιστοιχεῖ ἕν 
µετασχημµατισθέν σχῆμα τοῦ ἐπιπέδου Z, τό ὁποῖον ἀποτελεῖ τῆν ἀ- 
πειμόνισιν τοῦ σχήματος τοῦ ἐπιπέδου Ζ eic τό ἐπίπεδον Ζ 

Aéyopev ὅτι ἡ ἀπειμόνισις αὐτῆ εἶναι σύμμορ- 
φος, ὅταν αἱ συναρτῆσεις μετασχηματισμοῦ Ζ- ἔζξζ) μαί 
Ζ-6(ς) εἶναι ὁλόμορφοι ἀντιστοίχως, εἰς τό πεδίον Υ' 
τοῦ ἐπιπέδου Ζς uafi e€ic τὸ nediov Υπτοῦ ἐπιπέδουξ 

16.2 ΒΑΣΙΚΑ GEQRPHMATA ΤΗΣ ΣΥ ΜΜΟΡΦΟΥ ΑΠΡΙΚΟΝΙΣΕΩΣ 

Έν τῶν προηγουµένων ὁρισμῶν προμύπτει pia πρώτη σειρά ἴδιο- 

τῆτων pé ἀποδείξεις προφανεῖς, 

1) Αἱ παρᾶγωγοι !-ίέ&είς τό πεδίον Vual %‘Qeic 16 πεδίον V 

εἶναι πάντοτε διάφοροι τοῦ μηδενός, διότι ἐάν pia ἐὲ αὐτῶν 
΄ o ~ . κ - . ~ ΄ Ὑ 

εἶναι μηδενιμή εἰς ἕν σημεῖον, ἡ ἄλλη εἰς τό ὁμθλογον σημεῖον θά εἷ-
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ναι ἀπροσδιόριστος. 
2) Ἢ σύμμορφος ἀπειμόνισις διατηρεῖτάς γωνίας pé τήῆν 

φορᾶν των. Αὐτό προμύπτει ὡς ἅμεσος συνέπεια τῆς γεωμετριμῆς 
ἑρμηνείας τῆς μή μηδενιιῆς παραγώγου μιᾶς ὁλομόρφου συναρτήσεως . 
Ἑπομένως ἡ σύμμορφος ἀπειμόνισις διατηρεῖ τῆν γεωµετριμΏῆν 
ὁποιότητα εἰς τά ἀπειροστοῦ µεγέθους σχήµατα (το- 

πιμήῇ γεωμετριμή ὁμοιότης). 
3) Οἱ éu τῶν συμμόρφων ἀπεπιονίσεων προμύπτοντες μετασχημα- 

τισμοί εἶναι μεταβατιμοί. ἜἘλν -:Φ(5) εἶναι ἡ σύμμορφος ἀπειμό- 
νισις τῆς περιοχῆς V εἰς μίον ἄλλην περιοχήν Κ΄ τοῦ ἐπιπέδου τῆς 
μιγαδιμῆς μετοβλητῃς A, D συνορτῃσις ἣ-Φ[Ρ(ζ]προγμοτοποιει τήν σύμ- 
μορφον ἀπειμόνισιν τῆς περιοχῆς V’eic τῶν περιοχῆν . 

Θά ἀναφέρωμεν ἐν συνεχείᾳ μαΐί δύο ἄλλας ἰδιότητας éu τῆς θε- 
ωρίας τῶν συμμόρφων ἀπειμονίσεων, ἄνευ ἀποδείξεως δεδομένου ὅτι éu- 

φεύγουν τῶν πεδίων ἐφαρμογῆς τῆς θεωρητιιῆς ὑδραυλιιῆς. 
Θεώρημα ὑπάρξεως uai μοναδιμότητος διά χώρους ἁπλῶς συνευτΊ- 

μούς 

Ἐάν ΤΥ elvar ὁ υὔυμλος διά τόν ὁποῖον [ε/« 1 , uai γ΄ ἕν πε- 
ριωρισμένον πεδίον, ἁπλῶς συνειυτιιόν, περιέχον τό σημεῖον ΖΟ uai 
τοῦ ὁποίου τό ὅριον δέν εἶναι éuguriopévov εἰς σημεῖον, ὑπάρχει pia 
σύμμορφος ἀπειμόνισις μαΐ pia μόνη τοῦ V εἰς τό V', ἡ ζεθ(), τοι- 
αύτη ὥστε ἡ ουνάρτησις G(0) νά εἶναι μηδενιιή παί ἡ G670 πραγματιμή 

᾿Αντιστοιχία μεταξύ τῶν ὁρίων 
Ἡ σύμμορφος ἀπειμόνισις μεταέύ τῶν Υ' μαί ¥V’ δύναται νά ἐπε- 

μταθῦ ματά τρόπον ουνεχΏ εἰς τά ὅρια αὐτῶν € uai €’ ναΐ ἡ σημεῖα- 
ufi αὐτή ἀντιστοιχία μεταξύ τῶν € uaf €’ εἶναι συνεχῆς uai ἀμφιμο- 
νοσήμαντος. 

16. 3 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣΡ ΤΗΣ ΣΥΜΜΟΡΦΟΥ AIIEIKONIZEQRE ΔΙΑ ΤΑΣ ΠΕ 

ΡΙΠΤΩΣΗΕΙΣ ΡΟΗΣ EK ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ AYNAMIKOY 

Ἕστω ὅτι εἰς τῆν περιοχῆν Υ' τῆς μιγαδιμῆς μεταβλητῆς Ζ , ἤ 
ἁπλούστερον, €ic τό ἐπίπεδον τῶν =z ,λαµβάνει χώραν μία γνω- 
στή ἐπίπεδος ροή, μιγαδιιοῦ δυναμιμοῦ (2). ς ὑποθέσωμεν ὅτι γνω- 
pflopev μαΐί τῆν ὁλόμορφον συνάρτησιν μετασχηματισμοῦ χ- Ε ζ) διά τῆς 
ὁποίας ἀπουμαθίσταται ἡ σύμμορφος ἀπειμόνισις τοῦ ἐπιπέδου Ξ εἰς τό 
ἐπίπεδον ζ Τότε ἡ ουνορτησις α»(ζ)=/[Ρ/ξ)] εἶναι τό μιγαδιμόν δυ- 
νομωον μιᾶς νέας ροῆς εἰς τό ἐπίπεδον τῶν Z, ἡ ὁποία μαλεῖται é¢ 
ὁρισμοῦ μετασχηματισθεῖσα ροή τῆς ἀρχιμῆς ροῆς τοῦ 
ἐπιπέδου Ζ 

Ἐπαληθεύεται εὐμόλως ὅτι ἡ συνάρτησις α)(ζ/=',/΄/.|;'΄΄ Κξΐ]] εἶναι piya- 
διμόν δυναμιμόν, διότι 

ώο(ξ) df dz df dF 
16, 3. 

ας Σ & ς &2 , 4 
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» ς 2 ς ΄ Ὑ « , , " 
μαΐ ἑπομένως ἡ συνάρτησις εἶναι ὁλόμορφος εἰς τό ἐπίπεδον g, α ω(Ζ) 

αξ 

5 2 , κ W Ύ L4 2 ᾽ --- 
ἐάν uai ἡ ἤρ--τ-- εἶναι ὁλόμορφος eic 16 ἐπίπεδον Ζ. 

‘B¢ ἄλλου θά εἶναι 

ὡ(ζ)-- (ῷ 

διά δύο ὁμόλογα σημεῖα εἰς τῆν θεωρουμένην σύμμορφον ἀπειμόνιτσιν. 
‘Enopévwc αἱ τιμαΐί τῶν συναρτήσεων δυναμιμοῦ παΐί 
τῶν συναρτήσεων ροῆς, εἰς ὁμόλογα σημεῖα εἶναι ἴ- 
δς 

Αἱ γραμμαί ponc uai ἴσου δυναμτιοῦ τῆς ulvhoewe εἰς τό ἐπίπς- 
δον z εἶναι ὁμόλογοι μέ τᾶς ἀντιστοΐίχους γραμμᾶς ροῆς uai ἴσου δυ- 
ναμιμοῦ τῆς μινήσεως eic τό ἐπίπεδον &. 

Αἱ µμυμλοφορίαι uatd phuoc δύο ὁμολόγων ypap- 
μῶν uai ai παροχαί 614 μέσου δύο ὁμολόγων τόξων & 
χουν τᾶς αὐτάς τιμάς. 

Ἔάν ἐὲ ἄλλου ἡ ροῆῇ τοῦ ἐπιπέδου Ζ παρουσιάζξζει ἕν 
ἀνώμαλον σημεῖον Z, (π.Χ. σημειαμήν πηγήν ἤ σηµετ 
aubv στροβιλισμόν) ἡ μετασχηματισθεῖσα ροή τοῦ ἐ- 
πιπέδου Z θά παρουσιάξζη ἐπίσης εἰς T6 σημεῖοντό 
ὁμόλογον τοῦ Ζ,, ἕν ἀνώμαλον σημεῖον τῆς αὐτῆς φύ. 

sewe uai τῆς ἰδίας. ἐντάσεως. 
Τέλος, ai ταχύτητες δύο ὁμολόγων σηµείων δέν εἶναι ἴσαι ἀλλά 

συνδέονται διά τῆς σχέσεως (16, ὃ. α) ἡ ὁποία παραστατιμώτερον γρᾶ- 
φεται 

αΓ(6) W= (16. 3. B) 

ἔνθα W, uai W, εἶναι ἀντιστοίχως ai pryadwai ταχύτητες τῆς μετα- 
σχηματισθείσης᾽ uai τῆς ἀρχιωῆς μινήσεως. 'Ἐπειδῆ δέ,ὡς ἀνεφέρθη ἡ πα- 

, ἀΕζ) . ' , " µ ς. Δ ρᾶγωγος Ζ εἶναι πάντοτες διάφορος τοῦ µηδενός,ἔπεται ὅτι ἐᾶν 

ἡ ταχύτης μηδενίζεται eic ἕν σημεῖον τῆς ροῆς τοῦ 
ἑνός ἐπιπέδου, 84 μηδενίζξεται uai εἰς τό ὁμόλογον 
σημεῖον τῆς ροῆς τοῦ ἄλλου ἐπιπέδου. Τά σημεῖα μηόε- 
νισμοῦ τῆς ταχύτητος ὀνομάζονται uai µρίσιμα σημεῖα. 

Μία ἄμεσος ἐφαρμογῆῇ τῶν ἀνωτέρω εἶναι ἡ ἑξῆς: Ἕστω ὅτι ἔχο- 
μεν εἰς τό ἐπίπεδον τῶν Ξ μίαν pohv pé ουνάρτησιν δυναμιμοῦ /()-- 
πΦ(χν } ἐ ψφ(νῳ), ἔχομεν δέ χαρᾶἑὲει τά δίμτυα γραμμῶν ροΏς uai ἴσου 
δυναμπμοῦ, ¢= σταθ., φ- σταθ. (Σχ.16. 3. Α).
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Ἂς ἐφαρμόσωμεν τῆν συνάρτησιν μετασχηματισμοῦ 

by . 
ζ='ζ'|'ι-,2 =-G(Z} =/‘/zy= ο…τσ2' -- ͵ε-͵ωλ:,͵. Ν εο 

4Ξ Η 

=6(xy)+iY(xy). δ ἑ 
Ε 

Παραττροῦμεν Ξ 

ἀμέσως ὅτι 3 

H = ὴ 
φ - φίχ ) ] πο ; 

n=y(x Ό ς“ σ -- 

ν >x.16.3. Α 

μαΐ ἑπομένως τό πολύπλομον dfutuov τῶν γραμμῶν ροῆς uai ἴσου δυ- 
ναμιμοῦ τοῦ ἐπιπέδου Ζ µετατρέπεται εἰς τόν ἁπλοῦν udvaBov πεσταθ, 

uai ἕ- ὁταθ. τοῦ ἐπιπέδου τῶν Ζ 
Ἔν συνεχείᾳ δίδοµεν μίαν ἁπλῆν ἐφαρμογῆν πρός πληρεστέραν 

µατανόησιν τῶν ἀναφερθειοῶν μέχρι στιγμΏῆς ἐννοιῶν. 
Α συναρτήσεις μετασχηματισμοῦ 

. 
ἀπομαθιστοῦν piav σύμμορφον ἀπεπιόνισιν εἴτε μεταέύ τοῦ ἡμιεπιπέδου 
εἰς τό ὁποῖον τό πραγµατιμόν pépoc τῆς μεταβλητῆς Σ εἶναι μιιρότε- 
ρον τοῦ μηδενός, διά τό ὁποῖον ἑπομένως ἰσχύει ἡ σχέσις B(z)<0 ναί 
τοῦ πεδίου /Ζ/ «1 εἴτε μεταέύ τοῦ ἡμιεπιπέδου R(z)> 0 μαί τοῦ πεδίου 

[Z] >1 . ἫἪ ἐπαλήθευσις εἶναι ἄμεσος λόγῳ τοῦ ἀμφιμονοσημάντου χα- 

ραμτῆρος τοῦ μετασχηματισμοῦ. 

Ε » : - Ε ζ- : Ας χρησιμοποιάσωμεν THV σύμμορφον ἀπειμόνισιν :,7=π ( διά 

τῆν ὁποίαν V εἶναι τό ἡμιεπίπεδον Β (2) >0 uai Υ΄τό ἐντός τοῦ µο- 
ναδιαίου υὔυλου /5Ζ/-- 1 ἐπίπεδον) 814 νά πελετήσωμεν τῆν ροῆν πέριὲἑ 
τοῦ povadiaiou αὐτοῦ uludou λόγῳ τῆς ὑπᾶρέεως εἰς τό ἐπίπεδον « 
μιᾶς πηγῆς παροχΏῶς @ , τοποθετηµένης εἰς τό σημεῖον §=g, ἔνθα ςς 

πραγματιμός ἀρπιθμός uai μεγαλύτερος τοῦ 1. 
Ἢ οὔμμορφος ἀπειμόνισις 04 δώση εἰς τό ἐπίπεδον z piav πηγήν 

ζ,-2Ζ 

+7 
τῆς αὐτῆς mapoxne Ώ , τοποθετημένην εἰς T σημεῖον Z=a= . Ἐξ 

ἄλλου ὁ υὔυλος ζ[Ξ: μετασχηματίζεται εἰς τήν ἐπίπεδον παρειᾶν Rz)=0 

ἤτοι εἰς τόν ἄξονα Oy τοῦ ἐπιπέδου τῶν “Φ (Zyx.16. 8. Β). 
Ἑπομένως εἰς τό ἐπίπεδον τῶν Ζ τό πρόβλημα ἀνάγεται εἰς τήν 

ροῆν éu πηγῆς παρουσίᾳ μιᾶς ἐπιπέδου παρειᾶς, περίπτωσιν ἡ ὁποία ἐ- 
μελετήθη ἤδη εἰς τήν παράγραφον (15. 2).
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il ¥ 

- '\ 

e 
Ἐπ/σεδο» & éninedov Ξ 

Ν 

>x.16.3.B 

16.4 ΜΕΘΟΔΟΙ ΕΠΙΛΔΥΣΕΩΣ ΔΙΑ ΤΗΣ ΣΥΜΜΟΡΦΟΥ ATIEIKONIZE- 

Q> 

Eic τούς év γένει τρόπους ἐφαρμογῆς τῆς συμμόρφου dmeiuovi- 
σεως δυνάμεθα νά διαμρίνωμεν τᾶς ἀπ᾽ εὐθείας μεθόδους, τάς μεθόδους 
τῶν διαδοχιιῶν δομιμῶν uai tde μεθόδους τῶν διαδοχιιῶν μετασχημα- 
τισμῶν. 

16.4.1 π' εὐθείαΞ μέθοδοι 
Ἢ πρός μελέτην ροῆ τοῦ ἐπιπέδου τῶν Σ δέν ἐπιλύεται ἐπί τῇ 

βάσει τῶν ἀναλυτιμῶν συναρτήσεων, λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ ἐέΐσωσις y=~(x) 
μιᾶς ὁριαμῆς συνθήμης τῆς ροῆς (π. χ. ὁριαιιῆς γραμμῆς ροῆς) εἶναι πο- 
λύπλοιιος. . 

Αἱ ἀπ᾽εὐθείας μέθοδοι συνίστανται εἰς τῆν εὕρεσιν μιᾶς συναρ- 
τῆσεως μετασχηματισμοῦ z = Ε (ζ) τοιαύτης ὥστε ἡ μαμπύλῃη ψΞδ ) νά 
μετασχηματίζεται εἰς εὐθεῖαν παράλληλον πρός ἕνα ἐμ τῶν ἀξδνων ΟΕ 
ἤ O'n τοῦ ἐπιπέδου τῶν &£ . Αὐτό ἐπιτυγχάνεται εἰς τάς ἑξῆς δύο uai 
μόνον περιπτώσεις: 

1) Ἢ μαµπύλη y=~h(x) ἐυφράζεται μέ τήν παραμετριμῆν μορφῆν 
χ;:ω,ῥὶ), y=w,(A) . Τότε ἡ ἑπτουμένη συνάρτησις μετασχηματισμοῦ θά 
εἶναι 

2-}}ζ) - ω,Χ2) +ia, (Κ 2) (16. 4. 1.α) 

ἔνθα Κ μία πραγματιμῆ σταθερᾶ. Πράγματι, διό π-Ο (ὁπότε ἔχομεν τόν 
ἄξονα O'¢ τῶν πραγματιμῶν ἀριθμῶν) ἡ (16.4,1. α) δίδει 

z=x+iy τ (K<) τ ω (Κ ς)
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éu τῆς ὁποίας προμύπτει ὅτι x=w, (K<), γεω,(Κ4) ναΐί ἑπομένως ἡ uap- 
πύλτ y=h(x) τοῦ ἐπιπέδου τῶν Ξ μετεσχηματίσθη εἰς τόν ἄἐονθδτοῦ - 

πιπέδου τῶν £ , ἔνθα A=KZ. 

2 
Ὡς παράδειγµα, ἔστω ἡ ἕλλειψις--'--{ g? ΞΤ τοῦ ἐπιπέδου τῶν 7, 

α 

ἥτις ὑπό παραµετριμῆν popehv γράᾶφεται. 

X = acost, 

y = Bsint . 

A1’ ἐφαρμογῆς τῆς συναρτήσεως μετασχηματισμοῦ 

r=acosl+ifsing (ζΞ1) 

μετατρέπομεν τῆν ἔλλειψιν τοῦ ἐπιπέδου τῶν Ζ εἰς τόν ἄξονα Ο τοῦ 
ἐπιπέδου τῶν &, ἔνθα ἐ-εέἑ. 

2) Ἢ μαμπύλη y=hfx) εἶναι ἕν τυχόν υλειστόν ἤ ἀνοπιτόν πολύ- 
γωνον. Eic τῆν περίπτωσιν αὐτῆν τό npdBAnpa ἐπιλύεται 814 τοῦ pe- 
τασχηματισμοῦ τοῦ SCHWARTZ-CHRISTOFFEL ὡς θά εἴδωμεν µατωτέ- 

ρω. 

16.4.2 Μέθοδοι διαδοχικῶν δοκιμῶν 
Eic ὅσας περιπτώσεις δέν δύναται va ἐφαρμοσθοῦν ai ἀπ᾿ εὐθεί-- 

ας µέθοδοι, ἐμλέγεται pé βάσιν τῆν μαθηματιιήν ἐμπειρίαν pia συνᾶρ- 
τησις μετασχηματισμοῦ μαΐ ἐἐἑετᾶἲεται ἐν συνεχείᾳ uatd πόσον δίδει 

ὑμανοποιητιμόν ἀποτέλεσμα δι΄ξἕνα ὡρισμένον τῦπον ροῆς, Αὐτή ἡ ἀρχι- 
μῶς ἐπιλεγεῖσα συνάρτησις τροποποιεῖται, ἕως ὅτου ἐπιτευχθοῦν τά éu 
τοῦ μετασχηματισμοῦ ἐπιδιωυνόμενα ἀποτελέσματα, ἤτοι ἡ ἀναγωγῆ εἰς 
γνωστῆν μορφήν ροῆς. 

16.4.3 Μέθοδοι διαδοχικῶν μετασχηματισμῶν 
Δι΄αὐτῶν ἐφαρμόζεται ἡ ἀρχή τῆς µεταβατιμότητος τῶν 

συμμόρφων ἀπεπμονίσεων, τῆς παραγράφου 16. 2, Δυνάμεθα οὕτω νά ἀνα- 
λύσωμεν ἕνα πολύπλομον µετασχηµατισμόν εἷς σειρᾶν ἄλλων,ἁπλουστέ- 

ρων, τούς ὁποίους uai ἐφαρμόξομεν διαδοχινῶς. 

16.5 ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΩΝ SCHWARTZ-CHRISTOFFEL 

16.5.1 Εἰσαγωγὴ. Στοιχειώδης μετασχηματισμὸς ἰ 
Ἕστω ἡ συνάρτησις Ζ--Ε(2) ὁριἘἐομένη ἀπό τῆῶν σχέσιν
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ἔνθα 4, , @, πραγματπιοί ἀριθμοί. 

Ay Δπ 
éninedov z=xtiy ἐπίπεδο» Z=E+én 

ἄντι στοικεζ s E)&, ΕΧΤΕΣ Χ Σ δ « , 

Ν 

Σχ.16.5.1.Α 

ο ; Σ μ(ξ) ζ 

"Eotw ὅτι 16 σημεῖον μ(ζ) διαγράφει τόν ἄέξονα O¢ τῶν πραγ- 

ματιμῶν ἀριθμῶν εἰς τό ἐπίπεδον τῶν ζ, Θά ζητήσωμεν τόν τόπον τόν 
ὁποῖον διαγράφει τό ὁμόλογον σημεῖον Μ (z) εἰς τό ἐπίπεδον τῶν Ζ. 

"Exopev τᾶς ἑξής δύο περιπτώσειτς: 
- 

1) Νά εἶναι ἔ« , ἤ ξ- ᾷ,.0 ὁπότε θά ἔχωμεν ἀσ(ξ-ξ)) = <P 
ἄρα 

ἂς a,—1 , 
αΐθά-ξ'=α'9(ζ"ζα) =(a1)arg($-4,)=n(ea,~1)= σταϑ. 

2) Νά εἶναι &> ᾷ, ἤ &-&, >0, ὁπότε θά ἔχωμεν ἀγσίξ-ζ)-0, ἄρα 

arg Zz =0 -- σταῦ 

᾽Αλλά γνωρίζομεν ὅτι 

αΓ il_z_ ar - = ar dx+idy = ar —di-/-iiy—— 9az7 M9z~ T ( ς Tt az 
dy 

=arct ὧξ =arc ἐρ Y 9 

d 
Ἑπομένως ω'ςτί-Ξ-= 9=argdz 

ὅπου 9 εἶναι ἡ γωνία τῆν ὁποίαν σχηματίζει τό στοιχεῖον dz μέ τόν 
ἄξονα Ox. Ἑπομένως, ἐσθ 04 εἶναι ἡ υλίσις τῆς ἐφαπτομένης εἰς 
τό τυχόν σημεῖον τοῦ γεωμετριμοῦ τόπου τῶν σημείων Μ4(2) εἰς τό ἐ- 

πίπεδον τῶν - 
Συνεπῶς συνοψίζοντες ἔχομεν 

(1) Ὑπενθυμίλεται ὅτι ἄν Σ-π"”, args=8 = ὅρισμα τῆς μιγαδιιῆς μεταβλητῆς --
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2 Ζ π 
8184 -οος ΖΕ « δ, θᾶ εἶναι argdze σ (α, --4) --Φθ. 
διᾶ &< +o0 9ά εἶναι argdz=0=39. 

Τό σημεῖον μ(ε) τοῦ ἐπιπέδου Ζ ἔχει ὡς ὁμόλογον ἕν σημεῖον 
ΜΑΕ)τοῦ ἐπιπέδου z . Παρατηροῦμεν ὅτι ὅταν τό σημεῖον M(z,) &ia- 
γράᾶφει τόν Glova τῶν πραγματιμῶν ἀριθμῶν Ο΄ςδ, εἷς τό ἐπίπεδον Z, 
τό σημεῖον M(z) διαγράφει εἰς τό ἐπίπεδον z δύο ἡμιευθείας σχηµα- 
τιζούσας μεταξύ των μίαν γωνίαν ἴσην πρός -w(a,~7)=rn(1-a,). 

Κατά συνέπειαν, τό ἄνω pépoc τοῦ ἐπιπέδοι: Ζ µετασχτηµατίζεται 
εἰς τό ἐσωτεριμόν τῆς γωνίας τῶν δύο ὡς ἄνω ἡμιευθειῶν 

16.5.2 Γενίκευσις. Μετασχηματισμὸς τῶν Schwartz-Christoffel 
‘O μετασχηματισμός τῶν SCHWARTZ-CHRISTOFFEL δίδεται ὑπό 

τῆς ἀναλυτιμῆς συναρτῆσεως 

έεν 

z=F(Z)=A Π (2-2,)%*dZ +B, (16.5.2. α) 

ἔνθα A , B μιγαδιιοί ἀριθμοί, a;(i=4,2,.,v) πραγματιμοί ἀριθμοί uai 
$i(i=1,2,.,v) npaypatwoi ἀριθμοί τοιοῦτοι ὥστε &,<E, ... (&, . 

Θά δεΐξωμεν ὅτι ἡ ἀπειμόνισις (16, 5, 2, α) μετασχηματίζει τό ἄ- 
νω τμῆμα τοῦ ἐπιπέδου &, τό ὁποῖον περιορίἐζεται ἀπό τόν ἄξονα Ο“, 

εἰς τό ἐσωτεριμόν pépoc ἑνός πολυγώνου τοῦ ἐπιπέδου τῶν Σ ,ἔχον- 
τος ¥ Ἠµορυφᾶς. 

Ἢ (16.5. 2, α) δίδει 

{«ν 

αΖ =) .Ε Ya;—1 ἷΖ--ΑΠ(ζ £, (16. 5. 2. B) 
def 

ὑπενθυμίζομεν δέ ὅτι τά σημεῖα μ(ἔ)) τοῦ ἄξονος Ος ἔχουν ὡς ὁμό- 

λογα τά ὡρισμένα σημεῖα 4(ς).,αὐτό δέ εἶναι προφανές éu τῆς (16.5.2.a). 
Λ Ψ 7 (4-8y,,) 

μ” 

e M) - 
« 

β- e 
-οο μ ε(ξ, ὦ ἰξ,) μξφ «οο 

>x.16.5.2. A
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Πρέπει ὅμως νᾶ ἀποδειχθῆ ἐπί πλέον ὅτι τοῦ μ(ξ) uwoupévou ἀπό &, 
πρός &, , T6 Mfz) διαγράφει τό εὐθύγραμμον τμῆμα Ζ,. Ζ,. 

Ἕστω σΠ. &g ξ ᾧ L 
Εἴτε 04 εἶναι -- g; >0 διά i=42,...,@%-4), ὁπότε uai ψ*ς(ζ-ζ)= 

διά ¢=1,2,.. ,(x—!} 

Efre 04 εἶναι ξ - < Ο διά t=x,(@),...,v , ὁπότε uai arg(d-4;)== 

διά L =2¢,(%4d),..., V. 
Ἔω τῆς (16.5.2, β) ἔχομεν ὅτι 

arg ΞΞ =arg 11!:,7(Ζ'ξί)αΐ7=αΡ9Α =|-ζ-'7(α.--1)α…΄'9(ζ..ξι.).(].6' δ. 2.Υ) 

ἐπ ς 

᾿Αλλά ὡς ἐδείχθη ang(Z-&)=0 διά ἐ-42...,βε-/) ὁπότε …],7ε..…..|).:,!,ι/ζ..ζ,;*,=ο 
«ς. 

uai ἡ (16.5.2.7v) δίδει 

φ 2. arga +] J(a,-tyarg(z-20)= 

= argA+[ [x(a;~1). (16.5. 2. δ) 

az 
᾿Αλλά ar - ῶ =argdz , ὡς ἐδείχθη εἰς τῆν (16.5.1.α) -- ο 9 

ἑπομένως ἐν γένει 

Ζ 
-- -- 9. Ζ argdz -εστα (16. 5,2. ε) 

᾿Απεδείχθη ἑπομένως τό ζΖητούμενον, ἤτοι ὅταν τό σημεῖον μ(Ζ) 
διαγράφει τό εὐθύγραμμον τμῆμα &, , < Ε <&, , τότε τὸ Μ(ς) διαγρά- 
φει ἕν εὐθύγραμμον τμῆμα ς, ,ε, σχηματίζον γωνίαν ¢, μέ τόν ἄξονα Ox 

Μόλις τό σημεῖον (&%) εἰσέλθη εἰς τό τμῆμα 4, , TOTE θά 

ἰσχύη ἡ νέα σχέσις 

arg 

=y 

αγῃ- 2. ~argdz = argA+] [ (2,-1) arg(Z-4:) = 
dy dexsd 

Συνεπῶς τοῦ ζ …νουµενου εἰς τό τμῆμα &, (’ξ(ξ,ω τό =z δια- 
γράφει τό εὐθύγραμμον τμῆμα Ξ Zx., . oxnpatilov γωνίαν 9,... pé 
τόν ἄξονα Όχ. 

Προφανῶς τά εὐθύγραμμα τμήματα ς, ς, Ἡαί %, Z,,, σχημα- 

(1) Χρησιμοποιεῖται ἡ ταυτότης 

αγφ ς ας -2, = αὐφίη, ε ας' " ") -ιι:'σ[:ΐ=΄'ι.= Ὦ e“"""'"“’;)74'-7.9--+%-w&4m*wg-=.
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τίζουν μεταξύ των γωνίαν Iy~ , -( Ί- α.()Ξ . Οὕτω διαγράφεται 
εἰς τό ἐπίπεδον ς μία πολυγωνιμνῆ γραμμῆ pé ἐσωτεριμᾶς γωνίας στα,, 
Ty ,...,στα,. 

Δι΄ἕν υλειστόν πολύγωνον πρέπει νά ἰσχύπ ἐπί πλέον ἡ σχέσις 

στα, ἐσπα, ---ἐστα, = (V-2)TT 

ἐξν 

ζ7(α.-"1/…2 . (16.5.2.2) 

e
 

16.5.3 Εἰδικαὶ περιπτώσεις ἐφαρμογῆς καὶ τελικὰ συμπεράσματα 
1. Κορυφῆ pé μηδενιμῆν γωνίαν 

Ὅταν α,«Ο, τότε σε(Ί-,)----, ὁπότε ἡ ἀντίστοιχος μορυφή µε- 
ταφέρεται εἰς τό ἄπειρον uai προιύπτουν δύο εὐθεῖαι παράλλτηλοτ. 

ἐπίπεδον Ξ ἐπίπεδον & 

.\
 

» 
» 

>
"
'
Χ
 

Ψ 

>x.16.5.3. Α 

Θά προσδιορίσωµεν τῆν ἀπόστασιν D, τῶν δύο παραλλήλων εὖ- 
θειῶν. Πρός τοῦτο 68 δείξωμεν ὅτι ὁ ἄἑων διευθύνσεως τῆς µαθέτου ἐ- 
πί τῶν παραλλήλων εὐθειῶν εἶναι ἡ μετασχηματισμένη ἑνός ἡμιωυμλίου 
τοῦ ἐπιπέδου τῶν Z . Πράγματι, 814 τιμάς τοῦ & πλησιαζούσας τό ση- 
μεῖον μέᾷ,), θέτοµεν ζ-ᾧ» Ξ ρεἷδ ὁπότε προυύπτει éu τῆς (16.5. 2,α) 

ἑἐε»- Ξ 

z=4 ζ] (5:-ᾱ͵)--'- ζ[ &-ζ)ΐ7 %>εΉΖ+β. (16.5. 3. α) 
« dap 

᾿Αλλά dZ=dpe? + p-ie¥dp=ipe“?ds , διότι dp=0. Ἑπομένως, 

ἐπρ- { Sial 4 
z=id-¢ I](gp-g‘)%".a@_é)"‘"] +B. (16, 5. 3. ) 

Εἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 14
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Πρόμειται περί τῆς ἐξισώσεως μιᾶς εὐθείας. Τό σημεῖον μ(") δια- 
γράφει τήν ἡμιπεριφέρειαν, ἡ ὁποία περιβάλλει τό σημεῖον μ/";) ὅταν τό 
σημεῖον Μ (5) διαγράφει τῆν εὐθεῖαν (15. 5. 8. α). Λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ ἡμτι- 
περιφέρεια εἶναι μάθετος εἰς τόν ἄἐονα Ος uai ἡ εὐθεῖα (16.5.3.a) θά 

εἶναι μάθετος efc τᾶς δύο παραλλήλους εὐθείας τοῦ ἐπιπέδου z. Suve- 
πῶς τό ἑητοῦμενον μῆμος /D?/ θά εἶναι τό pérpov τοῦ pryadiuol ἀρι- 
θμοῦ 

ἐερ- ἐτν 

Ὅ Ξ Ζροο, - Ζρρ κ = id Π (α--ᾱ͵)--. ζζ 6ζ'ζ')΄ΐ7 (16.5. 3.7) 

΄ 2 
ἡ δέ διεύθυνσις τῶν παραλλήλων εὐθειῶν προυύπτει ἀντιστοίχως and τό 
argD,,. 

Διερεύνησις εἰς τήν περίπτωσιν ματά τῆν ὁποίαν τό onueiov 
μ(ξ.) τοῦ ἄξονος ΟΕ εὑρίσμεται εἰς τό ἄπειρον 

Eic τόν μετασχηματισμόν (16. 5. 2, α) δυνάμεθα νᾶ θέσωµεν γενι- 
μῶς 

Ν ~@p-1) Α A=cl, ” e 

ἔνθα A=argd uai ο ματάλληλος πραγματιμῆ σταθερᾶ, τοιαύτη ὥστε [Al= 
= - Η 2 . 2 ΄ 

Ξ ος μ ), ὁπότε ἡ σχέσις (16.5.2.B) γράφεται 

3Δ2'Ζ =6ξ'ΐ((*!'..!).ε ω (ζ"ζ,) .:,-ί- . (Z__ ξ,) %ι-|. ο (ζ-ξ'΄)α.σ-|-'- 

€-"1 - e 4"—{ - 

---ο ε έξΐ).(ε…ε,) " ς-' e 

” : 2 Ξ , ~ % Ζ - 
Ἂν ἐἑετάσωμεν τῆν μορφήν τῆς συναρτήσεως —— , ὅταν ἡ τε- 

τμηµένη &, τείνει εἰς τό ἄπειρον,θά ἔχωμεν ὅτι O λὁγος-Ξ’-ἰτεί- 
% 

νει εἰς τῆν povada, ὁπότε & ὅρος β΄-ζ?)"΄΄όπολείφετοι ἀπό τῆν συν- 

άρτησιν dz 
αξ 

ς διερευνήσωμεν τώρα τόν ἐυθέτην a,-1 , διαιιρίνοντες τάς ἑ- 
ξῆῇς περιπτώσεις 

1) @, O, ὁπότε εἰς τό ἐπ᾽ἄπειρον σημεῖον μ(ξἶ,) ἀντιστοιχεῖ 

τό εἰς πεπερασμένην ἀπόστασιν σημεῖον Μή (ς,]). 
2) a,=0, ὁπότε ιιαΐ τό σημεῖον μ(Ζ,) μεταφέρεται eic τό ἄ- 

πεῖρον. 
Ἐᾶν θέλωμεν τώρα νά ὑπολογίσωμεν τῆν ἀπόστασιν D, τῶν δύο 

παραλλῆλων εὐθειῶν, 04 θεωρήσωμεν ὅτι τά δύο σημεῖα Ἔ οο τοῦ &éo- 
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νος Ο΄ἷἦ ἐνοῦνται μέ μίαν ἡμιπεριφέρειαν, ἀιιτῖνος Q= ,ἡ ὁποία uel- 
ται εἰς τό ἄνω τμῆμα τοῦ ἐπιπέδου τῶν & (m>Q, ὁπότε ὁ μετασχηματι- 
σμός (16.5.2.B) δίδει τῆν ζητουμένην ἀπόστασιν, Ώ, Ξ ἐπ-α- 

Ἔπϊ ὅλων τῶν ἀνωτέρω ματαλήγομεν εἰς τά ἀπμόλουθα παραστατιμά 
συμπεράσματα ἐπί τῆς χρῆσεΏῶς τοῦ μετασχηματισμοῦ τῶν SCHWARTZ- 
-CHRISTOFFEL. 

α) Τό μέτρον τοῦ μιγαδιμοῦ ἀριθμοῦ 4 ἀντιστοιχεῖ εἰς μίαν ὁ- 
μοιοθεσίαν μαΐ διά τῆς μεταβολῆς τοῦ διαστέλλομεν ἤ συστέλλομεν τό 
πολύγωνον uatd βούλησιν. 

B) Τό argd ἀντιστοιχεῖ εἰς μίαν περιστροφήν τοῦ πολυγώνου πέ- 
ριξ τοῦ σημείου του Μ(ε,). 

Υ) Ἢ μιγαδιμή μεταβλητῆ B ἀντιστοιχεῖ εἰς μίαν παράλληλον 
μεταφοράν τοῦ πολυγώνου ματά μίαν ἐπιθυμητήν διεύθυνσιν παΐί ἀπό- 
στασιν uai ἐπιτρέπει τῆν τοποθέτησιν μιᾶς μοριιφῆς τοῦ πολυγώνου εἰς 

οἰονδήποτε ἐπιθυμητόν σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου τῶν . 
8) At γωνίαι τοῦ πολυγώνου προσδιορίζονται πλήρως ἀπό τάς στα- 

θερᾶς , uai, ἀντιστρόφως, dedopévou ἑνός πολυγώνου προσδιορίἐοµεν 
τᾶς a; uail ἑπομένως τῆν σχέσιν (16.5, 2. α). 

ε) Μένει τέλος νά προσδιορισθοῦν αἱ σχετιμαί ἀναλογίαι μεταξύ 
τῶν διαφόρων τμημάτων τῇ Ῥοηθείᾳ τῶν ν σταθερῶν &;. Δόγῳ τοῦ ὅτι 
ὑπάρχουν τόσαι ἀπροσδιόρισται τιµαί, ὅσαι αἱ πλευραί τοῦ πολυγώνου 
μεῖον pia, προσδιορίἐονται μονοσήμαντα αἱ ἀναλογίαι ὅλων τῶν πλευ- 
ρῶν τοῦ πολυγώνου. : 

στ) Τό ὁλουλήρωμα (16.5.2. α) εἶναι ὁλουλήρωμα ἐπί πραγµατι- 
μῶν ἁρπιθμῶν, διότι λαμβάνεται ματά μΏῆμος τοῦ &éovoc Ος. 

16. 6 ΑΡΧΑΙ EK ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΩΝ "PROFILS" 

Mia éu τῶν ὀοπουδαιοτέρων ἐφαρμογῶν τῆς συμμόρφου ἀπετιπμονί- 

σεως εἶναι ἡ µελέτη τῶν συνθημῶν ροῆΐς πέριξ τῶν διαφόρων profils 
πτερύγων, μορφῆς µατά τό μᾶλλον πολυπλόπου P . Ἡ µελέτη αὐτή ἐ- 
πιτυγχάνεται. διά μετασχηματισμοῦ τοῦ περιγράµµατος τοῦ uludou τῆς 
γνωστῆς ponc (1Ο. Ἱ. . α) εἰς profil πτέρυγος, T βοηθείς pids ματαλ- 
λήλου ουναρτήσεως μετασχηματισμοῦ. Ἢ μαθηματιμή Ράσις τῆς θεωρίας 

ἔχει ὡς ἀμολούθως, 

16.6.1 ἱΚανονικὴ σύμμορφος ἀπεικόνισις ἐκ τοῦ ἐξωτερικοῦ ἑνὸς 
κλειστοῦ περιγράµµατος eis τὸ ἐξωτερικὸν ἑνὸς κύκλου 

Ἕστωσαν €’ ἕν µλειστόν mepiypappa eic τό ἐπίπεδον τῶν § uai 
S’ 16 ἐξωτεριμόν τοῦ περιγράµµατος πεδίον, € εἷς υὔνλος ἀμτῖνος 
R εἰς 16 ἐπίπεδον τῶν Ξ pé µέντρον 16 Ο μαΐ § τό ἐνμτός τοῦ ul- 
μλου πεδίον. Θέτοµεν 

(1) Διά τῆς λέέεως “profil” δειπινύεται ἡ τομή uaté τόν δέονα ἑνός στερεοῦ σχήµατος, ματά μανόνα υυλινδριμοῦ 

Ἐίς τῆν ἑλληνιμῆν ὁρολογίαν ἀποδίδεται pé τῆν λέξιν "ματατομί".
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ξ.. . ζ:ὖ . (16. 6.1. α) 

ὁπότε εἰς τά πεδία 5'μαί 5 ἀντιστοιχίζομεν τά πεδία 5;/ ,εὑρισμό- 

pevov εἰς πεπερασμένην ἀπόστασιν uai ῇ ὀ ,προσδιοριἐέόµενον ἀπό τῆν 
σχέσιν [z,/ < 4, διότι πάντοτε [z] »,27. 

λπ Ay 
ἐπίπεδον Z ἐπίπεδον Ζ 

.' . . 
= N ᾿ ” 

Σχ.16,6.1.Α 

Ἔπί τῇ βάᾶσει τοῦ θεωρήµατος ὑπάρέεως πιαΐ μοναδιμότητος ὑφί- 

όταται pia uai μόνη οὔμμορφος ἀπειμόνισις τοῦ πεδίου S, εἰς τό πε- 
δίον &, , προσδιοριζοµένη ἀπό τῆν σχέσιν Ζ--Ε,(2) . ὀλόμορφος διά 
ξ 2 uai TO'LCll’J'l'l"}r’: ὥστε εἰς τῆν περί τῆν ἀρχῆν τῶν συντεταγμέ- 
νων περιοχήν νά εἶναι 

*ζ.=771Ζ,[1-'+*62(49…'.27. (16.6.1. ) 

ἔνθα m εἶναι pia πραγματιμή σταθερά uai β, pia ὁλόμορφος συνάρτη- 
σις τοῦ =z, παρά τῆν περιοχήν 2z, =0 ual μηδενιμή ὁιά 2- Ο Κατά 
συνέπειαν, ἡ συνάρτηστς 

&6(Ζ)=β(ξ]4 (16.6.1. ) 

πραγµατοποιεῖ μίαν σύμμορφον ἀπειμόνισιν τοῦ πεδίου S eic τό 5' 
Ἔπί τῷ βάσει τῆς σχέσεως (16. 6.1. ) uai διά peyddov [z/ δυνᾶ- 
μεθα νά γρᾶψωμεν 

Ξ R 
G(Z}=—fl71‘a—[;+ G,(‘}‘:)7, (16. 6. 1. δ) 

ἔνθα G,(%) εἶναι pia ὁλόμορφος συνᾶρτησις τοῦ Z ,pndevilopévn διά =0 
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Ἔάν τώρα ἐυλέξωμεν μίαν ἀμπῖνα Ρ- ἡ σχέσις (16,. 6. 5.y) 

πραγματοποιεῖ ἐξ ὁρισμοῦ τῆν μανοντιῆν σύμμορφον ἀπειμόνισιν τοῦ 
πεδίου S’elc τό Β , ἤτοι εἰς τό ἐξωτεριυμόν ἑνός μύμλου pé uév- 

τρον τό O .Προυύπτει ἑπομένως τό θεώρημα: 
"'Ὑπάρχει pia uai μόνη σύμμορφος ἀπειμόνισις 

¢u τοῦ ἑἐἑωτεριμοῦ πεδίου 8 ἑνός ιλειστοῦ περι- 
γράμματος (’' εἷς 16 ἑἐξωτεριμόν ἑνός uludrou pé uéw 
τρον τό O, bvopdletar δέ ἐὲ ὁρισμοῦ wuavoviun ἀ- 

πειμόνιτσις. " 
Ἢ συνάρτησις μετασχηματισμοῦ τῆς uavovune ἀπειμονίσεως 

Z=G(z) δέχεται εἰς τό ἄπειρον μίαν ἀνάπτυέιν ὑπό τῆν μορφήν 
ῆ 99 

Ζ-: + Ξ ;ζ' . | (16.6.1. ε) 
n=0 

ε ΄ -- ΄ Ύ έ Ζ “ ~ ᾽ . ΄ 
H ἀυτίς B τοῦ uludou εἶναι ἑπομένως ἔν phuoc uat’ ἀρχήν 

ἄγνωστον, ἐξαρτώμενον ὅμως ἀπό τό περίγραμμα Ο΄. 

16.6.2 βοὴ πέριξ &vos “ρτγο[!» δεδομένων τῆς ywvias προσπτώ- 
σεως καὶ τῆς κυκλοφορίαο.Θεώρημα τοῦ Joukofski. 

"Eotw ὅτι ἑητεῖται νά μελετηθῆ ἡ ροΏ mép¥ ἑνός prefil «΄ 
(σχΏῆμα 16.6.1, Α), Αἱ παραδοχαί μιᾶς τοιαύτης μελέτης εἰς τῆν un- 
xaviuhv τῶν ρευστῶν συνίστανται εἰς ροῆν μόνιμον μαί - 
στρόβιλον ἑνός ἀσυμπιέστου uai τελείου ρευστοῦ 
προσβάλλοντος τό στερεόν C. 

Ἡ ταχύτης τῆς pofic διά μεγάλα z 64 εἶναι ἴση πρός W=V, - 
ἡ δέ γωνία α τῆς ταχύτητος τῆς ροΏῖς εἰς τό ἄπειρον pé τόν ἄξονα 
Ox μαλεῖται uai γωνία προσπτώσεως τοῦ profil ὡς πρός τόν & 
tova Οχ. Ἔϊν ἐπί πλέον ὑπάρχη pia uvudogopia ἴση πρός I' πέριὲἑ τοῦ 
profi}l ζητοῦμεν τῆν ἀναλυτιιῆν συνάρτησιν μιγαδιμμοῦ δυναμτιοῦ ω(Ζ) 

514 τῆν ὁποίαν 
(α) Τό φανταστιμόν pépoc τῆς @ νά εἶναι σταθερόν ματά piiuoe 

τοῦ περιγράµµατος €/ 

τ 

() Ἡ συνάρτησις ω(Ζ)ψίΞξΖπζνό εἶναι ὁλόμορφος εἰς τό nediovsS’ 

ἄω 
(y) Νά ἔχωμεν ὅτι Ζἰτπ--:Ἰζἔ“ 

ας 
|ξ/----- 

Ὴ μετασχηματισθεῖσα ροῇἌ τοῦ ἐπιπέδου τῶν Ε θά ἔχη ἕν μιγα- 
διιόν δυναμιμόν [(5), συνδεόμµενον pé τό ἑζητούμενον μιγαδιιόν du- 
ναμιμόν w(g) 614 τῆς σχέσεως ἰ 

ω(ς)-σα]- . 
Πλῆν ὅμως, λόγῳ τῶν γενιμῶν ἀρχῶν τῶν παραγράφων (16, 1) μαί 

(16. 2) τό δυναμιμόν αὐτό πρέπει νά πληροῖ τᾶς συνθήνας (α) uaf (β).
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Ὡς πρός τῆν συνθήμην (y), αὐτῆ ἐπίσης θά πληροῦται διότι éu τοῦ ὁ- 
ρισμοῦ τῆς uavoviune ἀπειμονίσεως 

ας 
lim——=1. 
μ 3 

Ἑπομένως τό μιγαδιιιόν δυναμιμόν [(5) 04 εἶναι τό (15.5.8) ἤτοι 

Iz)=V, e+ R;e7—£7€t_lnz° (16.6.2.q) 

Τό γεντιόν πρόβληµα τῆς θεωρίας τῶν profils ἀνάγεται ἐπομέ- 

νως εἷς τῆν εὕρεσιν τῆς uavoviune συμμόρφου ἀπετπο- 
νίσεως τοῦ πεδίου S’ eic τόὸ ἐἑωτεριμόν πεδίον § ἑ- 

νός μύμλου ἀμτῖνος Ὦ. 
Διά τῆν εὕρεσιν τῶν συνολιμιῶν δυνάμεων ἐπί τοῦ τυχοντος pro- 

fil C’, 16 μετασχηματίζομεν eic μύνιλον pé uévrpov τό O uai ἀυτῖ- 
να R αὐθαιρέτως μεγάλην. Ἔῤϊξ ἄλλου 814 μεγάλα [ αἱ σχέσεις (16.6.1.ε 
uai (16.6. 2. α) δίδουν 

ω df dz ϱ μ . Γ Ε΄ε”- \ 7 
az ἀξ ᾶζ᾽᾽γ᾿(ε "‘Zav,‘ )( Σ ) 

r 1 Vet ey Τ 1 
2Τ Ξ " 2π Ζ 

παραλειπομένων τῶν ὅρων οἵτινες περιέχουν εἰς τόν παρανομαστῆν δι- 
νάμεις τῶν Ξ ἤ Ζ μεγαλυτέρας τῆς μονάδος. Ἔ αὐτοῦ προμύπτει ὅτι 

ἄω 2 - I"Ve"" 1 V 2¢¢_ . Θ - 

ζ1ζ - ¢ π Ζ 

ὁπότε ἡ σχέσις (16.5.0) τοῦ BLASIUS δίδει 

V ~ia . 

R=i§-{2in)(—i%= ipTYe . (16.6.2. 8) 

Ἡ σχέσις αὐτή ἀποτελεῖ μίαν ἄλλην ἔμφρασιν τοῦ θεωρήματος 

JOUKOWSKI (15.6.2), διότι ἡ R μεῖται ἐπί ἑνός ἄξονος μαθέτου πρός 
τῆν ταχύτητα εἰς τό ἄπειρον, ἔχει δέ μέτρον ἴσον πρός -οΙϊξ. 

16.6.8 “Ῥιοί]ίο, μὲ αἰχμὴν. Ὑπόθεσις τοῦ Joukofski. 
Τά ἀεροδυναμιμά profils παρουσιᾶζουν eic 16 ὅπισθεν pépoc των 

μίαν αἰχμῶν, ἀποτελοῦσαν π.χ. τῆν προβολῆν τῆς γραμμΏς φυγΏς μιᾶς 

μυλινόριμῆς πτέρυγος ἀεροσμάφους. 
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Η Ἕστωσαν & ἡ μιγαδιμή τιμή τῆς αἰχμῆς αὐτῆς μαΐ Ζ,--2 . βὶ ἡ 
τιμῆ τοῦ ὁμολόγου σημείου τοῦ μύμλου € ματά τῶν πανονιτιήν σύμμορ- 
φον ἀπειμόνισιν τῆς προηγουμένης παραγράφου. 

by 
π 

ἐπίπεδο» ζ ἐπιπεδον Ζ 

μ σ 

Σχ. 1δ. . 8..Ὰ 

Ἡ συνάρτησις Z=G(z) εἶναι ἀνώμαλος εἰς τήν περί τό σημεῖ- 
ον Ξ-ς περιοχήν, ἐπαληθεύεται δέ ὅτι 64 εἶναι τῆς μορφῆς 

-- =A(z—z,)° (16. 6. 3. α) 

παραλειποµένων τῶν ἀπειροστῶν (Ξ--,)'' διά τιμάς τοῦ π µεγαλυτέρας 
τοῦ p. 

Ἔπί τῇ βάσει τῆς (16.6.3), ἐάν μία διεύθυνσις περί τό onpeiov 
z=z, περιστραφῆ uatd γωνίαν a, ἡ ὁμόλογος διεύθυνσις περί τό on- 
μεῖον ζεξζ, 04 περιστραφή ματά γωνίαν pa. 

Ἔάν ὅστ εἶναι ἡ γωνία τῶν ἐφαπτομένων εἰς τήν αἰχμήν τοῦ 
profil (ἴδε σχῆμα 16.6.3.A) ὁ ἐυθέτης p τῆς σχέσεως (16,6.3 ) πρέ- 
πει νά εἶναι ἴσος μέ 2--ὃ. "Ἐπομένως, περί τό σημεῖον 2z θά εἶναι 

(Ξ?|…!.…;ξ)Ρ.= Α(--ὅ)ι--“,} (16.6. .) 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ παρᾶγωγος αὐτή μηδενίζεται 318 z=z ὁπότε ἡ σχέ- 
σις (16. 5. α) δειμνύει ὅτι ἡ μιγαδιμή ταχύτης παρά τήν περιοχήν τῆς 
αἰχμῆς ἀπουτᾶ τιμῆν τείνουσαν πρός τό ἄπειρον. Μόνον εἰς τῆν πε- 
ρίπτωσιν ὅπου τό σημεῖον z=z, εἶναι σημεῖον μηδενισμοῦ τῆς ταχύτη- 
τος (σημεῖα A παΐ A’ σχήματος 15.5,A) δύναται 1 ταχύτης eic τῆν 

αἰχμΏν τοῦ profil νά λάβη πεπερασμένας τιμάς. 
Πρός ἀποφυγήν ὑπᾶρέεως ἀπείρων ταχυτήτων εἰς τᾶς αἰχμάς τῶν 

profils, ai ὁποῖαι δέν ἔχουν vénpa εἰς τῆν φυσιμῆν,ὁ JOUKOWSKI 
ἐδέχθη τήῆν ἀμθλουθον ὑπόθεσιν: 

Ἢ ὀχηματιζομένη uvulogopia népié ἑνός profil
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μέ αἰχμήν εἶναι τοιαύτη ὥστε νᾶ δημιουργῆται mene 

ρασμένη ταχύτης εἰς τῆν αἰχμήν τοῦ profil, 

Ἡ uvudogopia θά προσδιορισθῆ ἄν ἐμφρασθῇ ὅτι τό σημεῖον Ζ,- 8 9 
ἀντιστοιχεῖ εἰς τό σημεῖον A’ τοῦ σχήματος 15.5,A.'H σχέσις (15.5.2) 
δίδει τότε 

ο --β-α | (16.6. 5.Υ) 

ὁπότε ἡ ἑητουμένη uvudogopia, μέ βάσιν τῆν σχέσιν (15 5. ὁ) γίνεται 

Γ-- «πίζΕ εἰπ(β--α) (16. 6. 3. δ) 

Ἢ γωνία β προσδιορίἐει προφανῶς τῆν γωνίαν προσπτώσεως διά 

τῆν ὁποίαν ἡ ὀύναμις βΐ/=ρΓγο , ἢ ὁποία μαλεῖται ἀνάρτησις γί- 
νεται μηδενιμῆ. Πράγµατι 814 B=a . I'= Ο ναΐ ἡ ἀνάρτησις μηδενίἱε- 
ται βάᾶσει τοῦ θεωρῆματος τοῦ JOUKOWSKI, 

ΜΕ Βάσιν τά ἀνωτέρω, ἡ θεωρητιμή µελέτη τῆς ροΏῖς πέριἑ τῶν 

profils ἐπιτρέπει τήν εὕρεσιν τῶν µαταλλτλοτέρων μορφῶν διά μινού- 
peva σώματα ἐντός ὕδατος ἤ ἀέρος. Ἢ ἐμπειρία ἀποδειυινύει ὅτι πα- 
pd τάς σημαντιιάς διαφορᾶς μεταξῦ πρᾶέεως uai θεωρίας, τᾶς προερχοµέ- 
νας éu τῶν ὑποθέσεων τοῦ τελείου ρευστοῦ εἰς ἀστρόβιλον ροήν, τά 
θεωρητιμά ἀποτελέσματα ἀποτελοῦν πολύτιμον βάσιν διᾶ τῆν πρώτην 
χάραξιν ἑνός µαταλλήλου profil δι’ ἑμάστην εἰδιμῆν περίπτωσιν. 

Σχ.16. 6,3. Β 

Ἐῖς τό σχΏῆμα 16.6.3. Β δίδεται ἡ πλήρης ἐπίλυσις μιᾶς ροῆς πέ- 
ριὲ ἑνός (γραμμαί ἴστς ταχύτητος παΐ ἰσοδυναμιμαΏ διά µετα- 
σχηματισμοῦ τοῦ µοναδιαίου μύμλου τοῦ σχήµατος 15.4. B, 



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 17. 

Η ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΙΣ 

ἘΞ ΤΗΝ ἘΕΠΙΔΥΣΙΝ ΤΩΝ ENIODEAQRN ΚΙΝΗΣΕΩΝ 

ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ ΤΩΝ Η!ΧΕΣΚ΄].'΄ΐ.ΡΟΝΙΙζς2Ν ΥΠΟΛΟΓΙΡΤΩΝ 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ ΥΤΥΠΟΥ 

11,1 ΤΕΝΙΚΟΤΗΤΗΕΣ ἘΠῚ ΤΗΣ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΩΣ 

Ἢ ἀριθμητιμῆ ἀνάλυσις εἶναι, ὡς éu τῆς φύσεώς της, μία μέ - 
θοδος ὑπολογισμοῦ ἀσυνεχήῆς, Ἠλήν ὅμως,τά φυσιμά μεγέθη ἐμ- 
φανίλονται ὑπό δύο διαφόρους μορφάς: Τῆν ἀσυνεχῆ (π.χ. ἡ UAn στά 

στοιχεῖα ἑνός συνόλου) uai τῆν συνεχῆ (π.χ. ἡ ufvnoic), Ἑπομένως 
ἡ ἁριθμητιμή ἀνάλυσις ἐφαρμδὲεται ἀπολύτως μόνον εἷς τῆν πρώτην πε- 
ρίπτωσιν τοῦ ἀσυνεχοῦς, Διᾶ τᾶς συνεχεῖς μορφᾶς, μόνη λύσις εἶναι ἡ 
προσεγγιστιμῆ ἀναπαράστασίς των 814 μιᾶς ὡρισμένης σειρᾶς ἀσυνεχῶν 

μορφῶν. ‘E¢ αὐτῶν μαΐ pdvov ὁρίζονται τά πεδία ἐφαρμογῆς τῆς ἀρτθμτ- 
τιμῆς ἀναλύσεως: 

"Ἐμμινοῦσα ἀπό τᾶς ὠρισμένας τιμάς τῶν ἀσυνε- 
χῶν μορφῶν, ὁδηλαδή τῶν ἐξισώσεων, προσπαθεῖ νά ἐυ- 
φράᾶστ, ὅσον τὸ δυνατόν πληρέστερα, τᾶς οσυνεχεῖς 
μορφάς, ὁδηλαδῆ τάς ουναρτῆσεις, ᾿Αποτελεῖ ἑπομένως τῆν 
γέφυραν μεταέὲύ ὀἀλγέβρας uai ἀναλύσεως, 

Καθίσταται λοιπόν σαφῆς, ἐπί τῇ βάσει τῶν ἀνωτέρω,ὴ γενιμῆ δι- 
ἄρθρωσις μιᾶς µελέτης δι' ἀριθμητιμΏς ἀναλύσεως: Eic τό ἕν Gupov εὖ- 
ρίσμονται at ἐξισώσεις (ἤ ἀνισότητες). Eic τό ἄλλον ὁ ὑπολογισμός συν- 
αρτήσεων μαΐ ματά uavéva διαφοριμῶν ἤ ὁλουληρωτιμῶν ἐξισώσεων, Me- 
ταξύ τῶν δύο αὐτῶν ἄμρων μαΐ διᾶ νά γίνη ὁμαλῆ ἡ µετάβασις ἀπό τό 

ἔν εἰς τό ἄλλο, ὑπάρχει τό ἐντεταμένον μεφάλαιον τῶν προσεγγίσεων, 
‘H φορᾷά μιᾶς τοιαύτης µελέτης 04 εἶναι ἑπομένως ἀπό ἀσυνεχές πρός 
συνεχές uai 84 €xn ὡς φᾶσεις τῆν ἐπίλυσιν ἐξισῶώῶσεων, τόν ὑπο- 
λογισµόν προσεγγίσεων uai τῆν εὕρεσιν τῶν συναρ- 
τῆσεων, χωρίς νᾶ εἶναι δυνατόν νά ἰσχύη uaf τό ἀντίστροφον, διότι



918 Αἱ ἐπίπεδοι μινήσεις 914 τῶν ἠλειιτρονιμῶν ὑπολογιστῶν 17,1 

ἀντίμειται eic τῆν φῦσιν τοῦ ἀριθμητιμοῦ ὑπολογισμοῦ, 
Ὡς πρός τᾶς µεθόδους τᾶς ὁποίας 64 ἀμολουθῆση ὁ ἁριθμητιμός 

ὑπολογισμός εἰς οἰανδήποτε φάσιν του, δύνανται νά χωρισθοῦν εἰς δύο 
μεγάλας uarnyopiac: 

a) ᾿Απ᾽εύθείας µέθοδοι, τῶν ὁποῖων B πορεία πρός τό ᾱ- 

ποτέλεσµα εἶναι τρόπον τινά εὐθύγραμμος, 
β) ᾿Επαναληπτιμαί ἤ μέθοδοι διαδοχιμῶν προσεγ- 

γίΐσεων, τῶν ὁποίων ἡ πορεία πρός τὸ ἀποτέλεσμα ὄύναται νᾶ παρα- 
σταθΏῆ διά μιᾶς ἐλπιοειδοῦς μαμπύλης,περιβαλλούσης τό ἀποτέλεσμα uat 

πλησιαζοῦσης πρός αὐτό ὁλονέν μαΐ περισσότερον εἰς ἑμάστην περι- 

στροφῆν της. 
Ἢ éudoyh τῆς μιᾶς ἤ τῆς ἄλλης µεθόδου ὅπου ὑπάᾶρχει δυνατδό- 

της ἐμλογῆς, ἀποτελεῖ θέµα πολύπλομον αΐ ἑἑαρτᾶται ἀπό πλῆθος πα- 
ραγόντων ὅπως, ἐπιέητουμένη ἀνμρίβεια, τύπος χρησιµοποιουµένου ἠλειι- 
TpoviuoU ὑπολογιστοῦ, μόστος προγραμματισμοῦ, μόὄστος ὥρας ὑπολογτ- 

στοῦ μ.λπ, ἀπαιτεῖ δέ ἕν προχωρηµένον στάᾶδιον γνώσεων πμαΐ πείρας. 
Εἶναι 8¢ τοσοῦτον μᾶλλον δύσμολη, μαθ᾿ ὅσον δέν ὑπάρχει εἰσέτι μία 
ὠργανωμένη μαΐ ἀπολύτως ἠλεγμένη Βιβλιογραφία, Διότι ἡ ἀριθμητιμῆ & 

νάλυσις ἦτο péxpt τοῦ δευτέρου παγιιοσµίου πολέµου ἕνας τελείως πα- 
ραµεληµένος υλάδος τῶν μαθηματιμῶν, pé μόνην ἴσως ἐἑαίρεσιν τούς & 
στρονόµους, τῶν ὁποίων ὅμως αἱ ἐργασίαι εἷς τόν τοµέα αὐτόν παρέ - 
μειναν εἷς τῆν ἀφᾶνειαν. Καί ὅλως αἰφνιδίως, ὅλοι οἱ ιἱλάδοι TV θε- 
τιμῶν ἐπιστημῶν προσέτρεξαν εἰς αὐτῆν. Ποία νέα ἐπιστημονιωή τιατά- 

utnoic mpoeullece τῆν ἀπότομον αὐτῆν µεταστροφῆν; Τὴν ἀπάντησιν ἕ- 
δωσεν & FREDERIC JOLIOT : ' Ἢ σηµαντιμωτέρα uatdurnoic 
τοῦ συγχρόνου ἀνθρώπου εἶναι ἡ ὑπολογιστιμή μηχα- 
νῆ".. Kai ἡ φράσις αὐτῆ, προερχοµένη ἀπό ἕνα σοφόν πού προσέφερε 
τά µέγιστα εἰς τῆν uatdurnoiv τῆς ἀτομτιής ἐνεργείας, ἐέ ἴσου ἐμπλη- 
utwne ἀναμαλύψεως, δειινύει ἐπφανῶς ὅλην τῆν περαστίαν onpaciav 
τῶν ὑπολογιστῶν. 

Ἢ ἀνάπτυξις τῆς υβαντιμῆς uaf πυρηνιμῆς φυσιμωῆς, αἱ πρόοδοι 
τῆς στατιστιμῆς uai τῶν πιθανοτήτων ἡ τηλεματεύθυνσις ἀεροσμαφῶν πᾶ- 
σης φύσεως, εἶχαν ἀνάγμην ἐμτελέσεως πολυπλόπων ὑπολογισμῶν pé µε- 
γάλην ταχύτητα. Ἢ λογιστιμῆ παΐ ἡ διεύθυνσις τῶν ἐπιχειρῆσεων ἤ τῶν 
βιομηχανιμῶν συγυµροτημάτων ἀπῄτουν ματᾶταξιν uai ἐπεἑεργασίαν τερα- 
στίου Oyuou δεδομένων, Téroc, ἡ τάσις αὐξήσεως τοῦ βαθμοῦ ἀποδόσε- 

ως παντός βιομηχαντιοῦ ἤ ofuovopiuol συγμροτήµατος προσέρους eic 
τῆν ἀδυναμίαν ἐμτελέσεως ὅλων τῶν ἀπαραιτήτων µαθηματιμῶν πρᾶέεων 
διά τῆν εὕρεσιν τοῦ "optimum" ουνδυασμοῦ τῆς ἐιπμεταλλεύσεως, Τό- 
τε ἀμριβῶς 1) ἀπότομος ἐμφᾶνισις τῶν συγχρόνων ἠλευτρονιμῶν ὑπολο- 
γιστῶν, ἔδωσες τῆν δυνατότητα ἐπιλύσεως ὅλων αὐτῶν τῶν ἀναγιῶν, δη- 
μιουργῶντας ὅμως πιααΐ piav νέαν ἐπιταμτιμῆν dvéyunv: TAv ἀνάπτυ- 
ἐῑν τῶν μεθόδων τῆς λογιμῆς ἀλγέβρας (ἄλγεβρα BOO- 
LE) τήν τροποποίησιν, ἐἐέλιέἓέιν uai ἐπέμτασιν τῶν με- 

θόδων τῆς ἀριθμητιμῆς ἀναλύσεως uai τῆν εὕρεσιν νέ- 
ων µεθόδων,διά τῆν ἐπίλυσιν ὅσον τόὸ δυνατόν περισ- 
σοτέρων προβδλημάτων. 
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17.2 H ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΡΑΣΜΕΝΩΝ ΔΙΑΦΟΡΩΝ 

Διά τῆν ἐπίλυσιν τῶν ἐξισώσεων τῆς μορφῆς (15. 3. α) ἡ πλέον év 
χρΏσει µέθοδος ἀριθμητιιῆς ἀναλύσεως εἶναι ἡ µέθοδος τῶν πεπε - 
ρασμµένων διαφορῶν. 

Ἕστω τό περιωρισµένον πεδίον ' τῆς συναρτήσεως ᾖῷ) μέ ὅριον 
τῆν υλειστῆν μαμπύλην 0 (Σχ.1.2. Α). Χαράσσοµεν ἕναν μάναβον & 

ποτελούμενον ἀπό ὅμοια πολύγωνα uai συνήθως τετράγωνα, μέ péyeboc 
χαραμτηριστιμΏῆς πλευρᾶς ἴσον pé h. 

Ἢ μµέθοδος τῶν πε- ν 
περασµένων διαφορῶν ἕ- 
χει ὡς ocuomndv τόν προσ- 
ἷιορισμὁν τῶν τιμῶν τῆς χ \\\ 
ἡτουμένης συναρτήσεως ὢχχ 

¢ εἰς τούς μόμβους τοῦ ΐχΧἼξχχχχἷΧΧ 

μανᾶβου,ὁπότε Tovh τεῖ- \\\\V\ 4 
νοντος εἰς τό μηδένθά & Ν \\\\& 

ς τιμός τῆσσες ΝΝ χωμεντᾶς τιμάς τῆςφ εἰς | & ξχ §\\\ 

ὅλον τόὸ πεδίον V. Ν 
Ἕστωσαν Μς uai M, δύο ΗΗἨΧΧΧΧΧ > 

τυχόντες γειτοντιοί μόμροι τοῦ ἓ 
μανάβου (Σχῆμα 17. 2. B) μαί gMs) 
¢M,) αἱ ἑητούμεναι τιμαΐ τῆς συν- 
αρτῆσεως φ εἰς τούς μόμβους αὖ- & 

τούς. Μεταέύ τῶν τιμῶν αὐτῶν 64 Ay Σ χ. 1 Α 
ἰσχύη ἡ σχέσις τοῦ TAYLOR 

g (x+dx,y+4y)=gxy)+dx g (xy)+ 

+ by gy ( --κο (o) + M e 4 
Ε 1 P ήο ΜῈ 

+Ax 4y φ (6Y) 9-Φ 49 " φ,ν oY)+ 
Μή 

(17.2. α) ἤ - R ν 

εἰς τῆν ὁποίαν τά Φ' φ 42.... πα- 
ριστοῦν τᾶς μεριιάς παραγώγους 

. . ., 9% ὃς 0% 
τῆς ¢ ἤτοι τάς ᾿ : . X 

Ἑπομένως 814 τά σημεῖα Μς ual M, pé Ax=h,dy=-h 64 ἔχωμεν 

¢ (M,) ’?WJ)*h ?x’[Ms)“h Py (M) - -;"]ΐ=?χζ ῴώ«) "11'=,?ι΄'/! ώ!:) Ξ 

1µές,=,,;ς(,ι΄|,).:-..- (17.2.8)
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Ἔδν παραλείψωμεν τά διαφοριιιά ἀπό μίαν ὡρισμένην τᾶξιν πκαΐί 
ἄνω (π. χ. ἀπό Κ5 uaf ἄνω, ὁπότε τό σφᾶλμα εἶναι ἀνάλογον τοῦ Η) υιαί 

γράψωμεν ἕνα ὡρισμένον ἀριθμόν σχέσεων τῆς μορφῆς 17.2.8) (π.χ. πέν- 
τε σχέσεις μεταξύ τῶν Μ,-Μ,,Μ,-Μ,,Μ,-Μρ, Μ,--Μ,, Μ, -Μ, διά πα- 
ρἀληψιν ἀπό ' uail ἄνω, μέ βάσιν πάντοτε τό σημεῖον Μς ) τότε δυνᾶ- 
μεθα νά ἐπιλύσωμεν τᾶς σχέσεις αὐτάς ὡς πρός ς(Μ,),ς9Μ,), συναρτήσει 
τῶν ἕξι ¢M;) . ᾿Αντιμαθιστῶμεν év συνεχείᾳ τᾶς τιμάς τῶν πορογωγων 
τῆς ¢Ms) εἰς τῆν ὁδιαφοριιήῆν ἐξίοωσιν [{φ)--Ο uai λαμῥάνομεν οὕτω pi- 
αν γραμμιμήν ἐξίσωσιν μεταξύ τῶν ἕέξι φ(μ,). 

Λαμβάνοντες ὡς σημεῖα βάσεως My . διαδοχιυιῶς ὅλους τούς udp- 
ῥους τοῦ μανάβου uai ἐφαρμόζοντες τῆν ἐιιτεθεῖσαν σειράν ἐργασιῶν, 
εὑρίσιιομεν ἕν ypappiudv σύστημα ν ἐξισώσεων μέ ν ἀγνώστους τιμάς 

Φ(14,), (i=42,.,v). Ἢ ἐπίλυσις τοῦ συστήματος αὐτοῦ δίδει τᾶς InTou- 
pévac τιμάς τῆς συναρτήσεως Φφ() εἰς τούς ν μόμβους τοῦ uavabou. 
Τό μονοσήμαντον τῆς λύσεως δι’ ξπμάστην εἰδιμήν περίπτωσιν,ἐἐασφαλί 
ἐεται ἀπό τᾶς ὁριαμάς συνθῆμας, ἤτοι τᾶς γνωστᾶς τηιᾶς φ(Μ) εἰς τῆν 
περιβάλλουσαν μαµπύλην C. 

Ἢ ἐφαρμογῆ τῶν ἀνωτέρω εἰς τῆν ἐξίσωσιν τοῦ LAPLACE δί- 

ὃει ἐξισώσεις γραμμιιοῦ συστήµατος τῆς μορφῆς 

4ς -- φ(Μ,)- M)+ g(Ms)+e(M,)—4oM,)=0  (17.2.y) 

μά σφάλμα ἀνάλογον πάντοτε τοῦ βΖ 
Ἢ oyxéoic {17. . γὴ μαλεῖται uai τύπος τῶν πέντε σημεῖ 

ων, διότι ἐπεμβαίνουν εἰς αὐτόν πέντε τιµαί τῆς ¢ σχηματίζουσαι 
σταυρόν. 

17.3 ἘΙΠΛΎΞΙΣΞ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΊΚΩΝ ἘΣΞΙΞΩΣΞΕΩΝ 

Διά τῆς ἐφαρμογῆς τῆς μεθόδου τῶν πεπερασμένων διαφορῶν ἡ ἐ- 
πίλυσις μιᾶς διαφοριιῆς ἐξισώσεως B τάξεως pé μεριιάς παραγώγους, 
ἀνάγεται εἰς τήν ἐπίλυσιν ἑνός συστήματος v γραμμιμῶν ἐξισώσεων. 

Eic τάς περισσοτέρας περιπτώσεις αἱ ypappwai ἐξισώσεις τοῦ 

συστήµατος ἔχουν ἁπλῆν μορφῆν π.χ. (17.2.v) πλήν ὅμως ὁ ἀριθμός v 
τῶν ζητουμένων ἀγνώστων τιμῶν φί(μ) εἶναι μεγάλος. Ἢ δυναμιμότης 
τῶν σημερινῶν ἠλευτρονιμῶν ὑπολογιστῶν ἐπιτρέπει τῆν ἐπίλυσιν συ- 
στημάτων μέ μέγιστον ἀριθμόν ἐξισώσεων ἴσον πρός 100 ἕως 120. 

Τό σύστημα τῶν (17.2,7v) γὙράφεται ἐξ ἄλλου ὑπό πορφῆν μητρώων 

AP =8B (17.3,q) 

ἔνθσ Α εἶναι τό μητρῶον τῶν συντελεστῶν τῶν ἀγνώστων μέ στοιχεῖσ 
, Φ τό μῃτρωον στήλη τῶν ν όγνωστων ¢(M) uai B το βητρῶον - στή- 

λη των γνωστων ὁρίων. Τά στοιχειο τοῦ B δέν εἶναι ὅλα pn— 

deviud, ὡς 64 ένομιὶετο éu πρώτης οψεως, διότι, λόγῳ γνωστων ὁρι- 
αμῶν συνθημῶν, ωρισμενοι οροι a; ςεΜ) εἶναι μή μπὃενωο στοιχεῖα τοῦ Β. 
Παρατηροῦμεν ἐξ ἄλλου ὅτι εἰς το μητρῶον A T4 περισσότερα στοιχεῖα
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εἶναι μηδενιμά, πλῆν μιᾶς στενῆς λωρίδος στοιχείων, παραλλήλου πρός 
τῆν uupiav διαγώνιον. Τά μητρῶα τοῦ τύπου αὐτοῦ μαλοῦνται ἵλωρι- 
δωτάᾶ"' μαί ἔχουν σχετιμῶς ταχυτέραν ἀντιστροφήν. 

Ἡ λύσις τοῦ συστήματος (17.3.a) ἀνάγεται εἰς ἁπλήν ἀντιστρο- 
φήν τοῦ μητρώου A, ὡς ἐμφαίνεται éu τῆς 

Φ- Α““ΕΒ (17.3.B) 

Τό ὅλον πρόβλημα τῆς ἀντιστροφῆς ἑνός μητρώου ἀποτελεῖ ἕν 
ἐντεταμένον μαΐ ἐν διαρμεῖ ἐέξελίξει μεφάλαιον τῆς ἀριθμητιμῆς ἀνα- 

λύσεως, ὑπάρχει δέ σΏμερον εἰδιμή βιβλιογραφία ἐπί τοῦ θέματος. 
Eic τῆν παροῦσαν παράγραφον θά ἀναφέρωμεν ἁπλῶς ὅτι αἱ μέθο- 

δοι ἀντιστροφῆς ἀπολουθοῦν τᾶς δύο μεγάλας ὑποδιαιρέσεις τῶν μεθό- 
δων τῆς ἀριθμητιμΏῆς ἀναλύσεως, ἥἤτοι διαιρίνονται εἰς τάς ἀπ᾿ εὐθε- 
ας P ὀμέσους uaf εἷς τάς ἐπαναληπτιμᾶςῆἤ µεθόδους δια 

δοχιμῶν προσεγγίσεων. Καί 614 pév τᾶς ἀμέσους µεθόδους, ὡς 
εἶναι ἡ μέθοδος GRAMMER, 1) péfodoc τῆς ἀπαλοιφῆς ἤ τριγωνοποτιῆ- 
σεως, ἡ µέθοδος ἀναλύσεως εἰς γινόµενον τριγωνιμῶν μητρώων W λπ,αὶ 
πρᾶἐέεις δέν ἐπαναλαμβάνονται, ὁ δέ ἀριθμός των εἶναι γνωστός παί ὡ- 
ρισµένος éu τῶν προτέρων. Διᾶ τάς ἐπαναληπτιμάς µεθόδους ὅμως, ὡς 
ἡ µέθοδος τῶν ταυτοχρόνων µετατοπίσεων, ἣ pébodoc χαλαρώσεως, at 
µέθοδοι τῶν GAUSS-SOUTHWELL 1) τῆς ὑπερχαλαρώσεως u,Am, ἡ λύ- 
σις προυύπτει διά τῆς πολλαπλῆς ἐπαναλήψεως μιᾶς μαΐ τῆς αὐτῆς σε-τ- 

ρᾶς πράᾶἑεων. 
Eic τᾶς ἐφαρμογᾶς τῆς θεωρητιμΏῆς ὑδραυλιτιμῆς χρησιμοποιεῖται 

πολλάμις B µέθοδος τῆς χαλαρώσεως, 04 δώσωμεν δέ ἕν πλῆρες παρᾶ- 
δειγμα εἰς τόν τόµο II, év σχέσει μέ τῆν ροῆν udtwlev ἑνός σώματος 
φράγµατος, διᾶᾷ μέσου τοῦ πορώδους ὑπεδάφους uai pé γνωστᾶς συνθή- 
μας ὁρίων. 

17.4 TENIKOTHTEZX ἘΠῚ ΤΩΝ HAEKTPONIKQN ΥΠΟΛΟΓΤΙΣΤΩΝ Α. 

ΡΙΘΜΗΤΙΚΟΥ TYIIOY 

Eic τῆν παροῦσαν πράγραφον 84 ἀσχοληθῶμεν ἀποιιλειστιμιῶς παΐ 
μόνον μέ τοῦς ἀριθμητιμοῦς ὑπολογιστάς, 08 τούς ἐξετάσωμεν 
δέ ἀπό ἄποψιν χρησιμοποιήσεως, χωρίς νά ὑπεισέλθωμεν εἰς ὅτι 
ἀφορᾶ τῆν τεχνολογίαν των. 

17.4.1 Ἱστορικὸν 
Ἔπί τῶν ἡμερῶν µας ἡ ἔννοια τοῦ αὐτοματισμοῦ εἶναι τό- 

σον στενά συνδεδεµένη μέ τήν ἔννοιαν τῆς ἠλευτρονιμῆς, ὥστε 
δυσμόλως φανταζόμεθα ὅτι εἶναι δυνατή ἡ Umapéic σχεδίων αὐτομάτων 
ὑπολογιστιμῶν μηχανῶν πρό τῆς ἀναπτύέεως τῶν ἠλευτρονιμῶν uvudw- 
μάτων. 

Eic τήν πραγματιμότητα ὅμως ἡ τιμή τῆς συλλήψεως τοῦ πρώτου 
αὐτομάτου ὑπολογιστοῦ ἀνήμπει εἰς τόν CHARLES BABBAGE, 6 ὁποῖ- 
ος τό 1830 συνέθεσε μαΐ τά πρῶτα σχέδια, εἰς μίαν ἐποχήν ματά τῆν 
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ὁποίαν ἡ ἠλευτρονιμήῆ ἦτο ἄγνωστος. Τά σχέδια τοῦ BABBAGE οὐδέ- 
ποτε ἐπραγματοποιήθησαν, λόγῳ τῆς ἀδυναμίας τῶν μηχανιμῶν μέσων 
τῆς ἐποχῆς του. Πλῆν ὅμως αἱ ἀρχαί τάς ὁποίας ὑλοποίησεν εἰς τό σχέ- 
διόν Tou ἀποτελοῦν ἕως σΏμερον τῆν βάσιν τῶν πλέον συγχρόνων ἡ- 

λεμτρονιμῶν ὑπολογιστῶν. 
Σωμοπός τῆς προσπαθείας τοῦ BABBAGE μαΐ ὡρισμένων ἄλλων 

συγχρόνων Tou ἦτο ἡ uartacueuh ἀριθμητιμῶν πινάμων διαφόρων μαθη- 
ματιιῶν συναρτήσεων. Οἱ σύγχρονοι ὑπολογισταί ἐφαρμόζονται uai σή- 
pepov εἰς ἀναλόγους περιπτώσεις, πλῆν ὅμως ἡ ἀνάπτυξίς των ὀφείλε- 
ται ἰδίως εἰς τῆν ἀνάγμην ἐπιλύσεως μαθηματιμῶν θεµάτων στρατιωτι- 
unc φύσεως, 'Ἠδη ἀπό τό 1937 αἱ Η,. Π. Α ἐμελέτων θεωρητιμῶς τᾶς ἀρ- 
χάς τοῦ αὐτομάτου ὑπολογισμοῦ,ἐνῶ συγχρόνως ὁ uabnynthc H. ΑΙΚΕΝ 

uai ἡ ἑταιρία BELL TELEPHONE ἤρχισαν τῆν ματάστρωσιν τῶν πρώ- 
των ὀχεδίων διά ἠλευτρομηχανιμοῦύς ὑπολογιστᾶς, 

Ἢ πρώτη μηχανή, ὀνομασθεῖσα "MARK Ι'' µατεσμευάσθη ὑπό τοῦ 
AIKEN uaf ἦτο ἤδη εἰς θέσιν νά ὑπολογίζη συναρτῆσεις τῆς μορφῆς € 
logx uai sinx μαί νά πραγματοποτΏῆ παρεμµβολᾶς εἷς τούς πίναµας τῶν 
διαφόρων. ἁριθμητιμῶν τιμῶν. Δόγῳ ὅμως τῆς παρεμβολῆς τῶν upnyavi- 
μῶν στοιχείων εἰς τόν ὑπολογιστῆν, ἡ ταχύτης ἑνάστης πρᾶέεως δέν 
ὑπερέβαινε 16 δευτερόλεπτον uatd μέσον ὄρον. 

‘O δεύτερος παγμόσμιος πόλεµος ἔδωσε véav ἐπιτάχυνσιν εἰς 
τῆν πατεύθυνσιν αὐτῆν μαΐί ὁ δεύτερος ὑπολογιστῆς MARK Π ;τοῦ Al- 
KEN, ἀπηλλάγη ἀπό τά μηχανιμᾶ στοιχεῖα τοῦ πρώτου pé ἀποτέλεσμα 

τόν πενταπλασιασμόν τῆς ταχύτητος τῶν πράέεων. 
Σηµειώνομεν τούς τρεῖς uupfouc τομεῖς ἐφαρμογῆς τοῦ MARK ΤΠ 
a) Ὑπολογισμός τριγωνομετριμωῶν συναρτήσεων 
B) Ὑπολογιοσμός εἰδώλων εἰς τῆν ὀπτιμῆν 

γΥ) Ὑπολογισμός τροχιῶν πυραύλων 
Παρατηροῦμεν ὅτι uowdv χαραμτηριστιμόν uai τῶν τριῶν αὐτῶν 

ἐφαρμογῶν εἶνα ἡ ἐμτέλεσις ἑνός πολύ µεγάλου ἀριθμοῦ 

πρᾶξέεων, οσχετιμῶς ἁπλῆς λογιμῆς συνθέσεως, Μετᾶ τό 
πέρας ἐπάσττς σειρᾶς ὑπολογισμῶν ἀνμολουθεῖ ἡ ἐπομένη δι’ ἁπλῆς ἀλ- 
λαγῆς τῶν δεδομένων τοῦ προβλήματος. Ἐπχρειάσθη ἡ παρέλευσις pe- 
ριμῶν ἐπῶν 814 τῆν ἐπίτευξιν σοβαρῶν τεχνολογιμῶν Ρελτιώσεων,αἵτι- 

νες ἐπέτρεψαν τῆν ἐπίλυσιν προθλημάτων uatd πολύ συνθετωτέρων. 
Δύο εἶναι ai ματευθύνσεις πρός τάς ὁποίας ἐστράφησαν τότε οἱ 

τεχντιοί: 

α) Αὔξησις τῶν θέσεων pvhApne ναΐ δῆ τῆς ταχείας μνή- 
μης , 

ϱ) Αὔέξησις τῶν δυνατοτήτων λογιμῆς συγιυρίσεως, μέ ouo- 
πόν τῆν λήψιν πολυπλόμων ἀποφᾶσεων ἐπί τῇ βάσει περιωρισµένου πλή- 
θους ἀρχιμῶν ἐντολῶν. 

“E¢ μόνον ἔτη ἤρμπεσαν διά τῆν ὑπερπῆδησιν τῶν τεχνιμῶν δυσ- 
μολιῶν uai τὸ πανεπιστήµιον τῆς Πενσυλβανίας παρουσίασε τόν πρῶ- 
τον σύγκχρονον ἠλεμτρονιιόν ὑπολογιστῆν, ὀνομασθέντα E.N.I. A, ς ,μέ 

(1) Ἔπί τῆς ἐννοίας τῆς μνήμης ἐπανερχόμεθα λεπτομερῶς εἰς τήν 17.4.2 
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18.000 ἠλευτρονιμούς σωλῆνας uai ταχύτητα 5.0ΟΟ προσθέσεων τό δεύ- 
τερόλεπτον. 

᾿Ἠπμολούθησεν 1) ἐμφάνισις τοῦ τύπου E,D. . Α, ς, μαΐ τέλος τοῦ 
E.D.S5.A.C., Όστις ὑπῆρέε uai ὁ πρῶτος χρησιμοποιῆσας’ ἐσωτερῖτ- 
ubv πρόγραµµα ὕἤτοι πρόγραµµα ἐγγεγραμμένον €ic τῆν ταχεῖαν 
pvipnv, Δέν ἀπαιτεῖται οὕτως ἡ ἀνάγνωσις τοῦ προγράµ- 
ματος εἰς ἑμᾶάστην ἐπανάᾶληψιν μιᾶς σειρᾶς ὑπολογτ- 

σμῶν. 
‘H ἐν συνεχείᾳ ἐἐξλιέις ὑπΏρέεν ταχυτάτη, χαραμτηρίἐεται δέ ἀ- 

πό διαφόρους τεχνιμάς ἐφευρέσεις, ὅπως ἡ uartacueun θέσεων μνήμης 
¢u μαθοδιμῶν σωλήνων, éu φερρίτου u. λπ. Κατά τό 1946 ὅλαι αἱ βασι- 
μαί ἀρχαί τῶν σημερινῶν ὑπολογιστῶν ἦσαν πλέον γνωσταί. Ἢ ὁδός πρός 
τῆν τεχνολογιμΏν ἀξιοποίησίν των Ἠνοιέεν εὐρυτάτη, 814 νᾶ εἰσαχθΏ ἡ 
ἐπιστήμπῃ εἰς τόν αἰῶνα τῶν ἠλευτρονιμῶν ὑπολογιστῶν. 

17.4.2 Γενικὴ διάρθρωσις ἑνὸς ἠλεκτρονικοῦ ὑπολογιστοῦ a- 
ριθμητικοῦ τύπου 

Efc &uacTtov ἠλευτρονιμόν ὑπολογιστῆν δυνάμεθα νά διαμρίνωμεν 
τέσσαρα μύρια pépn ἐπί τῇ βάσει τῆς ματασιιευῆς Tou μαί τοῦ τρόπου 
λειτουργίας του. 

α) Τά ὄργανα εἰσθδου-έἐἑἐόδου. 

'β) Τά ὄργανα μνήμης. 
Υ) Τά ὄργανα διευθύνσεως. 

ὃ) Τά ὄργανα ἐπεἑεργασίας ἤ ὑπολογισμοῦ. 

ΟΡΓΑΝΑ ΔΙΕΥΘΥΝΣΕΩΣ 

| 
ΟΡΓΑΝΑ 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ 

] 

ΚΕΝΤΡΙΚΗ -Η ΤΑΧΕΙΑ 
MN 
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ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
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ΑΠΟΘΗΚΕΥΣΕΩΣ 

Σχ.11.4,3, Α Γενπιῆ διάρθρωσις ὑπολογιστοῦ
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Τό σχῆμα 17.4.2. Α δίδει μίαν πρώτην σχηματιμήν εἰμόνα ἑνός ὑπολο- 
γιστοῦ μεθ᾽ ὅλων τῶν δυνατῶν πατευθύνσεων,αἱ ὁποῖαι ἀμολουθοῦνται τια- 
τά τῆν ἐπίλυσιν ἑνός τυχόντος προβλήματος. 

α) “Opyava εἰσόδου-ἐἑἐόδου 

Suonbéc των εἶναι B ἀποματάστασις πλήρους ἐπιπμοινωνίας μεταὲύ 
ἐἑωτεριμοῦ udopou uai ἠλευτρονιπμοῦ ὑπολογιστοῦ. 

᾿'Ἐξωτεριμός udopoc: ‘O ὑπολογιστῆς πρέπει va εἶναι εἷς θέ- 

σιν νᾶ λάβη ἀπό τόν ἐἑωτεριμόν udopov δύο εἰδῶν πληροφορίας Τά de- 
dopéva uaf τό πρόγραμμα, π.χ. εἰς τῆν περίπτωσιν ἑνός µαθηµα- 
τιμοῦ ὑπολογισμοῦ πρέπει νά δοθοῦν εἰς τόν ὑπολογιστῆν ἀφ ἑνός 1) & 
μολουθητέα σειρᾶᾷ τῶν πρᾶέεων (πρόγραμμα) uai 4o’ ἑΐζερου τά ἀριθμητι- 
μά dedopéva pé τᾶ ὁποῖα 64 ἐργασθῆ. 

Αἱ πληροφορίαι αὐταί (δεδομένα-πρόγραμμα) μεταβιβάξονται στῆν 

pnyxavh péoy διατρήτων μαρτελλῶν ἤ ταινιῶν ἤ διά τῆς γραφομηχανῆς, 
Τά ἀποτελέσματα ἐξ ἄλλου petadidovrar ἀπό τῆν μηχανήν πρός τόν ἐ- 
ἑωτερπιόν ubopov ὑπό μορφῆν ἐντύπων, διαγραµµάτων, µμαρτελλῶν ἤ uaf 
ταινιῶν. 

ἽὌργανα εἰσόδου: Efc τῆν uarnyopiav αὐτῆν 04 συναντήσω- 
μεν: 
- Αναγνωστῆρας διατρήτων μαρτῶν. Ἢ ταχύττς -ἀναγνώσεώς των μυμαί - 
νεται ἀπό 150 εἰς 100 udprac ἀνᾶ λεπτόν, ἀντιστοιχοῦσα εἰς ἀνᾶγνω- 
σιν 200 ἕως 900 ἀλφαριθμητιμῶν χαραυμτήρων, Hror ypappd- 
των ἀλφαβίτου, ἀριθμῶν ἤ σηµείων, τό δευτερόλεπτον. 
- Ἀναγνωστῆρας διατρήτων ταινιῶν, pé ταχύτητα ἀναγνώσεως περίπου 

τῆν αὐτῆν pé τούς ἀναγνωστῆρας διατρήτων μαρτῶν. 
-ΠΓραφομηχανῆν, ἐπιτρέπουσαν τῆν διά δαιμιτυλογραφήσεως εἰσαγωγΏν πλη- 
ροφοριῶν ἤ ἐντολῶν εἷς τῆν μηχανήν. 
- ἈΑναγνωστῆρας μαγνητιμῶν ταινιῶν pé ἐντολάς ἐγγεγραμμένας διά γρα- 
φομηχανῆς. 

"Opyava ἐξόδου: Ἐίς ὅσας περιπτώσεις τά ἀποτελέσματα 68 
ἐπανεισαχθοῦν 814 νέαν ἐπεξεργασίαν εἷς τῆν μηχανήν, χρησιμοποιοῦν- 
ται εἷς τῆν ἕξέοδον: 
-Διατρητῆρες παρτῶν. 
«Διατρητῆρες ταινιῶν. 

ἙἘπίς πᾶσαν ἄλλην περίπτωσιν χρησιμοποιοῦντατ: 
- Ἐμτυπωτῆρες μιπμρᾶς ταχύτητος, ἐν εἴδει ἠλευτριμῆς γραφομηχανῆς. 
- Ἐπιτυπωτῆρες μεγάλης ταχύτητος (150 ἕως 500 γραμμαΐ ἀνᾶ λεπτόν) 
μέ 100 ἕως 120 ἀλφαριθμητιμούς yapautnpac ἀνᾶ γραμμήν. 
-Kafodwai ὀθόναι 814 τᾶς ἀναπαραστάσεις τῶν μαμπύλων. 
-Eidwal διατάξεις ἀνμίδων ἤ φωτογραφιμῶν συστηµάτων διά τῶν χάραξιν 
διαγραµµάτων. 

B) Ὄργανα μνήμης 
Τά ὄργανα ἐπεἑεργασίας uaf ὑπολογισμοῦ πρέπει νά εἶναι εἰς θέ- 

σιν νά τροφοδοτοῦνται ταχύτατα μέ ὅλας τᾶς ἀπαραιτήτους πληροφορί 
ας ἤ δεδομένα. Τά στοιχεῖα αὐτά εὑρίσμονται ἐγγεγραμμένα εἰς τήν 
μνήμην τοῦ ὑπολογιστοῦ, ἡ ὁποία πρέπει νᾶ εἶναι εἰς θέσιν νά ἀπο- 
τυπώνη, νᾶ διατηρῇ μαΐ νά μεταδίδη πληροφορίας ὑπό μωδιμοποιημένην 
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μορφήν. Τά χαραιντηριστιμά στοιχεῖα, τά ἐπιτρέποντα τῆν uardraéiv τῶν 
διαφόρων εἰδῶν μνήμης συνοψίζονται εἰς: 

Χωρητιμότητα :Χαραυτηρίξει τό ποσόν τῶν πληροφοριῶν τᾶς ὁ- 
ποίας δύναται νά περιλάβη ἡ μνήμη. ‘Eugpdletar συνήθως μέ ἀριθμόν 
θέσεων μνήμης B DIGITS, ἑυάστη δέ ἐξ αὐτῶν δύναται νά περι- 
λάβη ἕν δευαδιμόν ψηφίον uai ἀποτελεῖται συνήθως ἀπό & ""BITS' (δε 
δεμαδιμόν μώδιια μωδιμοποιημένον εἰς δυαδιιόν EM1248, παράγρ.(17.4, 4) 
Οἱ συνδυασμοί τῶν "BITS" προσδιορίζουν διαφόρους ἀριθμητιμάς τιμάς 
τῶν DIGITS. Οἱ ἀλφαβητιμοί χαραυτῆρες παρίστανται μέ δύο DIGITS, ἤ- 
τοι δύο deuadwd ψηφία. 

Διά τάς ἐπιοστημονιμάς ἐφαρμογάς τῶν ὑπολογιστῶν προτιμᾶται ἡ 
χρῆσις μιᾶς ἄλλης μονάδος διά τῆν χωρητιμότητα, παλουμένης συνήθως 
λέξεως. Ἑπμάστη λέξις ἀποτελεῖται ἀπό v θέσεις μνήμης ί(νε-6,8,10, 
12 u,dm, ἀναλόγως τοῦ ματασμευαστοῦ) μαΐ ἀντιστοιχεῖ εἰς τῆν μιμρο.- 
τέραν ποσότητα πληροφορίας, τῆν ἐπεξεργαζομένην ὑπό τοῦ ὑπολογιστοῦ 
εἰς ἑμάστην πρᾶξιν, Διά τόν ὑπολογιστήν Ι. B, Μ, 1620 εἶναι ν--12. 

Χρόνον προσπελάσεως: Πρόμειται περί τοῦ χρόνου ὁ ὁποῖ- 
ος ματαναλίσμεται ἀπό τῆν στιγμῆν πού δίδεται ἡ ἐντολή νά ἀναγνω- 
σθῇ μία μνήμηῃ, μέχρι τῆς στιγμῆς uatd τῆν ὁποίαν ὁ ὑπολογιστής ἔχει 

εἰς τῆν διάθεσίν του τῆν ἑητουμένην λέξιν τῆς μνήµτς. 
Ἔντός ἑνός ἑἐμάστου ὑπολογιστοῦ ὑπάρχουν διαφόρων εἰδῶν μνῆ- 

μαι, ἀπό ἀπόψεως χωρητιμότητος uai χρόνου προσπελᾶάσεως Δυνᾶάμεθα νά 
τᾶς διαχωρίσωμεν ἐν γένει εἰς δύο μεγάλας uarnyopiac: 
-ΜνΏῆμαι ταχείας προσπελάσεως ἀλλά περιωρισµένης χωρητιμότητος. 
-Μνῆμαι ἀποθημεύσεως, pé μεγάλην χωρητιμότητα ἀλλά πολύ βραδύτε - 

ραι, ἤτοι pé πολύ μεγαλύτερον χρόνον προσπελάσεως. 
Μνῆμαι ταχείας προσπελάσεως: Δυνάμεθα νά διαιρίνω- 

μεν ματασιευαστιμῶς τά ἑξῆς συστῆµατα: 

- Ἠλευτρονιμός μετρητῆς, μέ τριώδια, tTpaviictop ἤ decatrons, 
-Κυυνυλώματα μέ ἐπιβραδύνσεις. Ἐῖς τόν τύπον αὐτόν τῆς μνήμης αἱ πλη- 
ροφορίαι ἀποθηινεύονται ὑπό δυναμιμήν μορφῆν: Ele συρμός ὠθήσεων υἱ- 
νεῖται υυυλιμῶς ἐντός υμλειστοῦ υυνλώματος. Ἡ ἐπιβράδυνσις ἐπιτυγ- 

χάνεται μέ σωλῆνα viuediou, ὑδραργύρου u. λπ. 
-Καθοδιυιοί σωλῆνες. 
«Συμπυμνωταί. 
-Μπητρῶα éu μιμροτόρων. ’Αποτελοῦνται ἀπό μαγνητιμούς πόρους pé τε- 
τραγωνπιόν uludov ὑστερῆσεως,. Χρησιμοποιοῦν τᾶς δύο δυνατᾶς τιμάς 

τοῦ μαγνητισμοῦ (+ ἤ -). 
«Κρυοτρόνια, λειτουργοῦντα ἐπί τῷ Ρβάσει τῶν φαινοµένων τῆς ὑπερ- 
αγωγιµότητος. 

Λόγῳ ὑψηλοῦ µόστους uai περιωρισµένου χώρου (διότι ἀπαιτεῖται 
πολύς χῶρος ἐν σχέσει pé τούς λοιπούς τύπους μνήμης) ἡ χωρητιμό- 
της τῆς ταχείας μνήμης εἶναι περιωρισµένη. Διά τούς µεγαλυτέρους 
συγχρόνους ὑπολογιστᾶάς δέν ὑπερβαίνει τάς 400,000 θέσεις μνήμης. 
Ἐτίς τῆν Ι. Β. M. 1620 δύναται νά ἀνέλθη εἷς 60,000 θέσεις μνήμης. 
Eic ὅλους τούς ἀνωτέρω τύπους ταχείας μνήμης & ὑποδοχεύς τῶν 
πληροφοριῶν εἶναι σταθερός μαΐ ἑπομένως uai & χρόνος προσπελά- 

Ἐίσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιιμήν 15
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σεως εἶναι σταθερός. Μεταβάλλεται ἀπό τύπον εἰς τύπον μηχανῆς, ἀ- 
πό μεριιάς δειιᾶδας ἕως μεριμά ἑματοστά τοῦ μιμροδευτερολέπτου(διά 
τὸόν ὑπολογιστήν Ι. Β. M. 1620,11|, εἶναι 10 μιιροδευτερόλεπτα). ‘Eud- 
ότη λέξις παταλαμβάνει μίαν ὡρισμένην θέσιν εἰς τῆν μνήμην, 14 τῆν 
ὁποίαν ἀντιστοιχεῖ μονίμως εἷς ἀριθμός,μαλούμενος διεύθυνσις τῆς 
μνήμης. Ἢ ἔνδειξις τοῦ ἀριθμοῦ αὐτοῦ dewviel εἰς τόν ἠλευτρονιμόν 
ὑπολογιστῆν τό περιεχόμενον ποίας λέξεως μνήμης 84 λάβη ὑπ' ὄψιν Tou 
ματά τῆν πορείαν τοῦ ὑπολογισμοῦ. 

Ἢ ταχεία μνῆμη εἶναι uatd uavéva προσπελᾶσιµος,λέξιν πρός λέ- 

ἕιν. 
Μνῆμαι ἀποθημεύσεως; Bic τῆν uarnyopiav αὐτῆν 64 µατα- 

τάξωμεν τρεῖς τύπους μνήμης: 
-Τά μαγνητιμά τύμπανα, χωρητιιότητος 1000 ἕως 20.000 λέξεων. 
-Τούς μαγνητιμούς δίσμους. Mia σειρά éu 50 diouwv δύναται νᾷ πε - 
ριλάβη περί τᾶς 600.000 λέέεις. 
-Τάς μαγνητιμᾶς ταινίας, χωρητιιότητος ἑνός ἑπματομπυρίου λέξεων ne 
ρίπου. 

Efc τᾶς uarnyopfac αὐτάς, ὁ ὑποδοχεύς τῶν πληροφοριῶν εἶναι 
μινητός μαΐ ἑπομένως & χρόνος προσπελάσεως εἶναι διάφορος διά τῆν 
αὐτήν θέσιν μνῆμης. Θεωροῦμεν ἑπομένως TOV μέσον χρθόνον 
προσπελάσεως, ὁ ὁποῖος μυμαίνεται ἀπό μεριιά χιλιοστά τοῦ δευ- 
τερολέπτου διά τά τύμπανα, εἰς ὀλίγα δέματα τοῦ δευτερολέπτου διά 
τούς μαγνητιμούς δίσπους, Διά τᾶς payvnriude ταινίας τό θέµα εἶναι 
διάφορον: ‘O µονοδιάστατος χαραμτῆρ τῆς ἀποτυπώσεως ἔχει ὡς ἀποτέ- 
λεσµα τῆν συνεχῆ παροχῆῶν πληροφοριῶν, ὁπότε εἶναι προτιμώτερον νᾶ 
ὁμιλῶμεν περί τῆς παροχΏς ἐνμτυλίξεως τῆς ταινίας, Αὐτή ἑἑαρτᾶται & 
πό τῆν πυινότητα ἀποτυπώσεως (7.000 ἕως 20,000 χαραμτῆρες ἀνᾶ 
μέτρον ταινίας) μαΐ ἀπό τῆν ταχύτητα ἐμτυλίξεως (1,8 ἕως 37,'.τι,/5ε*ι':).(**)ς΄1 

µυμαίνεται ἑπομένως and 15.000 εἰς 60.000 ἀλφαριθμητιμούς χαρα- 
μτῆρες ἀνᾶ δευτερόλεπτον. 

Ἢ μνήμη ἀποθημεύσεως δέν εἶναι ματᾶ uavédva προσπελάσιμος λέ- 
ἓνν πρός λέξιν, διότι σμοπός τῆς εἶναι νά συγμεντρώνη ὡρισμένα σύν - 
ολα πληροφοριῶν, pé διάφορον ἀριθμόν λέέεων. 

Ἢ énelepyacia τῶν πληροφοριῶν αὐτῶν γίνεται ἀφοῦ πρῶτα µετα- 
φερθοῦν εἰς τῆν ταχεῖαν pviunv. Αἱ µεταφοραί αὐταί, μεταξύ ταχείας 
μνήμης μαΐ μνήμης ἀποθημεύσεως, ἀναφέρονται ὄχι πλέον εἰς μίαν λέ- 
ἐιν ἀλλά εἷς ἕνα σῦνολον λέέεων, σταθεροῦ ἤ µεταβαλλομένου phuouc, 
ἀναλόγως τοῦ χρησιμοποιουµένου συστῆματος ἐσωτεριμῆς ὀργανώσεως 
τοῦ ὑπολογιστοῦ. 

Σημειοῦμεν ἐπί πλέον ὅτι αἱ μαγνητιμαί μνῆμαι διατηροῦν τᾶς 
πληροφορίας uai μετά τῆν διαμοπῆν φορτίσεως τοῦ ὑπολογιστοῦ. Αἱ πά- 

onc φύσεως μνΏῆμαι ἔχουν ἐἑὲ ἄλλου τῆν ἰδιότητα νᾶ διαγράφουν αὐτο- 
µάτως τᾶς περιεχομµένας πληροφορίας, uard τῆν npdodov τῆς ἐγγραφῆς 
νέων πληρ φοριῶν εἰς αὐτάς, Ἐπίς εἰδιμᾶς περιπτώσεις ἀπουλείομεν δτ’ 
εἰδινμῶν σινδυασμῶν τῆν ἐγγραφῆν νέων πληροφοριῶν ες ὡρισμένας μνῆ- 
μας, τᾶς ὁποίας θέλοµεν νά διατηρήσωμεν ἀνεπάφους uab’dAnv τῆν δι- 
ἄρμειαν τῶν ὑπολογιοσμῶν,. Ὡς ἀνάλογον περίπτωσιν ὀναφέρομεν τήν d10- 
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τήρησιν τῶν ἀρχιωῶν ἐντολῶν. 
Υ) “Opyava διευθύνσεως 
᾿Αποτελοῦν τρόπον τινά τὸ veupwdv σύστημα τοῦ ὑπολογιστοῦ, 

Σιυιοπός των εἶναι νά ἀποιρυπτογραφήσουν τᾶς ὁδηγίας uaf ἐντολάς uaf 
ἐπί τῇ Ρβάσει αὐτῶν νά νπατευθύνουν τῆν ἐργασίαν τῶν διαφόρων τμημά- 
των TOU ὑπολογιστοῦ, 

Ἔπί τῇ βάσει τοῦ εἴδους τῆς πράξεως, ἐμλέγουν τά ἀπαραίτη- 
τα στοιχεῖα διᾷ τήν ἐμτέλεσίν τῆς, πολλάπις δέ uatadfiyouv εἰς τῆν 
χρησιμοποίησιν ὁλουιλῆρου σειρᾶς βοηθητιμῶν πράξεων, τᾶς ὁποίας εὑ- 
ρίσιουν εἰς τῆν μνήμην ἀποθημεύσεως. 

Συνῆθως ζητῶμεν ἀπό τά ὄργανα διευθύνσεως ἤ ν᾿ ἀμολουθῆσουν 
μίαν πρός μίαν τᾶς ἐντολᾶς ἑνός προγράᾶµµατος “' μαί νά τᾶς ἐυτε- 
Aéoouy, ἤ νά ἐπιβλέψουν ἁπλῶς τῆν ἐέξέλιξιν ἑνός ἤ περιοσοτέρων προ- 
γραμμάτων, ἐξασφαλίζοντας τῆν λογιμῆν σειρᾶν ἐμτελέσεως τῶν διαφό- 
ρων πράξεων, uai διανέµοντας ὁμοιομόρφως τῆν ἐργασίαν efc τόν ὑπο- 
λογιστήν, οὕτως ὥστε νᾶ ἐἐασφαλισθῆ ἡ Ρελτίστη ἀπόδοσις τῶν διαφό- 
ρων στοιχείων του. 

8) "ΌὌρχανα ἐπεξζεργασίας ἤ ὑπολογισμοῦ 
Α πρᾶέεις ὑπολογισμοῦ 1 ἐπεἑεργασίας δύνανται ἀμέσως va χω- 

ριοθοῦν εἰς δύο χωριστᾶς uarnyopiac ἤτοι τᾶς υυρίως πράξεις énelep- 
γασίας uaf τᾶς πρᾶέεις διαμοπΏς τῆς συνεχείας ἑνός προγράµµατος, 

Κυρίως πρᾶέεις ἐπεξεργασίας: Al υυριώτεραι é¢ αὖ- 
τῶν εἶναι: 
-Αἱ πράξεις μεταφορᾶς: Πρόμειται περί τῆς μεταφορᾶς πληροφοριῶν ἐὲ 
ἑνός τμήματος τῆς μηχανΏῆς eic ἄλλο. Katd πμανόνα ἡ µεταφεροµένΏτ 
σειρᾶ πληροφοριῶν ὑπάρχει εἰς ἕν ἀμόμπη ἀντίτυπον εἰς τόν ποµπόν µε- 
ταδδσεως. 
-Αἱ ἀριθμητιμαί πρᾶξεις: Ἐίς ἔμαστον ὑπολογιστῆν ὑπάρχουν µατ΄ ἀρ- 
χήν αἱ τέσσαρες πρᾶέεις τῆς ἀριθμητιμΏῆς: Πρόσθεσις, ἀφαίρεσις, πολ- 
λαπλασιασμός, διαίρεσις. Ἔπιτός αὐτῶν ὑπάρχουν uaf ὡρισμέναι παραλ- 
λαγαί των, ὅπως ἡ πρόσθεσις μετά ἤ ἄνευ στρογγυλεύσεως. 

Ἢ βασιμή πρᾶὲις εἶναι εἰς τῆν πραγματιμότη - 
τα ἡ πρόσθεσις, ἡ δέ ἀφαίρεσις ἀνάγεται εἰς τῆν πρθσθεσιν διά 
τῆς μµᾶτωθι µεθόδου: 

ἜἝστω ὅτι ἑητεῖται ἡ διαφορᾶ 656-183. Λαμβάνεται τό συμµπλή- 
ρωμα τοῦ 183 ὡς πρός τό 999 ἤτοι τό 816 uai προστίθεται τό στοιχεῖ- 
ov τῶν χιλιάδων εἰς τάς μονάδας (656+816=1472, 472+1=473). 

Ὁ πολλαπλασιασμός ἀνάᾶγεται eic piav σειρᾶν προσθέσεων ual ἡ 
διαίρεσις εἰς σειρᾶν ἀφαιρέσεων. 

Ὡς πρός τά σημεῖα, ὑπάρχει εἰδπιόν ὄργανον 814 τήῆν ἐπτέλε- 
οιν τῶν πρᾶέεων ἐπί τῶν σηµείων, ἐπί τῇ βάσει τῶν γνωστῶν µανόνων 
τῆς ἀλγέβρας, 
-Αἱ λογπιαί πρᾶέεις: Ἐίς τήῆν uarnyopiav αὐτῆν ὑπάγονται ai πάσης 

φύσεως συγµρίσεις μεταέύ ἀριθμῶν (> , <, >, £, Ξ.,τπε)Τά 

(1) Ἔπί τῆς ἐννοίας τοῦ προγράµµατος ἴδε éurevik εἰς 17.4.3. - 
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ἀποτελέσματα ἀποτυποῦνται εἰς εἰδιιιάς θέσεις μνήμης. ἜἝχομεν ἐπίσης 
τᾶς πράξεις ἀλληλοτομίας uai λογιιῆς συναθροίσεως, ἐπί τῷ βάσει τῶν 
ὁποίων γίνονται οἱ ὑπολογισμοί τῶν Aoywdv πολυωνύμων. Δίδεται ἔτσι 
ἡ δυνατότης τῆς ταχείας διερευνήσεως διά τῆν συνύπαρέιν ἑνός συν- 

όλου συνθημῶν. 
Πρᾶἑέεις διαμοπῆς τῆς ὀουνεχείας προγράµµατος 

‘Ovopdlovrar ἐπίσης παραλλαγαί, πηδήµατα ἤ διαμλαδώ- 

ες 
Ἔπί τῇ βάσει αὐτῶν, ὁ ὑπολογιστῆς éutedel εἰδιμάς ἐντολᾶς 

ὅπως Aoywai συγυρίσεις, μετάβασιν εἰς ἄλλην θέσιν pviapnc éutdc τοῦ 
προγράµµατος μ.λπ. 

17.4.3 Ἢ ἔννοια τοῦ προγράµµατος 
ὉὍρισμός: ᾿Ονομᾶἐομεν πρόγραµµα τῆν σειρᾶν 

τῶν ὑπό ἐμτέλεσιν ἀριθμητιμῶν ἤ λογιμῶν πρᾶέεων uw 
διπµοποιηµένων εἰς piav γλῶσσαν ἀφομοιώσιμον ἀπό τόν 
ὑπολογιστῆν. 

Οὕτως, ἕν οὔνολον στοιχειωδῶν πρᾶέεων ἀποτελεῖ μίαν ἐντολῆν 
τό δέ πρόγραμμα ἀποτελεῖται ἀπό ἕν οὔνολον ἐντολῶν. Διά τῆν παλ- 

λιτέραν µατανόησιν τῶν ἀνωτέρω, ἀναλύομεν πρῶτον τῆν ἔννοιαν τῆς 

ἐντολῆς. 
Σύνθεσις μιᾶς ἐντολῆς 
Αὐτήῆ ἀποτελεῖται ἀπό τά ἑέξῆς στοιχεῖα: 

-“Evav αὔέξοντα ἀριθμόν, χαραπιτηρίἐοντα τῆν σειρᾶν της εἰς τῆν συνξέ- 
χειαν τῶν ἐντολῶν. 
-Tév τύπον τῆς ἀριθμητιιής πράξεως ὁ ὁποῖος πρέπει νᾶ πραγµατοποτι- 
ndn ἐπί ὡρισμένων λέξεων τῆς μνήμης (π.χ. ἡ πρόσθεσις μωδιμοποιτεῖται 

ὡς ΑΡΡ ἤ 10). 
-ThHv διεύθυνσιν ἤ τᾶς διειιθύνσεις τῆς λέξεως ἤ τῶν λέξεων ἐπί τῶν 

ὁποίων 04 ἐμτελεσθῆ ἡ πρᾶέις. 
-Τόν αὔέοντα ἀριθμόν τῆς ἐντολῆς, ἡ ὁποία πρέπει νά ἐμτελεσθῇ ἐν 

συνεχείᾳ, (Πρόγραμμα μή sequentiel , ὡς ἀναφέρεται µατωτέρῳ). 
ἜἜΔδν ὁ ὑπολογιστῶς εἶναι µατασμµευασµένος ματά τέτοιον τρό- 

πον ὥστε μετά τῆν ἐμτέλεσιν τῆς ἐντολῆς Ν νά éutedn αὐτομάτως τῆν 
ἐντολῆν N+1, τότε τό τελευταῖον στοιχεῖον τῆς ἐντολῆς παραλείπε - 

ται, τό δέ πρόγραμμα μαλεῖται sequentiel uaf ἐπί τῆς ἐννοίας αὐτῆς 

ἐπανερχόμεθα ἀμέσως πατωτέρω. 
Ἐίδομεν ἐξ ἄλλου ὅτι δυνάμεθα νά προσδιορίσωµεν τῆν διεύ- 

θυνσιν ἤ τᾶς ὁιευθύνσεις. Αὐτό ἑἑαρτᾶται ἀπό τόν τύπον τοῦ 
ὑπολογιστοῦ. Οἱ περιόσσότεροι ὑπολογισταί δέχονται ἐντολᾶς μιᾶς δι- 
ευθύνσεως, ἀλλά ὑπάρχουν uai ὑπολογισταί pé ἐντολᾶς ὁύοπριῶν ἤ ναΐ 
περισσοτέρων διευθύνοεων. Ἢ Ι. Β. Μ.1620 ἔχει ἐντολᾶς δύο διευθύν- 
σεων, pé σταθερόν phuoc 12 θέσεων μνήμης. 

Οἱ ὑπολογισταί pé ἐντολᾶς τριῶν διευθύνσεων ἐπιτρέπουν ἐπί 
παραδείγµατι pé μίαν uai μόνην ἐντολῆν, τῆν ἐιιτέλεσιν τῆς πράξεως 
a+f=y uai τῆν μεταφορᾶν τοῦ ἐἐαγομένου eic τῆν θέσιν μνήμης διά τῆν 
ὁποίαν προορίἐεται, ἐνῶ ὁ ὑπολογιστῆς pé ἐντολᾶς μιᾶς διευθύνσεως 
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04 ἀπήτει διά τήν αὐτῆν πρᾶξιν τρεῖς ἐεχωριστάς ἐντολάς. 
Πρόγραμμα sequentieluafi phsequentiel 

Efc τᾶς περισσοτέρας συγχρόνους μηχανάς τό npdypappa ἀπο- 

τυποῦται εἷς τήν μνήμην τοῦ ὑπολογιστοῦ. Θέλομεν δέ ἐν συνεχείᾳ 
μέ τῆν ἁπλῆν ὑπόδειέιν εἰς τόν ὑπολογιστῆν τῆς θέσεως τῆς πρώτης 
ἐντολῆς, νά εἶναι εἰς θέσιν αὐτός νά ἐμτελέση ὅλο T6 πρόγραμμα χω- 

ρίς ἄλλην τινά ἐπέμβασιν. Τό ὅλον πρόβλημα συνίσταται ἑπομένως elc 
τήν ἐἐεύρεσιν τοῦ τρόπου μεταβάσεως τοῦ ὑπολογιστοῦ. ἀπό μίαν ἐν- 
τολῆν εἰς μίαν ἄλλην. 

Δύο λύσεις ἔχουν ἐἐευρεθῆ πρός τοῦτο: 
- Ὁ ὑπολογιστής εἶναι uatacuevacpévoc uatd τέτοιον τρόπον ὥστε µε- 
τά τῆν ἐυτέλεσιν τῆς ἐντολῆς Ν, ἐνμτελΏῆ τῆν ἀμέσως ἑπομένην ἐντο- 
λῆν N+1. Ἐίς τῆν περίπτωσιν αὐτῆν τό τελευταῖον στοιχεῖον τῆς év- 
τολῆς (αὔέων ἀριθμός ἐντολῆς πού 64 ἐντελεσθῆ év συνεχείᾳ) παραλεί- 

πεται uai τό πρόγραµµα μαλεῖται sequentiel. 
- Ὑπάρχει τό τελευταῖον στοιχεῖον τῆς ἐντολῆς, ὁπότε ὁ προγραµµα- 
τισμός ὁρίζει τῆν ἑπομένην ἐντολῆν. Τό πρόγραμμα μαλεῖται τότε μή 

sequentiel, 
Πρόγραμμα pé ὑπολογισμόν τῶν ἐντολῶν 
Μετά τήν ἐγγραφήν τοῦ προγράμματος τηαΐ τῶν δεδομένων εἰς 

τῆν ταχεῖαν μνήμην ὑπάρχει τρόπος νά ὑπολογισθΏ ἡ σειρά τῶν ἐντο- 
λῶν πού θά Χρησιμοποπ)θοῦν ἐπί τῷ βάσει ἄλλσυ εἰδιιοῦ προγράμμα- 
τος. Τό Όλον πρόγραμμα μαλεῖται τότε πρόγραμμα μέ υπολογτ 

σμόν τῶν ἐντολῶν. 
‘H μέθοδος αὐτῆ χρησιμοτιοιεῖται ματά μανόνα ὅταν ἡ ἰδία σετ- 

pd ὑπολογισμῶν ἐφαρμδέἓεται εἷς μεγάλον ἀριθμόν δεδομένων, τοποθε- 
τημένων ματά μίαν ὡρισμένην τᾶξιν εἰς τήν μνήμην. Ἡ περίπτωσις δέ 
αὐτῆ ἐμφανίἐεται συνῆθως ὅταν εἰς τούς διαφόρους μαθηματιιούς τύ - 
πους χρησιμοποιοῦνται δεῖμται. 

Τό perovéurnpa τῆς μεθόδου εἶναι ὅτι ἀπαιτεῖ περιοσσότερον 
χρόνον ὑπολογισμοῦ διότι ζητεῖται µεγαλυτέρα ἐργασία ἀπό τόν ὑπο- 
λογιστήν. Ἔχει ὅμως τά ἑξῆς σοβαρώτατα πλεονειτήματα. 
-Tlepropiler τόν χρόνον προγραμματισμοῦ, 
-Tlepropiler τῆν ἔμτασιν τοῦ προγράµµατος. 
-Δίδει ἔν πρόγραµµα πολύ γενιμωτέρας ἐφαρμογῆς. 

Πράγµατι, ἐπί τῇ βάσει ἑνός τοιούτου προγράµµατος εἶναι δι- 
νατόν νᾶ ἐπεξεργασθῆ ὁ ὑπολογιστῆς ἕνα τυχόντα ἀριθμόν δεδοµένων, 
ἐγγεγραμμένων ἀπό piav τυχοῦσαν διεύθυνσιν μνήμης uai ἐνεῖθεν. 

1144 Αναπαράστασιο καὶ ἐπεξεργασία τῶν ἀριθμῶν eis τοὺο 
ἠλεκτρονικοὺς ὑπολογιστᾶς 

‘O Ρβασιμός λόγος ἐπιμρατήσεως τῆς ἠλευτρονιμῆς εἰς τούς ἀ- 
ριθμητιμούς ὑπολογιστάς εἶναι ἡ ταχύτης ἐνμτελέσεως τῶν διαφόρων 
πρᾶέεων. ’Αλλά τά ἠλευτρονιμά φαινόμενα, ὡς éu τῆς φύσεώς των, δύ- 
νανται νά yapautnpicouv δύο μόνον µαταστάσεις: ὕπαρέιν ἤ μή μιᾶς ὡ- 
θῆσεως, θετιμΏν ἤ ἀρνητιμῆν μαγνητιμῆν µατάστασιν ἢ ἠλευτριμῆν φόρ- 
τισιν ἑνός στοιχείου, ὕπαρξιν ἤἢ μή μιᾶς διατρήσεως u. λπ.
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ἃ) Κωδίιμοποΐησις τῶν ἀριθμῶν 
Διά τούς λόγους αὐτούς, εἰς τό ἐσωτεριμόν τοῦ ὑπολογιστοῦ 

αἱ πληροφορίαι υωδιιοποιοῦνται εἰς ἕν σύστημα περιέχον δύο μόνον 

σύμβολα. Τό ἀριθμητιιόν αὐτό σύστημα εἶναι τό ὁυαδιμπόν. 
Ὑπενθυμίζομεν τήν ἔννοιαν τῆς ῥάσεως τῶν διαφόρων ἀρι- 

θμητιμῶν συστημάτων. Efc τό δειιαδιιιόν σύστημα ἡ ἀναπαράστασις ἑνός 
τυχόντος ἀριθμοῦ ἀπαιτεῖ ἐν γένει 10 διάφορα σύμβολα (Ο,1,.... 9) 
ἡ δέ ἀριθμητιμῇ παράστασις 245 1 3 συμβολίζει τόν ἀριθμόν 

2.102-4.40245-10- 1-10* +3-10° 

Ἔν γένει 8¢, εἰς ἕν νυαδιμόν σὔστημα, ἀπαιτοῦνται v 
διάφορα σύμβολα διά τήν ἀναπαράστασιν τυχόντος ἀριθμοῦ μαΐ ἡ μετα- 

τόπισις ἑνός ἀριθμοῦ uatd μίαν θέσιν ἀριστερά, ἤτοι ἀπό τῆν θέσιν 

K-1 εἰς τῆν θέσιν K onuaiver πολλαπλασιασμόν του ἐπί ν - 
‘B¢ αὐτῶν προυύπτει ὅτι δύο μόνον σύμβολα ἁρμοῦν 

διά τῆν ἀναπαράστασιν οἱουδήποτε ἀριθμοῦ είς τό δυ.- 
adiudbv σύστημα, τό ὁποῖον τιαΐ ὀνομάζεται συνηθέστερον uaba 

ρός δυαδιιός μῶδιὲ, μέ χαραυτηριστπιά: 
-Δύο χρησιμοποιούμενα σύμβολα, Ο,1. 
-Ταχύτητα ὑπολογισμῶν εἰς ὑπολογιστῆν. 
-Μεγάλην δυνατότητα συγιιεντρώσεως πληροφοριῶν. 

ἨἩλῆν ὅμως, λόγῳ τοῦ ὅτι τό δυαδιμόν σύστημα εἶναι δύσχρη- 
στον 814 τόν ἄνθρωπον, δίδονται αἱ πληροφορίαι εἰς deuadudv σύσττ- 

μα uai 6 µετασχηµατισμός ἐμτελεῖται ἀπό τόν ὑπολογιστῆν (δεμαδιιόν 
εἰς δυαδιιόν uatd τῆν εἴσοδον τῶν πληροφοριῶν, δυαδιιιόν εἰς deua- 
δπιόν uatd τῆν ἔἐοδον τῶν ἀποτελεσμάτων). Ἐπειδῆ ὁ μετασχηματισμός 
αὐτός ἀπαιτεῖ πολύν χρόνον, ἐπενοήθησαν ὡρισμένοι ἄλλοτι μώδιμες διυ- 
αδπιοῦ συστήµατος, οἱ ὁποῖοι µαταλαμβάνουν pév μεγαλύτερον χῶρον 
εἰς τῆν μνήμην, ἀλλά μετασχηματίζονται ταχύτερον είς δεμαδιμόν σύ- 
στηµα, Θά περιγράψωμεν τόν συνηθέστερον ἐὲ αὐτῶν, ὀνομαἐόμενον ὃ ε- 
uadiudv, uwdiuomoinuévov εἰς δυαδιιμόν"', ἀναφέρομεν δέ 
ἐπίστς τούς uddwac ''ΒΙΘΩΙΤΝΑΙΕΗ''. ''ΜΑΨΟΒΕ DE 3", "2421" w.Am. 

Acuadiudec, uwdiuonoinpévoc εἰς duadiudyv 
Χρησιμοποιοῦνται 4 duadwd σύμβολα διά τήν ἀναπαράστασιν é- 

μάστου deuadwov, μέ ἀντίστοιχα "βάρπη"' 1,2,4,8. 
Μέ τό σύστημα αὐτό δυνάμεθα νά ἀναπαραστήσωμεν 16 σύμβο- 

λα, διότι ὑπάρχουν 2% δυνατοί συνδυασμοί τῶν τεσσάρων δυαδιυῶν συμ- 

βόλων. Διά τά δεμαδιιιά ψηφία 04 ἔχωμεν: 
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7 | i ι Ο 

8 Ο o o ι 

9 i Ο Ο i 

Ὁ ἀριθμός 529 γράφεται ἑπομένως pé τόν ἁπλόν αὐτόν τρόπον 
1010, 0100, 1001, ἐνῶ εἰς τόν μαθαρόν δυαδιμόν udda θά ypaeh 
1ΟΟΟΟ1ΟΟΟΟΙ. 

Ἢ ἀναπαράστασις τοῦ μηδενός uai τῶν σηµεί- 

ων - uai — γἴνεται pé τρεῖς ἀπό τούς μή χρησιµοποιηθέντας ἑπτά 
συνδυασμούς τῶν δυαδιυιῶν συµβόλων. 

Ἢ ἀναπαράστασις τῶν ypappdtwv τοῦ ἀλφαβή- 
του γἴνεται uatd μανόνα pé δύο δεμαδιιά ψηφία, ἤτοι 8 δυαδτιᾶ σύμ- 
Ρβολα. 

Eic τήν Ι. Β. M. 1620 χρησιμοποιεῖται pia ἐπέμτασις τοῦ περι- 
γραφέντος νμώδιμος, pé € δυαδιμᾶ σύμβολα, dvopalopévn CM 1248, 

Μέ ocuondv τῆν εὐθυγράμμισιν pé τήν διεθνῆ ὁρολογίαν,θά ua- 
λέσωμεν τό δυαδιμόν σύμβολον "BIT", τό δέ σύνολον τῶν δυαδιμῶν 
συμβόλων, τό ἀναπαριστόν ἕν δειιαδιμόν ἀριθμόν "DIGIT' (ἴδε 17.4.2.B) 

Διά τόν νώδιια Ο Μ 1248 θά ἔχωμεν ἑπομένως 
1 DIGIT = 6 BITS 

Ὑπενθυμίζομεν 611 814 τήν Ι. Β. M. 1620 εἶναι 
1 λέξις = 12 DIGITS - 72 BITS 

ἔχει δέ δύο διευθύνσεις. 

B) Χρησιμοποίησις μινητῆς μόμμας δι’ ἀναπαρᾶ- 
ότασιν ἀριθμῶν 

Διά πᾶσαν ἀριθμητιμῆν πρᾶὲιν εἶναι ἀπαραίτητος ἡ γνῶσις τῆς 
θέσεως τῆς μόμμας, ἡ ὁποία χωρίζει ἀμέραιον ἀπό δειιαδιιόν τμῆμα τοῦ 
ἀριθμοῦ. ἘΠς τήν περίπτωσιν σειρᾶς πράξεων πρέπει ὁ προγραµµατιστής 
νά γνωρίζη τήν τάξιν μεγέθους δεδομένων μαΐ ἀποτελεσμάτων uai αὐτό 
εἶναι συχνά ἀνέφιωτον. 

Πρός ἀποφυγήν τῶν δυσιιολιῶν αὐτῶν, ἐφαρμόζεται μία ἡμιλογα- 
ριθμιιή ἀναπαράστασις τῶν ἀριθμῶν, μαλουμένῃ ἀναπαράστασις "᾿διά τῆς 
μινητῆς πόμμας". 

Ἔπί τῇ βάσει αὐτῆς ἔναστος ἀριθμός παρίσταται ἀπό δύο σύνο- 
λα ψηφίων: 
-Τά χαραμτηριστιμά ψηφία. 

- Ἕνα ἐυμθέτην τοῦ 10 προσδιορίζοντα τῆν τάξιν μεγέθους. 
Ἔπί παραδείγματι τό 324, 3 64 γραφῆ O, 3243 X 10° 
Eic τῆν μνήμην τοῦ ὑπολογιστοῦ δέν ἀναγράφονται οὔτε τό O 

οὔτε τό 10. ᾿Αφήνονται ἁπλῶς ὡρισμέναι θέσεις διά τά yapautnpioTiud 
ψηφία uai τό σημεῖον των, 2 θέσεις διά τόν ἐμθέτην τιαΐ μία διά τό στ- 
μεῖον του. Οὕτω 04 ἔχωμεν: 

213.6 ι-οὖ.1.38. . ΜΟ 

-00M2 ..τι1.,1,2.,..ϑ 2 et 

-0517 .=.5.0.7. Ε 
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Παρατηροῦμεν ὅτι συνήθως παραλείπεται uai τό σημεῖον + Δυ- 
΄ . & . , ” , ΄ - 99 

νᾶμεθα οὕτω νά ἀναπαραστήσωμεν ὅλους τούς ἀριθμούς μετοέύ 407 μαί 

49 ᾽ , πρᾶγμα ἀπολύτως ἱμανοποιητιμόν εἰς τᾶς περισσοτέρας τῶν πε- 

ριπτώσεων. 
Υ) ᾿Δριθμητιμαί πράξεις ἁπλῆς ἀμπριβείας 
Ἡ ἐυλογῆ δι΄ἕνα δεδομένον ὑπολογιστῆν, τῆς χωρητιμότητος 

ἑμάστης λέξεως, προσδιορίζει αὐτομάτως τῆν oxetwhv dupiBerav τῶν ἀ- 
ποτελεσμάτων ἑνός ὑπολογισμοῦ, μῆ λαμβανομένων φυσιιά ὑπ' ὄψιν τῶν 
σφαλμάτων ἐξ αὐτῆς ταύτης τῆς χρησιμοποιουμένης ἁριθμητιμῆς μεθό - 
δου ἐπιλύσεως. 

Λέγομεν ὅτι ὁ ὑπολογιστῆς ἐργάζεται μέ ἁπλῆν ἀπμρίβδειτ- 

av, ὅταν ol ἀριθμοί τοῦς ὁποίους χειρίζεται ἔχουν peyioTn χωρητι- 
μότητα μιᾶς ἤ δύο λέέεων, δηλαδῆ συνήθως 8 ἕως 12 χαραμτηριστιμῶν 
ψηφίων (διά τήν I, Β. Νί. 1620 ἔχομεν εἰς τῆν ἁπλῆν ἀμρίβειαν ὀυτώ χα- 

ραμτηριστιιά yneia). 
Ἢ ἁπλῆ ἀυρίβεια δέν εἶναι ὅμως ἐπαρμῆς εἰς ὡρισμένας περι- 

πτώσεις. Π.χ. ὅταν τό ἀποτέλεσμα μιᾶς ἀφαιρέσεως εἶναι πολύ μιυρό- 

τερον τῶν ὅρων τῆς ἀφαιρέσεως (λόγος 10-5), ὣς ουμβαίνει συχνά pé 
τῶὸν ὑπολογισμόν μιᾶς ἐναλλασσομένης σειρᾶς διά τᾶς μεγάλας τιμάς 
τῆς τάξεως τῶν ὅρων αὐτῆς. ἨἘπίσης ὅταν τό τελιιόν ἄθροισμα μιᾶς 
σειρᾶς ὅρων εἶναι πολύ μεγαλύτερον ἑνός ἐπμᾶστου. Efc δέ τούς ὑπο- 
λογισμούς μέ μητρῷα, ὁ ἀριθμός τῶν ὑπό ἐνπτέλεσιν πράξεων εἶναι ἀνᾶ- 

λογος τοῦ τετραγώνου τῆς τάξεως τοῦ μητρῴου uai αὐτό ἀπαιτεῖ pe- 
γαλυτέραν ἀπρίβειαν éu pépouc τοῦ ὑπολογιστοῦ διᾷ μεγάλης τάξεως 

μητρῷα. 
ὅ) ᾿᾽Αριθμητιμαί πράέεις διπλῆς ἀμῤρεβαίαξ 
Διά νᾶ αὐξήσωμεν τῆν ἀπρίβειαν, διπλασιάἲζοµεν τόν ἀριθμόν τῶν 

χρησιμοποιουμένων χαραυτηριστιμῶν ψηφίων. Χρησιμοποιοῦμεν ἑπομένως 
δι᾽ ἔμαστον ἀριθμόν τῆν χωρητιμότητα ὁύο ἤ τεσσάρων λέξεων, ὁηλαδή 
συνήθως 16 ἕως 24 χαραιτηριστιιά yneia. Α ἀντίστοιχοι πρᾶέεις ὄνο- 
μάξονται πρᾶέεις διπλῆς ἀπμριβείας μπαΐί ἐν yéver, διά νά ἐμτελε- 
σθοῦν ἀπό τόν ὑπολογιστῆν, χρειάζεται εἰδιιός προγραµµατισμός. Ἢ 
συνήθως χρησιµοποιουµένη µέθοδος εἶναι ἡ ἑξῆς: 

Ἕστωσαν δύο ἀριθμοί χ uai ψ , τῶν ὁποίων ἡ χωρητιμότης ἔς- 
περνᾶ τᾶς δυνατότητας τῆς ἁπλῆς ἀμριβείας. 

Τούς ywpilopev εἰς δύο (2) τμήματα, ματά τέτοιον τρόπον ὥ- 
ότε τό δεύτερον τμῆμα νᾶ περιέχη μόνον τά μιμροῦ Ρβάρους ψη- 
φία, π.χ. τό 35 623,3256 χωρίζεται εἰς x,=135,623,0 uaix=0,3256. 
"Exopev ἑπομένως 

X ==Xy ν Xz υ-' Ό ν 

Αἱ πράέεις διπλΏς ἀμριβείας γίνονται uard τόν ἀμόλουθον τρό- 
πον: 

-πρόσθεσις: (χ, Ἐ χ,} + (Y+Yy) = (X4 #Y)+ (% +Y,)
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-ἀφαίρεσις: (χ,:Χ4) = (ψ,.45,}- (X~¥)+ ( ς-- ) 

-πολλαπλασιασμός: ά,+4)/ωψ,)=(&4)+ά&)…*ύ;.%) 

b ὄρος x,y, παραλείπεται ἐνώπιον τῶν τριῶν ἄλλων. 

Ny S - “ΟἸἹαἸΊρΕσΊς: ς = -- 

: Ι.ἳυυν Y 
ε) ᾿Αριθμητιμαί πράξεις pé μιγαδιμούς ἀριθμούς 
Ὅλοι οἱ σύγχρονοι ὑπολογισταί εἶναι εἰς θέσιν νά ἐπεξεργασθοῦν 

μιγαδιμούς ἀριθμούς, ἀριιεῖ νά προβλεφθοῦν δύο λέξεις μνήμης ὃδι’ ἔνα- 
στον ὄρον. Ἡ πρώτη λέξις περιέχει τό πραγματιιόν μέρος μαΐ ἡ δευ- 
τέρα τό φανταστιιιόν. 

Αἱ πράξεις ἐπί τῶν μιγαδιμῶν ἔχουν ἀνάγυην εἰδιμοῦ προγραµµα- 
τισμοῦ, ὅπως μαΐ αἱ πρᾶὲεις διπλῆς ἀπμριβείας, Χρησιμοποιοῦνται uatd 
μανόνα ot μάτωθι τύποι, διά 

Ζ, τ (χ,ἐἐχ.), F=(Y+iy,) 

ὑφ i) (Yt i9,)=(x, Ξ Y )+ i(x+y,) 

( εἰχ Y+ 88, ) =0 Y - χ,}Ὲ 6 ( υς #56 ῳ 

X+ ἐχς 

91 ὰ ‘yfl 

ἐ) Στοιχεῖα ἀλγέβρας τοῦ BOOLE 
Ἔπί τῇ βάσει τοῦ duadiuol συστήµατος λογισμοῦ ἀνεπτύχθη ἡ 

λογιμή ἄλγεβρα , uadoupévn ἐπίστς ἄλγεβρα τοῦ BOOLE, διά τῆς 
ὁποίας εἶναι δυνατόν va θέσωµεν ὑπό μορφήν ἐξισώσεων μίαν σειρᾶν λο- 
γιμῶν συλλογισμῶν. Ἣ ἄλγεβρα αὐτή βασίἐεται εἰς τῆν μάτωθι ἁπλῆν 
ἀρχῆν: 

- Ἐάᾶν pia πρότασις εἶναι ἀληθῆς, παρίσταται pé τό σύμβολον 1. 
- Ἐάν δέν εἶναι ἀληθῆς, παρίσταται pé τό σύμβολον O. 

O1 μανόνες τῆς ἀλγέβρας αὐτῆς χρησιμοποιοῦνται εὐρύτατα ἀπό 
τούς ἠλευτρονιμούς ὑπολογιστάς, διότι εἰς τά περισσότερα προβλήμα- 
τα ὑπάρχουν πολλαί λογιμαί πράᾶέεις uai διερευνήσεις ἐπί διαφόρων συν-- 
θημῶν. 

1 
. 

= ς β΄Μ+Χ,%)+ ΜΧ,υ,+χ,μ,] 
4 (4 2 

17.4.5 Φάσειβ προετοιμασίαβΒ ἑνὸς προβλήματος διὰ τὸν ἦλεκ - 
τρονικὸν ὑπολογιστὴν ἀριθμητικοῦ τύπου 

Ὅταν ἐητῆται ἡ ἐπίλυσις ἑνός προβλήματος ἀπό τόν ἠλευτρο- 
νιμόν ὑπολογιστῆν ἀριθμητιιοῦ τύπου, πρέπει νά ἀμολουθηθῆ μία ὡρι- 
opévn σειρά ἐνδιαμέσων ἐργασιῶν, αἵτινες ἔχουν ὡς τελευταίαν φάσιν 
τήν σύνταξιν τοῦ προγράμματος διά τόν ὑπολογιστήν. Δυνάμεθα ἐν γέ- 
vel νά διαχωρίσωμεν τρεῖς υυρίας φάσεις ἐργασίας. 

a) ᾿Αριθμητιμή ἀνᾶλυσις 

Πρόπμειται διά τῆν ἐμλογῆν τῆς µαταλλτλοτέρας µεθόδου ἀριθμη- 
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τιμῆς ἀναλύσεως πρός ἐπίλυσιν τοῦ ζητουμένου προβλήματος. Μέ ἄλ- 
λους λόγους, dedopévou ὅτι & ὑπολογιστῆς εἶναι ἱμανός διά τῆν éu- 
τέλεσιν μόνον ὡρισμένων στοιχειωδῶν πρᾶέεων (π.χ. τῶν τεσσᾶρων ἀ- 
ριθμητιμῶν πράέεων uai συγμρίσεων) πρέπει τό Όλον πρόβλημα νά ἄνα- 
ΧΘή εἰς piav τοιαύτην σειρᾶν στοιχειωδῶν πρᾶέεων. 

Τό αὐτό πρόβληµα εἶναι πολλάμις δυνατόν νά λυθῆ pé πολλάᾶς µε- 
θόδους ἀριθμητιμῆς ἀναλύσεως uai τότε ἡ δυσιολία ἔγμειται εἰς ThHV 
ἐἐεύρεσιν τῆς μαλλιτέρας, pé upithpra τῆν ταχύτητα ὑ 
πολογισμοῦ, ἄρα οἰμονομίαν χρθδνου μηχανῆς uai τῆν 
dupiBerav τῶν ἀποτελεσμᾶτων. 

Ἢ φᾶσις αὐτῆ περιλαμβάνει ὑπολογισμόν σφαλμάτων μαΐ μελέτας 
συγυλίσεως, πρέπει &€ ματ᾽ αὐτήν νά λαµβάνεται ὑπ᾽ ὄψιν O χρησιμο- 
ποιοὔῦμενος ὑπολογιστῆς, ὁδηλαδή ἡ ἐσωτεριμπῆ του ὀργάνωσις uai χω- 
ρητιμότης, ἡ ταχύτης uai ἡ ἀμρίβειά του. 

) Aoyiun ἀνάλυσις 
Μετᾶ τῆν éuroyhv τῆς μεθόδου ἐπιλύσεως ἑνός προβλήματος 

μαΐ τῆν πλήρη ἀριθμητιμῆν ἀνάλυσιν αὐτοῦ, εὑρισμόμεθα ἐνώπιον ἑνός 
ὡρισμένου ἀριθμοῦ σχέσεων, διά τῆν ὁμαλήν ἐπίλυσιν τῶν ὁποίων πρέ- 
πει va προβλεφθοῦν ὅλαι αἱ δυνάμεναι νά προυύψουν περιπτώσεις ua- 
τά τῆν πορείαν τῆς ἐπιλύσεώς των uai νᾶ δοθή εἰς ἐνάστην περίπτω- 
σιν ἡ ἀμολουθητέα συνέχεια τῆς ἐπιλύσεως. 

Διά τῆν παρᾶστασιν τῆς λογιιῆς αὐτῆς ἁλύσεως τῶν ὑπολογι- 
σμῶν χρησιμοποιεῖται ἕν σχετιιόν διάγραµµα, τά σύμβολα τοῦ ὁποίου 
εἶναι θέµα προσωπιμῆς ἐπλογῆς τοῦ προγραμματιστοῦ.Τό διάγραµµα αὖ-- 
τό μαλεῖτα λειτουργιμόν διάγραμμα ἤ yeviudv dr1dypap 
μα. 

A1 ouyupiceic παρίστανται συνήθως διά μύνιλων, pé piav εἴσοδον 
μαΐ δύο ééb6douc, ἀντιστοιχούσας εἰς τάς éu τῆς συγιρίσεως προυυ- 
πτούσας δύο δυνατάς ματευθύνσεις τῆς συνεχείας τῆς λύσεως Ἐίς τῆν 
συνέχειαν 04 δώσωμεν παραδείγµατα yeviudv διαγραμμάτων μετά τῶν 
συνηθεστέρων χρησιμοποιουμένων τρόπων συμβολισμοῦ. Ἔν γένει πᾶν- 
τως, ἕν τοιοῦτον διάγραμμα ἀποτελεῖται ἀπό τρία εἴδη μλάδων: 
-Κυρίους υλάδους: Εἶναι ἡ ἁπλουστέρα μορφή μαΐ δίδει ἁπλῶς 
τῆν συνέχειαν τῶν ὑπολογισμῶν. 
-Μεταβαλλομένους μλάδους: Μία σειρά ὑπολογισμῶν Δ εὑρῖ- 
ocuetal ἐντός μεταβαλλομένου υλάδου,ιὁΘταν ἡ ἐμτέλεσίς των ἐέ- 
αρτᾶται ἀπό λογιμᾶς πρᾶέεις, δηλαδή ἐάν πραγματοποιοῦν - 
ται ὡρισμέναι συνθῆμαι νά ἐιιτελεσθοῦν ot A4, ἐάν ὄχι νά μήν éurte- 
λεσθοῦν. Δυνάμεθα οὕτω νά ἔχωμεν πολλούς μεταβαλλομένους υλάδους, 
περιμλειομένους τούς μέν ἐντός τῶν δέ, μαΐ διευθυνομένους ἀπό pi- 
αν ἤ περισσοτέρας λογιιάς συγιιρίσεις. 

Παράδειγμα: 
Ζητοῦνται αἱ πραγµατιμαί ρίζαι τῆς ἐξισώσεως ax®*Bx+y=0. 
Τό γενιμόν διάγραμμα θά εἶναι: 
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Νὰ ἐκτυπωθῆ ἡ φράσις: Νὰ ὑπολογισθοῦν 

Δὲν ὑπάρχουν καὶ. ἐκτυπωθοῦν 

πραγματικαὶ ρίζαι αἱ ρίζαι 

«'Επαναληπτιμούς,μλάδους: Ἢ περίπτωσις αὐτῆ ἐμφανίλεται 
ἐπίσης ουχνότατα. Mia σειρά ὑπολογισμῶν A πρέπει νά ἐπαναληφθῆ ἕ- 
να ὡρισμένον ἀριθμόν φορῶν, ἕως ὅτου ἐπιτευχθῆ 1 ἐπιζητουμέντ ἀμρί- 
Ῥεια, ἤ ἕως ὅτου ἐἐαντληθοῦν ὅλα τά ὑπό ἐπεἑεργασίαν δεδομένα τῆς 
σειρᾶς. Τοποθετεῖται τότε ἡ Δ ἐντός ἐπαναληπτιμοῦ urddou, 6 ὁποῖος 

‘ περατοῦται διά μιᾶς πράξεως διαμοπῆς τῆς συνεχείας, μέ ἀποστολήν 
µατόπιν προηγουμένου ἐλέγχου μιᾶς ὡρισμένης συν- 

θήμης Ἡ συνθηνῶν. 
Παραδείγµατα: 

1) Ἕστω ὅτι ἑητεῖται ὁ ὑπολογισμός τῆς τετραγωνιμῆς pilne ἀριθμοῦ 

τινός Χ , ἤτοι ζητεῖται 6 y=4/ Υ Ε φαρμόζεται ὁ ἀλγόριθμος τοῦ Νεύ- 
τωνος 

1 /x 
Yvss =Y, ἐ 2 (yv "ys) 

Ἕστω & ἡ ἑπτουμένη σχετιμή Qupipera uail gy, ἡ ἐυλεγεῖσα ἀρχιωῆ τι- 
μή διά τόν ὑπολογισμόν τῆς pilng, 

Τό γενιιόν διάγραμμα θά εἶναι: 



236 Αἱ ἐπίπεδοι μινήσεις διά τῶν ἠλεμτρὸνωῦν ὑπολογιστῶν 17.4 

νν Ξ Ύο 

Yo=Y ΤΕΛΟΣ 

Ἐκτύπωσις ἀποτελεσμάτων 

2) Ἕστω ὅτι θέλοµεν νά ὑπολογίσωμεν τήν : ΞΑ, , διά i µεταβαλ- 

λόμενον ἀπό 1 ἕως 10, 
Τό γενιμόν διᾶγραµµα 64 εἶναι: 
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ΝΑΙ i<I10 ΟΧΙ 

y 

ΤΕΛΟΣ 
Ἐκτύπωσις ἀποτελεσμάτων 

Υ) Προγραμματισμός 
Ἔπί τῷ βάσει τοῦ µαταρτισθέντος λειτουργιμοῦ ἤ γενπιοῦ dia- 

γράµµατος, γράᾶφεται ἐν συνεχείᾳ τό πρόγραμμα. Ἑπομένως 6 προ- 
γραµμµατισμός ἀποτελεῖ τό ἑπόμενον τῆς µαταρτίσεως τοῦ διαγράμμα- 

τος στάδιον. 
1) Γλῶσσα μηχανῆς 

Ὁ ριζμώτερος τρόπος προγραμματισμοῦ εἶναι ἡ ἐγγραφή τῆς σετ- 
ρᾶς τῶν πρᾶέεων,τάς ὁποίας ὀφείλει νά ἐμτελέση & ὑπολογιστῆς, εἰς 
γλῶσσαν ἀπ᾿᾽εὐθείας ματανοητῆν ἀπό τῆν unyavhv. Ἡ γλῶσσα αὐτή τοῦ 
προγραμματισμοῦ μαλεῖτα γλῶσσα μηχανῆς, εἶναι ἐν γένει dpi- 
θμητιμῆ (δέν περιέχει ἀλφαβητιμούς yapaurhpac) uai, συνήθως, duadi- 
μοῦ συστήµατος ἀριθμήσεως, Οἱ υώδιιες τῆς γλώσσης μηχανῆς ἀναλύ- 
ονται ἀπ᾽εὐθείας ἀπό τά ὄργανα διευθύνσεως, 
2) Ὑποπρογράμματα 

Ὑπάρχουν ὡρισμένα τμήματα μιᾶς σειρᾶς ὑπολογισμῶν, τά ὁποῖα 

ἐπαναλαμβάνονται πολλάς φορᾶς ματά τῆν διάρθρωσιν ἑνός παί τοῦ αὖὐ- 
τοῦ προγράᾶµµατος, ἤ ἐμφανίζονται συχνά εἰς τά διάφορα προγράµµατα 
Αὐτό παρατηρεῖται ἰδίως εἰς τά ἐπιστημονιπμά προγρᾶάµµατα 
δηλαδή εἰς τᾶς ἐφαρμογάς τῶν ὑπολογιστῶν ἐπί τῶν προβληµάτων τῶν θε - 
τιμῶν ἐπιστημῶν. Είς τάς περιπτώσεις αὐτάς "ά ἐπαναλαμβανόμενα τµή- 
ματα ὑπολογισμῶν προγραμματίζονται ἅπαξ διά παντός uai ἀποθημεύον- 
ται εἰς ἕν ὡρισμένον τμῆμα τῆς μνήμης. Ὁσάμις δέ ὑπάρχει ἀνάγιιη 
χρησιμοποιΏῆσεώς των, τό μυρίως πρόγραµµα δι’΄ειἰδιμΏῆς ἐντολῆς µετα- 
βαΐνει πρός συνέχισίν του εἰς τό σχετιιόν ἀποθημευμένον τμῆμα ὑπο- 
προγράµµατος, Κερδίζεται οὕτω σημαντιμός χῶρος εἰς τῆν μνήμην we 
uai χρόνος προγραμματισμοῦ. Τά ἀποθημευμένα αὐτά τμήματα ὑπολογτε 
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σμῶν, μαλοῦνται ὑποπρογράμματα. Ἡ χρησιμοποίησίς των δημτουρ- 
γεῖ ὡρισμένα προβλήματα, τά ὁποῖα ὁρίζονται ὡς συνθήμαι χρηστ- 
μοποιήῆσεως ἑνός ὑποπρογράμματος. 

Τό πρόβλημα ἔχει ὡς ἐξἐῆς: Πρέπει νά ματαστή duvarh ἡ ἐπιιοι- 
νωνία δεδομένων μαΐ ἀποτελεσμάτων μεταέύ υυρίου προγράμματος uaf 
ὑποπρογραμμάτων. Δύο λύσεις εἶναι duvarai: 

- Ὀργανώνομεν τόν ὑπολογιστῆν οὕτως ὥστε τό ulplov πρόγραμ- 
μα νά ταιτοποτῆῇ τά δεδομένα εἰς ὡρισμένας εἰδιυιῶς ἐπλεγεῖσας, θέσεις 
μνήμης τιαΐ νά ἀναζητῆ τά ἀποτελέσματα εἰς ὡρισμένας ἐπίσης διευ- 

θύνσεις μνήμης. 
Ἡ λύσις αὐτῆ ἐφαρμόζεται ὅταν τά πρός ἐπιιοινωνίαν δεδομένα 

uaf ἀποτελέσματα εἶναι μιιιρᾶς uai σχετιμῶς σταθερᾶς ἐιυιτάσεως, π. χ. 
ὑπολογισμός στοιχειωδῶν συναρτήσεων, ὅπως e, logx, u. λπ. 

- Ὁρίζομεν ὡρισμένας μνήμας εἰς τάς ὁποίας τό μὔριον πρό- 
γραµµα ταυτοποιεῖ ταί ματαγράφει ὄχι πλέον τά δεδομένα, ἀλλά τῆν 
διεύθυνσιν τῆς ἀρχῆς των, τόν ὄγιον πού ματαλαμβάνουν uai τῆν δι- 
εὐθυνσιν ἀπό τῆν ὁποίαν uai ἐφεξῆς τό ὑποπρόγραμμα θά ματαγράψη τά 

ἀποτελέσματα. 
Ἡ λύσις αὐτή ἐφαρμόξεται ὁσάμις τά ὑποπρογράμματα παλοῦν μέ- 

γαν ἀριθμόν δεδομένων μαΐ ὑπολογίζουν πλῆθος ἀποτελεσμάτων (π.Χ. πολ- 
λαπλασιαμός μητρῴων) μέ ἐπί πλέον µεταβλητόν ὄγμον δεδομένων πιαΐ 

ἀποτελεσμάτων. 
Ἡ δευτέρα αὐτῆ μέθοδος ἔχει γενιμευθῆ εἰς ὡρισμένους ὑπολο- 

γιστάς 814 τῆς χρῶΏσεως εἰδιιοῦ μώδιιος, ὁ ὁποῖος συμβολίζει ὅτι ἡ ση- 
μειουμένη διεύθυνσις δέν εἶναι ἡ τοῦ δεδοµένου, ἀλλά ἡ τῆς μνήμης 
τῆς περιεχούσης τῆν διεύθυνσιν τοῦ dedopévou. Αὐτό ὀνομάζεται U - 
ποµατεστηµένη διεύθυνσις. Διά τοῦ τρόπου αὐτοῦ ἀποφεύγον- 
ται μεγάλες σειρές ὑπολογισμοῦ διευθύνοεων εἰς τά ὑποπρογράμματα, 

ἐὲ οὗ προιύπτει ἕν σοβαρόν uépdoc χρόνου εἰς τόν προγραµµατισμόν 
μαί εἰς τῆν év συνεχείᾳ ἐιπμετάλλευσιν τοῦ προγράµµατος. 

3) Βιβλιοθήμη ὑποπρογραμμάτων 
Κατ΄ ἀρχῆν τίθενται ὡς ὑποπρογράμματα αἱ συνηθέστερον χρησι- 

μοποιούμεναι στοιχειώδεις ουναρτῆσεις ὅπως: 
-  Ἐπιθετιμή συνᾶάρτησις. 
-Λογάριθµοτ. 
-Τετραγωνιμαί uai uvubwai ρίλἑαι. 
-Κυνλιμαΐί uai ὑπερβολιμαί συναρτήσεις, ὡς uai αἱ ἀντίστροφοι αὐτῶν. 
-Συναρτήσεις BESSEL u, Am. 

Ἄλλην uatnyopiav ὑποπρογραμμάτων ἀποτελοῦν αἱ υλασσιμαΐί 
πράξεις ἐπί τῶν μητρῴων. Πολλαπλασιασμός, πρόσθεσις, ἀφαίρεσις, ἀν- 
τιστροφή, U, AT, 

Ὑπάρχουν ἐπίστς uai ὡρισμένα ἄλλα ἕτοιμα προγράμματα eic é- 
μάστην Ριβλιοθήµην ὑποπρογραμμάτων, τά ὁποῖα δύνανται νά χρησιμο- 
ποιηθοῦν ἐμτός τοῦ μυρίου προγράµµατος, παρ᾽ ὅλον ὅτι ἀποτελοῦν ὁ- 
Abudnpov πρόγραμμα, διότι διαθέτουν τᾶς ἀπαραιτήτους πράξεις εἰσό- 
δου ναΐί ἐἐόδου εἰς τό μύριον πρόγραμμα. Ἐίς τῆν uarnyopiav αὐτῆν 
εὑρίσιομεν: 
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- Ὑπολογισμόν μυρίων τιμῶν uai υυρίων διανυσμάτων ἑνός μητρῴου. 
- Ἐπίλυσιν γραμμιμῶν συστημάτων. 
- Ἐπίλυσιν ἀλγεβριμῶν ἐξισώσεων. 
- Ὑπολογισμόν ὁλομληρωμάτων ἤ ὁλοιιλήρωσιν διαφοριμῶν ἐξισώσεων, ἄν 
uai διά τάς περιπτώσεις αὐτάς ὁ προγραμματισμός τῆς πρός ὁλουλήρω- 
σιν συναρτήσεως πρέπει νά ἐυτελῆται τηιθ᾽ ἐμάστην φορᾶν. 
-Τραμμιμόν προγραμματισμόν. 
-τατιστιμούς ὑπολογισμούς, ἤτοι συσχέτισιν U, AT, 

Ἢ ἐπίλυσις ἑνός τεχνιμοῦ προβλήματος ἀνάγεται οὕτω πολλάμπις 
εἰς ἁπλῆν συγυέντρωσιν uai σύνθεσιν ἑτοίμων ὑποπρογραμμάτων uai 
προγραμμάτων éu τῆς Ριβλιοθήµης τοῦ ὑπολογιστοῦ. 

4) T4 συστήµατα αὐτοπρογραμματισμοῦ 
Ἢ μµατάρτισις ἑνός προγράµµατος εἰς γλῶσσαν μηχανῆς εἶναι µα- 

upd uai ἐπίπονος, λόγῳ τοῦ μεγάλου ἀριθμοῦ τῶν ἀπαιτουμένων ἐντο- 
λῶν μαΐί τῆς χρήσεως πολυπλόπου uddiuoc. Διά τοῦτο οἱ ματασιιευασταί 
Teivouv νά ἀπλοποιῆσουν τόν προγραµµατισμόν, διᾶ τῆς χρώσεως συμβο- 
λιμῶν προγραμματισμῶν, ol ὁποῖοι πλησιάζουν πολύ περιόσσότερον τῆν μα- 
θηματιμήν ἔμφρασιν uail γλῶσσαν. Ὅ τρόπος αὐτός προγραμματισμοῦ ua- 
λεῖται αὐτοπρογραμματισμός ual ὑπάρχουν διάφορα συστήµατα 
uai μέθοδοι ἐφαρμογῆς του, 

Τά πλεονευτήµατά του εἶναι πολλά:Γαχύττις προγραμματισμοῦ, εὖ- 
uodoc ἐμμάθησις υαί ἑπομένως δυνατότης μµαταρτίσεως προγραμμάτων ἀ- 
πό ἀνειδίμευτους μηχανιμούς ἤ ἄλλους ἐπιστῆμονας, ἑλάττωσις τῶν 
ὀφαλμάτων u.An. Πλῆν ὅμως ἕνας μαλός προγραμματιστῆς εἰς γλῶσσαν 

μηχανῆς uepdiler ματά μανόνα εἰς xpdvov μηχανΏς ἔναντι ἑνός προ- 
γράµµατος, ουνταχθέντος εἰς σύστημα αὐτοπρογραμματισμοῦ παί αὐτό 
διότι ταμτοποιεῖ μαλύτερον τᾶς ἐντολᾶς εἰς τῆν μνήμην uai ἐπιτυγ- 
χάνει ταχυτέραν χρΏσιν των. Ἐνδειωτιμῶς δίδομεν τῶν ματωτέρω πα- 
ράθεσιν στοιχείων δι’ἕν µέστς ἐνμτάσεως πρόγραµµα. 

Γλῶσσα μηχανῆς 
Διάρμεια προγραμματισμοῦ 3 phvec 
᾿Αριθμοί ἐντολῶν 8.000 
Χρόνος μηχανῆς Τ 

Αὐτοπρογραμματισμός µέσης μορφῆς (m. χ. 5, Ῥ. 5). 
Διάρμεια προγραμματισμοῦ 8 ἡμέρες 
᾽Αριθμός ἐντολῶν 5ΟΟ 

Χρόνος Μηχανῆς 1,2 ἕως 1,4 Τ, 
Αὐτοπρογραμματισμός ἐξελιγμένος (π. χ. FORTRAN), 

Διάριετα προγραμματισμοῦ 1 ἡμέρα 
᾿Αριθμός ἐντολῶν 380 
Χρόνος μηχανῆς 1,6 ἕως 2 Τ. 

B¢ αὐτῶν προυύπτει ὅτι ἐάν ἕν πρόγραμμα πρόµειται νά χρησι- 
μοποιηθῇ συχνότατα (π. χ. ὑποπρογράμματα) εἶναι σιιόπιμον νά συνταχθῆ 
an’evbeiac εἰς γλῶσσαν μηχανῆς. Eic ἐναντίαν πρίπτωσιν, προτιμᾶται 

ἡ σύνταξις εἰς αὐτοπρογραμματισμόν, ἐν γένει δέ ἡ ἐυλογή μεταέύ μέ- 
θόδων προγραμματισμοῦ εἶναι θέμα οἰμονομτυιῆς ἐμμεταλλεύσεως τοῦ προ- 
γράμματος. 
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Efc ὅλας τᾶς περιπτώσεις, τό npdypappa εἰς σύστημα αὐτοπρο- 
γραμματισμοῦ μεταφράζεται ἀπό εἴδιιόν tpnpa τοῦ ὑπολογιστοῦ,ονομα- 
lénevov "COMPILER'" εἰς γλῶσσαν μηχανῆς, 

5) Τελιμή φάσις προγραμματισμοῦ, Ἕλεγχος παΐί 

ἐπμετάλλευσις,. 
Μετᾶ τῆν σύῦνταξιν ἑνός προγράµµατος ἔπεται ἡ TEALUN TAUTO- 

ποϊησίς του, ὁπλαδῆ ἡ διόρθωσις τῶν διαφόρων σφαλμάτων του. Ἡ ἐρ- 
γασία αὐτῆ εἶναι πολλάπις ἐπίπονος, 814 τόν λόγον δέ αὐτόν ὑπάρ- 
χουν εἰδιμά προγράµµατα, ὀνομαζόμενα προγράµµατα ἀναλύσεως 
τά ὁποῖα ἐμτελοῦν τᾶς ἐντολᾶς μίαν πρός piav uai ἐμτυπώνουν eic ἕ- 
µαστον Ρῥῆμα ὑπολογισμοῦ τούς ὑπολογιστέους ὄρους, τά ἀποτελέσμα- 
τα ὡς uail τῆν µματάστασιν τοῦ ὑπολογιστοῦ µεθ΄ἐμάστην πρᾶξιν.Τά προ- 
γράμματα αὐτά ἐπιτρέπουν ἐπίσης τῆν ἄμεσον εὕρεσιν τῶν σφαλμάτων 
μώδιιιος. Ἐπί τῷ βάσει αὐτῶν εὑρίσμεται uai διορθοῦται τό μεγαλύτε- 
pov πλῆθος τῶν σφαλμάτων, ὑπολείπονται δέ μόνον τά σφάλµατα εἰς τῆν 
μαθηματιιήν ἔμφρασιν τοῦ προγράµµατος (π. χ. πρόσθεσις ἀντί ἀφαιρέ - 
σεως) τά ὁποῖα δέν ἐμποδίλουν pév τῆν ὁμαλήν ἐμτέλεσιν τοῦ προγράµ- 
µατος, δίδουν ὅμως τελείως ἐσφαλμένα ἀποτελέοσματα, Μόνος ἀσφαλής 
τρόπος διά τόν ἔλεγχον τῶν σφαλμάτων τοῦ τύπου αὐτοῦ εἶναι ἡ εὕ- 
ρεσις ἑνός pepovwpévou élayopévou, δι’ ἄλλης μεθόδου ἔστω µμαί μτιρο- 
τέρας dupiBeiac uai σύγιιρισίς του pé τό ἀντίστοιχον ἐἑαγόμενον τοῦ 
ὑπολογιστοῦ. 

Μετά τό πέρας ὅλων τῶν ἐλέγχων T πρόγραµµα εἶναι ἕτοιμον & 
ἐμμετάλλευσιν. Αὐτή εἶναι θέµα ὀργανώσεως μαΐ éutdoewe τῆς ἑταιρί- 
ας τοῦ ὑπολογιστοῦ. Ai μεγαλύτεραι σῆῷμερον ἑταιρίαι ὑπολογιστῶν 
χρησιμοποιοῦν εὐρύτατα προγράµµατα συνταχθέντα εἰς διαφόρους χώ- 

ρας uai ἀπό διαφόρους ὁμίλους εἰδιμῶν, μέ σμοπόν, ὅσον τό δυνατόν µε- 
γαλυτέραν ἀπόσβεσιν τῶν δαπανῶν διά τῆν οὔνταξιν αὐτῶν uai ἄποτε- 
λέσµατα piav πλουσιωτάτην ΡιβλιοθΏµην προγραμμάτων δι’ἕνα ἔναστον 
τύπον ὑπολογιστοῦ. 

᾽ 



Ῥοῆ ἄνωθεν ἐιχειλιστοῦ τοῦ φράγματος 
εἷς CORNWALL, μλῖμαξ 1/20 

Ῥοῆἤ ἄνωθεν ἐπιχειλιστοῦ τοῦ φράγµατος 
εἷς LAMABOAD, uliuaé 1/20 

Μελέται éni ὁμοιωμάτων 
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AZXHZIEIZ TPITOY MEPOYZ 

α 1 ν 

᾿Ἐπίπεδος ροῆ προχῦπτει ἆπδ τῆν συνύπαρξιν μιᾶς ὁμοιομόρφου ρο- 
fic, παραλλῆλου πρός τὸν ἄξονα Ox , μιᾶς πηγῆς , κειμένης εἰς τὸ Α΄ 

(x=-a,y=0) καί ἑνός φρέατος ἀντιθέτου παροχῆς,κειμένου εἰς 16 A (χ-α, 

y=0) ἔνθα a0 . * 
α) Δεΐξατε ὅτι ὑπάρχει pla κλειστῆ γραμμῆ ροῆς ἐμφανίζουσα δύο 

ἄξονας συμμετρίας. 

B) “Ὑπολογίσατε τὸ μῆκος αὐτῶν τῶν ἀξόνων xal τᾶς ταχύτητας εἰς 

τᾶς κορυφᾶς τῆς κλειστῆς αὐτῆς καµπύλης. 

ΤΙΙ.2 

Θεωροῦμεν εἰς τῆν περιοχῆν )0 μίαν ροῆν καθοριζοµένην ἀπό τδ 

μυγαδικόν δυναμικόν 

{(z)= aJrV coth—ag—z— 

α) Νά δειχθῆ ὅτι ἡ ροῆ εἶναι ὁμοιόμορφος εἰς τὸ ἄπειρον xal ὅτι 
ὁ κύκλος ἀκτῖνος a, ὁ ἐφαπτόμενος τοῦ ἄξονος Οχ εἰς τδ O xal & ἄξων 
τῶν Χ εἶναι γραμμαΐ pofice 

B) Νά εὑρεθῆ ἡ διανομῆ τῶν ταχυτῆτων xatd μῆκος τοῦ ἄξονος τῶνχ, 

Υ) Νά ὑπολογισθῆ 1) ταχύτης εἰς 18 σημεῖον x=0,y=2a καΐ νᾷ ἐρ- 
μηνευθῆ ἡ προκύπτουσα ἐν γένει ροῆ. 

111.,5 

Θεωροῦμεν δύο ἐπιπέδους κινῆσεις ἑνός ἀσυμπιέστου ρευστοῦ μονί-- 
µους καί ἀστροβίλους, ὁρυζομένας εἰς τῆν ἰδίαν περιοχῆν (4) . Τνωρί- 
ζομεν τά δίκτυα τῶν γραμμῶν ροῆς ¢,=vh καί ψεμῆ (h=otad.v καίμ ἀ- 
κέραιαν μεταβληταί) μιᾶς ἑκάστης τῶν δύο ϑεωρουμένων κινῆσεων. 

α) Πῶς ϑά σχεδιασϑοῦν κατά τρόπον ἁπλόν αἱ ypappal ροῆς τῆς συν-- 
νυσταμένης τῶν 800 ϑεωρουμένων κινήσεων; 

B) Δεΐξατε ὅτι, ἄν ὶ εἶναι ἀρκοῦντως μυκρδν,δυνάμεϑα ἀπό τῆν χά- 

Efcaywyfi εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 16 
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ραξιν τῶν γραμμῶν ροῆς νᾷ έκτιµήσωΗεν εὗς πρῶτην προσέγγισιν τᾶς τα- 

χύτητας τῆς κινῆσεως» 

Υ) Νά γίνη ἐφαρμογῆ τῶν ἀνωτέρω διά τῆν περίπτωσιν ϱροῆς συνι-- 

σταµένης ἐκ μιᾶς πηγῆς καΐ μιᾶς ὁμοιομόρφου ροῆς. 

πΤΕ =4 

'Ἐξετᾶζομεν τῆν ροῆν τῆς ὁποΐας τὸ μιγαδικόν δυναμικόν ) κα-- 
θορΐζεται ἐκ τῆς σχέσεως 

Ζεξε ε 

α) Δείξατε ὅτι & ἄξων τῶν Χ εἶναι γραμμῆ ροῆς καί μελετῆσατε 
τῆν μεταβολῆν τῆς ταχύτητος κατά μῆκος τοῦ ἄξονος αὐτοῦ. ΄ 

B) Δείξατε ὅτι ὑπάρχουν δύο ypappal ροῆς,ὀὄριζόμεναι ἀπᾶ τᾶς εὖ- 
θείας y==*o. 

Υ) Μελετῆσατε συνοπτικῶς τῆν ροῆν xal ἑρμηνεύσατε αὑτῆν ἐν γέ-- 

νεν. 

1115 . 

Μελετήσατε τῆν ροῆν τῆν ὀριζομένην ἐκ τῆς συναρτῆσεως 

Ξ- -1+'7'…ι-΄*΄ξ (4'- €"9 + e 

ἔνϑα Ο «πι«2/2. 

Πρός τοῦτο ἑξετᾶσατε xat ἀρχῆν τᾶς ὁριακάς περιπτώσεις 722=0 καί 

n=1/7 καΐ συγκρίνατε αὐτᾶς μέ μελετηϑείσας ἤδη γνωστᾶς περιπτώσεις. 

ITT.6 

θεωροῦμεν εἰς 18 ἐπίπεδον τῶν Ζ τῆν ροῆν (Έ) , προκύπτουσαν ἐκ 
τῆς συνθέσεως μιᾶς ὁμοιομθδρφου ροῆς ταχύτητος ᾽ ,παραλλήῆλου πρός τόν 

ἄξονα Ο καί μιᾶς πηγῆς κειμένης εἰς τῆν ἀρχῆν O’ ,τοιαύτης ὥστε τό 

σημεῖον Β τεταγµένης ἕ--α,(αλθ) « νά εἶναι σημεῖον μηδενικῆς ταχύ- 

τῆτοςς 

‘0 µετασχηματισμός Z:z.za-_g.’ πραγματοποιεῖ τῆν σύμμορφον ἀπει-- 

κὄνισιν τοῦ ἐξωτερικοῦ κύκλου (Co) ἀκτῖνος @, μέ κέντρον εὑρισκό- 
μενον εἰς τῆν ἀρχῆν O τοῦ ἐπιπέδου τῶν Σ πρός τό ἐπίπεδον Ζ τὸ ὁποῖ-- 
ov διασχίζεται ἀπδ τῆν λωρῖδα -4a{x{ @ , ἡ ὁποία χαράσσεται ἐπί τοῦ 
πραγματικοῦ ἄξονος τοῦ ἐπιπέδου τῶν Z, 

a)NG μελετῆθῆ εἰς 16 ἐπίπεδον Σ ἡ ροή Έ/ ὁμόλογος τῆς ροῆς (&) 
B) Νά εὑρεθῆ 1) διανοµῆ Ταχυτῆτων καζ πιέσεων xatd μῆκος τοῦ κύ- 

κλου (Co) xal ἡ μορφῆ τῶν γραμμῶν ροῆς καΐ ἡ ἑρμηνεία τῆς ροῆς ἐν γέ- 
νεν. 
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IT1.7 

Μελετήσατε τῆν pofiv, tfiv ὀριζομένην U6 τοῦ μιγαδικοῦ δυναμικοῦ 

α Γ nz {(z)= -- π th Ζ 

καΐ ἑρμηνεῦσατε αὐτῆν ἐν γἔνεν. π 
Λύσις: Σηµειακός στροβιλισμός μεταξῦ τῶν δύο ἐπιπέδων Ζ'=έΐ 

TI1.8 

Νά μελετηθῆ ἡ ροῆ μιᾶς πηγῆς μεταξύ δύο παρειῶν Ox, Oy (’Ava- 

χϑῆτε εἰς τῆν περίπτωσιν μιᾶς ἐπιπέδου παρειᾶς τῇ βοηνείᾳ τῆς συμμόρ-- 

φου ἀπεικονίσεας). 
Ἔν συνεχείᾳ νά μελετηθῆ ἡ περίπτωσις μιᾶς πηγῆς, κειµένης pe- 

ταξῦ 600 παρεινῶν σχηματιζουσῶν τυχοῦσαν ywvlave. 

Μελετῆσατε ἐπίσης τῆν περίπτωσιν μιᾶς σημειακῆς δύνης ἤ ἑνός 

διπόλου, κειµένου μεταξῦ δύο παρειῶν, μέ ὀρθῆν ἤ τυχοῦσαν γωνίανε 

111,9 

Νά μελετηϑῆ ἡ ροῆ πέριξ ἕνές κύκλου, ἀκτῖνος a, τοῦ ὁποίου τό 
κέντρον συμπίπτεν μέ τῆν ἀρχῆν τῶν συντεταγμένων, παρουσίᾳ μιᾶς ὁμοι-- 

ομόρφου ροῆς, ταχύτητος V, καΐ δύο σημειακῶν δυνῶν,κυκλοφορίας Γ καί 

- Ἰκειμένων ἀντιστοίχως εἰς τά σημεῖα μέ συντεταγμένας Βε be ῳ 

IIT:10 

Μελετῆσατε τήν ροῆν πέριξ κύκλου ἀκτῖνος B τοῦ ὁποίου 186 κἔν- 

tpov εὑρίσκεται εἰς τῆν ἀρχῆν τῶν συντεταγμένων, ὅταν ἡ μιγαδικῆ τα- 

χύτης τῆς ροῆς εἰς τὸ ἄπειρον εἶναι ἴση πρός Ve *® καί ἐπί πλέον pla 

πηγῆ ἤ ἕνα φρέαρ εὑρίσκονται εις τό σημεῖον συντεταγμένης Ret® 

“Ὑπολογίσατε τῆν παροχῆν διά τῆν ὁποίαν τό σημεῖον μέ συντε ταγ-- 

μένην Re® εἶναι σημεῖον μηδενικῆς ταχύτητος. 

᾿Εφαρμόσατε τᾶ ὁλοκληρώματα τοῦ BLASIUS διά τόν καθορισιόν τῶν 

συνολικῶν δυνἄάμεων.- 

111.11 ) Μετασχηματισμός τῶν KARMAN-TREFFTZ 

Εὐἰσάγομεν μεταξῦ δθο επιπέοων{ρ) nal (p)uav ἀντιστοιχίαν προσ- 

διοριζομένην ἀπό τῆν σχέσυν 

΄ Ζα LA 1y Z=1 ν Ζ-1 
Ξ- 

z+1 

ἔνθα α εἶναι pla ϑετικῆ otadepd xal 2, 2’ αἰσυντεταγμέναι τῶν σημείων 
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τῶν δύο αὐτῶν ἐπιπέδων, 
Ζητεῖταν 

a) ‘0 τόπος τῆς εἰκόνος τοῦ ξ ὅταν τό 2z’ διατηρῇ σταϑερόν πραγ- 
ματικόν καΐ σταϑερόν φανταστικόν µέρος. 

B) Ἔξ αὐτοῦ νά εὑρεθῆ μέα σῦμμορφος ἀπεικόνισις τῆς περιοχῆς(ϐ) 
τοῦ (β) , ἐξωτερικῆς ὡς πρός 18 κλειστόν meplypappa τό ἀποτελοῦμενον 
ἀπό δύο τόξα κῦκλου, τά ὁποῖα διέρχονται διᾷ τῶν σηµείων z=+4 καΐ z=-1 
ἐπί μιᾶς ἁπλῆς περιοχῆς τοῦ (2’), &v συνεχείᾳ δέ pla ἀπεικόνισις τῆς 
περιοχῆς αὐτῆς ἐπί τῆς ἐξωτερικῆς περιοχῆς τυχόντος κύχλου ἑνός ἐπι-- 
πέδου ῬΒ. 

Υ) Δείξατε ὅτι pla ἐξίσωσις τῆς μορφῆς 

χ- 4 [kZ-1)F 
z+1 \KZ+1 

πραγματοποιεῖ plav τοιαύτην ἀπεικόνισιν. 

ὁ) Προσδιορίσατε τῆν τιμῆν τοῦ K xal τῆν ϑέσιν τοῦ κύκλου εἰς 

16 ἐπίπεδον P. 
MG K=2 6 μετασχηματισμός εἶναι ἕνας μετασχηματισμός JOUKOWSKI. 

117Τ,12 

Θεωροῦμεν τῆν συνάρτησιν Ξ(2) ὀριζομένην ἀπό τῆν σχέσιν 

Y/ 
dz K(Z-1)* el 

2 

W;’ (4) Δ 
Ἷ ί; ξ ἔνθα K εἶναι μία θετικῆ σταθερά καΐα 

Ζ 2 μέα πραγματικῆ σταθερᾶ μεγαλυτέρα τοῦ 
1. 

ILx.III.12 a¥ Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις αὖ-- 
τὴ πραγματοποιεῖ μίαν σῦμμορφον ἀπεικόνυσιν τοῦ ἡμιεπιπέδου Φ(Σ)-- Ο 
ἐπί μιᾶς περιοχῆς (4) ἁπλῶς συνεκτικῆς, εἰκονιζομένης εἰς τὸ σχῆμα 
III.12.A, ἐᾶν παραστήσωμεν διᾶά Φ(ΖἹ τό φανταστικόν μέρος τοῦ μιγαδι- 
κοῦ ἀριϑμοῦ Z 

B) Προσδιορίσατε τᾶ K καί α συναρτήσει τῶν & καζ k. 
Y) ᾿ΕΡᾶν ϑεωρήσωμεν ἐπί τοῦ ἐπιπέδου τῶν Ζ plav ροῆν ἐκ πηγῆς, 

νά μελετηϑῆ ἡ ὁμόλογος ροῆ, ἡ ὁριζομένη εἰς τήν περιοχήν (4). 

ΤπΙ.13 

Μελετῆσατε τῆν ροῆν τῆς ὁποίας τό μιγαδικόν δυναµικόν καϑορίζ ε- 
Ται ἐκ τῆς σχέσεως 

{()-Ξ εκ(7--(ἃ ἔνϑα z=-ithZ 

Δεΐξατε ὅτι ἡ ταχύτης εἰς τὸ ἄπειρον εἶναι ὁμοιόμορφος μέ τι-- 
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μῆν ν-Ί xal σχηματίζει γωνίαν α--/, μὲ τὸν ἄξονα τῶν Χ , ἡ &€ ὅλη 
Χΐένησις παριστᾶ τῆν ροῆν πξριξ πλαχκός μήκους Ζ ,συμπιπτούσης pé τὸν 

ἄξονα τῶν ψ καΐ συμμετρικῆς mepl τῆν ἀρχῆν O . 

πς Τ 

ἜἝστω ἡ συνάρτησις ε(Ζ) ὡρισμένη εἰς τό ἡμιεπίπεδον(Ρ)(Ο«αγοξζ) 
ἀπδ τᾶς σχέσεις 

εξ ς e* Ζ 

aZ π (Z-a)Z-bfc-Z} " «-Οο 

ἔνθα a,b,c θετικοί ἀριθμοί καί b<a. : 
α) Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις αὐτῆ πραγματοποιεῖ μίαν σύμμορφον 

ἀπεικόνισιν τοῦ (P) εἰς τόν χῶρον (4) τοῦ σχῆματος III.14. 
B) Θθεωροῦμεν εἰς 16 (P) plav ρο- 

ἣν ὀριζομένην ἆπδ τῆν σχέσιν 

F(z)= ‘;h In(Z+a)— I:;Ih‘ln(&-b}— 

VoA, & α n(Z—c) " 

7A 
ὡς καί τῆν ὁμόλογον αὐτῆς εἰς τὸν χῶ-- 

ρον (4). ΣΧΟΙΙΙ.14 
1) Ποΐαν σχέσιν E, πρέπει νᾶπλη-- 

ροῦν αἱ σταθεραί, αἱ ὁποῖαι ὑπεισέρχονται εἰς t6v καθορισµόν τῆς F, 
οὕτως ὥστε ἡ pofi νᾶ περιβρέχη τῆν παρειάν AED; 
Πῶς ἑρμπνεῦεται ἡ pofi ὅταν δέν πληροῦται ἡ σχέσις Ε, ; 

2) Ποῖαν σχέσιν E, πρέπει νᾷ πληροῦν αἱ σταθεραζ,οὕτως ὥστε ἡ 
ταχύτης εἰς τό Ο v& μῆν εἶναι ἄπειρος; 

Y) Δίδονται τά Λ,π, Ἐ,, α καί V καί πληροῦνται αἱ συνθῆκαι Ε, καί 
E,. 

'Ὑπολογίσατε t& V; καί V, σχηματίζοντες προηγουμένως plav ἐξ- 

᾽ ᾽ - v;h{ ἔσωσιν, ἐπιτρέπουσαν τόὸν ἀρχικόν προσδιορισμόν τῆς ποσότητος X= Ε 

IIT.15 

' πλάξ ΒΒ΄ίΒ.Β΄=Ζ) τοῦ σχήματος ΙΙΙ.15.Α εἶναι κἄθετος εἰς τῆν ἐπ᾿ 
ἄπειρον ταχύτητα Ύς τῆς ροῆς. "Όπισθεν τῆς πλακός ὑπάρχει χῶρος (S) 
εἰς τὸν ὁποῖον ἡ ταχύτης εἶναι μηδενικῆ, Al ypappal (A) καί (A7) εἶναι 
οὐσιαστικῶς ἐπιφάνειαι ἐπαφῆς ( ἴδε 5.3.4 ) διαχωρέζουσαι τῆν κυρέως 
ροῆν ἀπό τῆν νεκρᾶν ζῶνην (S).
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α) Δείξατε οτιΚΆ) καζ 64)ειναι γραμμαΐί ροῆς κατά μῆκος τῶν -- 

ποέων τὸ péipov τῆς ταχύτητος 

péver ἴσον πρός τῆν ταχύτητα 1 

εἰς 18 ἄπειρον. 

- B) Παραστήῆσατε τῆν ροήν 

% Δ) εἰς τὸ ἐπίπεδον τῆς ὁδογράφου Ζ 
γ) Εὕρετε τᾶς συνθῆκας 

511 εἰς τᾷ ὅρια, τᾶς ὁποίας πρέπει 
ζς) νᾷ πληροῖ ἡ συνάρτησις {{ζ). 

ΐ &) Ἠελετῆσατε τῆν συμπε-- 

11 ριφοράᾶν τῆς f(Z) πλησίον τῶν ση- 

μείων ζε0 καί ἕξ-ΊΖ. 

@ 2aq,3 
ε) Δείξατε ὅτι-- : /)2 ) Ρ ἔἷ:ἷ 

ἀνταποκρίνεται εἰς ὅλας τᾶς αὖ- 

ΣΧΟΤΤΙ, Ί5 τουμένας συνθῆκας. 
ζ) Ὑπολογίσατε τῆν Ξ συναρτῆσει τῆς μιγαδικῆς μεταβλητῆς S, 

¢ : Ε S 
τῆν ὁποίαν ὀρίζεν ἡ σχέσις ζ--ε;',Ι.*.7ι--.2 

η) Δεΐξατε ὅτι ἡ σταθερά α δίδεται ἀπό τῆν ηέσινς,Ζ=(4+π|α2καΕ 

ὅτι ἡ συνισταμένη τῶν πιέσεων τοῦ ρευστοῦ ἐπί 'τῆς πλακός εἶναι ἴση 

o<
 

βρᾶς g2t 

ἘΤΤ, 16 

Καϑορίσατε τῆν ἐπίπεδον ἀστρόβιλον ροῆν ἑνός ἀσυμπιέστου ρευ-- 
στοῦ, εὑρισκομένου ἐν ἡρεμίᾳ εἰς τό ἄπειρον, παρουσίᾳ μιᾶς ἐλλείψε-- 
ως ἀκολουθούσης plav τυχοῦσαν κίνησιν, ὅταν 1 κυκλοφορία πξριξ τῆς 

ἐλλείψεως εἶναι μηδενικῆ. 

(᾿Ἔφαρμδζομεν τῆν γενικῆν θεωρίαν, ἀναφερόμενοι εἰς τῆν ἀπδ-- 

λυτον κίνησιν μέ σύστηµα ἀναφορᾶς 18 σύστημα ἀξόνων Ox, Οψ τῆς ἐλ- 

λείφεως. Διά τῆν λύσιν τοῦ προβλῆματος πραγματοποιοῦμεν ἕνα μεῖα- 

k? 

σχηματισμόν JOUKOWSKI,tHi¢ popwfig,z=zf+:;7 - Τδ μιγαδικόν δυναμικόν 

εἶναι γραμμικός συνδυασμός τῶν -Ξτ- καί 
Ζ 

1 
εΞ ) 

III.17) Κένησις τῶν μεμονωμένων δυνῶν 

Λέγομεν ὅτι pla ροῆ μιγαδικοῦ δυναμικοῦ [,ἐ) παρουσιᾶζει κα-- 

& τῆν χρονικῆν στιγμῆν ¢ εἰς 18 σημεῖον P κατηγµένης z=a plav µε-- 
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¢ μονωμένην σημενακῆν δύνην κυκλοφορίας Ι[᾽ , ἐᾶν 1 

g(z,t}=-/{z,t)+if2%~ln(z—a) 

εἶναι ὁλόμορφος εἰς τῆν γειτονίαν τοῦ σηµείου Ζ-α. 

Λέγομεν ὅτι ἡ ὀύνη εἶναι ἐλευθξρα, ὅταν ἡ μιγαδικῆ ταχύτης τοῦ 

- . d 
σηµείου αὐτοῦ P διδομένη ἆπδ τῆν σχέσιν Τ1-Ξ(ει,ί) εἶναι μηδενικῆ καί 

Ζ 

τοῦτο διότι, ὑπό τᾶς συνθῆκας αὐτᾶς, 16 ρευστὸν δέν ἐξασκεῖ καµίαν δύ-- 

ναµιν ἐπί τοῦ P 

Θεωρῆσατε δύο ἐλευθέρας δύνας εἷς τᾶς ϑέσεις Ῥ, xal B, μξ κυ- 
κλοφορίας I, καί Γ... 

α) Δείξατε ὅτι διᾷ τῆν συνισταμένην τῶν δύο αὐτῶν ροῶν ἕν ἕ- 
Χαστον σημεῖον % , B , ὑπόκειται εἰς ὁμοιόμορφον κυκλικῆν κίνησιν 

καί τὸ κέντρον τῶν κύκλων εἶναι δι ἑκάστην στιγμῆν 16 κἔντρον βάρους 

τῶν σημείων , καί Ἐ, τῶν προσδιοριζομένων ἀπό τούς συντελεστάς Π καί 

L. 
B) ᾿Εξετάσατε τῆν μερικῆν περίπτωσιν διᾷ τῆν ὁποίαν I} +15=0. 

III.18 

Δεΐξατε ὅτι δυνάμεϑα v& δημιουργήσωμεν μίαν στᾶοιµον ἐπίπεδον 

ροῆν ὡς συνισταμένην μνᾶς ὁμοιομόρφου ροῆς, παραλλῆλου πρός τόν ἄξο- 

να Ox xal δύο σταϑερῶν ἐλευθέρων δυνῶν, συμμετρικῶν ὡς πρός τῆν ἀρ-- 
χῆν τῶν συντεταγμένων. 

Μελετήσατε τήν διάταξιν τῶν γραμμῶν ροῆς, 

IIT.19 

᾿Επανερχόμεϑα εἰς 16 πρόβλημα 111.9. 
α) Νά δειχθῆ, ὅτι δεδομένου 

100 b, δυνάμεθα νᾶ ἐκλέξωμεν τά 
Γ καί 9 .,οὕτως ὥστε αἱ δύναι vé 
εἶναι ἐλεύθεραι. 

B) Νά μελετηθῆ ἡ μορφῆ τῶν 

γραρμμῶν ροῆς. - 
Μία τοιαῦτη ροῆ εἶναι μία 

Χαλῆ ἀπεικδνισις ὡρισμένων ροῶν 
ἐμφανιζομένων πειραματικῶς εἰς ἐρ- 
γαστήρια ἤ ἐν τῇ φῦσει (ΣχοΙΙΙ.19) ) 
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KEQANAION 18. 

EIZATQI'H EIZ ΤΗΝ ENNOIAN 

ΤΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

18.1 ΓΕΝΙΚΟΤΗΤΕΣ 

Ἢ µελέτη ἑνός φυσιιοῦ φαινομένου ἀνᾶγεται ὡς ἐπί τὸ πλεῖστον 
εἷς τόν uabopiopdv μιᾶς σειρᾶς σχέσεων μεταξύ διαφόρων σταθερῶν uaf 

μεταβλητῶν αἱ ὁποῖαι τό yapautnpilouv. Αἱ σχέσεις αὐταί, ὀνομαλόμε - 
να φυσιμοί νόµοι, περιυλείουν τό φαινόμενον εἰς ἕν περιορισµέ- 
νον 1) ἐντεταμένον πεδίον ἰσχύος uai, συνήθως, παρουσιά)ονται µαθη- 
ματιμῶς ὑπό τῆν μορφῆν διαφοριμῶν  ἐξισώσεων. 

Μία μαθαρῶς θεωρητιμή ἀνάλυσις τοῦ φαινοµένου βασίζεται ἀπο- 
μλειστιμῶς εἰς τῆν μαθηματιμήν. μορφῆν αὐτοῦ ual ἐἑ αὐτῆς ἐἐἑάγει τά 
χαραμτηριστιμά τῶν φυσιμῶν νόµων ποῦ τό διέπουν.ΠΗλήν ὅμως, αἱ ἐφηρ- 
poopévar ἐπιστῆμαι ἔχουν ἀνάγμην ποσοτιμῶν ἀποτελεσμάτων,ῆτοι ἀπρτ- 
Ρβοῦς ἐπιλύσεως τῶν διαφοριμῶν ἐξισώσεων ἐπί τῇ Ράσει σαφῶς uabopi- 
ἑομένων συνθημῶν εἰς τά ὅρια (ὅρια προβλήµατος τύπου ΡΙΒΙςΟΗΙΕΤ ἤ 

ἐν avayup τύπου NEWMANN) ai ὁποῖαι εἰς τά πλεῖστα σύνθετα φαινό- 
peva εἶναι μεριυῶς ἤ ὁλιμῶς ἀπροσδιόριστοι. ’Αλλά uai εἰς τᾶς περι- 
πτώσεις ὑπάρέεως σαφῶν ουνθημῶν ὁρίων, ἡ ἀπμριβῆς ἐπίλυσις τῆς πλή- 
ρους μµαθηματιμΏῆς μορφῆς ἑνός φαινομένου, παρᾶ τά éumdnutiud ἄποτε- 
λέσµατα τῆς συγχρόνου ἀριθμητιμῆς ἀναλύσεως uai τῶν ἠλευτρονιμῶν 
ὑπολογιστῶν, εὑρίσμεται πολλάμις εἰς ἀδυναμίαν νά προβλέψη ἀμριβῶς 
τῆν εἰς τό διάστημα uai τόν χρόνον ἐἑἐέλιξέιν ἑνός συνθέτου φατνομέ- 

νου. 
Ἢ ἀνάγμτη ὑπερπηδήσεως τῶν ἀνωτέρω δυσχερειῶν ὠδήγησεν εἰς 

τῆν ἀμθλοῦθον λύσιν διά τήν μελέτην ἑνός συνθέτου φαινοµένου. ᾿Α - 
ναπαραγωγή τοῦ @aivopévou πατά τόν πληρέστερον δυ- 

νατόν τρόπον uai ὑπό τῆν ματάλληλον ulripaua, ἥτις 
μαθιστᾶ δυνατῆν τῆν εἰς τόν χρόνον uaixlpov µελέ- 

την τῆς ἐἑελίἑεως τοῦ φαινομµένου. 
Αὐτή εἶναι ἡ γενιυή ἀρχΆῇ τῶν μελετῶν ἐπί ὁμοιωμάτων 

ἥτοι ματαλλήλων ἀναπαραστάσεων τοῦ φαινοµένου. Καί ἐάν pév τό ὁ - 
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μοίωμα ἀφορᾶ TAV µαθημµατιμήν μορφήν τοῦ φαινομένου, ἔχομεν τά pa- 
θηματιμά ὁμοιώματα, ἐάν δέ THV φυσιμ"ήν μορφήν τοῦ φαινομένου 
ἔχομεν τά φυσιιά ὁμοιώματα. Ἐίς τήν συνέχειαν,ἀσχολούμεθα & 
πομλειστιιῶς μέ φυσιιά ὁμοιώματα, τά ὁποῖα εἶναι uaf τά πλέον γνω- 
στά διά τῆν μεγάλην συμβολήν των εἰς τῆν ἐπίλυσιν πολλῶν προβλημά. 

των τοῦ συγχρόνου τεχνιμοῦ. 
Ἢ μορφῆ ὑπό τήν ὁποίαν ἐμφανίζεται ἕν φυσιμόν ὁμοίωμα εἶναι 

πολυποίμιλος. ᾿Από τῆν µαμέττα τοῦ ἀρχιτέμτονος, ἤτις προσδιορίἐει 
τόν ἁρμονιμώτερον συνδυασμόν τῶν μαζῶν ἑνός συνόλου υατασμευῶν pé- 
χρι τοῦ ὑπό σμίμρυνσιν ὁμοιώματος τοῦ ἀεροναυπηγοῦ διά τόν προσδι- 
ορισμόν τῆς ἀντιστάσεως εἰς τῆν προώθησιν, ὡς uai τῆς ὁριαμῆς στοτ- 
βάδος, σωμάτων ἐξἑαιρετιμῶς πολυπλόπων 314 τά ὁποῖα εἶναι ἀδύνατος, 

πολλάμις, uai αὐτήῇ αὕτη ἡ ματάστρωσις τῶν ἐξισώσεων μινήσεως, Me- 
ταξύ τῶν δύο αὐτῶν ἄπμρων χρησιμοποιήσεως τῶν ὁμοιωμάτων, θά συναν- 
Thowpev αὐτά σχεδόν παντοῦ. Ἄς ἀναφέρωμεν ἐπίστς piav ἐνδιάμεσον 
uatnyopiav μεταέύ μαθηματιμῶν uai φυσιμῶν ὁμοιωμάτων, τά ἀναλο- 
γιμᾶ ὁμοιώματα. Ὑπό τῆν μορφῆν τῶν ρεοηλεμτριμῶν ὁμοι 
ωµάτων χρησιμοποιοῦνται εὑρέως εἰς τῆν ὑδραυλιμῆν, διά τόν ὑπο- 
λογισμόν ἐπί τῇ βάσει τῆς ὁμοιότητος τῶν διαφοριμῶν ἐξισώσεων τῶν po- 
ὤν πρός ἠλευτριμά πεδία. Αὐτό τό εἶδος ὁμοιωμάτων δίδει τήν γένε- 
σιν εἰς ἕνα νέον ὁρισμόν τοῦ ὁμοιώματος ἐν γένει. "Ὁμοίωμα εἴ- 
ναι pia ὑπολογιστιμή μηχανῆ, ἥτις ἐπιτρέπει τῆν ἐ- 
πίλυσιν τῶν προῤΡλημάτων τῶν ὁποίων τόὸ πολύπλομον 
τῶν ὀσυνθημῶν εἰς τά ὅρια, H ἡ ἀδυναμία uartacTtpd - 
σεως τῶν ἐξισώσεων δέν ἐπιτρέπουν μίαν µαθημµματι- 

μῆν ἐπίλυσιν. 
Ἔπί πλέον, δέν ἀπαιτοῦμεν πάντοτε ἀπό τῆν ὑπολογιστιμῶῆν αὖ- 

τῆν μηχανήν τῆν εὕρεσιν τῶν ἀπολύτων τιμῶν τῶν διαφόρων λύσεων. 

᾿Δρμούμεθα πολλάπις εἰς τῆν ματᾶταέξιν τῶν διαφόρων 
λύσεων ὡς πρός ἕν Βασιμόν upithprov τῆς μµελέτης 
μαί τῆν ἀναζήτησιν νξων λύσεων 814 μεταβολῆς ὡὧὡρτ- 
σμένων συνθημῶν. Μεταξύ αὐτῶν τῶν λύσεων ὁ μηχαντιός θά éu- 
Aéén, Ροηθούμενος ἀπό τῆν πεῖραν uai τᾶς ὑπαρχούσας θεωρίας,τῆν µα- 
ταλληλοτέραν 314 τούς σιμοπούς τοῦ ὑπό µελέτην ἔργου. 

Eic ὅ,τι ἀφορᾶ τᾶς uabaplc ὑδραυλιμᾶς µελέτας, τά φυσιμά ὁ- 
μοιώμάτα ὑπό opiupuvowv ἀποτελοῦν τόν πλέον εὔγλωττον τρόπον διά 
τῆν ἀναπαρᾶστασιν τῶν διαφόρων φυσιμῶν φαινοµένων uai τῆς έπιρρο- 

Ὡς των είἰς τάς ματασιιευάς (ὁμοιόμορφοι uai µεταβαλλόμεναι ροαί, μυ- 
ματισμοί πᾶσης φύσεως, παλίρροιαι uai ρεύματα) uai διεµόρφωσαν μίαν 
τεχνιμήν, τῆς ὁποίας ἡ ἐἑἐέλιξις uatd τήν τελευταίαν εἴιοσαετίαν εἴ 
ναι τεραστία. Πρίν ἀπό τῆν ματασιιευῆν μεγάλων ὑδραυλιμῶν ἔργων, ὡς 
φραγµάτων, λιμένων, διευθετήσεως χειμάρρων μαΐ ποταμῶν, ματασμευά- 
ἐονται ὑπό ιατάλληλον udipaua τά ὑπό µελέτην τμήματα τοῦ ἔργου υαί 
διά ποιμίλλων τροποποιῆσεων τῆς μορφΏῆς των ἐπιτυγχάνεται τό ἐπιίπ- 
τούμενον ἀποτέλεσμα. Ἐίς τόν τομέα τέλος τῶν ὑδραυλιιῶν pnyaviuldy, 
αἱ ἀποδόσεις τῶν ὑδροστροβίλων ἤ ἀντλιῶν ὡς uail ὅλων τῶν ἐνδιαμέ- 
σων τύπων μηχανῶν, ἡ µματάλληλος μορφῆ τῶν ἐπί µέρους στοιχείων &1 

ξ
'
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ἀποφυγήν σπηλαιώσεως μαΐί ἡ χάραξις ναΐ βελτίωσις τῶν διαγραμμάτων 
λειτουργίας, προσδιορίζονται. ἀπουλειστιμῶς ὁιά δομιμῶν ἐπί ὁμοιωμά- 
των ὑπό σμΏιρυνσιν μαΐ εἰς αὐτάς μαΐ μόνον ὀφείλεται ἡ μεγάλη τε- 
λειοποίησίς των. 

Ἡ εἰς οἰονδήποτε ὅμως τοµέα ἐφαρμογή τῶν φυσιμῶν ὁμοιωμά- 
των uail ἡ ἐπωφελῆς χρησιμοποίησίς των ἀπαιτεῖ τῆν προγενεστέραν 
ἀρίστην γνῶσιν τῶν νόμων, ot ὁποῖοι διέπουν eic ἕἑ 
μᾶστην περίπτωσιν τῆν ὁμοιότητα τοῦ φυσιμοῦ ¢at - 

vopévou pé 16 φαινόμενον ἐν ὁμοιώματι. 
Πλεῖστοι ἐρευνηταί ἀπεματέστησαν τούς Ῥασιμοῦύς νόµους τῶν 

συνῆθως μελετουμένων περιπτώσεων, Ἧ σύγχρονος ὅμως ἀνάπτυξις τῶν 
μαθηματιμῶν, ἔχουσα ὡς τᾶσιν τῆν γενίµευσιν τῶν διαφόρων μεριυμῶν 
περιπτώσεων uai τῆν ουγμρότησίν των εἰς σύνολα διεπόµενα ὑπό γε- 
viuoU τινός νόµου, ὁδηγεῖ τόν ἐρευνητῆν εἰς τῆν ἀναζήτησιν τῆς γς- 
viunc popenc τῶν νόµων τῆς φυσιμῆς ὁμοιότητος. Ἔπί τῇ βάσει ἐπο- 
μένως τῶν υμλασσιμῶν ἐννοιῶν τῆς ὁμοιότητος, γενιμεύομεν τῆν θεω- 
ρίαν χρησιμοποιοῦντες τόν λίαν συνευτιμιόν τρόπον ἐνπμφράσεως τῶν 
συγχρόνων μαθηματιμῶν uail δῆ τῆς τοπολογίας, ᾽Αποτέλεσμα τῆς γε- 
νιμεύσεως αὐτῆς εἶναι ἡ δυνατότης τῆς συστηματιμῆς ἐρεύντς τυχόν- 
τος véou προβλήματος ὁμοιότητος, ἐπί T Ῥάσει τῶν γενιμῶν ἐξισώ - 
σεων ναΐί 1) ἔνταξίς του εἰς τῆν γενιμήν περίπτωσιν, pé πλεονέμτημα 
τῆν ἀποφυγῆν οἰουδήποτε λογιμοῦ ἤ μαθηματιμοῦ σφάλματος uai τῆν 
πλΏρη ματανόησιν τοῦ φαινομένου. 

Ἡ uatacueuf) ἑνός ὁμοιώματος év ἐργαστηρίῳ βασίζεται εἰς τάς 
περισσοτέρας τῶν περιπτώσεων εἷς τῆν ἀνάλυσιν τῆς ἐέελί- 

ἑεως ἑνός uafi τοῦ αὐτοῦ φαινοπένου, ὑπό δύο dra- 
φόρους, ποσοτιμῶς, μορφάς. Οὕτως, ἡ φυσιμή ὁμοιότης δύνα- 
ται νά θεωρηθῇ ὡς μία γενίµευσις τῆς γεωμετριμῆς ὁμοιότητος, 

Ὡς 04 εἴδωμεν περαιτέρω, εἰς τά πλαίσια τῆς μηχανιμῆς τῶν 
ρευστῶν, at ὀνομαζόμεναι συνθῆμαι ὁμοιότητος µεταφράλουν ὡ- 
ρισµένας ἀναλογίας, αἱ ὁποῖαι διέπουν τῆν πλήρη φυσιιῆν ὁμοιότητα. 
Διά νά ἀναλυθῆ μαλλίτερον τό γενιμόν αὐτό φαινόμενον τῆς φυσιμῆς ὃ- 
µοιότητος, 04 διαιρίνωμεν ματά σειρᾶν τῆν γεωμετριμῆν, τῆν 
µινηματιμῆν uai τῆν ὀυναμιμῆν ὁμοιότητα. 

18. 2 TECMETPIKH ΟΜΟΙΟΤΗΣ 

Δύο τριδιάστατοι γεωμετριμαί παραστάσεις εἶναι ὅμοιαι, εἄν ὅ- 

λαι ai σχέσεις μημῶν,συνδεουσῶν ὁμόλογα onpeia, εἶναι σταθεραί.Προσ- 
διορίσαµεν οὕτω τήῆν γεωμετριμῆν ὁμοιότητα. 

Ἔν τῇ πρᾶὲει, 16 ὁμοίωμα efvar συνῆθως γεωμετριιῶς ὅμοιον 
πρός τὸ πρωτότυπον. Ἐίς ἁρμετάς ὅμως περιπτώσεις, ἡ συνθήμη αὐτή 

δέν τηρεῖται παρά μερινῶς. Οὕτως, εἷς ὁμοιώματα λιµένων uai ποτα- 
μῶν ἡ υλῖμαξ σμιμρύνσεως τῶν ὁριζοντίων διαστάσεων εἶναι διάφορος 
τῆς τῶν ματαμορύφων. Aéyopev ὅτι τά ὁμοιώματα τοῦ τύπου αὐτοῦ εἴ 
να στρεβλής uripauoc. Ἡ χρῆσις τῆς διπλῆς αὐτῆς υἱλίμανιος 
µατέστη ἀναγμαία λόγῳ τῆς μεγάλης ἐμτάσεως τῶν ὑπό µελέτην ἔργων 
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uai τῆς uat’dvayunv μεγάλτς σμιμρύνσεως τῶν διαστᾶσεών των διᾶᾷ τῆν 
δυνατότητα µελέτης των év ἐργαστηρίῳ. Ἢ σμίμρυνσις αὐτή, ἐάν ἐφαρ- 
μοσθῆ μαί 314 tdc ματαιορύφους διαστάσεις, δίδει πολύ μιιρά ὕψη U- 
δατος, pé ἀποτέλεσμα, ἀφ᾿'ἐνός τῆν ἀνεπιτθύπητον ἐπιρροῆν 

τῶν ἐπιφανειαμῶν τᾶσεων εἰς τό ὁμοίωμα, ἀφ’ ἑτέρου δέ 
τόν uivduvov εἰσαγωγῆς τῆς ροΏῖῆς ἐν ὁμοιώματι eic 
τῆν περιοχῆν τῶν ἀἄστροβίλων ροῶν. Μόντ λύσις εἶναι ἐπο- 
µένως ἡ ἐμλογῆ µεγαλυτέρας udipauoc διά τᾶς ματαιμορύφους διαστά- 
σεις, pé ἀντίστοιχον αὔέησιν τοῦ ὕψους τῆς ροῆς (π. χ. υλῖμαξ 1: 500 

314 τᾶς ὁριζοντίους διαστᾶσεις, 1:100 διά τᾶς παταιιορύφους). 

18. 5 KINHMATIKH ΟΜΟΙΟΤΗΣ 

Ἔδν εἰς δύο συστήµατα γεωμετριμῶς ὅμοια παρᾶγονται μινήσεις 
ἤ ροαί περιοδιμοῦ ἤ µεταβαλλομένου χαραμτῆρος, uai ἐάν ἐμφανίζονται 
βραδεῖαι παραµορφώσεις, εἶναι ἀπαραίτητος ἡ εἰσαγωγή δύο νέων ἐννοτ- 
ὤν διά τῶν διατύπωσιν τῆς ὁμοιότητος. Πρόπμειται περί τῶν . ὁμολό- 
γωῶν (ἤῆ ἀντιστοίχων) χρόνων, ual τῶν ὁμολόγων σωμµατι- 
δίων. 

Ὅταν δύο ὑλιμά συστήματα εἶνα μινηματιμῶς ὅμοια,τά ὁμό- 
λογα σωµατίδια αὐτῶν µατέχουν ὁμολόγους θέσεις εἰς τούς ὁμολόγους 
χρόνους. Efvar εὔμολον τότε νά δειχθῆ ὅτι τά διανύσματα ταχύτητος 

μαί ἐπιταχύνσεως 800 ὁμολόγων σηµείων ἔχουν ὁμολόγους διευθύνσεις 
εἰς τούς ὁμολόγους χρόνους, Κατά συνέπειαν, αἱ τροχιαί δύο ὁ- 
μολόγων σωµατιδίων ἀποτελοῦν ὁμολόγους μαμπύλας. 
Efc τῆν εἰδιιιῆῶν περίπτωσιν σταθερᾶς ponc, αἱ ὁμόλογοι ypappai ροῆς 
εἶναι μαμπύλαι γεωμετριμῶς ὅμοιατ. 

18.4 ΔΥΝΔΜΙΚΗ ΟΜΟΙΟΤΗΣ 

Δέγομεν ὅτι δύο ὑλιιά συστῆματα εἶναι δυναμιμῶς ὅμοια, ἐάν τά 
ὁμόλογα σωµατίδια τῶν συστηµάτων αὐτῶν ὑπόμεινται εἰς ὁμόλογα 
συστῆματα δὀυνάμεων. 

Επἰδιμώτερον, ἐᾶν μεταξύ δύο ὑλιμῶν συστηµάτων ἡ διανομῆ τῶν 
μαζῶν εἶναι ὁμοία, γεγονός τό ὁποῖον δύναται να΄ἔχη ὡς συνέπειαν τήν 

γεωμετριιῆν ὁμοιότητα, τότε, λόγῳ τῆς σχέσεως ]:'=71ι2ή'- ἡ μπινηματιμῆ o 
µοιότης ἔχει ὡς συνέπειαν uai τῆν δυναμπιῆν ὁμοιότητα. 

Ἡ ἔννοια τῆς ὸμοιὁτητος δύναται νά ἐπειμιταθῆ εἰς πλεῖστα ὅσα 
χσρσυτῃριστωό ‘Eenpudchn πρό ὀλίγου εἰς μισν διονομῃν μαἱζῶν: ὁ λό- 
γος τῶν μαζῶν ομολογων σῃμεων δύο συστπμστων εἶναι ἀνεξάρτητος 
τῆς ἐιλογῆς τῶν σημείων''. Ἐίς τᾶς μελέτας ἐπί τῶν ἐλαστιμῶν παρα- 

μορφώσεων ἐφαρμδίομεν τά ἴδια διά τᾶς ροπᾶς ἀντιστάσεως:'' ‘O λόγος 
τῶν ροπῶν ἀντιστάσεως ὁμολόγων διατομῶν εἰς τό ὁμοίωμα μαΐ τό πρω- 
τότυπον δέον νᾶ mapapévn σταθερός, uai ἡ σταθερᾶ αὐτή πρέπει νᾶ εἴ- 
ναι ἡ ἰδία τόσον 314 τῆν ροπΏν εἰς στρέψιν ὅσον uai 314 τῆν ροπΏν είς 
μάμψιν. 

Ρ
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Μόνον pia λεπτομµερῆς uai πλήρης μελέτῃη ἑνός éudoTou προβλή- 
ματος ἐπιτρέπει τόν προσδιορισµόν τοῦ εἴδους τῆς ὁμοιότητος ἡ ὁποία 
πρέπει νᾶ ἐφαρμοσθῆ μεταξύ ὁμοιώματος uai πρωτοτύπου. Ἐπίς τά προ- 
Ῥλήματα τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν, δεδομένου ὅτι ένδιαφε - 
ρόμεθα διά ὁμοιότητα μεταξύ δύο ρευστῶν év μινήσει ἐντός τυχόντων 

ὑποδοχέων, déov νά ἔχωμεν συγχρόνως γεωμετρινῆν, ui- 
νηµματιμήῆν uai δυναμιμῆν ὁμοιότητα. 

Διά τῶν ἀνωτέρω ἐδόθη pia παραστατιμῆ efudv τῆς ἐννοίας τῆς ὃ- 
µοιότητος, ἡ ὁποία θᾶ διειπολύνη τῆν µατανόησιν τῶν νέων ἐννοιῶν, 

τᾶς ὁποίας εἰσάγομεν εἰς τό ἑπόμενον μεφάλαιον.



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 19. 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ MEAETH ΤΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

19.1 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

Ὡς ἤδη ἀνεφέρθη uai eic τῆν εἰσαγωγῆν 04 ὀνομάσωμεν φυστι- 
μῆν περιοχῆν &v ocuyueupornuévov σὔνολον φαινομένων,χαραμτηρτ 

ἐόμενον and ὡρισμένους νόµους ἐσωτεριπμῆς συνθέσεως. 
Eic ἐμάστην φυσιμῆν περιοχῆν ὑπάρχει ἕν πεπερασµένον πλῆθος 

φυσιμῶν μεγεθῶν, éu τῶν ὁποίων ὡρισμένα εἶναι ποσοτιμῶς γνωστά, ua- 
λοῦνται δεδομένα uail συμβολίζονται ὡς α,(ἐ-42,....Ν, TG ὑπόλοιπα &€ 
μαλοῦνται ἄγνωστοι παΐ συµβολίλζονται ὡς x¢=43....v).Mia φυσιμῆ πε- 
ριοχή εἶνα θεωρητιμῶς γνωστή ὅταν ἐμφρασθοῦν εἰς αὐτῆν ν τό 
πλῆθος σχέσεις, συνδέουσαι τά δεδοµένα pé τᾶς ἀγνώστους Αύταί θά 
εἶναι τῆς μορφῆς 

Έ;΄(ΧΙ;χ2,"'!Χν:α#:αΙι"ναµ)=0 (].9.].. Ο) 

ἔνθα (f=42, ν). 

"Eotw ἕν ἰδιαίτερον φαινόμενον τῆς περιοχῆς, διά τό ὁποῖον μία 
OTOHAN τιμῶν (3, %55, αρᾶρ,.-,αμ) ἱμανοποιεῖ τάς (19.1. α). Πολλαπλασιάζο- 

μεν ἕνα ἔμαστον τῶν ὅρων τῆς στήλης αὐτῆς ἐπί συντελεστάς τῆς μορ- 
φῆς (%, %py.e %y , δδ --- ,.7,). Ζητοῦμεν δέ τᾶάς συνθήμας πού ἀπαιτοῦνται, οὔ- 
τως ὥστε τό φοινὁμενον τό ὁποῖον ἀντιπροσωπεύςι ἡ νέα στήλῃ τιμῶν 
(fic,x,, 3y Χρ .ο %y Xy, α 8,0, ---,ἴμα) νά ὑπαμούτ εἰς τοῦς νόµους έσωτε- 
ριμῆς συνθεσεως τοῦ συνόλου, ἕπλοδῆ νά ἰσχύουν αἱ σχέσεις 

Ε (ε Χ, σς Χς ε, Χ ἤ,α͵, ,ἅ.α,.,... ἢ,α.)-: 0 (19.1. β) 

δι’ οἰανδήποτε έιρ)ζιι|ιτιν στήλην 1'1µωνά,, ρο Xy Θ ς-- µτ1"ης {19.1. ). 
Θέτομεν ἐὲ ὁρισμοῦ ὅτι " Ἢ υπορἐις τῶν συντελεστῶν 

¥y, %e s ¥y, , By, ἀποτελεῖ τῆν ἱμανῆν uai dvayuaiav συν- 
θήμην 814 τῆν Umnapéiv ὁμοιότητος εἰς τῆν ὑπ᾿ὄψιν ou 
σιμῆν περιοχῆν.
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Λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ στήλη τῶν ἀνωτέρω συντελεστῶν déov ὅπως tuc 
νοποιεῖ τῆν (19.1.B) διά πᾶσαν στήλην ἀγνώστων uai δεδομένων, tua- 
νοποιοῦσαν τῆν (19,1.α), ἐπιβάλλεται ὅπως αἱ ἐητούμεναι συνθῆμαι εἷ- 

ναι σχέσεις ἀνεξάρτητοι τῶν δεδοµένων uail ἀγνώστων. Θά εἶναι ἐπομέ- 
νως τῆς μορφΏς 

W, (ε %,,... %, Ά , ..ο,ῆ,) Ο ἕνα ((-42...,πὶ (19.1.Υ) 

Ἑπομένως ἀναζήτησις ὑπαρχούσης ὁμοιότητος, ση- 
μαίνει ἀναζήτησιν σχέσεων τῆς μορφῆς (19.1.Ύ),τοι- 
οὔτων ὥστε, ἡ ἰσχύς τῶν (19.1.Υ) μαί (19.1.α)νά ἕ- 
Χη ὡς συνέπειαν τῆν ἰσχύν τῶν (19.1.Ρ). 

Οἱ συντελεσταίβς, %y y¥ya,5,...,3,) ὀνομάζονται μλ΄ 
pauec. 

Αἱ σχέσεις (19. 1. Υ) μεταξύ υἱλιμάνων ὀνομάζονται σχέσεις ὁ - 
μοιότητος. ἜΠπιτός τῆς γενιμῆς ἐννοίας τῆν ὁποίαν δίδομεν οὕτως 
εἰς τήν λέξιν ὁμοιότης, ὀνομάζομεν εἰδιμιώτερον ἐφαρμογῆν ὁμοτ- 
ότητος, ἔμαστον μετασχηματισμόν, διά τοῦ ὁποίου μεταβαίνομεν ἀπό 
ἕν φαινόμενον (Χ,,»Χρ...»Χυ, , Agyens@,) εἰς ἔν ἄλλον φαινόμενον τῆς αὐτῆς 
φυσιμῆς περιοχᾖς(κ͵χ,,:ςχ,,...,π,χ,,,2͵α͵,2͵α͵,...,ἳ͵α͵) ὑπό τάς ἀνωτέρω προσ- 
διορισθεΐσας.. συνθῆμας, Τά φαινόμενα αὐτά, προυύπτοντα éu µετασχτ- 
ματισμοῦ, 6vopdlovrar ὅμοια φαινόμενα. 

Παρατηροῦμεν ὅτι εἰς ἑμάστην φυσιμῆν περιοχήν, τό 
σύνολον τῶν ὁμοιοτῆτων ἀποτελεῖ ὁμάδα διότι ὑἱμανοποι- 
εἴ τά ἀξιώματα τῆς διαρθρώσεως τῶν ὁμάδων (ἴδε 2.1. 5) ὡς προμύπτει 
ἀπό τά éénc: 

Αἱ ὁμοιότητες εἶναι µετασχημµατισμοί. Ἑπομένως διά 
δύο μετασχηματισμούς M, uai M, ὑφίσταται μία μαθηματτιή πρᾶέις .Πραγ- 

ματοποιοῦμεν πρῶτον τόν µετασχηµατισμόν M, , év συνεχείᾳ δέ τόν µε- 
τασχηµατισµόν M, . 'E¢ οὗ προυύπτει ὁ µετασχηµατισμός Μ, διά μιᾶς 
γενιμευμένης πρᾶέεως, (@) ἤτοι 

Ms EMP (Δ4Ι) ==Μ:* Ml 

προσδιορίζεται δέ éu τοῦ ὅτι, ἐάν gx) παριστᾶ τό πρός μετασχηματι- 
σμόν εἴδος ua{M[g(,\Q] τό ἀποτέλεσμα ἑνός μετασχηματισμοῦ, & ἰσχύτ ἡ 
ταυτότης 

Μ,Μ,(φο} Μφ ( } (19.1. δ) 

Θά δείξωμεν τώρα ὅτι,εἰς τήν περίπτωσιν τῆς ὁμοιότητος,τό προ- 

μῦπτον ἐμ τῆς μαθηματιμῆς πράξεως νέον στοιχεῖον εἶναι ἀνεξάρτητον 
παντός ἄλλου στοιχείου. Πράγματι, éudotn ὁμοιότης χαραμτηρίξΖεται ἀ- 
πό μίαν στήλην συντελεστῶν, ἤτοι ἡ Μ, éu τῆς OTHANG (%,%,-.%,3,5,)--,3,) 
μαί ἡ M, ἐμ τῆς φς 3, 2,..., %) . Ὁ μετασχηματισμός Μ, χαραυτηρί- 
ἐεται ἀπό τήν στήλην (WK, %5, 4, A Α ANR, .. x4 ) , ἥτις ἑἑαρτᾶται 
μόνον ἀπό τάς M, uai M, ὅ. ἔ. ὁ. 

Εἰσαγωγή εἰς τήν θεωρητιμήν ὑδραυλιμῆν 17
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‘B¢ ἄλλου τό ἀποτέλεσμα τῆς μαθηματιμῆς πρᾶἐέεως ἀνύμει εἰς τό 
σύνολον. Πράγµατι, éu τοῦ ὁρισμοῦ τῆς ὁμοιότητος, ἐάν Χ παριστᾶ pi- 
av λύσιν τῆς (19.1. α), αἱ στῶλαι τῶν τιμῶν Μ μαί Μςιά4,ζκ/,…)]€,΄ί΄χ|ςιι δια- 
δοχιμῶς λύσεις τῆς (19.1.α). Ἑπομένως ἡ Μιῥῳ εἶναι λύσις τῆς (191.α) 
δι’ οἰανδήποτε ἀρχιμήν λύσιν x;. Ἔπί πλέον ἡ λύσις Μ, χαραμτηρίὲς - 
ται ἀπό μίαν σειράν συντελεστῶν. Συνεπῶς 1) Μ, ἀποτελεῖ νέαν ὁμοτ- 
ότητα uai ἀνήμει εἰς τό σύνολον τῶν ὁμοιοτήτων τῆς φυσιμΏς περιοχῆς 

Ἢ µαθηµατιμή πρᾶέις τοῦ συνόλου τῶν ὁμοιοτήτων ὑπαμοῦει εἰς 
τόν προσεταιριστιόν νόµον. Αύὐτό προυύπτει ὡς ἅμεσος συνέπεια τῆς 

ταυτότητος (19. 1. δ). 
Ὑπάρχει ἐξ ἄλλου uai οὐδέτερον στοιχεῖον εἰς 16 σύνολον τῶν 

ὁμοιοτήτων. Πρόμειται περί τῆς στήλης τιμῶν (1,1,1,...) ἤτοι μιᾶς ὁ- 

µοιότητος ἐμφυλισθείσης εἰς ταυτότητα. 

Efc ἑμάστην ὁμοιότητα (%,,%; ) ἀντιστοιχεῖ pia ἀντίστροφος ὁμοι- 

ότης β/…,,', 4/&.) . Ἡ ἀντίστροφος αὐτήῆ ὁμοιότης ἀνῶΏμει εἰς τό σύνολον, 
διότι ἀποτελεῖ τῆν µετάβασιν éu τοῦ µετασχημµατισθέντος φαινομένου 

M,(x;) εἷς τό ἀρχιμόν φαινόμενον Χ;- 
Θά ὀνομάσωμεν uaboriufv ὁμοιότητα εἰς piav φυσι- 

μῆν περιοχῆν,  ἁπλούστερον, ὁμοιότητα εἰς τῆν πς- 
ριοχῆν, τῆν πλέον ἐμτεταμένην ὁμάδα τῶν µετασχη- 
ματισμῶν πού ὁίδουν ὅμοια φαινόμενα. Miav ἐπμάστην 
τῶν ὑπο-ὁμάδων αὐτῆς 64 τῆν μαλέσωμεν piav ὁμοιό- 
τητα, Κατ΄ἀάνᾶλογον τρόπον, ὅταν μελετῶμεν τῆν συμμετρίαν μιᾶς εἰ 
μόνος, πρέπει νά διαμρίνωμεν τῆν γενιμπῆν ὁμάδα τῶν τρόπων µετασχτ- 
ματισμοῦ διά τῶν ὁποίων δύναται νά ἀναπαραχθῆ ὁμοία efwdv uaf τούς 

εἰδιμούς μετασχηματισμούς, τούς ἀπαιτουμένους διά piav μαί μόνην & 
ναπαράστασν. Τῆν γενιμῆν ὁμᾶδα 04 ὀνομᾶσωμεν ὁλιμῆν 
συμμετρίαν τῆς εἰμόνος, τᾶς δέ ἐπί µέρους ὑὕπο-ὁμᾶ- 

δας, μίαν οσυμμετρίαν. 
Θά µαλέσωµεν ἐλευθερίαν ὁμοιότητος, τόν ἀριθμόν τῶν 

αὐθαιρέτων υἱλιμάνων, ἤτοι τόν ἀριθμόν τῶν υλιμάνων πού παρα- 

pévouv αὐθαίρετοι μετά τῆν ἐφαρμογῆν τῶν σχέσεων (19,1.9Υ). 
Παρατήρησις 1: Ἐίς τόν δοθέντα ἀνωτέρω ὁρισμόν τῆς φυσιμῆς ὁ- 

µοιότητος, ὡρισμέναι éu τῶν μεταβλητῶν (ἄρα,,...,α,) δύνανται νᾶ εἶναι 
συντεταγµέναι ἤ χρόνος χωρίς νά σηµαίνη pé αὐτό ὅτι τά φαινόµενα 
ἔχουν τούς αὐτούς ἄἐονας ἀναφορᾶς ἤ τῆν αὐτῆν ἀρχήν χρόνων. 

Παρατήρησις 2: “Anavra τά ἀνωτέρω ἰσχύουν αΐ εἰς τῆν περίπτω- 
σιν πατά τῆν ὁποίαν τό σύστημα (19,1. α) περιέχει uai διαφοριμᾶς ἐξι-- 
σώσεις ἤ ual ἐξισώσεις pé μεριμάς παραγώγους. Τό σύστημα (19.1, α) 
περιέχει τότε ἐπί πλέον, τᾶς συνθήιιας εἰς τά ὅρια uai pia λύσις τοῦ 
(19.1.a) περιέχει piav στύλην συναρτήσεων ἀντί μιᾶς στήλης τιμῶν. 
Τοὐναντίον αἳ udipauec παραµένουν διά πᾶσαν ὁμοιότητα, pia ὡρισμέ- 
νη στήλη τιμῶν, συνδεδεµένων pé ἐπμάστην τῶν μεταβλητῶν X;,a;. 
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19. 2 ΣΥΝΘΗΚΑΙ KAI ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΟΜΟΙΟΤΉΤΟΣ - @EMEAIQ- 

ΔΕΣ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

Αἱ σχέσεις ὁμοιότητος (10.1.Υ) χωρίἐζονται εἰς 

δύο ματηγορίας. Πράγματι, εἷς ἔμαστον πρόβληπα ἐν τῷ πρᾶὲει 
μαλούμεθα νᾶ προσδιορίσωµεν ποῖα peyébn ἀποτελοῦν τά δεδομένα α 
ποῖα τοῦς ἀγνώστους, ‘Edv & ἀριθμός π τῶν σχέσεων ὁμοιότητος εἶναι 
μεγαλύτερος τοῦ ἀριθμοῦ ν τῶν ἀγνώστων, θά mapapeivouv uaf σχέσεις 
μεταξύ τῶν υλιμάμων τῶν δεδομένων uai μόνον αὐτῶν. 

Ἕστω 611 ἔχομεν σ-ν -- --(θετιιός ἀμέραιος), Τό σύστημα (19.1.Υ) 
ἀντιστοιχεῖ τότε εἰς 

ἕὩπρα,ῆ, ) (ἐ-45....ν) (19. 2. α) 

φ,(ἢ,,3,,..,)Ξὸ  (=12..,0) (19.2.8) 

Αἱ σχέσεις (19.2.B) éu τοῦ γεγονότος ὅτι περιέχουν μόνον τάς 
udfpauac τῶν δεδομένων, ἐπμφρᾶίουν τάς συνθῆνας συμβιβαστότητος τάς 
ὁποίας εἶναι ἀπαραίτητον νᾶά πληροῦν αἱ υλίμαμες διά νᾶ εἶναι δυνατή 
ἡ πραγματοποίησις ὁμοίων φαινομένων. Τάς ὀνομάζομεν συνθήμας & 
µοπιότητος. : 

Ἄς ὑποθέσωμεν ἐπί πλέον ὅτι εἰς ἔναστον σύστημα δεδομένων 
(,...αμ)ἀἀντιστοιχεῖ ἔν uaf μόνον φαινόμενον. Τότε ἡ 6THAN βερῳπαριστᾷ 
τό φαινόμενον τό ἀντιστοιχοῦν εἰς τά δεδομένα (;,α;). Eic τήν περί- 
πτωσιν αὐτῆν, αἱ σχέσεις (19, 2, α) ἐμφανίζονται ὡς φυσιιαί συνέπειαι 
τῶν σχέσεων (19.2. ὴ). Θά ὀνομάσωμεν ἑπομένως τᾶς (19. 2. α) ἀποτε- 
λέσματα ὁμοιότητος. 

Ὁ ὁρισμός τῆς ὁμοιότητος ὁδηγεῖ εἰς ἕν θεμελιῶδες θεώρημα ,τό 
ὁποῖον δυνάμεθα νά ὀνομάσωμεν θεώρημα τῶν γινομένων τῶν 
δυνάμεων. ᾿Αποδειωνύεται δηλαδή ὅτι: ᾿Αἑ σχέσεις ὁμοιόττ- 
τος εἶναι ὑποχρεωτιμῶς ἰσότητες πεταξύ γινομένων 
τῶν δυνάμεων τῶν μλιμάὋνων" Αὐτό ἐἐεφράσθη τό πρῶτον ὑπό 
τοῦ BRIGMAN, 

Θά δώσωμεν ἐν συνεχείᾳ μίαν γενιμωτέραν ἀπόδειξιν, στηριζόμε - 
νοι εἰς τά θεωρήµατα τοῦ CAUCHY, τοῦ DARBOUX uaf τοῦ G. HA- 

MEL, σχετιμῶς pé τᾶς προσθετιµμᾶς συνεχεῖς uai ἀσυνε- 
χεῖς οσυναρτῆσεις. 

Ἕστω ὅτι ἔχομεν ἐπιλύσει τάς (19.1. α) ὡς πρός x; ὁπότε 64 ἕ- 

χωμεν 

x; =w, (a,a,..,a,) (-1,2..., ν) 

Ὑποθέτομεν ἐξ ἄλλου ὅτι ἔχομεν ἐπιλύσει τᾶς (19. 2. B) ὡς πρός 

Ay Aty ἤμορια. 

'Β…ι|=΄Φ.; ιθοθεν"'3!4) ζΐ=µ:'"ιµ-9+1) (19. 2.γ)
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Ἡ ὕπαρξις τῶν (19. 2. β) ἔχει ὡς ἐπαμόλουθον τάς (19. 2. α) αἱ ὁ- 
ποῖαι γράφονται μαΐ ὑπό τῆν μορφήν ἑνός λόγου, δύο τιμῶν, δύο ὁμοί- 

wv φαινομένων, ἥτοι 

Χς ω,(ῆ,α,, Ἴ,α͵,....,7μα,) 
s e ® = fi, ,,.,,3 (19. . ὁ JC,, X; w"(a4,a2,...,afl) f( Γζ μ) ) 

᾽Απαλείφομεν τά A; ἐν τῆῇς (3.2,98) 

ω, (ἤ,α, ...., φ)α,.)} , 
ς = Ξ - fl -ἣ ,...,2 -- 9. 2. 

Ἔ ωι’(α{,--.,ᾶμ) 
f( 172 µ t’) (1 Ἔ 

Θά detlupev ὅτι αἱ συναρτήσεις φ/ uai ζ΄ εἶνα yivépeva δυ- 

νάµεων, ἀρχίζοντες ἀπό τῆν Φφ/. Χρησιμοποιοῦμεν τῆν µέθοδον τῆς 
τελείας ἐπαγωγῆς, ἀποδειμνύοντες ματ΄ἀρχῶν τό ζητούμενον διά v=1, 
u=3 uafl ἐλευθερίαν ὁμοιότητος ἴσην ué δύο. Al ἀνωτέρω σχέσεις γρᾶ- 

φονται 

ΧΞ ω(α!’ a,, as) 

A=¢'(A,,7,) 

x’ - ω(ἣ͵α͵,.ἣ͵α͵͵ζα3) 

Χ ω{α4 ’a?l α3) 

Χ Ξ !'(';,-|,'Ή.Θι'Β8) 

-- φίλια, 3,8, φίαι) 
ΔΙ( α4 ᾽ a? ᾽ %) 

?'!Υ34:3:) 

ςε " ς 4 ᾽ ΄ ε α λ α α ΄ 
Ἡ συνθήμη ὁμοιότητος (19, 2. Υ) ἐμφράξει ὅτι ----φ / Ζ *) διότι 

αοε ιασ1 au 
2 4 2 Ύ ΄ ~ 2» ΄ ψ ΄ ε Ζ 
ἐν γένει - , ἔνθα α εἶναι μία τυχοῦσα τιμή uai a, εἶναι pia ὡρισμέ- 
νη τιμή, ἀντιστοιχοῦσα εἰς ὡρισμένον φαινόμενον τοῦ συνόλου. Ἡ σχέ- 
σις αὐτή γράφεται ἐπίσης 

α,-- σία,,α,) (18.5.ἢ 

Ἢ συνάρτησις g ἔχει ἐὲ ἄλλου τήν ἰδιότητα 

-ΞΘ-: 9(α'᾽α').-:ᾧ’|α΄ : az) Π9. 2.n) 

α, φία,,α,) “λα, , 
Τό δεύτερον μέλος τῆς (19. 2. η) γράφεται 
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σίαξ,α:} σία,α,) φίαί,α:) 
g(a,,a?) g(@a,.a) gla;,a,) 

Ξ |“͵ α) ,9(α, a, 
" [, a,)°¢( a,’ a, 

ἤ ἁπλούστερον ¢'(@,A)=¢(7,.1) ς(4Ά). (19. 2.) 

᾿Ἔῤργαζόμενοι ὁμοίως διά αἀζεμιν.α,, a,=a, ἔχομεν 

guva,a) _ glka,a,) σίμννα,,α,) 
9(a,.a) 9(a,.a,) 9ίμα, , α,) 

φίμ'ν,1)- φίμ,2). ςΊν,1) (19.2.1) 

ξ
 

Θέτομεν lnp=c,lnv=t uai λογαριθμίζομεν τῆν σχέσιν (19.2,1) ὁπό- 
τε διά φίδ:τ)- ἵπφίμιν,1) προνύπτει 

φο +7)=g{c)+ οἴτ) (19.2,u) 

Ἡ σχέσις (19.2,u) ἀποτελεῖ ἐξ ὁρισμοῦ τῆν ἱμανήν uai dvayuat 

αν συνθήμην διά νά εἶναι μία συνάρτησις φ” προσθετιμή, ὡς πρός 
τάς μετοβλῃτὁς σ,τ. Θά περιορισθῶμεν υιατ΄όρΧήν εἰς τάς προσθετι- 
μᾶς ουνεχεις συναρτήσεις. Συμςοωνως προς τῆν ώζετ…ην θεωρίαν αἱ μό- 

ναι λύσεις τῆς (19. 2.) θά εἶναι τότε τῆς μορφῆς 

¢te)=pc (β- σταϑ.) (19.2.2) 

Ἑπομένως προμύπτει ὅτι φ[μ,/)-μ΄ uaf φῖν,1)- νῦ. Ἢ σχέσις (19. 2. θ) 

δίδει τότε 

Τ(λ,,2,)Ξῆ, Ξ (19. 2. μ) 

ἔνθα B,,B, εἶναι σταθεροί ἐμθέται. ᾿Απεδείχθη ἑπομένως ὅτι ἡ συνάρ- 

τησις ¢’ εἶναι ἕν γινόμενον δυνάµεων. Απλή ἐφαρμογή τῆς τελείας ἐ- 
παγωγῆς δειμνύει ὅτι τά αὐτά 08 ἰσχύουν uai 814 τῆν γενιιήν περίπτω- 

owv τῆς σχέσεως (19. 2. ε). 

Ἄς ἐξετάσωμεν τέλος τῆν περίπτωσιν ματά τῆν ὁποίαν αἱ προσ- 
θετιμαί συναρτήσεις εἶναι ἀσυνεχεῖς. Ἔχει ἀποδειχθῆ ὅτι ἐάν πία προσ- 
θετιμῆ συνάρτησις εἶναι ἀσυνεχής eic ἕν σημεῖον τότε 
α) Ἐΐναι ἀσυνεχής εἰς πᾶν σημεῖον αὐτῆς (CAUCHY). 
) Διά τυχόν πεπερασµένον διάστηµα δέν ἔχει ὅρια (DARBOUX).
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γ) Eic τυχόν πεπερασμένον διάστημα,λαμβάνει τιμάς ὅσον θέλομεν πλτ- 
σιαζούσας οἰανδήποτε τυχοῦσαν τιμήν (HAMEL). 

Δι΄ἕνα φυσιμόν ἤ μηχανιτιόν, μία τοιαύτῃ ἀσυνεχῆς προσθετιμῆ 
συνάρτησις δέν δύναται νά θεωρηθῇ ὡς χρησιμοποιῆσιμος, τοὐλάχιστον 
διά τῆν µλασσιμῆν μηχανιμῆν. Πράγματι,τά χρησιμοποιούμενα με- 
γέθη εἰς τῆν φυσιμῆν ἔχουν ὅρια διά πᾶν πεπερα- 
σμένον διάστημα uai παρουσιάζουν πεπερασμένον ἀ- 

ριθμόν ἀσυνεχειῶν. 
Ἑπομένως udbe προσθετιμῆ συνάρτησις, παρουσιάζουσα ἔστω πιαί 

μίαν ἀσυνέχειαν, εἶναι ἀπαράδειιτος διά τά προβλήµατα τῆς μλασσιμῆς 
φυσιμῆς, Αἱ μόναι προσθετιιαΐί συναρτήσεις πού δεχόμεθα εἶναι εἰς πᾶν 
σημεῖον των συνεχεῖς. 

Συμπεραίνομεν λοιπόν ὅτι αἱ μόναι δυναταί σχέσεις ὃὅ- 
µοιότητος 04 εἶναι ἰσότητες μεταἑξύ γινοµένων τῶν 
δυνᾶάμεων τῶν udipduuwv. 

19. 5 ANHI"'MENAI METABAHTAI-ANHI"MENAI ἘΕΞΙΤΣΩΣΗΕΙΣ 

Ἔμπ τοῦ θεωρήματος τῶν γινομένων τῶν duvdpewv προμύπτει ua- 
τά συνθετιιιόν τρόπον ἡ ἔπμφρασις τῆς ὑπάρέεως ὁμοιότητος, ἤτοι du- 
νᾶμεθα νά ἐπμφρᾶσωμεν συγχρόνως τᾶς συνθήμας μαΐ τά ἀποτελέσματα 
τῆς ὁμοιότητος. 

᾽Απεδείζαμεν ὅτι αἱ σχέσεις (19.2.a) uaf (19.2.B) εἶναι μονώ- 
νυμοι, ἑπομένως δύνανται νά γραφοῦν ὡς éénc 

ςπ ή μ (4=1,2,...,v) (19. 8, α) 
AL η (i=1,2,...,9) (19.3. ϱ) 

Ἂν ἀντιιαταστήσωμεν ἑμᾶστην uldipaua , , διά τοῦ λόγου δύο 

͵ P, oPui Xi _ Έ Έ, 

. .ο αδμε X; αὖδ... α 
τιμῶν, δύο ὁμοίων φαινομένων - αἱ σχέσεις (19.3.α) 

4 

uatf (19.3.8) λαμβάνουν τότε τῆν μορφήν 

X ἐ - ' -~ (19.3.v) 
alj“’" afpd af«'.__afm 

a% ... af"= af"'”a;"" (19. 83. δ) 

Εἰἷς τὴν περίπτωσιν ὑπάρέεως μίας μαΐ μόνης λύσεως, τό σύστη- 
Ύ 2 ~ , IR ΄ 

μα (19.3.v) εἶναι συνέπεια τοῦ συστήματος (19. 3. ὁ). Αὐτό σημαίνει 
ὅτι, ὅταν αἱ ποσότητες 

A;=al%...al (i-12..0) (19. 3. ε) 
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λαµβάνουν διαφόρους τιμάς, αἳ ποσότητες 

Χ, ---ς ἐ : (ἐ- 4,2,...,ν) [19.,.3,.} 
α͵ Ξ' (1.', 

λαµβάνουν ἄλλας ἀντιστοίχους τιµάς uai ἰσχύει uai τό ἀντίστροφον ,ἐ- 
΄ . Ὑ ΄ .- > 

πομένως at X, εἶναι συναρτήσεις τῶν -Α,, ἤτοι 

X"'-'-'F(Jq") (19.3.n) 

Τά yeviueupéva μονώνυμα X;, A; dvopdlopev ἀνηγμένας pe- 
ταθλητᾶς, Τά X, elvar αἱ ἀνηγμέναι ἄγνωστοι, ἐνῶ τά 4, εἷ- 
ναι τά ἀνηγμένα δεδομένα, Δὲ ἐξισώσεις (19. 8. η) ὀνομάξονται 
ἀνηγμέναι ἐξισώσεις, Γενιμῶς δέ 04 ἔχωμεν ὅτι 

1) Ὁ ἀριθμός τῶν ἀνηγμένων ἀγνώστων ἰσοῦται πρός τόν ἀριθμόν 
τῶν ἀγνώστων. 

2) 'O ἀριθμός τῶν ἀνηγμένων δεδομένων ἰσοῦται μέ τόν ἀριθμόν 
τῶν συνθημῶν ὁμοιότητος, ἤ ἀμόμη μέ τόν ἀριθμόν τῶν σχέσεων ὁμοιδ- 
τητος μεῖον τόν ἁριθμόν τῶν ἀγνώστων. Ἑπομένως 84 εἶναι τό πολύ Ἐ 
σος pé τόν ἀριθμόν τῶν δεδοµένων uafl εἷς τῆν περίπτωσιν αὐτῆν ὅλαι 
αἱ urfpauec τῶν δεδομένων γίνονται μοναδιαῖαι uai ἡ ὁμοιόττς éueu- 
λίζεται εἰς ταυτότητα. 

Τά πλεονειτήματα τῶν ἀνηγμένων ἐξισώσεων εἶναι μεφαλαιώδη διά 
τούς éénc λόγους: 

1) Ἢ ἀναπαράστασις τῶν πειραματιμῶν ἀποτελεσμάτων ἁπλοποιεῖ- 

ται ἀπιστεύτως πολύ. Ἐίς μίαν σελίδα δυνάμεθα νά χαράξωμεν μίαν 
μαμπύλην συνδέουσαν δύο μεταῤλητάς ἤ τό πολύ ἕν διάγραμμα συνόδέ- 
ον τρεῖς μεταθλητᾶάς. ἜἜδν ὑπάρχουν v =2 ἄγνωστοι ual μ-4 δεδομέ- 
να uai ἐᾶν θελήσωμεν νά ἔχωμεν ὅλα τά ἀποτελέσματα διά εἴπμοσι τι- 
μάς μίας ἑμάστης éu τῶν τριῶν ἐπί πλέον μεταβλητῶν, 04 ἐχρειάζοντο 
8.000 διαγράμματα διά νά ἀναπαρασταθῇ πλήρως ἡ σχέσις ffxy,apz)=0. 
Διά τῆς χρήσεως ἀνηγμένης ἐξισώσεως μαΐ μεταβλητῶν, δύο μόνον δια- 
γράμματα εἶναι ἀρμετά. 

2) Ἢ σύγυρισις τῶν πειραματιμιῶν ἀποτελεσμάτων εἶναι ἐπίσης 
ταχυτάτη. Efc τό προηγούμενον παράδειγμα, μέ χρῆσιν ἀνηγμένων ἐέι- 
σώσεων, ἡ σύγυρισις τῶν ἀποτελεσμάτων δύο ἐργαστηρίων γίνεται εὖ- 
μόλως, δι᾽’ ἁπλῆς ἐπιθέσεως τῶν διαγραμμάτων, ἀδιαφοροῦμεν δέ διά τάς 
μονάδας μετρήσεως τῶν δύο ἐργαστηρίων, δεδομένου ὅτι τά χρησιμο- 
ποιούμενα εἰς τᾶς ἀνηγμένας ἐξισώσεις πεγέθη εἶναι ἀδιάστατα. 

19.4 MEOOAOI ΑΝΔΖΗΤΗΣΕΩΣ ΤΩΝ ΝΟΜΩΝΥ ΤΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ OMOI- 

ΟΤΗΤΟΣ 

Ἢ ἀναζήτησις τῶν νόμων τῆς φυσιμΏῆς ὁμοιότητος ἑνός συνόλου 
φυσιμῶν φαινομένων δύναται νᾶ πραγµατοποιηθῆ ματά ὁύο διαφόρους pe- 
θόδους.
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1) Μέθοδος ἀπ᾽εύθείας ἀναζητΏσεως. Στηρίλεται εἰς αὐτόν a6’ 
ἑαυτόν τόν ὁρισμόν τῆς ὁμοιότητος. Διά νά τῆν ἐφαρμόσωμεν ἀρχίῖο- 
μεν γράᾶφοντες τάς ἐξισώσεις τῶν ὁμοίων φυσιμῶν φαινομένων uai ἐν 
φράξομεν τήν ταυτότητά των δι οἰανδήῆποτε τιμήν τῶν 
ἀγνώστων. 

Ὡς πρῶτον βασιμόν perovéurnpa τῆς μεθόδου αὐτής προμύπτει 

ἑπομένως ἡ ἀναγμαιότης γνώσεως ὅλων τῶν ἐξισώσεων τῶν φυσιμῶν φατ- 
νοµένων (εἰς πλεῖστα φυσιμᾶ φαινόμενα ἀγνοοῦμεν τᾶς ἀπμριβεῖς ἐέι- 
σώσεις, πλῆν ὅμως ἔχομεν ἀνάγμην τῆς µελέτης των ἐπί ὁμοιωμάτων, 

π.χ. μελέτη λιµένος, ρευμάτων u. AT ). 
‘Edv εἰς μίαν φυσιιήν ἐξίσωσιν ἔχωμεν μόνον δύο μονώνυμα τµή- 

ματα, at σχέσεις ὁμοιότητος 04 εἶναι προφανῶς ἡ ἐξίσωσις τῶν μλιμᾶ- 
uwv τῶν δύο τμημάτων. ἜἜάν μία ἐξἑίσωσις περιέχη περισσότερα τῶν 
δύο, μονώνυμα tphpara, πρέπει νά ἐξισωθοῦν αἱ udipauec ὅλων τῶν µο- 

νωνύμων ὅρων. Πράγμµατι, ἄς ἐἐετάσωμεν τῆν περίπτωσιν μιᾶς ἐξισώσε- 
ως τῆς μορφῆΏς. 

X=A,+4, (19. 4. α) 

Θέλομεν νά ἐπαληθεύεται μαΐί ὅταν πολλαπλαστιασθῇ ἔμαστος ὄρος 
᾽ » Ζ ᾽ ἐ κ ~ ΄ 

01" αὐθαιρέτου παράγοντος. ἨΠ.χ., ἐάν μ,ν, & εἶναι τρεῖς αὐθαίρετοι πα- 

ράγοντες, πρέπει νά ἰσχύτ 

μΧ-νλμΖαΑ.ς (19, 4, β) 

Ἡ σχέσις (19.4.a) δέον ὅπως ἐπισύρη τῆν σχέσιν (19.4.B) διά 
τυχοῦσαν τιμῆν τῶν μ,ιν,ιῷξ, Δξον ἑπομένως, διά ματαλλήλου ἀφαιρέσε- 
ως, νᾶ ἔχωμεν 

(V "P’)Ag +(¢"}‘)A2= 0 Π 9.4, γ) 

Ἢ ἐπαλήθευσις τῶν σχέσεων (19.4.v) διά A,=0,4,=4 uaid 1,40 

δίδει τήν συνθήμην 

μενεξ (19.4.9) 

Αἱ τρεῖς udipauec πρέπει ἐπομένως νά εἶναι i- 
σαι uai ἡ συνθήμη αὐτή εἶναι ἀναγμαία uai ἱμανή. 

2) Μέθοδος διαστατιιῆς ἀναλύσεως. Ἢ μέθοδος αὐτή εἶναι πο- 

λύ γενιιωτέρα τῆς προηγουμένης, μᾶς ἐπιτρέπει δέ τῆν εὕρεσιν τῶν 
νόμων ὁμοιότητος ἑνός συνόλου φυσιμῶν φαινομένων ἀμόμτ uaf εἰς τήν 
περίπτωσιν ματά τῆν ὁποίαν ἀγνοοῦμεν τᾶς ἐξισώσεις, αἱ ὁποῖαι διέ- 
πουν τά φαινόμενα. Ἢ ἀνάπτυέις τῆς μεθόδου αὐτῆς, ἐπί τῷ βάσει νέ- 

ὧν ἀρχῶν μαθηματιιῆς ἀναλύσεως, ἀποτελεῖ τό ἀντιμείμενον τοῦ ue- 
φαλαίου 21. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 20. 

ΝΟΜΟΙ ΦΥΣΙΚΗΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

ΤΩΝ ΚΛΑΑΣΣΙΚΩΝ ΡΗΥΣΤΩΝ 

ΔΙΑ ΤΗΣ ΑΠ’ΕΥΘΕΙΑΣ ΜΗΒΕΘΟΔΟΥ 

20. 1 ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΕΣΜΟΣ ΤΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ ΠΗΕΡΙΟΧΗΣ ΤΩΝ ΦΑΙΝΟΜΗ - 

NON-T"ENIKAI ΕΒΞΤΙΣΩΣΗΙΣ 

Ἐπίς τῆν napdypagov 6.4.1 ὡρίσθη ἐπί τῷ Βάσει τῶν ὑποθέσεων 
τῆς γραμμιμότητος, τῆς ὁμογενείας ualthe ἰσοτροπίας ἡ 
ἐξεταζομένη φυσιμή περιοχῆ τῶν ηµηλασσιμῶν ρευστῶν. 

Τό σὔνολον τῶν ἐἐισῶώσεων τῆς ἀνωτέρω περιοχῆς διαιρεῖται εἰς 
τρεῖς ματηγορίας: 

1) 'Ἐξισώσεις éu τοῦ θεµελιώδους νόµου τῆς δυναμιμῆς. Ἡ εὕρε- 
σις τῆς γενιμῆς των μορφῆς δίδεται εἰς τῆν mapdypagov 9.1,εἶναι δέ 
αἱ τρεῖς ἐξισώσεις (9. 1. θ) 

-μᾶν, 1ι(|΄7+µ)ςπαάάίυ7 (20,1, α) δυ = δρ 
--- +Vgrady; Ξε -- ε>( δ Α ν ν 

2) Ἐλξίσωσις συνεχείας ἤ νόµος διατηρήσεως τῆς μάζης. Αὐτή éu- 
φράζει (παρᾶγραφος 9.2) ὅτι ἡ pdla m τυχόντος τμήματος ἑνός ὑλιμοῦ 
συστήµατος, τό ὁποῖον ἀμολουθοῦμεν εἰς τῆν μίνησίν του, παραµένει 
σταθερά, προμύπτει δέ ἡ ἐξίσωσις (9, 2. α), ἤτοι ἡ 

ξΞξ.+άω(ρΘ=ο (20.1. ) 

3) ᾿'Εξισώσεις ματαστάσεως. Πρόμειται περί τῶν σχέσεων (9, 3. α) 

ἕως (9,8.8) αἴτινες ἐμφρᾶίουν τήν ἐξάρτησιν τῶν μεγεθῶν p.d,u and 
τῆν εἰδιμήν μᾶζαν ο uai τήν θερμουρασίαν T (ἴδε παράγραφον (9. 3)). 
Λόγῳ τοῦ ὅτι αἱ σχέσεις αὐταί διαφέρουν ἀνά πατηγορίας υλασσιμῶν 
ρευστῶν, δέν δυνάμεθα νά Tdc ἐυμφράσωμεν διά μίαν γενπιήν περίπτω- 
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σιν. Eic τῆν παροῦσαν παράγραφον, δέν λαμβάνομεν ἑπομένως ὑπ᾽ ὄψιν 

τούς νόμους φυσιμῆς ὁμοιότητος τούς προμύπτοντας. éu τῶν ἐξισώσεων 
αὐτῶν. Καθίσταται οὕτω πρόδηλον ἔν μειονέμτημα τῆς 
ἀπ᾿ εὐθείας μεθόδου ἔναντι τῆς διαστατιμῆς ἀναλύσε- 
ως. ᾿Αναγιμαζόμεθα ὁδηλαδή νά περιορίσωμεν τῆν φυστ- 
ufiv περιοχῆν, οὕτως ὥστε εἰς τό νέον ὑποσύνολον 

τῶν φαινομένων τῆς "περιωρισμένης περιοχῆς 'νά yvw 
ρίζωμεν ἅπαντας τούς φυσιμούς νόμους. 

Θά ἐξετάσωμεν ἐν συνεχείᾳ φαινόμενα ἀσυμπιέστων ρευ- 
στῶν ἄνευ μεταφορᾶς θερμιμῆς ἐνεργείας, 

Ἔπ ὁρισμοῦ, διά τά ἀσυμπίεστα ρευστά (παράγραφος 9.5.2 ) 1- 
σχύουν αἱ ἐξισώσεις 

ζϊι΄ +.79?αάυ€=έΩ-ξ. ΞΐτΧ΄74 .;;|Δ'ι).. (20.1.v) 

-  Ju: 
divV=ab=0 (20. 1. δ) 8Χ & 

Eic 16 yevwudv npdpAnua τῶν ιἱλασστυῶν ρευστῶν ἔχομεν & ἀγνώ- 
στοὺυς συναρτήσεις, τᾶς 

ὕο,,ἐ), 06,t) s P(ust) , T(%,t) (20,1. ε) 

ἐννέα δεδομένας συναρτήσεις ἤ γνωστάς σταθεράς, τάς 

χί᾽ΐ’|ιι';ν:μίρ,ῇ (20.1.ζ) 

μαί & ἐξισώσεις, τρεῖς éu τῆς δυναμιμῆς, μίαν éu τῆς διατηρῶσεως τῆς 
μάζης uaf δύο éu τῶν νόµων ματαστάσεως τῶν ρευστῶν. 

Efc τῆν év συνεχείᾳ ἔἐεταζομένην φυσπμῆν ὑπο-περιοχῆν τῶν ἀ- 
συµπιέστων ρευστῶν ἄνευ μεταβολΏῆς θερμπμΏῆς ἐνεργείας, θεωροῦμεν τά 
φαινόμενα ἀνεἑέάρτητα τῆς ἀγνώστου μεταβλητΏς Τρη,ἐ). Θεωροῦμεν ἐπί- 
σης γνωστῆν τῆν συνάρτησιν p=g,. 

Ὃν συμπεράσματι, τό θέµα ἀνάγεται εἷς πρόβλημα τεσσᾶρων ἐξέι- 
σώσεων, τῶν (20.1.7v) μαί (2Ο.1. ὃ) pé τέσσαρας ἀγνώστους ouvapth- 

σεις, τᾶς V' μαί ρ , μαΐ έννξα δεδοµένας, τᾶς χε,ζ, ς , ν, . Ἢ οσχέσις 

(19.1. α) λαμβάνει ματόπιν αὐτῶν τῆν μορφῆν 

F(Vpx,thv.e)=0 (20.1. 1) 

20.2 ΕΚΛΟΓΗ TN ΚΛΙΜΑΚΩΝ ΤῊΣ ΦΥΣΙΚΗΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

Ἕστω ἕν Ὠἰδιαίτερον φαινόμενον τοῦ ὑποσυνόλου τῶν ἀσυμπιέ- 

στων ρευστῶν, λαμβᾶνον χώραν ἐν τῇ φύσει, uai τό ὁποῖον προτιθέµς- 



20,3 Νόμοι ὁμοιότητος τῶν UAAGOIUDY ρευστῶν 267 

θα νά μελετήσωμεν ἐν ἐργαστηρίῳ. Δίδεται ἑπομένως μία στήλῃ τιμῶν 

Τυο Χμεῖ , , ἐρέμ,νρ. ἱλανοποιοῦσα τᾶς σχέσεις (20,1.n), 
Ἔστω ὅτι τό φαινόμενον ἐν ἐργαστηρίῳ yapautnpiletar ἀπό μίαν ἄλ- 

λὴν στήλην τιμῶν ¥, 0, χροΞ1,»» t,, fis, V2 . προερχομένην éu τῆς πρώ- 
της διά πολλαπλασιασμοῦ ἐπί ὡρισμένας σταθεράς, δηλαδῆ 

Ι͵͵:α-|ζ͵ ᾽ tz'fl'tt s Pa=30; » Ρ:'΄'΄'5'΄έ)4 » (20. 2, α) 

Vo=EY, , i’;‘zz ν΄Ώ=πΛΙ' 

Λόγῳ τοῦ ὅτι ἡ ταχύτης év γένει εἶναι μῆμος 814 χρόνου, μαΐ 
αἱ ἐξωτεριμαΐί δυνάμεις (π. χ. βαρύτης) προέρχονται ματά μανόνα ἀπό 
δυναμιμόν πεδίον ἐνεργόν ἀνά μονάδα μάζης, προμύπτουν ἀμέσως με- 
ταέύ τῶν διαφόρων σταθερῶν αἱ σχέσεις 

ζ--5., π-ὸ (1= e ) (20.2. ) 
β ὀγκος 

Ἔπί τῷ βάσει τῶν ὁρισμῶν τῆς παραγράφου 19.1, αἱ σταθεραίαβ.. 
ἀποτελοῦν τᾶς uripauac ὁμοιότητος, τᾶς ὁρίζομεν δέ ἀπμριβέστερον ὡς 
ἑξῆς 

μλῖμαξ ὁμολόγων γραμμιυῶν διαστάσεων 
: υλῖμαξ ὁμολόγων χρόνων 

υλγμαἑ ὁμολόγων πιέσεων 
udipaé ὁμολόγων εἰδιμῶν μαζῶν 
udipaé ὁμολόγων μµινηματιμῶν συντελεστῶν συνεμτιιότητος 
μλῆιαέ ὁμολόγων ταχυτήτων 
udipaé ὁμολόγων δυνάμεων εἰς τῆν μονάδα τοῦ ὅγιιου 3 

Γν
 

ὢ 
o
o
k
 

Ὅ 
Ω 

20. 3 ΣΧΕΣΗΙ»Σ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ-ΣΥΝΘΗΚΑΙ KAI ΑΠΟΤΕΛΔΛΕΣΜΑΤΑ 

OMOIOTHTOZX= 

Διά νά εἶναι 16 φαινόμενον εἰς τό ἐργαστήριον ὅμοιον πρός τό 
εἰς τῆν φύσιν, πρέπει uai dpuel μία τυχοῦσα στήλη τιμῶν τῶν σταθε- 
ρῶν uai μεταβλητῶν του νά ἱμανοποιῇ τάς (20.1. η). Ἔχομεν ἑπομένως 
τᾶς ἐξισώσεις. 

Φαινόμενον εἰς τῆν φύσιν. Ἐξισώσεις 0. 1y) uaf (9ΩΟ.1.δ) 
μέ δείμτην 1 (V,,t,,u. }m)_ 

Φαινόμενον εἰς τό ἐργαστήριον. Ἐξισώσεις (20.1. γ) 
uaf (20 1. δ) μέ defurnv 2 (V,,%,,u.2m) 

᾿Αντιμαθιστῶμεν εἰς τᾶς ἐξισώσεις τοῦ φαινομένου ἐν ἐργαστη- 
ρίῳ τᾶς τιμάς τῶν μεταβλητῶν του éu τῶν σχέσεων (20, 2. α) uai προ- 
μύπτουν τελιμῶς αἱ σχέσεις 

Ζ µ γ 1 9~ eZ( ' 
(3 +Vgmdv) e ——/‘“) Ξ ὃχ,-͵)᾽ι Ξ v, dv, |, (20, 5. α) 
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2 dioT-0 (20.3.8) 
a 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ σχέσις (20, 3. ) ἱμανοποιεῖται δι’ οἷἱἷανδῆπο- 

τε τιμήν τῶν Ζς uai a. Ἑπομένως, δι΄ ὅλας τᾶς περιπτώσεις pohc τῶν 
ἀσυμπιέστων ρευστῶν οὐδεμίαν προσδίδει δέσμευσιν εἰς τήν μελέτην 
τῶν δύο ὁμοίων φαινομένων. Αἱ σχέσεις ὁμοιότητος θά προιύψουν ἀπό 

τάς σχέσεις (20. 3.a) υναΐί μόνον, ἐπί τῇ βάσει δέ τῶν ὅσων ἀναφέρον- 
ται εἰς τῆν παράγραφον 19.4, προυύπτουν αἱ μάτωθι ἐξισώσεις μεταξύ 
μλιμάμων 

-Ξ n 7y ε-ξ 
(20. 8.Υ) 

β d ad ῳ α 

Αἱ ἐξισώσεις (20. 3.y) ἀποτελοῦν τᾶάς Intoupévac σχέσεις ὁ- 
µοιότητος. 

Δι’ ἐφαρμογῆς τῶν (20. 2.8) θά λάβουν τῆν μορφῆν 
o 

α ε i i - (20. 3. δ) 
β da α 

Πρός διαχωρισμόν των εἷς συνθήμας uai ἀποτελέσματα ὁμοιότη- 
τος, λαμβάνομεν ὑπ' ὄψιν ὅτι Ζ- /g uaf y εἶναι αἱ υλίμαμιες τῶν 
ἀγνώστων uaf d, ε αἱ υλίμαμες τῶν δεδομένων. 

Λόγῳ τοῦ ὅτι ἔχομεν τρεῖς σχέσεις ὁμοιότητος μαΐ τρεῖς udipa- 
μας ἀγνώστων, προμύπτουν μόνον συνθῆμαι ὁμοιότητος, Αὐταί 
εἶναι 

a=p* 

7=ad (20. 3. ε) 

Ξ 
ε-α-ῤεα 

Σηµειωτέον ὅτι ai σχέσεις (20.2.θρ) ὀύνανται νά θε- 
ωρηθοῦν ἀποτελέσματα ὁμοιότητος. 

‘B¢ ἄλλου, δι’ ἁπλῶν ἀντιματαστάσεων, ai τρεῖς συνθήμαι ὁμοιόττ- 
τος (20, 3.¢) ἀνάγονται εἰς τᾶς ἑξής 

- - ζεγα  Népoc FROUDE 
β 

&= αφᾶ -ᾱς Νόμος REYNOLDS (2Ο. 5, ὢ 

γ-ζ - Népoc EULER
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Παρατηροῦμεν ὅτι ὑφίστανται τρεῖς σχέσεις μεταξύ πέντε ιἱλι- 
μάμων, ἑπομένως ἔχομεν θεωρητιμῶς ἐλευθερίαν ὁμοιότη- 
τος ἴσην μέ 2. Ἐν τῷ πρᾶέει εἴμεθα ὑποχρεωμένοι νά ἐιυλέ - 
ξωμεν τῆν udipaua τῶν γραμμιμῶν διαστᾶσεων (διά νά 
ἐπιτύχωμεν τῆν ἐητουμένην σμίμρυνσιν) ὡς μαΐί τό ρευστόν, τό 
ὁποῖον 04 χρησιμοποιηθῇ ἐν ἐργαστηρίῳ. Δεσμεύομεν οὕτω ὑπο- 
χρεωτιμῶς τᾶς υλίμαμας a,d uai & ὁπότε αἱ σχέσεις 
(20.3.€) δέν ἔχουν λύσιν ἐν γένετ.Διά τῆν περαιτέρω διε- 

ρεύνησιν ὡς πρός τῆν ὕπαρξιν ἤ μῆ δυνατότητος ἀναπαραγωγῆς ὁμοίων 
φαινομένων εἰς τῆν μηχανιιήν τῶν ρευστῶν,περτοριζόμεθα εἰς τάς συν- 
ἤθεις περιπτώσεις ροῆΐῆς τῆς ὑδραυλιιῆς. 

- 

20.4 ΡΟΗ ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΣῪ ΜΙΠΈΣΞΤΩΝ PEYSTQN ΜΕ E - 

AEYOGEPAN ΕΠΙΦΑΝΡΕΙΑΝ 

Πρόμειται διά τᾶς περιπτώσεις ροῆς τοῦ ὕδατος ἐντός ἀνοτιτῶν 
ἀγωγῶν, φυσιμῶν ἤ τεχνητῶν. Ἢ uivnoic δημιουργεῖται ὑπό τῆν ἐπήρ- 

ρειαν τῆς βαρύτητος. Ἑπομένως αἱ ἐἑωτεριμαί δυνάμεις θά εἶναι [ =-pg. 
Αἱ σχέσεις ὁμοιότητος δίδονται and τάς (20. 8. Χ, ἐπεμράτησεν 

δέ εἰς τῆν ὑδραυλιιήν νᾶ γράφωνται ὑπό τῆν πορφῆν 

ν γ 
Ρ----ὉἃΖ.--- Ξ9 --σταϑ Νόμος FROUDE (20. 4. α) 

gL, gL, 

V-L L 5-- Ἔ Σ 5109 Νόμος REYNOLDS (2Ο. 4. B) 

ξ . ἘῈ -σταθ Νόμος EULER (20. 4. Υ) 

Τά povévupa τῶν ἀνωτέρω σχέσεων εἶναι ἀδιάστατα uai ὀνομά- 
ἐονται ἀντιστοίχως, ἀριθμός FROUDE, ἀριθμός REYNOLDS ναΐί ἀἄρτι- 
θμός EULER. Ἐπί τῆς φυσιμῆς σηµασίας τῶν ἀνωτέρω ἀριθμῶν παρα- 

τηροῦμεν ὅτι ὁ ἀριθμός τοῦ FROUDE παριστᾶ τόν λόγον τῶν δυνάµε- 
ων ἀδρανείας πρός τᾶς δυνάµεις Ραρύτητος,ὁ ἀριθμός REYNOLDS τόν 
λόγον τῶν δυνάµεων ἀδρανείας πρός τᾶς δυνάµεις συνευτιιότητος uai 
τέλος O ἀριθμός EULER τόν λόγον τῶν δυνάμεων ἐμ πιέσεων πρός 
τάς δυνάµεις ἀδρανείας. 

Ὡς ἤδη ἀνεφέρθη εἰς τῆν παρᾶγραφον 20, 3, ἡ ὑποχρεωτιμή δέ- 
σμευσις τῶν υλιμάμων a,d uai ε ἔχει ὡς ἀποτέλεσμα τῆν ἐδυναμίαν 
ἀναπαραγωγῆς ἐν ἐργαστηρίῳ ἑνός φαινομένου, ὁμοίου πρός τό πραγ- 
µατιμόν. Πρᾶγματι, ἡ ἀναπραγωγή ὁμοίων φαινομένων ἐπιβάλλει εἰς τόν 
λόγον τῶν ιπνηματιμῶν ουντελεστῶν συνευτιµότητος τῆν σχέσιν 

- 

Π ν Σ=)' (20. 4. 8) 
Α L, 
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Αὐτό, ὡς φαίνεται εἰς τό ἑπόμενον παράδειγµα, εἶναι mpautiulic 

ἀδύνατον νά ἐφαρμοσθΏ εἰς τά ὁμοιώματα. 
Ἔστω ὅτι mpdueital νά μελετηθΏῆ ἐν ἐργαστηρίῳ ἡ pon ὑπεράνω 

τοῦ ἐυχειλιστοῦ ἑνός φράγματος παΐί ὅτι ὁ éutde τοῦ ἐργαστηρίου ὅτα. 
θέσιμος χῶρος uai αἱ διαστάσεις τοῦ ἔργου ἐπέβαλλον μίαν udipaua & 

1 μολόγων γραμμινῶν διαστάσεων ς 

Ὑπό τᾶς συνθήινιας αὐτάς, 04 ἔπρεπε νά χρησιμοποιηθῆ ἐν ἐργα- 

Ζ Ξ 

στηρίῳ, ρευστόν συντελεστοῦ συνευτιμότητος ἴσου πρός τό 21δ)2=7ΔΞΞ 

τοῦ συντελεστοῦ συνεμτιμότητος τοῦ ὕδατος. Ἐν τῷ πρᾶἑει,δέν ὑπάρ- 
χει ρευστόν εὔχρηστον uai ὄχι πολύ δαπανηρόν pé συντελεστῆν συνε- 

Ἠπιμότητος τής τᾶέεως τοῦ . εἴμεθα δέ ὑποχρεωμένοι νᾶ χρησιμο- 

ποιοῦμεν uai ἐν ἐργαστηρίῳ τό ὕδωρ, ὁπότε ε- ual ἑπομένως δέν tua- 

νοποιεῖται 1) συνθήμη (20. 4, ὁ). 
Ἔν συμπεράσματι,ἡὴ μελέτη ὑδραυλιμῶν ἔργων ὃτ' 

ὁποιωμάτων ὑπό opfupuvelv εἶναι ἀδύνατος εἰς τῆν 
γενιμῆν περίπτωσιν τῆς παρούσης παραγράφου. 

Ἡ περαιτέρω ὅμως διερεύνησις τῶν εἰδιμῶν νόμων,οἱ ὁποῖοι διέ- 

πουν τῆν ufvnoiv τοῦ ὕδατος uafi δή ἡ ἔννοια τῆς "'τυρβώδους ροῆς"' 
ἀποδειμνύει ὅτι εἰς πλεῖστας τῶν περιπτώσεων δέν ἀπαιτεῖται ἡ πλῆ- 
ρωσις τῆς οσυνθήπης (20. 4. ὁ), ἡ ὁποία ἄλλωστε ἐπμφρᾶίζει τόν νόμον τοῦ 

REYNOLDS. Ἔπ'΄ αὐτοῦ 04 ἐπανέλθωμεν εἰς τῆν παράᾶγραφον 24.5 ἀφοῦ 
πρῶτον μελετηθοῦν τά φαινόμενα τῆς μινήσεως τῶν πραγματιμῶν ρευ- 
στῶν αΐ γίνει ὁ διαχωρισµός τῆς ροῆς εἰς στρωτῆν παί εἰς τυρ- 
βώδη. 

20.5 POH ΤΩΝ TEAEIQN ΑΣΥΜΤΠΙΗΣΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ ΜῈ ἘΕΛΕΥΘΗΙ. 

PAN ΕΠΙΦΑΝΗΕΙΑΝ 

Ἢ uatnyopia αὐτῆ τῶν μινήσεων περιλαμβάᾶνει τᾶς περιπτώσεις 
ροῆς τοῦ ὕδατος τῆἧς προηγουµένης παραγράφου pé τῆν ἁπλουστευτι- 
ufv παραδοχήν τῆς pndeviunce συνευτιιότητος. 

Αἱ σχέσεις ὅμοιότητος θά εἶναι 

.ξ.:-;..: ὄζ (20. 5. α) 

uai ἐὲ αὐτῶν προμύπτουν οἱ νόμοι FROUDE (20.4,α) uai EULER (204.Υ) 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ παραδοχή τοῦ τελείου ρευστοῦ μᾶς ἀπαλάσ- 
σει ἀπό τόν νόμον τοῦ REYNOLDS uai ἑπομένως ὑπάρχουν δύο σχέ- 
σεις μεταξύ τεσσάρων ιἱλιμάμων, Ἢ ἐλευθερία ὁμοιότητος εἶναι θεωρητι- 
μῶς ἴση pé 2. Ἐπειδῆ ὅμως διά τάς ὑδραυλιμάς µελέτας eipeba ὑπο-
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χρεωμένοι νά ἐμλέξωμεν, ὅπως μαΐ προηγουμένως, τῆν udipaua σμιωρύν- 
σεως α uai νά χρησιμοποιήσωμεν εἰς τό ἐργαστήριον ὡς ὑγρόν τό ὕ- 
δωρ, ὁπότε ὅ =1, ἔχομεν τελιμῶς δύο σχέσεις μεταξύ τῶν δύο υλιμά- 
uwv ζ ναί 7. 

Ἔν συμπεράσματι, διᾶ τήν ματηγορίαν αὐτῆν τῶν μινήσεων, ἡ με- 
λέτη ἐπί ὁμοιώματος διά α - 2 εἶναι δυνατῆ ματά ἕνα μαΐ μόνον τρό- 
πον, δηλαδῆ ὅλαι αἱ μλίμαμες ὁρίζονται μονοσήμαντα & 
πό tde α uai ὅ. 

᾿Αναλυτιμώτερον δέ 08 ἔχωμεν 814 τά διάφορα peyébn τάς σχέ- 

σεις 
-Πιέσεις ἐνπεφρασμέναι εἰς ὕψος ὕδατος 

!,2/ρ9 - 

£ /eg 

Αἱ πιέσεις εἰς τό ὁμοίωμα ἀμολουθοῦν τήν σμίμρυνσιν τῶν γραμμιμῶν 

διαστᾶσεων. 

Ἐφαρμογῆ: Διά α,-.--ἓ- μαί μετρηθεῖσαν εἰς τό ἐργαστήριον πίεσιν !ίξ= 

=050m στήλης ὕδατος, ἀντιστοιχεῖ εἷς τό πραγµατιμόν φαινόµενον πίε- 

B 060 
σις --Ὡ--------- Λ 2 18. 

P9 - a 

«Χρόνοι uai περίοδοι 

-έ.-.-,|-α- 

4 

‘H χρονιμή διάρμεια ἑνός φαινομένου εἰς τό ὁμοίωμα (ἡ περίοδος ἑνός 
μυματισμοῦ υ. λπ.) συστέλλεται ματά τῆν τετραγωντμήν ρίζαν τῆς ypap- 

μιμῆς σμιμιρύνσεως. 

‘Egappoyh: Διά αεἶξ- uai μετρηθέντα χρόνον ἑνός φαινομένου εἰς τό 

ὁμοίωμα ζ=2λ3Ο΄, ἡ διάρµεια τοῦ πραγματιιοῦ φαινοµένου θά εἶναι 
» ΄ 

t, =239 . ν va 
-Ταχύτητες 

Αἱ ταχύτητες εἰς τό ὁμοίωμα σμιμιρύνονται uatd τήν τετραγωνιμῆν ρ΄ 

lav τῆς γραμμιμΐῆς σμιιρύνσεως,
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‘Egappoyf : Διά ι1=-:',-13-1,ι(11ΐ μετρηθεῖσαν ταχύτητα εἷς 16 ἐργαστήριον 

Y ={5mfsec. ἀντιστοιχεῖ εἰς τό πραγματιμόν φαινόμενον ταχύττς ¥ = 4,90 

=75 m/sec il 

Παροχαί &yuou 814 μέσου ὁμολόγων ἐπιφανειῶν 

Ἡ σμίηρυνσις τῶν παροχῶν εἰς τό ὁμοίωμα εἶναι ἐμθετιμή συνάρτησις 
τῆς γραμμιμΏῆς σμιιρύνσεως μέ ἐμθέτην 2/5. 

φαρμογῆ: Διᾶ α- 245 μαί μετρηθεῖσαν παροχών εἰς τό φαινόμενον 

P : ς 
QR,=1500 m*fsec, ἀντιστοιχεῖ εἰς τό ὁμοίωμα mapoxh Q:Q,fiis—j_égzo,@m’sw 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ opfupuvoic τῶν παροχῶν εἶναι ἐἑἐαιρετιμῶς peydin 
uaf ἑπομένως εὐμόλως ἀναπαριστῶμεν εἰς τό ἐργαστῆριον τάς πληµµυ- 
ριμάς παροχᾶς τῶν ποταμῶν uai χειμμάρων. 
-Δυνάμεις μαΐ ἰσχύες 

Ω Ε - 
Π. Ε 

W Ε Ι 
W, EYy 

‘Egappoyh: Διά ει=2-16… μαί μετρηθεῖσαν δύναμιν uai ἰσχύῦν ὑδροστροβί- 

λου εἰς τό ὁμοίωμα F=1kp ,W, =45 ΗΡ , ἀντιστοιχεῖ εἰς τόν πραγµα- 

τιμόν ὑδροστρόβιλον δύναμις Ε -- {6 625 ἐρ =1562Mp μαί ἰσχύς Η--/776ΓΗΡ 
Παρατηροῦμεν γενιμῶς ὅτι αἱ πλεῖσται τῶν περιπτώσεων ροῆς U- 

δατος τῆς παραγράφου 20.4 ἀνάγονται εἰς τῆν uarnyopiav αὐτῆν τῶν 
τελείων ρευστῶν, διότι αἱ ροαί év τῇ φύσει εἶναι ματά μανόνα τυρβώδετς. 

20,6 POH ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΣΥ ΜΠΡΕΣΤΩΝ PEYZTQN ΥΠΟ TI- 

ΈΣΙΝ 

Πρόμειται διᾶ τᾶς περιπτώσεις ροῆς τοῦ ὕδατος ὑπό πίεσιν ἐν- 
τός τῶν διαφόρων υἱλειστῶν ἀγωγῶν. Ἢ ὅλη uivnoic δημµιουργεῖται λό- 

γῳ μιᾶς διαφορᾶς πιέσεων εἰς τά Gupa τοῦ ἀγωγοῦ μαί ἐπομένως τό πε- 
δίον τῶν ἐἐωτεριμῶν δυνάμεων εἶναι pndeviudv, διότι αἱ δυνάµεις Ba- 

ρύτητος δέν ἐππρεδξίουν τῆν ὅλην uivnoiv. 

Ἐίς τᾶς σχέσεις (20, 3. α) pndevilovrar ot δροι-Ξ !-Ω|)διότι&=Ο 
( 
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ὁπότε προμύπτουν ai σχέσεις ὁμοιότητος 

..ξ.=-Δ.-.-ε..ζ. (ΖΟ. 6. Q) 
β da a* 

μαί ἐξ αὐτῶν ot vépor REYNOLDS uai EULER. 
Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ ἔλλειψις πεδίου ἐξωτεριμῶν δυνάμεων μᾶς & 

παλάσσει ἀπό τόν νόμον τοῦ FROUDE uai ἑπομένως ὑπάρχουν δύο σχέ- 
σεις μεταξύ τῶν πέντε υλιμάμων α, B, y . σ , & (h a,y,d,é&, 2, 
διότι Ζ- ). 

Ἢ ὑποχρεωτιμή éudoyh τῶν udwpduwy α, δ uai & δίδει τελιιμῶς δύο 
σχέσεις μεταξύ τῶν δύο υλιμάνων B uai Ύ , ὁπότε ἡ ὁμοιότης εἶναι δυ- 

νατῆ uatd ἕνα uai pdvov τρόπον. 
A1l σχέσεις διά τά διάφορα μεγέθη δίδονται συνοπτιμῶς εἰς τόν 

nivaua τῆς σελ.2δ. 
Παρατηροῦμεν ὅμως ὅτι ὁ νόµος τοῦ REYNOLDS δίδει 814 τᾶς 

ταχύτητας τῆν σχέσιν 

π
ο
 

=-Ξ'.ι-=::ι'΄ (διότι ε-1) 

ὁπότε διᾷ ι1*--.?4.5 , θᾶ πρέπη νᾶ ἔχωμεν ταχύτητα εἰς τό ὁμοίωμα 

-{ Y=a'¥-25Y 
A1 προμύπτουσαι ταχύτητες εἰς τό ὁμοίωμα εἶναι πολύ μεγάλαι, 

μαΐ ἑπομένως πραγματοποιοῦνται δυσμόλως εἰς τό ἐργαστήριον. 
Παρατηροῦμεν ὅμως ὅτι διά τούς ἀναφερθέντας εἰς τῆν παρᾶγρα- 

φον 20,4 λόγους ἐπί τῶν εἰδιμῶν νόµων, οἵτινες διέπουν τῆν pohv τῶν 
πραγματιμῶν ρευστῶν, ἀπαλλασσόμεθα εἰς τᾶς πλεῖστας τῶν περιπτώσε- 
ων ἀπό τόν vépov τοῦ REYNOLDS uai ἀναγόμεθα efc τῆν µατηγορίαν 
τῆς ἑπομένης παραγράφου. 

20, 7 ΡΟΗ ΤΩΝ TEAEIQN AZYMIIIEZTQN ΡΕΥΣΤΩΝ ΥΠΟ ΠΙΕΣΣΙΝ 

Ἢ σχέσις ὁμοιότητος θά εἶναι 

ΕΝ Δ 
8 ὁδα 

μαΐ éugpdler τόν νόμον τοῦ EULER. 
Λόγῳ τοῦ ὅτι ὑφίσταται μία μόνον σχέσις μεταξύ τῶν υλιμάνων β 

uai Ύ , δυνάμεθα νά προσδιορίσωμεν αὐθαιρέτως μαΐ τῆν udipaua τῶν O 
μολόγων πιέσεων }.. 

Ἡ ὁμοιότης 04 ἰσχύῃ πάντοτε, δι’ οἰανδήποτε τιμήν τῆς υτινητη- 
ρίου πιέσεως εἰς τό ὁμοίωμα uai ἑπομένως ἡ γεωµετριμή ὁμοιότης ἐέξα- 
σφαλίδει πάντοτε διά τῆν ματηγορίαν τῶν μινήσεων τῆς παραγράφου αὖ- 

- Εἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 18
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τῆς τήν φυσιιήν ὁμοιότητα. 
Διά τά διάφορα μεγέθη uai διά =1 νιαΐί & =1,04 ἔχωμεν ἐξ ἄλ- 

λου τᾶς σχέσεις 
-Xpbvor uai περίοδοι 

% a 

, 7 

Έφαρμογῆ: Διά α'=Ξ15-, =-ξ uai χρόνον ἑνός φαινοµένου εἰς τό dpot 

wpa ἴσου πρός piav ὥραν, ἡ διάρµεια τοῦ πραγματιμοῦ φαινοµένου θά 

εἶναι ¢, =—2\-3£-t,= 8,33 h. 

Ταχύτητες 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ udipaé τῶν ταχυτήτων ἐξαρτᾶται μόνον ἀπό τῆν 
μλίμαινιια τῶν πιέσεων uai ἑπομένως δύναται νά uaboprodn αὐθαιρέτως. 
Αἱ ypappai ροῆΐῆς παραμένουν σταθεραί διά τυχοῦσαν μεταβολῆν τοῦ 

διανύσματος τῆς ταχύτητος. 
-Παροχαί, δυνάμεις, ἰσχύες 

θ=' 2 F;__ 2 -- 
ρ'΄΄΄'ζΙ'β-, λ-;-α7 -α2΄ 
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Πιέσεις (1) α 

Ταχύτητες (3 

Χρόνος |α | 
Ἡ ὁμοιόττς εἶναι πάντοτε δυνατῆ uai ματά Ϊ 

I TEAEIA ΥΓΡΑ ἕνα uaf μόνον τρόπον Παροχαί αἲ Ϊ 
Ἰσχύουν ot νόμοι FROUDE uai EULER ψ 

Δυνάμεις δ᾽ 

ροὴ μὲ Ἰοχύες s 
λευθέραν 
πιφάνειαν' Πιέσεις (1) a 

Ταχύτητες Μα 

I 2=0 Χρδνος ή|α-' 

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΥΓΡΑ Ἢ ὁμοιότης εἶναι ἀδύνατος, ἐμτός ἐάν πλη- Ζ | 
EIS ΣΤΡΩΤΗΝ POHN ροῦται ἡ σχέσις ε-αξ Παροχαΐ α 

Γ-=-// R<R ἔτ69) Ἰσχύουν οἱ νόμοι FROUDE, REYNOLDS μαΐί 5 
" ( πρισίμου EULER. Δυνάμεις da 

7 

Ἰσχύες δαζ 

᾽Απώλειαι φορτίου α 

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΥΓΡΑ ἥσυξαο, WP χῶσοι δαδιὰ . P | ΕΙΣ TYPBOAH POHN . σχύουν οἱ νόμοι ὁμοιότητος τῆς I (νόμοι . 
(R> R υρισίμου) τῶν τελείων ὑγρῶν). 

. 

Κινητήριαι πιέσεις (1) -Ξ.- 

Τανύ 7 
αχύτητες 5 

Ἢ ὁμοιότης εἶναι πάντοτε δυνατή uai ἐπί 
πλέον ἡ υλίμαξ τῶν μινητηρίων πιέσεων δύναται νά πχρόνοι. 8 δ' 

"Ι TEAEIA ΥΓΡΑ ἐμλεγῆ αὐθαιρέτως. Ρ δ 
Ἰσχύει & νόμος EULER, ἡ δέ γεωμετρπιή ὁ- 

μοιότης ἐἐασφαλίζει uai τῆν φυσιμήν ὁμοιότητα. ποροταί α . 
ΕἸ 

3 Δυνάμεις χᾷ" ρ. oat ' 

υπο Ἰσχύες δ, T A 

πίεσιν 

ἶ:σ 

" 

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΥΓΡΑ 

ΕΙΣ ΣΤΡΩΤΗΝ ΡΟΗΝ 

(Ε <R υρισίμου) 

Ἡ ὁμοιότης εἶναι πάντοτε δυνατῆῇ ual ματά 

ἕνα uai pévov τρόπον. 
Ἰοχύουν οἱ vépor REYNOLDS uai EULER 

(Ἔν τῷ πρᾶὲει δυσμολία ἐφαρμογῆς τῆς φυ- 

- 2 2 = 2 ν: Ay 8o 2 
σιμῆς ὁμοιότητος λόγῳ τῆς σχέσεως e ἡ ὁποία ἐ- 

πιβάλλει µεγάλας ταχύτητας εἰς τά ὁμοιώματα). 

Κινητῆριαι πιέσεις (1)ε-α-΄ 

Ταχύτητες εα-΄ | 

Χρδνοι ε-α7 Ι 
Παροχαί εα | 

Δυνάμεις ρα” 

Ίσχύες ρε-α΄ 

Ὁμόλογοι ἀπώλειαι 
«)ο|:1'1΄:::ι; ι:α-2 

ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΥΓΡΑ 
ΕΙΣ ΤΥΡΒΩΔΗ POHN 

(R > R υρισίμου) 

Ἰσχύουν ol vépor ὁμοιότητος τῆς ΠΙ (νόµοι 

τελείων ὑγρῶν) 

(1) Αἱ πιέσεις μετρῶνται εἰς ὕψη ὑγροῦ.



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 21. 

SYMBOAH ΤΗΣ ΔΙΑΣΤΑΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΕΩΣ 

EIS THN ΕΥΡΕΣΙΝ ΤΩΝ ΦΥΣΙΚΩΝ ΝΟΜΩΝ 

ΚΑΙ ΤΩΝ ΝΟΜΩΝ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

ΜΙΑΣ ΦΥ ΣΙΚΗΣ ΠΕΡΙΟΧΗΣ 

Ἢ διαστατιμή ἀνάλυσις, δίδουσα τῆν γενιμῆν μορφῆν τῶν ἐξισώ- 
σεων ποῦ παριστάνουν σχηματιμῶς τά φυσιμᾶ φαινόμενα, ἐφαρμόζεται 
oxeddv εἰς ὁλόμληρον τῆν φυσιμῆν. Δίδει πίαν µέθοδον ὑπολογισμοῦ πο- 
λύ ἀναλυτιμωτέραν τοῦ ἀλγεβριμοῦ ὑπολογισμοῦ uai ἐπιτρέπει τῆν λῆ- 
ψιν πολυτίμων πληροφοριῶν ἐπί ἑνός φαινοµένοι, διότι περιγράφει τό 
φαινόμενον διά μιᾶς ἐξιοώσεως ἀσφαλῶς ὀρθῆς ὡς πρός ὡρισμένας µετα- 
βλητᾶς. 

Ἡ γενιμµότης τῆς μεθόδου ἀποτελεῖ συγχρόνως τῆν δύναμιν uai 
τῆν ἀδυναμίαν της, διότι δίδει μίαν μεριιῆν λύσιν ὅλων τῶν προβλη- 
μᾶτων χωρίς νά δίδη πλήρεις ἐξισώσεις μαΐ ἀφῆνουσα εἰς τῆν upiciv τοῦ 
pnxaviuoU τῆν éudoyhv τῶν μεταβλητῶν πού ὑπεισέρχονται εἰς ἔμαστον 
φαινόμενον. 

Δεδομένου δέ ὅτι δίδει τᾶς ἐξισώσεις ὑπό ἀνηγμένην μορφῆν, ἕ- 
χει ὅλα τά ἀναφερθέντα ἤδη σχετιμά πλεονευτήµατα. Τά προβλήματα 
τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν uail αἱ λύσεις των διά μελετῶν ἐπί προτύ- 
πων ἔδωσαν εἰς τῆν διαστατιιῆν ἀνάλυσιν τῆν μεγάλην της σύγχρονον 
ἀνάπτυξιν. Ἔ φαρμδξεται δέ τελευταίως uai εἰς τόν τοµξα τῆς ἀντοχΏῆς 
τῶν ὑλιιῶν. 

21,1 BAZIKAI ENNOIAI KAI ΟΡΙΕΜΟΙ 

Γνωρίζομεν ὅτι οἰαδήποτε ἐπιστημονιμή Eugpacic στηρίζεται εἰς 
ἕνα ὡρισμένον ἀριθμόν φυσιμῶν ἐννοιῶν διαφόρου μορφΏς, ὅπως τό μῆ- 
uoc, ὁ ὅγμος, ἡ pdla u.An., τᾶς ὁποίας ὀνομᾶἲζομεν ὀντότητας,ἙῬ- 
udotn φυσιμῆ ὀντότης ἔχει ὡρισμένας ἰδιότητας. Μεταέύ αὐτῶν, ἡ 
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χαραυτηριστιμωτέρα εἶναι τό μέγεθος ual ἐμφρᾶζεται 14 μιᾶς σχέ- 
σεως προσδιορισμοῦ τῆς μορφῆς 

Ει- ( Ε ... E,) (21.1. α) 

εἰς τῶν ὁποίαν E, εἶναι τό péyeboc τῆς φυσιμῆς ὀντότητος, éugppald- 
μενον συναρτῆσει μιᾶς σειρᾶς μεγεθῶν E, . Ε, ,...,E, Griva éuréyo- 
μεν ὡς θεµελιώδη µεγέθη. 
Ἢ σχέσις προσδιορισμοῦ πᾶσης φυσιμῆς ὀντότητος ὀνομάζεται μαΐ δια- 
στατιμή ἐξίσωσις, διότι δίδεται πάντοτε ὑπό τῆν πορφῆν ἑνός γι- 
vopévou τῶν δυνάμεων τῶν θεµελιωδῶν μεγεθῶν, ἤτοι 

Ε ΓΤΠΕ (δ1.1. ϱ) 

Οἱ ἐμθέται α , B, Υ , 0 , ὀνομάἲονται διαστάσεις uai εἶναι τι- 
Χόντες ἀμέραιοι ἤ υλασματιμοί ἀριθμοί. Ἢ ἀπόδειέις τοῦ ὑποχρεωτιμοῦ 
τῆς μορφῆς (21.1.B) δι’ οἰανδήποτε σχέσιν προσδιορισμοῦ εἶναι ἀνάλο- 
γος τῆς ἀποδείξεως τοῦ θεµελιώδους θεωρήµατος τῆς ὁμοιότητος (πα- 
ράγραφος 19.2). 

Ἢ ἐἑέλιζις ἑνός φαινομένου εἶναι συνάρτησις ἑνός ὡρισμένου & 
ριθμοῦ σταθερῶν ἤ μεταβλητῶν μεγεθῶν, τά ὁποῖα 84 ὀνομάσωμεν ἀν ε ἐ- 
αρτήτους μµεταβλητᾶς, Katd τῆν διᾶρµειαν αὐτοῦ τοῦ φαινομέ - 
νου, πολλᾶ ἄλλα μεγέθη δύνανται νά ἐμφανισθοῦν uaf νά ὑποστοῦν pe- 
ταβολᾶς, πλῆν ὅμως αἱ µεταβολαί των συνδέονται pé αὐτᾶάς τῶν ἀνεέ- 

αρτήτων μεταβλητῶν. Ὶ 
Οἱ φυσιιοί νόμοι, προερχόμενοι éu τῆς θεωρίας ἤ uai ματ΄ εὐθεῖΞ 

αν éu τοῦ πειράματος, δίδουν τῆν μαθηματιιήν σχέσιν τῆς μορφῆς 

(18.1. α) μεταέξύ τοῦ μεγέθους Ε, uai τῶν ἀνεξαρτῆτων μεταβλητῶν E,, 
E,,...,E,. 

Δυνάμεθα δέ νά γράψωμεν τῆν (18.1. α) ὑπό τήν μορφῆν 

(E.E,,....E)=0 (21.1.7) 

At σχέσεις (18.1.a) ἤ (21. 1. γ) ἐνιφράξουν ἕνα guowdy νόμον. 
Πρέπει ἑπομένως νά ἔχουν τῆν βασιμήν ἰδιότητα πού τᾶς πιαθιστᾷ ἀν- 
εἑαρτήτους τῶν ἐυλεγεισῶν, διά τῆν μέτρησιν τῶν διαφόρων μεγεθῶν, 
μονάδων. Ἢ ἰδιότης αὐτῆ εἶναι τό ἀναλλοίωτον ὡς πρός τῆν ἀλ- 

λαγῆν τοῦ µεγέθους τῶν μονάδων. 
Ἡ μαθηματιμῆ ocuvlhun, B ἐμφρᾶἘέουσα αὐτῆν τῆν ἰδιότητα, συνί- 

όταται εἰς τό ὅτι ἡ σχέσις (91.1.Υ) πρέπει νά εἶναι ὁμογενῆς ὡς πρός 
ἔμαστον τῶν θεμελιωδῶν μεγεθῶν. 

Γενιμώτερον ἀποδειμνύεται εἰς τῆν μαθηματιυνήν ἀνάλυσιν ὅτι μία 

ἐξίσωσις τῆς μορφΏς ; 

Z=qtf+y+---+V 

εἶναι διαστατιιῶς ὁμογενής, ἐάν uaf pévov αἱ μεταβληταί Ζ, α, B, γ,... 



278 Ἢ διαστατιμή ἀνάλυσις εἰς τῆν εὕρεσιν τῶν νόμων ὁμοιότητος 21. 2 

ἔχουν ἅπασαι τῆν αὐτήν διάστασιν. Ἢ συνθήμη αὐτῇ εἶναι ἀναγμαία uai 
iuavh. ᾿Εἰπιτρέπει δέ μίαν πρώτην ἐπαλήθευσιν τοῦ ἀποτελέσματος ἑνός 
τυχόντος ὑπολογισμοῦ. Πλήν τῶν ἀλγεβριμῶν ἐξισώσεων ἐφαρμόζεται ἐέ 
ἄλλου εἰς τᾶς διαφορπιάς ἐξισώσεις νιαΐ τόν ὁλουληρωτιμόν λογισμόν. 

Ἔν συμπεράσματι, ἡ μαθηματινή €ugpacic ἑνός φυσιτ- 
μοῦ νόμου εἶναι ὁμογενῆς ὡς πρός τά θεμελιώδη με- 
γέθη. Ἑπομένως pia γενιμή ééicwoic φυσιμῆς γράφεται 

ὑπό τῆν μορφῆν ἑνός ἀθροίσματος πλήθους ὅρων, έχόν- 
των τόὄόν αὐτόν βαθμόν ὡς πρός τά θεμελιώδη µεγέθη. 

Πρόπειται ῥεβαίως διά μίαν ὁμογένειαν ὡς πρός ἕμαστον τῶν θε- 
μελιωδῶν μεγεθῶν ἐεχωριστά, Ἕπιαστος dpoc δύναται νᾶ γραφῆ ὑπό τῆν 
μορφῆν ἑνός γινομένου δύο παραγόντων, ἐξ ὧν ὁ πρῶτος εἶναι γινόμε - 
νον τῶν δυνάμεων τῶν θεμελιωδῶν μεγεθῶν uai ὁ αὐτός δι’ ὅλους τούς 
ὄρους uai & δεύτερος εἶναι μία συνάρτησις παραμέτρων ἄνευ διαστά- 

σεων. 
Ἠλῆν ὅμως, ἡ µελέτη τῶν ὁμογενῶν συναρτήσεων ἐπιτρέπει va 

προχωρῆΏσωμεν μαμρύτερον uai νᾶ γρᾶψωμεν αὐτῆν τῆν φυσπιῆν ἐξίσωσιν 

ὑπό piav popehv πλέον λεπτῆν ual ἁπλουστέραν. Ἢ ἀναἑήτησις τῆς εἰ 
διμῆς αὐτῆς popenc ἀποτελεῖ ἕνα τῶν υυρΐίων σμοπῶν τῆς διαστατιμῆς 
ἀναλύσεως μαΐ περιμιλείεται ἐν περιλήψει eic τό θεώρημα τῆς ἑπομένης 
παραγράφου. 

21,2 ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ π (ἤῆ VASCHY-BUCKINGHAM) 

Τό θεμελιῶδες αὐτό θεώρημα ἔχει ὡς ἀνολούθως: 
Ἢ γενιμῆ μορφή οἰασδήποτε πλῆρους ἐξισώσεως 

τῆς φυσιμῆς (21.1.Υ) ὀύναται vd γραφΏ 

Ε πο οο )Ο 

Οἱ ὅροι π παριστάνουν μονώνυμα ἄνευ διαστᾶσε- 
wv, ἀνεἐἄᾶρτητα, τά ὁποῖα ὀὁύνανται νᾶ σχηματισθοῦν 
éu τῶν p θεωρουµένων φυσιμῶν μεγεθῶν O ἀριθμός τῶν 

μονωνύμων αὐτῶν εἶναι β — g ἕνθα g εἶναι ὁ ἀριθμός 
τῶν θεμελιωδῶν μεγεθῶν, ἅτινα ὑπεισέρχονται εἰς τήν 
µμέτρησιν τῶν p μεγεθῶν. 

Ἢ ἐφαρμογῆ τοῦ θεωρήµατος π' εἶναι ἰδιαιτέρως ἐνδιαφέρουσα εἰς 
τά προβλήματα μεγάλου πλήθους μεταβλητῶν. Χρησιμοποιοῦντες τῆν µορ- 
φῆν (21.2.q), ἥτις ἀποτελεῖ ἀνηγμένην ἐξίσωσιν τῆς μορφῆς (19. 3. η), 
ἀπαλείφομεν eic τῆν πραγµατιµότητα ¢ µεταβλητάς, Ἢ μαθηματιμή H 
γραφιμῆ παρᾶστασις ἐμφανίζεται ὑπό ἀπλοποιημένην μορφῆν. Ἡ πειρα- 
ματιμή ἔρευνα ἁπλοποιεῖται ἑπομένως τά µέγιστα. 

Ἔπί πλέον, λόγῳ τοῦ ἀδιαστάτου τῆς μορφῆς των, ol ὅροι π,ἀπό 
πραμτιμῆς ἀπόψεως, ἔχουν τῆν αὐτῆν ἀριθμητιμῆν τιμήν εἰς οἰονδήπο- 
τε οὕστημα ἀπολύτων μονᾶδων μετρήσεως, αὐτό δέ ἁπλοποιεῖ τῆν διε- 
θνῆ συνεργασίαν μεταέύ ἐργασττηρίων. 

Ἡ ἀπόδειξις τοῦ θεωρήµατος τῶν π στηρίζεται εἰς τόν ἀλγεβρι- 

--
- 
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μόν λογισμόν, ὑπάρχει δέ εἰς τά βασιιά συγγράμματα διαστατιιῆς ἀνα- 
λύσεως (ἴδε ὑπ΄ ἁριθμ. 69, 70 συγγρ. βιβλιογραφίας). 

21.3 ZYMBOAH ἩΕΙΣ ΤΗΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΝ MEAETHN TQN ΔΙΑΣΤΑ- 

ΤΙΚΩΝ EFIZQIEQN KAI ΤΩΝ ΑΛΔΛΙΑΣΤΑΤΩΝ ΜΟΝΩΝΥ ΜΩΝ Τ 

Διά τῆν μαλλιτέραν χρΏσιν τῶν µεθόδων τῆς μαθηματιμῆς ἀναλύ- 
σεως εἰς τῆν διαστατιμῆν ἀνάλυσιν, διατάσσοµεν τᾶς διαστάσεις τῶν φυ- 
σιμῶν μεταβλητῶν ὑπό μορφῆν μητρώου. 

Ἄς ὑποθέσωμεν π.χ. ὅτι ἐξετάζομεν τά φαινόμενα ροῆς εἰς σω- 
λήνας uaf ὅτι αἱ θεωρούμεναι µεταβληταί εἶναι ἡ πίεσις p τό μῆνος τοῦ 
ἀγωγοῦ L , ἡ ταχύτης Ὑ , ἡ εἰδιμῆ pdla p , ἡ υινηματιτμή suveutiud 
της ν uafl ἡ διᾶµετρος τοῦ ἀγωγοῦ D . Eic τό ἑπόμενον μητρῶον, ἑ- 
µάᾶστη στήλη δίδει τούς ἐνμθέτας εἰς τῆν διαστατιιήν ἔμφρασιν τῶν ἀν-- 
τιστοίχων μεταβλητῶν 

Ρ φ γ L D v 

M| 1 0 0 0 

L |~ -3 ἜΠ 1 1 2 

T | -2 Ο -1 0 0 - 

Θά τό ὀνομάσωμεν διαστατιιιόν μητρῷον τῶν μεταβλτ- 
τῶν. 

Ὡς γνωστόν, ἐάν ἔν untplov περιέχη piav ὁρίζουσαν ν τᾶἐεως 
μή µηδενιμΏν μαΐ ἐάν ὅλαι αἱ δυναταί ὁρίἂουσαι ν +1 τάξεως εἶναι µτ- 

deviuaf, ἡ τάξις τοῦ μητρώου 04 εἶναι ν , ἐὲ ὁρισμοῦ. 
Ἔπί παραδείγµατι, ἡ ὁρίζουσα ἡ σχηματισθεῖσα éu τῶν τριῶν τε- 

λευταίων στηλῶν τοῦ ἐμτεθέντος προηγουµένως διαστατιμοῦ μητρώου τῶν 
μεταβλητῶν ἔχει ἀριθμητιμήν τιμήν 2 (διάφορον τοῦ μηδενός) uaf εἶναι 
τρίτης τάἐεως. Συνάγομεν ἑπομένως ὅτι τό διαστατµιόν μητρῶον τῶν 
μεταβλητῶν εἶναι τρίτης τάἐεως. 

Ἢ onpaocia τῆς ἐννοίας τῆς τάξεως τοῦ διαστατηοῦ μητρώου προ- 

μύπτει ἀπό τῆν τηιάτωθι πρότασιν: 
‘O ἁριθμός τῶν ἀδιαστάτων μονωνύμων μιᾶς mAH 

ρους Οσειρᾶς ἰσοῦται πρός τόν ὁλιμκόν ἀριθμόν τῶν ἀν- 

εἑαρτήτων φυσιμῶν μεταβλητῶν, peiov τῆν τᾶξιν τοῦ 
διαστατιμοῦ των μητρώσυ τῶν μεταβλητῶν. 

Ἢ σηµασία τῆς προτάσεως αὐτῆς εἶναι µεγίστη, διότι προσδιορί- 
ἐει pé μαθηματιμήν ἀμρίβειαν μαΐ ἀσφαλῶς τόν ἀριθμόν τῶν γινομένων , 

ἐν ἀἄντιθέσει πρός τῆν ἀντίστοιχον πρότασιν τῆς παραγράφου (21.2) εἰς 
τῆν ὁποίαν ὁ ἀριθμός τῶν θεμµελιωδῶν μεγεθῶν g δύναται νά ἐμπτιμπθῆ ἐ- 
σφαλμένως. 

Διά τό παράδειγμα τῆς παρούσης παραγράφου,δεδομένου ὅτι ἔχο- 
μεν & ἀνεξαρτῆτους μεταβλητάς uai μητρῶον τρίτης τάέεως, θά προυύ-
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ψουν τελιιῶς τρία μονώνυμα 7 . Πράγματι, ὁ ἀριθμός REYNOLDS,b & 
ριθμός D/L υαΐ ὁ συντελεστῆς πιέσεως ἤ ἀριθμός EULER ἀποτελοῦν 
μίαν πλήρη σειρᾶν μονωνύμων Τ, διά τᾶς δοθεῖσας ἔξ φυσιμᾶς μετα- 
Ῥλητάς. 

᾿Αποδειυνύεται εὐνόλως εἰς τόν ὑπολογισμόν διά μητρώων τό μά- 
τωθι θεώρημα, ἔχον σχέσιν μέ τῆν ypappwhv ἑἑάρτησιν: 

Αἱ γραμμαΐ ἑνός μητρώου εἶναι γραμμιμῶς ἐξηρ- 
τηµέναι, ἐᾶν uaf μὄνον ἡ τᾶὲις τοῦ wunrpdov εἶναι 
μιμροτέρα τοῦ ἀριθμοῦ τῶν γραμμῶν του. 

‘Eni τῷ Ρβάσει τοῦ θεωρήματος αὐτοῦ, ἡ τᾶξις ἑνός μητρώου δέν 
ἀλλάσσει, ἐᾶν ἀπαλειφθοῦν αἳ γραμμιμῶς ἑἑπρτημέναι ypappai του.Συν- 
Ώθως 1 ἁπλῆς ἐποπτείας ἑνός μητρώου εὑρίσμονται αἱ περιόσότεραι 
τῶν γραμμιμῶς ἑἑπηρτημένων γραμμῶν, ὁπότε εὐιπολύνεται πολύ & ὑπο- 
λογισµός τῆς τᾶἑεως τοῦ μητρώου, διά τῆς ἀπαλειφῆς των. 

Ἄς ἐπανέλθωμεν τώρα εἰς τᾶς μµεταβλητᾶς ϱ,ρ, ], Ῥ,ν. 
Ἢ yeviuh popeh τοῦ μονωνύμου π θά εἶναι 

T=pe o2 VL™ D™ - 

A1’ οἰασδήποτε δέ τιμάς TGOV ἐμθετῶν ual διαστάσεις τοῦ μονω- 
νύμου π θά εἶναι 

πεείμ 1 Τ ει ετ μ Τ ι ) : 1 " 

Ἔπι τῆς σχέσεως αὐτῆς προυμύπτει τὸ σύστημα 

X, + ς =0 

ς « -ὑ τ - Ἄ, τ κ =0 (21,3.q) 

2ς, ες + ΞΟ 

Κάθε λύσις τῶν ἐξισώσεων αὐτῶν δίδει μίαν σειρᾶν ἐμθετῶν % uai 
ἑπομένως ἔν μονώνυμον . 

Παρατηροῦμεν ἀμέσως ὅτι οἱ ὀσυντελεσταί τῶν ὅρων ¥ ἑνάστης 
γραμμῆς τοῦ συστῆµατος (21.3.a) εἶναι ai ypappai τοῦ διαστατιπιοῦ 
μητρώου. Ἑπομένως τό σύστημα (21. 5. α) δύναται νά ypaen ἀπ᾿εὐθεί- 
ας, ἐπί τῇ βάσει τοῦ διαστατιμοῦ μητρώου. 

“Δς γενιμεύῦσωμεν τώρα τό προηγούμενον παρᾶδειγμα uai ἔστω & 
τι θέλοµεν νᾶ σχηματίσωμεν τά μονώνυμα T, είς τῆν περίπτωσιν ν φυ- 

στωῶν μεταβλητῶν. Ὡς ἐδείχθη προηγουµένως, οἱ éubérar x,,%,,...,%, , 
τοῦ τυχόντος μονωνύμου  ἀποτελοῦν piav λύσιν ἑνός συστήματος ἄλγε- 
βριμῶν ἐξισώσεων, τό ὁποῖον ὑπό μορφήν μητρώου δίδεται ὑπό τῆς σχέ- 

όεως
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ας ς =y;=0 , ( ἔνθα i=4~+ q :ἐβεύθερος δείκτης, j=1+v : ἄφωνος δείκτης) 

fi ἁπλούστερον AK=Y=0 (21; 8. B) 

α“ alz a,, ό Ο 

afl a?? azr Ζ 

ξυϑα A= , K= : Ε γ- 

--- %[ Ο 

Ὑπενθυμίζομεν ὅτι g εἶναι ἡ τάξις τοῦ διαστατιμοῦ μητρώου, 
συμπίπτουσα συνήθως μέ τόν ἀριθμόν τῶν θεμελιωδῶν μεγεθῶν μαΐί ν τό 
πλῆθος τῶν ἀνεξαρτήτων μεταβλητῶν. , 

Παρατηροῦμεν δέ ὅτι τό μητρῶον A εἶναι αὐτό τοῦτο τό dia- 

στατιμόν μητρῶον τῶν μεταβλητῶν, θεωρούμενον ὡς g τάἄάξεως, ἤτοι pé 
γραμμιμῶς ἀνεέαρτήτους γραμμάς. Eic τό σύστημα (21. 8. ) διαιιρίνο- 
μεν τᾶς ἑἐῆς περιπτώσεις: 

a)v<g Τδ σύστημα δέν ἔχει λύσιν ἐν γένει, éutdc τῆς μηδενι- 
μΏῖς, Ἢ περίπτωσις αὐτή δέν ἐμφανίλεται, ὡς εἶναι προφανές, ποτέ ἐν 
T πράξειτ. 

β)νὸφ Eic τῆν περίπτωσιν αὐτῆν, συμφώνως πρός τῆν θεωρίαν τῶν 
ὁμογενῶν συστηµάτων, τό σύστηµα (21.3.B) ἕἔχει ἀνμριβῶς 
ν-α γραμμιμῶς ἀνεἑαρτήτους λύσεις,τό σύνολον τῶν ὁποί- 
ων μαλοῦμεν θεµελιῶδες οσὕστημα λύσεων. Τό θεμελιῶδες τοῦ- 
το σύστημα λύσεων προμύπτει ἀπό τῆν διᾶσπασιν τοῦ συστήῆµατος (21.3,B) 
16 ὁποῖον γράᾶφεται ὡς ἑξῆς 

ν- V= ν ν ; 7K, q"'Ay_,;l'Kv-q*l =0 

" ν- v-g 

n :—qa-l '}{vv-yJI =-A4 9'1{4 ἰ (91 B γ) 

a(,‘- α|#*,,(΄ -- α'!… χ*έ 

a,; a:{t'#l) . α;…" : Χ;“ 
w Α! = % Κ-Ἰ: 
ἔνθα ' "ῳ""....Γ uat ἐ 

--' %; 

Δι’ ἑμάστην σειρᾶν ἀριθμητιμῶν τιμῶν τοῦ μητρώου Κ’Ξπρουύπτει 
μία uaf μόνη λύσις τῆς σχέσεως (21. 8.γ) ὡς πρός KJ_ o, τῆς μορφῆς 

v':qu i (4:_9“)-{/‘4:7](:-’) (21. 5. δ)
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Οὕτω διά ν-α σειράς ἀριθμητιμῶν τιμῶν τοῦ μητρώου K, θά προ- 
μύψουν ν-Φ λύσεις τῆς (21. 8. ὁ), ἤτοι v-g σειραΐί ἀριθμπτιμῶν τιμῶν 
τοῦ μητρώου K ,,,. Πλήν ὅμως, ζητοῦμεν λύσεις πληρούσας τάς éénc - 
ἀπαραιτήτους προὐὔποθέσειτις 

α) Νά δίδουν. μίαν πλήρη σειρᾶν ἀνεξαρτήτων po 
νωνύμων π., ἤτοι ἔμαστον μονώνυμον νά μήν προυύπτει ἀπό πολ- 
λαπλασιαστιμόν συνδυασμόν τῶν ἄλλων. Δεδομένου ὅτι ἡ yeviuh pop- 
φή τῶν μονωνύμων εἶναι 

ἐπν Ξ Ξ vy 
--- Υ £ 

HJ ξ]Χι €via (Χ; = ἀνεξάρτπτοι …ιιει'(ι,ι3.7)τ71'ιιι΄) Σ . ϱ) 

διά λογαριθμήσεως τῶν σχέσεων (21. 8. ε) προμύπτει τό γραμμιμόν σύ- 

στηµα 

logIT; =x,,(LogX;) 

ἔνθα /=1+v-q υαὖΎ ἱἐΞτέ-ν 

η ἁπλούστερον 

ΗΞΚΜ (21.3.0 

ἔοσπ, logX, ''' 

logr, logX, B By . .. By 
ἔνα Π-Ξ ,Μ: ᾽ K= 

logrm,, ἴοφᾶ, ρο οµ - '' 

Προφανῶς αἱ σχέσεις (21.3.0) δίδουν τᾶς λύσεις τῶν ν-ᾳ {nTou- 
μένων μονωνύμων. Διά νᾶ εἶναι 8¢ τά povdvupa αὐτά ἀνεέάρτητα µε- 
ταξύ των πολλαπλασιαστιμῶς, πρέπει μαΐ ἀρμεῖ τό μητρῶον K νά εἶναι 
ν- φ τάξεως, ἤτοι νά ἔχη γραμμπιῶς ἀνεἑαρτήτους γραμμάς. 

᾽Απεδείζαμεν οὕτω τῆν ἑέἐῆς θεµελιώδη πρότασιν: 
᾿"Αναγμαία uai ἱμανῆ συνθήμη 3814 νά προμύψη pt 

α πλήρπς σειρά ἀνεἑαρτάτων μονωνύμων π .εἶναι ἡ & 
παρέις εἰς τῆν σχέσιν (31.5.ἐ) ἑνός μητρώου K, v-g 

τάᾶέεως. Τό μητρῶον αὐτό Κ µμαλοῦμεν untplov τοῦ 
θεµελιώδους συστῆματος λύσεων. 

ϱ) Ἢ προμύπτουσα πλῆρης σειρᾶᾷ τῶν ἀνεξαρτῆήτων μονωνύμων π 
νά εἶναι ἡ ἁἄπλουστέρα δυνατῆ ἀπό ἄποψιν ἀριθμητ- 
μῶν uai ἐργαστηριαμῶν ἐφαρμογῶν. 

Πράγματι, ἕν ἔπαστον τῶν μονωνύμων ἀποτελεῖ νόμον ὁμοτ- 

όὄτητος, ὑπάρχει δέ ἀνᾶγμη ὅσον τό δυνατόν ἁπλουστέρας ἐφαρμο- 
γῆς του εἰς τᾶς ἐργαστηριαμᾶς ἐρεύνας. Ἑπομένως déov ὅπως περιέ- 
Χη τόν μιιρότερον δυνατόν ἀριθμόν ἀνεξαρτήτων μεταδλητῶν μέ τοῦς 
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ἁπλουστέρους δυνατούς ἐμθέτας ;. Ἔπί τῇῷ βάσει τῶν uprrnpiuv αὖ- 
τῶν θά ἐμλέξωμεν τῆν ματάλληλον μορφῆν τοῦ μητρώου τῶν λύσεων K. 

Παρατηροῦμεν νηατ΄ ἀρχήν ὅτι τό μητρῶον K εἶναι ὀρθογωντιόν,ν--ᾱ 
γραμμῶν uai v στηλῶν. Αἱ v-g πρῶται στῆλαι τοῦ ἀποτελοῦνται ἀπό τά 
ν-α μητρῶα K Ξ τῆς σχέσεως (21. 8. ὁ) εἰς τά ὁποῖα δίδοµεν v-g αὖὐ- 
θαιρέτους τιμάς, τοιαύτας ὥστε νά προμύψουν αἱ v-g λύσεις τῆς (21.3.9) 
αἱ δίδουσαι ἀνεέάρτητα μονώνυμα π. Συμφώνως δέ πρός τῆν προηγου- 
μένην παράγραφον, αἱ προιύπτουσαι v-g λύσεις δέον ὅπως ἀποτελέσουν 

μητρῶον v-g τάξεως, 
Ἢ ἁπλουστέρα δυνατή ἐμλογή τιμῶν, διά τᾶς ν--φ πρώτας στήλας 

τοῦ μητρώου Κὶ, αἱ ὁποῖαι ἀποτελοῦν τετραγωνιτιόν μητρῶον, εἶναι τό 
μοναδιαῖον στοιχεῖον τοῦ συνόλου τῶν τετραγωνιμῶν 
μητρώων (τό ὁποῖον σύνολον ἔχει διάρθρωσιν δαμτυλίου) ὁηλαδή 
τό διαγώνιον μητρῶον ν-φστᾶἐέεως, μέ στοιχεῖα x;=0 διά 
ἐφ 7 ναί x‘-j=4 814 ἐπ; (ἀντίστοιχον pé τόν τανυστῶν KRONEC - 
KER εἰς τόν δαυτύλιον τῶν τανυστῶν ΄ τάξεως). Τό προμύπτον οὕτω 

μητρῶον K πληροῖ ὅλας τάς τεθείσας προϊποθέσεις εἰς τᾶς παραγρᾶ- 
φους α παΐ B, 

Τό γεντιόν ἀντιμείμενον τοῦ παρόντος µεφαλαίου ἔχει ἐπιτευχθῆ 
ἀπομένει δέ μόνον ἡ συστηµατοποίησις τῶν ἀνωτέρω,ἀποτελοῦσα τό ἀν- 
τιμείµενον τοῦ ἑπομένου µεφαλαίου. 

21.4 ΣΥΣΤΗΜΑΤΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟς ΜΙΑΣ ΠΛΗΡΟΥΣ ΣΕΙΡΑΣ 

ΑΛΙΑΣΤΑΤΩΝ ΜΟΝΩΝΥΜΩΝ π 

Ἕστω ὅτι ζητοῦνται τά ἀδιάστατα μονώνυμα π φυσιμοῦ τινός φαι- 
vopévou pé µεταβλητάς X; τῶν ὁποίων τό διαστατιμόν μητρῶον εἰς τό 
σὔστημα C.G.S. εἶναι τό ἑξῆς 

X, X X . . . X, X 
M α a, -- 5 ” %(υ. 0 ἂν 

L α a,, --- Qg ἄρν 

Τ α sy ο.Δ ι Qv 

Τό πρῶτον Ρβῆμα εἶναι ὁ προσδιορισµός τῆς τάἐεως τοῦ μητρώου. 
Ὑπολογίζομεν τῆν πρώτην éu δεξιῶν ὁρίζουσαν τοῦ μητρώου. Αὐτή εἷ- 

ναι 

Gy Q-0 ἂν 

2 Qg ἄ,ν :ῤ 

ῶ9 Y9 Dy
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Ἔφ΄ ὅσον ἡ ἀριθμητιμήῆ τιμΏ β εἶναι διάφορος τοῦ μηδενός ,ἡ τά- 

ἐις τοῦ μητρώου εἶναι 3. Ἔάν ἦτο μηδέν, 04 ἐξετάξαμεν διαδοχιιῶς & 
λας τᾶς ἀριθμητιιιάς τιμᾶς τῶν λοιπῶν ὁριζουσῶν τρίτης τάξεως τοῦ µπ- 
τρώου, μέ ocuomdv τῆν εὕρεσιν τοὐλάχιστον μιᾶς διαφόρου τοῦ μηδενός, 
Efc τῆν περίπτωσιν μεγάλων μητρώων ἡ ἐργασία αὐτή εἶναι ἐξαιρετι- 
μῶς μαμρά uai ἐπίπονος. Χρῃσιμοποιοὗντοι τότε ἠλευτροντιοί ὑπολο - 
γιστοι δίδοντες τσΧυτστο Όλας τᾶς τιµᾶς TGV οριζουσων, ἐπί τῷ βά- 
σει ἑτοίμων προγραμμάτων. 

Διά τό συστηματιμόν τοῦ ὑπολογισμοῦ, φροντίζομεν ὥστε ἡ μή un- 
δενιμῆ ὁρίζουσα τἄξεως g νά ἀποτελῆται ἀπό τᾶς πρός τά δεέξιά ᾳ στή- 
λας τοῦ μητρώου. Eic ἐναντίαν περίπτωσιν, ἀναματατάσσομεν τᾶς στή- 
λας τοῦ μητρώου, οὕτως ὥστε νά πληροῦται τό μῆ pndeviudv τῆς πρός 
τά δεξιά ὁριζούσης. 

Μετά τόν ὑπολογισμόν τῆς τάξεως τοῦ μητρώου, εὑρίσμομεν τόν 
ἀριθμόν τῶν ἀδιαστάτων μονωνύμων s, διά τῆς ἀφαιρέσεως τῆς τάἐεως 
ῳ ἀπό τόν ἀριθμόν τῶν μεταβλητῶν. Efc τό προμεΐμενον παράδειγµα 64 
ἔχωμεν ν-5 ἀδιάστατα μονώνυμα -τ- 

Γρσφομεν ἐν συνεχείᾳ τό συστῃμο (21. 8. ) εἰς τό ὁποῖον g=3, 

μαί ἐὲ αὐτοῦ τό (21. 8. γ), τό ὁποῖον εἶναι τωρο γρομμιιιον συστῃμο ϑ 
ἐξισώσεων, ἐπιλύεται δέ εὐνόλως, δι’ἀναστροφῆς τοῦ μπτρωου Α,͵-9͵͵με 
τούς μλασσιιούς τύπους τοῦ GRAMER. Προμύπτει οὕτω τό σύστημα 
(21. 3.98) δίδον τᾶς τιμάς τῶν ε,ο %, ,νόν, OUVAPTAHCEL τῶν συντελεστῶν 
ay τοῦ μητρώου 

Νε- {Α:-ς.ιι)-' ( :') 

μαί.τῶν ὑπολοίπων συντελεστων %y -Εως Wy 

Τό μητρῶον Ν εἶναι ορθογωνιυιον ᾳ γρομμων uaf v-g στηλῶν, - 

τοι ἐν προμειμένῳ 3 γραμμῶν μαΐί ν-ὃ στηλῶν ὡς προυύπτει ἀπό τούς 
μανόνας πολλαπλασιασμοῦ τῶν μητρώων. 

Οἱ τελευταῖοι ῳ ὅροι τῆς πρώτης σειρᾶς τοῦ μητρώου τῶν λύ- 
σεων προμύπτουν διά πολλαπλασιασμοῦ τοῦ Δ ἐπί τό μητρῶον 

1 
0 

K] 0 

0 

Τό ἐξαγόμενον εἶναι προφανῶς ἡ πρώτη στήλη τοῦ μητρώου N.'E- 
πειδῆ δέ év γένει & πολλαπλασιασμός ἑνός μητρώου ς γραμμῶν uai 3 
στηλῶν ἐπί μητρῶον 2 γραμμῶν uai μιᾶς στήλης pé pndeviud ἅπαντα τά 
στοιχεῖα τοῦ πλῆν ἑνός µοναδιαίου τῆς ϱ στύλης, δίδει μητρῶον μιᾶς 
στῆλης πμαΐ ¥ γραμμῶν, pé στοιχεῖα, τά τῆς ϱ στήλτς τοῦ πρώὠτου µη- 
τρώου, προμύπτει ἡ ἑέης σημαντιιωτάτη πρότασις: 

“Αἱ {nrolpeval g τελευταῖαι στῆλαι τοῦ µητρώου K τοῦ θεμελιώ- 
δους συστήµατος λύσεων ἀποτελοῦν μητρῶον éu ταυτότητος ἴσον pé τό
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ἀντιμεταθετόν μητρῶον τοῦ N " 
Τουτέστιν, τό ὑπομητρῶον τῶν ῳ τελευταίων στηλῶν τοῦ K προ- 

μύπτει δι ἀναστροφῆς γραμμῶν μέ στήλας τοῦ μητρώου N. 
Ἔν συμπεράσματι, 6 ὑπολογισμός τοῦ μητρώου N ὃί- 

δει ἀπ᾽εὐθείας τὰά ἐλλείποντα στοιχεῖα τοῦ μµπτρώου 
K μαί λύει πλήρως τό τεθέν πρόδληµα τῆς εὑρέσεως 
μιᾶς πλῆρους σειρᾶς ἀνεἑαρτήτων μονωνύμων . 

Ἐλέπομεν τέλος ὅτι δυνάμεθα νά εὕρωμεν διάφθρους σειρᾶς po- 
νωνύμων Τ, διατᾶσσοντες διαφορετιμά τά X, X, ... X, Πρέπει ἑπομένως 
νά ἐυλέξωμεν τῆν προσφορωτέραν 014 τάς ἐφαρμογᾶς σειράν π , 6 τρό- 
πος δξ τῆς éudoyhe ταύτης ὁρίΐζεται μαθηματιμῶς διά τῆς ιιάτωθι συν- 
θήµης: ΄ , 

Eic τό διαστατιμόν μητρῶον, θέτοµεν ὡς πρώτην 
μεταδλητῆν, τῆν ἐητουμένην µεταβλητῆν τοῦ πρός pe 

λέτην φυσιμοῦ φαινοµμένου. Q¢ δευτέραν μµεταβλητῆν 
θέτοµεν αὐτῆν τῆν ὁποίαν δυνάμεθα νά. μµεταβάλωμεν 
περισσότερον πειραματιμῶς, ὡς τρίτην αὐτῆν τῆς ὁὅ- 
ποίας ἡ εὐμολία μεταβολῆς ἔρχεται eic δευτέρανθξε 
δινυ, ἃ..ὃ. . 

Ἡ τήρησις τῆς συνθήνης αὐτῆς διευπολύνει πολύ τῆν év συνεχεί 

¢ μελέτην τοῦ φαινοµένου ἐπί τῇ Ρβᾶσει τῶν ἀδιαστάτων μονωνύμων. 
Φυστμαί μεταβληταί, δυνάμεναι νά ὑποστοῦν πολύ piupdv μµεταβολίν , 
ὡς ἡ ἐπιτάχυνσις τῆς Ρβαρύτητος μ.λπ., τίθενται εἰς τό δεξιόν pépoc 
τοῦ διαστατιμοῦ μητρώου, ὁπότε ἔχουν pév τούς μεγαλυτέρους ἐιιθέ - 
τας, ἀλλάζουν ὅμως ἑλάχιστα ἤ ual µαθόλου, ὁπότε ὑπολογίἓονται ὀλί- 
γας ἤ uai διά μίαν μόνον φορᾶν. 

Α µεταβαλλόμεναι περισσότερον µεταδληταί εἰσέρχονται οὕτω 

εἰς τῆν περιοχήν ἀπό %, ἕως ,, ς , ὁπότε ἐμφανίζονται εἰς τήν πρώ- 
την δύναμιν uai ἀνᾶ piav μόνον εἷς ἔμαστον μονώνυμον. 

Ἢ ἐἑαιρετιμῇ πειραµατιμῆ ὠφέλεια éu τῆς διατάζεως αὐτῆς εἶναι 

πρδόδηλος.



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 22. 

ΒΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΔΙΑΣΤΑΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΕΩΣ 

ΒΙΣ ΤΗΝ EYPEZIIN ΤΩΝ ΝΟΜΩΝ ΟΜΟΙΟΤΗΤΟΣ 

ΤΥΧΟΝΤΟΑΣ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟΥ 

ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΤΩΝ ΡΗΥΣΤΩΝ 

Μετά τῆν εὕρεσιν δι’ἕν φαινόμενον μιᾶς πλήρους σειρᾶς ἆδια - 
στάτων μονωνύμων, διά τῆς συστηµατιμΏς μεθόδου τοῦ προηγουµένου ue- 
φαλαίου, τό πρόβληµα τῆς εὑρέσεως τῶν νόµων τῆς φυσιμωῆς ὁμοιότη- 
τος ἔχει αὐτομάτως ἐπιλυθῆ, Πράγµατι, at σχέσεις ὁμοιότητος προυύ- 
πτουν ἀπ᾽εὐθείας διά τῆς ἐξισώσεως τῶν ἀδιαστάτων μονωνύμων τῶν δύο 
φαινομένων, πραγματιμοῦ uai év ὁμοιώματιςΕ'πομένως & ἀριθμός τῶν σχέ- 
σεων ὁμοιότητος εἶναι ἴσος πρῶς τόν ἀριθμόν τῶν ἀδιαστάτων μονωνύ- 
μων π' τοῦ φυσποῦ φαινομένου. 

ThHv ὅλην pébodov τῶν δύο προηγουμένων µεφαλαίων, 04 ἐφαρμό- 
σωμεν εἰς τῆν εὕρεσιν τῶν νόµων ὁμοιότητος τυχόντος φαινοµένου τῆς 
μηχανιμΏῆς τῶν μλασσιμῶν ρευστῶν, χρησιμοποιοῦντες αὐτῆν τῆν φορᾶν 
ὄχι τᾶς ἐξισώσεις, ἀλλά τῆν φύσιν τῶν συναντωμένων μεταβλητῶν. 

Θεωροῦμεν τῆν γενιμήν περίπτωσιν τυχόντος UAAGOIUOU ρευστοῦ, 
(συμπιεστοῦ ἤ ἀσυμπιέστου) εἰς τυχοῦσαν ροήν uai pé µεταφορᾶν θερ- 
μιμῆς ἐνεργείας. Θά deflupev οὕτω, ὅλην τῆν γενιμότητα uafi τᾶς pe- 
γάλας δυνατότητας τῆς διαστατιμΏς ἀναλύσεως, διᾶ τῆν εὕρεσιν τῆς 
μορφῆς τῶν φυσιμῶν νόµων uai τῶν νόµων ὁμοιότητος.Ἀπμολουθοῦμεν δέ 
τῆν συστηματιμήν pébodov τῆς παραγράφου (921.4). 

22.1 EKAOT'H ΤΩΝ METABAHTQN ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Διά νά ἐμλέξωμεν ὅλας τᾶς ἀπαραιτήτους µεταβλητᾶάς, αἴτινες ὑ- 
πεισέρχονται εἰς τῆν φυσιιήν περιοχήν τῆς pnxaviune τῶν ρευστῶν ,ᾱ- 
παιτεῖται πλήρης ποιοτιμή γνῶσις τῶν ἐἐτισώσεων τῶν φατ 
νοµένων, τῶν ἀρχιμῶν συνθητμῶν uai τῶν συνθημῶν eic 
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τά ὅριτα. 
Α θεμελιώδεις ἐξισώσεις μαί ἡ πειραματιιή ἐμπειρία ὁίδουν ὡς 

ρώτην σειρᾶν ἀνεἑαρτήτων φυσιμῶν μεταβλητῶν τάς 

[ : δύναμις 
V : ταχύτης 
ϱ : εἰδιμή pdla 
4 : δυναμιμός συντελεστῆς συνευτιμότητος 
g : ἐπιτάχυνσις τῆς βαρύτητος 

Ορ,Ο,: εἰδιμαί θερµότητες '' 
Αἱ ἀρχιμαί συνθῆμαι uai συνθήμαι eic τά ὅρια μᾶς δίδουν ἐὲ ἄλ- 

λου τᾶς μάτωθι πεταβλητᾶς 
α : ταχύτης ἤχου 
L : χαραμτηριστιμή γραμμιμῆ διάστασις (π. χ. διᾶάµετρος ἀγωγοῦ). 
Θ : ἐπιφανειαμῆ τάσις 
K : ουντελεστΏς θερμιμΏς ἀγωγιμότητος 

Θά ἔχωμεν ἑπομένως ἐν συνόλῳ ἔνδειια ἀνεξαρτήτους µεταβλητάς 
uai ἡ γενιμή ἐξίσωσις τυχόντος φαινοµένου τῆς μηχανιμῆς TV ρευστῶν 

λαµβάνει τῆν µορφήν 

¢(F.V.L,p,u.49,G,.C,,a.6K)=0 (22.1.q) 

22.2 EKAOT'H ΤΟΥ @EMEAIQAOYS ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ MONAAQN-AIA- 

ΣΤΑΤΙΚΟΝ ΜΗΤΡΩΟΝ ΤΩΝ METABAHTQN 

Eic τά πλεῖστα τῶν προδλημµάτων τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν, pé 
μετάδοσιν θερµότητος, T6 πλέον πρόσφορον σύστημα μονάδων εἶναι τό 
M.L.T.@®. ὅπου Θ εἶναι ἡ νέα θεµελιώδης μονάς διά τῆν θερµουρασί- 
αν. Διά τῆν περίπτωσίν µας, ἐμλέγομεν ἑπομένως τό σύστημα αὐτό, ὁ- 
πότε τό διαστατιμόν μητρῶον λαμβάνει τῆν μορφῆν 

E ¥ L ‘¢ p ΄ € € a & K 
Ῥ υ 

7 o 0 7 2 o ¢ 0 Ὁ { 7 

1 1 2 '' - 1 2 2 2 o 1 

ΞΖ. -2 o 0 -1 -2 -2 -2 -1 -2 -3 

Ο o 0 Ὁ o0 0 “' “ o Ο -1 Φ 
N
8
~
 X
 

Διά νά προσδιορίσωμεν τήν τάξιν τοῦ μητρώου ὑπολογίζομεν THV 

πρός τά δεέιά ὁρίζουσαν αὐτοῦ 

Ο 0 1 1 

2 -4 -2 -3 |0
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᾿Ἐπαναδιατάσσομεν τᾶς στήλας τοῦ untpdou διά νά ὑπάρχῃ pia 

πρός τά δεξιά ὁρίζουσα μή μηδενιμή,ὁπότε τό διαστατιμόν μητρῶον λαμ- 

βάνει τῆν μορφήν 

Ρ ν &k ρ κ ςδ ῷ ς α Φ K 

Μ 0 Ο 1 1 7 Ο 0 o o0 1 

L 1 Τ -ᾱ “ Ο 2 2 1 1 1 

T |2 1{ ¢ © - - 2 & &2 4 -Z& -3 

Θ 0 Ο 0 0 0 o -1 -1 Ο o -1 

Ἢ πρός τά δεέιά ὁρίζουσα εἶναι τώρα διάφορος τοῦ μηδενός (Ξ1), 

ὁπότε τό μητρῶον εἶναι τετάρτης Télewe, ἤτοι ο - 4΄. Θά ἔχωμεν ἐπο- 
μένως μία πλήρη σειράν ἐὲ 1{|-4-:7 μονωνύμων γινομένων τῆς yeviuhe 

μορφῆς 

T=F Y% L% o% μ σζυ σα ο κ 

22,3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ ΚΑΙ ΜΗΤΡΩΟΝ ΤΩΝ AYZE- 

QN 
« 3 ΄ " . ΄ κΑ 

Αἱ ἐξισῶώσεις τῶν συντελεστῶν θά εἶναι 

¥, + Ky + ¥+ K, ¢x“=0 

. 3ς -- X +2x,+21¢'8 « Ko+ K+ X, =0 

-ᾱκ,- κ ς ς --2Χ, -2κ,-2κ, -- Κ, -- 2%, --- ΞΟ 

- δ' --- ς - Xx,=0 

Ἐπιλύομεν τό ἀνωτέρω σύστημα ὡς πρός g, %, , % ,%,, 014 τᾶς υᾶ- 

τωθι τιμᾶς τῶν X,y ες %5 . 
κιΞὸ 814 i+1 (ἤτοι ¥y=d,4505=--- = 35=0). 
=0 014 i+2 

Αἱ λύσεις τῶν προυυπτόντων ἑπτά συστημάτων δίδονται εἰς τό ug- 

τωθι μητρῶον τῶν λύσεων 

% X KX XK K X XK X Ρ X 
ς Ῥ L p διῷ € α g K 

z | 1 0 οο 0 0 0 { -3 4 - 

| o0 ¢ 0 0 0o o o 0 « 0 0 

| ο { 0 o0 0 0 0 -2 41 0 
|0 0 o0 f o0 o0 0 { 3 -4 - 
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22.4 MONQNYMA π. METATPOIIAI ΚΑΙ TEAIKH ΤΩΝ ΜΟΡΦΗ. 

TEAIKH ΜΟΡΦΗ ΤΗΣ I'ENIKHX EEIZQRSEQRS ΤῊΣ MHXANI- 

ΚΗΣ TQN ΡΕΥΣΤΩΝ. 

Ἢ πλήῆρης σειρᾶᾷ τῶν ἀδιαστάτων μονωνύμων π προμύπτει ἀμέσως 
¢u τοῦ μητρώου τῶν λύσεων, εἶναι δέ 

πι- Ες α ο Κ' 

π,- Κγα ! 

-- -2 n,=La™g 

-4γ-4 π,Ξρς αἲσ-“κ 

π-μςκ- .κ-|'|' v 

- -« π,- σῶ α ἰ Κ 

-ς π,- ρς 

Μεταξξύ τῶν ἑπτά αὐτῶν μονωνύμων ἀναγνωρίἓζομεν ἤδη τούς ἀρι- 
θμούς τοῦ MACH, τοῦ PRANDTL μαΐ τόν συντελεστήν ¥ , εἰς τά po- 
νώνυμα π:, στ, uaf ττ,. Θά πραγµατοποιῆσωμεν ὡρισμένους µετασχηµαττι- 
σμούς εἰς τά ὑπόλοιπα μονώνυμα διᾶ νά τούς δώσωμεν τῆν συνῆθη pop- 
φῆν ὑπό τῶν ὁποίαν ἀπαντῶνται εἰς τῆν μηχανιμΏν τῶν ρευστῶν. Οὕτω 

ἔχομεν 

π ῳὙ' 
n, Lg 

π, Σ 

π 6 

A, _ VL 

ς Η/ρ 

Mé τούς ἀνωτέρω µετασχηματισμούς προμύπτει ἡ πλῆρης σειρά 
τῶν ἀδιαστάτων μονωνύμων στ, ὡς ἀνολούθως 

Ἐίσαγωγῆ εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 19
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. Ξ : VL VL 
᾿Αριθμός τοῦ REYNOLDS ----Ξ----- Ξ 

μ v 

= v? 
᾿Αριθμός τοῦ FROUDE e = 

Lg 

3 A > 2 ΄ ΄ F ρ 

Αριθµός τοῦ EULER ἤ συντελεστῆς πιέσεως Έ/.-;-= Ρ»ν,=Ε 

VL 
Ἄριθμός τοῦ WEBER -‘3—6—=W 

. ν μ 
᾿Αριθμός τοῦ MACH - - 

Ω - ς; 
Αριθμός τοῦ PRANDTL ‘;(" =B ' Ἡ ζζΡ =B 

Ε Ξ --- 5 ρ 
Λόγος τῶν εἰδιμῶν θερμοτήτων =y 

v 

Ἡ γενιμῆ ἐξίσωσις (23.1.α) τῶν νόμων τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευ- 
στῶν λαμβάνει τῆν ἁπλουστευμένην popenv 

(R F.EW,M/P,y)=0 (22.4. α) 

᾿Αντί €vdecua ἀνεξαρτήτων μεταβλητῶν τῆς (221 α) 

ἔχομεν εἰς τῆν (22.4.a) μόνον ἑπτά ἀδιάστατα po- 
νώνυμα. Αἱ μεγάλαι θεωρητιμαί uai πειραµατιμαί ὠφέλειαι éu τῆς a- 
πλοποιήσεως αὐτῆς εἶναι τιρος>ς1νεϊο: 

Mia προχειρος ἐξέτασις τῶν ἑπτά οδιαστοτων μονωνύμων τῆς προ- 
ηγουμενης πορογροφου δειωνύει ὅτι ἡ ομοιοτῃς εἶναι ἀδύνατος εἰς τήν 
γενιμῆν περίπτωσιν τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν. Πράγματι, θά ἔπρεπε 
νά ἔχωμεν ταυτότητα μεταέύ ὅλων τῶν μονωνύμων τῶν ὁύο ὁμολόγων 
φοινομένων uai αὐτό ὁδηγεῖ ἀναγμαστιυῶς εἰς ταυτότητα αὐτῶν τούτων 

τῶν φαινομένων. 
Ευτυχως διά τούς ερευνητος εἰς ἔμαστον εἰδιμόν ὑποσύνολον 

φαινομένων τῆς μηχανιμῆς τῶν ρευστῶν πολλαί éu τῶν &vdeua ἀνεέαρ- 
τήτων μεταβλητῶν τῆς (23.1. α) οὐδόλως ὑπεισέρχονται. Eic τά εἴδιιιά 
αὐτά φαινόμενα, τά ἀδιάστατα μονώνυμα π περιορίζονται πολύ παΐί φθά- 
νομεν εἰς σχέσεις ὁμοιότητος ἐφαρμοσίμους ἐν τῇ πρᾶξει. 

ἜΠάν π. χ. ἡ ἐπιφανειαμῆ τάσις εἶναι ἀμελητέα,θά παραληφθῆ ὁ ἀ- 
ριθμός WEBER, ἐάν ἡ βαρύτης δέν ἔχη ἐπίδρασιν θά παραληφθῆ ὁ ἀρι- 
θμός FROUDE u. o, u. Φθάνομεν οὕτω εἰς χαραμτηριστιμᾶς περιπτώσεις 
τῶν παραγράφων 20. 4 ἕως 20. 7 ιιαΐ παρατηροῦμεν ὁτιναταλήγομεν εἷς 
τά αὐτά συμπεράσματα πολύ ταχύτερον uai ἐπί τῷ βάσει " φυσιμῆς 
μορφῆς " υμριτηρίων. 
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22.5 ASYMIIIESTA ῬΡΗΥΣΤΑ ANEY ΜΕΤΑΔΟΣΕΩΣ OEPMIKHZ 

ENEPI'EIAS KAI META ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΥ EIAIKOY ΒΑΡΟΥΣ 

Eic τῆν peydinv αὐτήν uatnyopiav τῶν φαινομένων ἀπαλείφομεν 
ἤδη τόν ἀριθμόν PRANDTL, τόν συντελεστῆν γ . ὡς παΐί τόν ἀριθμόν 
τοῦ MACH, δεδομένου ὅτι ἡ ταχύτης "muuvol' ρευστοῦ εἶναι πάντο- 
Te ἀσῆμαντος ouyupivopévn pé τῆν ταχύτητα τοῦ ἤχου ἐντός τοῦ αὖ- 
τοῦ ρευστοῦ, 

Θά ὑποδιαιρέσωμεν ἐξ ἄλλου uail τῆν uarnyopiav αὐτῆν εἰς τάς υ- 

τωθι εἰδιμᾶς περιπτώσεις, ἄς ἀπαντῶμεν uai 16 συνηθέστερον ἐν τῇ 
πράξει: 

a) Ῥοαί μέ ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν. Τέλεια ρευστά ἤ ρευστά μέ ἰ- 
ἐῶδες ἀλλά εἰς τυρβώδη ροῆν. ᾿Αμελητέα ἐπιφανειαμήῆ τάσις 

Δεδομένου ὅτι =0 διά τά τέλεια ρευστά νἱαΐί ὅτι ἡ συνάρτησις 
φ(Β) εἶναι σταθερά 814 τά ρευστά μέ ἰξῶδες εἰς τῆν περιοχήν τῆς 
τυρβώδους ροῆς (ἴδε μεφάλαιον 24) ἀπαλείφομεν uai τόν ἀριθμόν τοῦ 
REYNOLDS. Δέν λαμβάνεται ἐὲ ἄλλου ὑπ᾽ ὄψιν ναΐ ὁ ἀριθμός WEBER 

τῶν ἐπιφανειαμῶν τάσεων. Παραμένουν ἑπομένως διά τήν τηατηγορίαν 
αὐτήν τῶν ροῶν ol νόμοι ὁμοιότητος τοῦ EULER uaf τοῦ FROUDE, 
Τά δύο ὁμόλογα φαινόμενα εἶναι φυσιμῶς ὅμοτα, έφ᾽δὅ- 
σον ot ἀριθμοί EULER uai FROUDE εἶναι uaf διά τά δύο 
οἱ αὐτοί εἰς πᾶσαν ὁμόλογον στιγμῆν. 

B) Ῥοαί μέ ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν. Ῥευστά μέ ἰξῶδες εἰς στρωτήν 

ροῆν, 
BEic τῆν περίπτωσιν αὐτῆν, ἐντός τῶν νόµων ὁμοιότητος τοῦ EU- 

LER uaf τοῦ FROUDE, ὑπάρχει uai 6 νόμος ὁμοιότητος τοῦ REY- 
NOLDS, διότι εἰς τήν στρωτήν ροῆν , ἡ συνάρτησις ¢(R) δέν εἶναι 

σταθερά ἀλλά μεταβάλλεται συναρτῆσει τῆς ταχύτητος. 
Παρ΄ὅλον ὅτι ἀπαιτεῖται ἡ πλῆρωσις τριῶν μόνον éu τῶν ἑπτά νό- 

μων ὁμοιότητος, εἰς τῆν πρᾶέιν ἡ πραγµατοποίησις ὁμοτ 
ὤματος ὑπό τᾶς οσυνθήμας αὐτᾶς εἶναι εἰς τᾶς πλείύ- 
ότας τῶν περιπτώσεων ἀδύνατος (ἴδε παρᾶγραφον 20, 4). 

γΥ) Poai ὑπό πίεσιν. Ῥευστά pé ἰἐῶδες εἰς τυχοῦσαν ροῆν. 
Μή ὑπαρχούσης ἐλευθέρας ἐπιφανείας, ἡ Ῥαρύτης δέν ἐπηρεάζει 

πλέον τῆν ροῆν. Ἑπομένως ἀπαλείφεται ὁ ἀριθμός FROUDE μαΐ μόνοι 
δυνατοί νόµοι ὁμοιότητος μεταξύ τῶν ὁμολόγων φαινοµένων εἶναι οἱ 

τοῦ REYNOLDS μαί EULER., Ἢ διερεύνησις τῶν περιπτώσεων αὐτῶν 
ἔγινε εἰς τᾶς παραγράφους 20,6 παΐ 20. Τ, 

22,6 ΣΥΜΠΙΈΣΞΤΑ ΡΕΥΣΤΑ ANEY ΜΕΤΑΔΟΞΕΩΣ ΘΕΡ΄ΌΜΙΚΗΣ 

ΕΝΕΡΥΕΙΑΣ KAI ΜΙΚΡΟΥ EIAIKOY ΒΑΡΟΥΣ (AEPIA) 

Eic τήν σημαντιμήν αὐτῆν uarnyopiav φαινομένων θά ἀπαλείψωμεν 
τούς ἀριθμούς τῶν PRANDTL, FROUDE μαΐ WEBER ὡς uaf τόν συν- 
τελεστῆν 7 , δεδομένου ὅτι δυνάμεθα νά ἀμελήσωμεν τάς δυνάμεις βα- 
ρύτητος uaf τᾶάς ἐπιφανειαμᾶς τάσεις ἐνώπιον τῶν ἄλλων ἐνεργουσῶν 
δυνάμεων. Ἔ ἄλλου αἱ µεταβληταί ρ , ¢ μαΐ α συνδέονται 814 τῆς 
σχέσεως
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‘B¢ αὐτοῦ συνάγοµεν ὅτι δυνάμεθα νᾶ παραλείψωμεν uai τόν ἀρι- 
θμόν τοῦ EULER E=P/pV?, διότι μεταπίπτει εἰς τόν ἀριθμόν MACH 
uatd προσέγγισιν σταθερᾶς 7. 

Θά ἔχωμεν ἑπομένως ἐν τέλει νά τηρΏσωμεν δύο μόνον νόµους ὃ- 
µοιότητος: τούς νόμους REYNOLDS uai ΜΑςΗ. 

Ἔν 1D πράξει ἡ ὁμοιότης αὐτῇ τῶν συμπιεστῶν ρευστῶν ἔχει τᾶς 
μεγαλυτέρας égappoydc τῆς εἰς τᾶς δουπμᾶς ὁμοιωμάτων ἀεροσμαφῶν 

ἐντός ἀεροδυναμιιῶν υωδώνων. Ἐίς τᾶς δοιιμάς αὐτάς χρησιμοποιοῦμεν 
ματ᾽ ἀνάγμην εἰς τό ὁμοίωμα τό αὐτό ἀέριον πού ὑπάρχει εἰς τό φυστ- 

μόν φαινόμενον, ἤτοι τόν ἀτμοσφαιριμόν ἀέρα. διότι,έἐᾶν χρησιµοποιῆ- 
ὅωμεν ἄλλο ἀέριον, αἱ δομιμαί µμαθίστανται ἀπραγματοποίητοι λόγῳ U- 

ψηλοῦ μόστους. : 
Οἱ νόµοι ὁμοιότητος γίνονται: 
a) REYNOLDS 

Ω͂ = 

ViL, VL, 
V-‘t’poc . ν3ιΐρω- 

δηλαδή 

. 
Γ A 

uai διά udfpaua A= 1/20 ἀπαιτεῖται ταχύτης εἰς τόν μώδωνα efuoca- 

πλασία τῆς τοῦ φυσιμοῦ φαινομένου ἤτοι Υ =20V, 
) MACH 

V. ν 
Γς χρὸς 

ὁηλαόή 

ε, εἰΏ 

᾿Αντιλαμβανόμεθα ἀμέσως ὅτι οἱ ὁδύο νόμοι συμµβιβάλον- 
ται pbdvov 814 A=1, ὁδηλαδή ὃδιά ὁμοίωμα wuatacueva- 
σθέν εἰς φυσιμόν µέγεθος uai αὐτό εἶναι ματά uavdva ἀπραγ- 

ματοποίητον. Ἐὐτυχῶς ἡ ἐμπειρία δειωνύει ὅτι, 14 ροᾶς μιιρᾶς ταχύ- 
τητος (M <0,4)t συμπιεστότης εἶναι ἀσήμαντος, δηλαδή ὁ ἀήρ συμπερι- 
φέρεται ὡς ἀσυμπίεστον ρευστόν. Περιοριζόμεθα ἑπομένως εἰς τῆν τῆ- 
ρησιν ἑνός pdvov vépou, τοῦ REYNOLDS. Διά μεγάλας ἐὲ ἄλλου τα- 
χύτητας ζΜ>Ο,ό)ή ἐπίδρασις τῆς συνεμτιμότητος γίἴνεται ἀμελητέα έν- 
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ὦπιον τῆς σημασίας τοῦ νὂµου τοῦ MACH uaf τότε τηρεῖται μόνον & 
νόµος τοῦ MACH, pé τῆν popenv V, =V, , ἤτοι pé τῆν αὐτῆν ταχύ- 
τητα ἐν ὁμοιώματι uai év τῇ φύσειτ.



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 23. 

ΟΜΟΙΩΜΑΤΑ METAAQN ΥΔΡΑΥΛΙΚΩΝ EPIQN 

KAI @GEQRPHTIKH MEAETH 

ΕΠῚ ΤΗΣ ΣΤΡΗΒΛΗΣ ΚΛΙΜΑΚΟΣ 

23.1 ΕΙΣΑΤΓΩΓΤΗ ΒΕΙΣ ΤΑΣ EPTASTHPIAKAS MEAETAS ΥΔΡΑΥΛΙ- 

ΚΩΝ EPI'QN 

Eic τά προηγούμενα μεφάλαια 18 ἕως 22 δίδομεν τᾶς γενιμᾶς 
γραμμᾶς τῆς θεωρίας τῶν ὁμοιωμάτων, διά νᾶ θίξωμεν τώρα τό σοβαρώ- 
τατον θέµα τῶν ἐφαρμογῶν. Διότι, αὐταί μαΐ μόνον αἱ ἐφαρμογαί, ἀπο- 
τελοῦν μίαν ἄιιρως ἐἐελιγμένην τεχνιμῆν, παρά τῆν ὀλιγόχρονον παρᾶ- 
δοσίν της, uai pdvov μία paupd πραμτιμή éédouncic εἰς ἐργαστήριον 
δύναται νά µορφώση μηχανιιούς uai τεχνιμούς ἱμανούς νά ἀντιμετωπί- 
σουν προβλήματα udmolac σχετιιής διυσιιολίας, 

Δύο βασιιά μειονεμτήματα ἐμποδίζουν ἐξ ἄλλου τῆν διᾶδοσιν τῶν 
γνώσεων εἰς τόν Topéa αὐτόν uai τῆν γενίμευσίν τωῶν. Τό πρῶτον - 
φείλεται εἰς τό γεγονός ὅτι πλεῖστα ἐργαστήρια διατηροῦν τό µυστι- 
ud ὡρισμένων ἐπιτεῦξεών των, ἤ ἀποφεύγουν ἀναλυτιιάς δημοσιεύσεις 
ἐπι. τῶν μελετῶν των. Τό δεύτερον, μαΐ Ίσως ual τό σοβαρώτερον, ὅ- 
φείλεται εἰς τό ὅτι αἱ μελέται περιορίζονται συνήθως εἰς τῆν ἅμεσον 
οἰμονομτιῆν ἀπόδοσίν τῶν μαΐ παραμελοῦν τῆν μαθαρῶς ἐπιστημονιμῆν 
ἔρευναν ὡρισμένων θεμάτων, τά ὁποῖα, ἐάν ἐμελετῶντο ἐν συνεργασίᾳ 
μέ ἄλλα ἐργαστήρια, 84 ἀπέδιδον σημαντιιώτατα ὀφέλη εἰς τόν ἐν γέ- 
νει τομέα τῶν ὁμοιωμάτων. 

Ξμοπός ἑπομένως τοῦ παρόντος μεφαλαίΐου εἶναι ἡ ἐν συνδυασμῷ 
μέ τῆν θεωρίαν συστηματιμήῇ ἀνάλυσις τῶν βασινῶν δυσιιολιῶν τῶν συν΄ 
ηθεστέρων ἐργαστηριαμῶν ἐφαρμογῶν μαΐί ἡ ἀναζήτησις τοῦ ὀρθοτέρου 
τρόπου ἐπιλύσεώς των. Θά ἐέξετάσωμεν πρός τοῦτο τῆν γενιμήν περί- 
πτωσιν, μελέτης μεγάλης éutdoewe ὑδραυλιμῶν ἔργων, ὅπου ἡ πραγμα- 
τοποίησις ἐνιαίας udipauoc σμπιρύνσεως µαθίσταται ἀδύνατος, Θά ἀνα- 
λύσωμεν δέ τᾶς τρεῖς uarnyopiac ἔργων εἰς τᾶς ὁποίας παρουσιᾶἲεται 
αὐτή ἡ ἀδυναμία uai τόν θεωρητιμόν uai πραυτιμόν τρόπον ὑπερπηδή- 
σεώς της. 
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23.2 MEAETAI ΠΡΟΣΤΑΣΙΑΣ ἘΕΣΩΤΗΕΡΙΚΟΥ AIMENQN ΑΠΟ ΚΥ- 

ΜΑ ΤΤΣΜΟΥΣ 

Σμοπός τοῦ τύπου αὐτοῦ τῶν μελετῶν εἶναι ὁ προσδιορισμὁς τῶν 
ἀπαραιτήτων ἐξωτεριμῶν λιμενιμῶν ἔργων διά τῆν μαλήν προστασίαν τοῦ 
λιμένος ἀπό ἐξωτερπιούς μυματισμούς. Ζητεῖται ὁηλαδῆ ἡ βελτίστη 
διᾶάταξις τῶν ἔργων αὐτῶν ὥστε νά ἐπιτυγχάνωνται at 
ἑἰητούμεναι συνθῆμναι ἠὡἡρεμίας uai λειτουργίας τοῦ λι- 
pévoc (εἰσόδου, ἐξόδου) né τό ἐλάχιστον πμόστος ἐρ- 
γασιῶν. 

Ἐνώπιον τῶν θεωρητιμῶν δυσχερειῶν ἐπιλύσεως τοῦ προβλήµατος, 
τό μελετὧμεν ἐπί ὁμοιώμοτος ὑπό σμίιιρυνσιν, uai ἄνευ οὐδεμιὅς ἐξαι- 
ρέσεως τά σημαντιιά λιμενιμά συγιροτήματα μελετωντσι σΏμερον εἰς 
ἐργαστήρια υδρουλιπῃς. 

Δεδομένου ὅτι τά φυσιμά φαινόμενα πού λαμβάνουν χώραν εἶναι 
ροαί μέ ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν uail τυρβώδους διαίτης, ὀφείλομεν νά 
ὑπαμούσωμεν εἰς τούς νόμους ὁμοιότητος FROUDE uai EULER, 

Ἡ ταχύτης τοῦ uupatiopoU ἐμφράζεται μέ ὑπερβολιιιίάς συναρτή- 
σεις τοῦ λογου H/[_ ἔνθα Η εἶναι τό βάθος τῆς ὑδατίνης μὁζῃς μαί 
L 16 phuoc ιωμστος τοῦ ιωμοτισμου. Θά πρεπῃ επομενως ἡ udipaé 
pnudv υύὔματος νά εἶναι ἡ αὐτή μέ τῶν υλίμαμα ὑψῶν, ἔστω ἢ. Διά τούς 

γενπιούς ὅμως λόγους, τούς ἐυτεθέντας εἰς τῆν παράγραφον (18. 2) ἐ- 
πιβάλλεται ἡ χρῆσις διαφόρου μλίμαμος μηνῶν uai ὑψῶν. Ἰδιαιτέρως ἀ- 
ναφέρομεν ὅτι, τά δευτερεύοντα φαινόμενα τά διαταράσσοντα τῆν λετ- 
τουργίαν τοῦ ὁμοιώματος εἶναι εἰς τῆν συγιεμριμένην αὐτῆν περίπτω- 
σιν ἡ ἐπιφανειαμῆ τάσις, 1) ὁποία µαθίσταται πρωταρχιμνῆς σημµασίας ὅ- 

΄παν ἡ περίοδος uvpartiopoU γίνη τῆς τάξεως μεριμῶν δεμάτων τοῦ δευ- 
τερολέπτου, O uivduvoc ἀνωμάλου ἀποσβέσεως τῶν υυματισμῶν, ὀφειλό- 
pevoc εἰς τῆν ἀλληλοεπίδρασιν τῶν ὁριαμῶν στοιβάδων ἐπιφανείας uaf 
πυθµένος uai ὁ ἀριθμός τοῦ REYNOLDS εἰς 16 ὁμοίωμα, ὁ ὁποῖος,γε - 
νόµενος ἐἑαιρετιμῶς µμπιρός, ἐγγίζει τά ὅρια τῶν στρωτῶν ροῶν, ὁπό- 
τε ἐνεργεῖ πλέον ἡ συνευτπιότης τοῦ ὕδατος, 

Δι΄ ὅλους αὐτούς τούς λόγους ἀπαιτεῖται πραμτιμῶς ἕν ἐλάχιστον 
βάθος ὕδατος, τό ὁποῖον uatd yeviudv uavdva εἶναι τῆς τάξεως τῶν 5-6 
cem 814 τά évepyd pépn τοῦ ὁμοιώματος, Δεδομένου δέ ὅτι διά μεγά- 
λους λιμένας ἔχομεν ἐλάχιστα Ρβάθη ἐνεργοῦ λιµένος 10-12 m ἔπεται 
ὅτι ἡ υλῖμας ὑψῶν θά εἶναι τουλάχιστον A=7 /200. 

Ὡς πρός τῆν udipaua μημῶν, διά νά μαλυφθοῦν ἐν ὁμοιώματι μή- 
un 10 ἕως 20 χιλιομέτρων μέ ἀπασχόλησιν εἰς τόν χῶρον τοῦ ἐργα- 
στηρίου, διαστάσεων ατωτέρων τῶν 2Ο ἕως 35 μέτρων,ἐπιβάλλεται χρῆ- 
σις udfpauoc 1/ΒΟΟ ἕως 1/1000. Ἐξ οὗ, ἡ συχνή χρῆσις διπλῆς udi- 
pauoc eic τά ὁμοιώματα τοῦ τύπου αὐτοῦ. 

23.3 MEAETAI ΚΙΝΗΣΕΩΣ ΦΕΡΤΩΝ ΥΛΩΝ ΕΙΣ AIMENAZ KAITIOTA- 
ΜΟΥΣ 
Α μελέται μινήσεως φερτῶν ὑλῶν ὡς προιμιαλῶν,ἄμμου u.Am εἰς τό 

ἐργαστήριον, ἀποτελοῦν τῆν τελευταίαν λέξιν τῆς ἐξελίέεως τῶν µελε-
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τῶν ἐπί ὁμοιωμάτων. Ἧ ἐφαρμογή τῶν ραδιενεργῶν δειυτῶν dvoiyer ἐξ 
ἄλλου νέους ὁρίζοντας εἰς τό πεδίον αὐτό uai ἐπιτρέπει τῆν ἐπίλυσιν 

ἐξαιρετιιῶς πολυπλόνων προβληµάτων. 
Διά τάς μελέτας αὐτάς, ἡ ἀναπαράστασις τῶν χονδρῶν upouud- 

λων -διαστάσεων μεταέξύ 20 uaf 50 ¢m - δύναται τπάλλιστα νά πραγμα- 
τοποιηθῆ, διατηρουμένης τῆς γεωμετριυιῆς ὁμοιότητος, διότι διά A=1/200 
αἱ διαστάσεις τῶν ὑλιμῶν εἰς τό ὁμοίωμα εἶναι τῆς τάξεως τῶν 1 ἕως 
2,5 mwm uai αἱ ὑδροδυναμιμαί δυνάμεις ἐπί ἀμφοτέρων τῶν ὑλιιῶν ὁ- 
μοιώματος μαΐ πρωτοτύπου εἶναι τῆς αὐτῆς φύσεως. 

Πλῆν ὅμως ἡ uoftn éu χονδρῶν μρομμάλων δέν εἶναι ὁ μανών.᾿Αν- 
τιθέτως μάλιστα, συνήθης περίπτωσις εἶναι ἡ ἀναπαράστασις λεπτῶν ὑ- 
λιμῶν. Ἐπίς τῆν περίπτωσιν αὐτήν, ἡ διατήρησις τῆς γεωμετριμΏς ὁμοιό- 
τητος 04 ἐπέβαλλε τῆν ἀναπαράστασιν μιᾶς ἅμμου i  ἰλύος uai 84 ὡδή- 
ὙΠ εἰς πλῆρως ἐσφαλμένα ἀποτελέσματα, διότι αἱ Udpoduvapwai du- 
νᾶµεις εἶναι τελείως διαφόρου φύσεως εἰς τῆν περίπτωσιν τῆς ἰλύος. 

Πράγµατι, εἰς τῆν περίπτωσιν αὐτήν, μία éu τῶν παραµέτρων πού 
ὁπωσδήποτε ἀναπαρίσταται εἰς τό ὁμοίωμα εἶναι ἡ ὁμοιότης τῶν ταχυ- 
τῆτων πτώσεως τῶν pepovwpévwy μόμυων. Τά δέ φαινόμενα θρομβώσεως, 
τά ὁποῖα παρᾶγονται πᾶντοτε εἰς τά ἰλυώδη ὑλιιά, αὐξάνουν τῆν ταχύ- 
τητα πτώσεως, εἷς σημεῖον ὥστε νά γίνεται αὐτή µεγαλυτέρα τῆς τῶν 
uduuwy ἅμμου. Ἢ ὁμοιότης FROUDE µαταστρέφεται εἷς τῆν περίπτω- 
σιν αὐτῆν τελείως, Δύο λύσεις εἶναι δυναταί 814 τήν ἀντιμετώπισιν 
μαΐ ὑπερπήδησιν αὐτῆς τῆς δυσιιολίας, 

α) Διά τᾶς πολύ μιιράς ταχύτητας πτώσεως, dedopévou ὅτι αἱ τα- 

χύτητες πτώσεως εἶναι ἀνάλογοι τῶν ὑψῶν, δέον νά αὐἐπθοῦν τά πατα- 
μόρυφα μεγέθη εἰς τό ὁμοίωμα, οὕτως ὥστε νᾶ ἐπιτευχθῇ ἡ ἐπιθυμητή 
σχέσις ταχυτήτων (ὑπό popehv μΏμος/χρόνος) εἰς τό ὁμοίωμα uai εἰς 

τό πρωτότυπον. Καταλήγοµεν ἑπομένως εἰς τῆν στρεβλῆν uripaua τῆς 
προηγουµένης παραγρᾶάφου. 

ϱ) Ἐπμλογῆ εἰδιμῶν ὑλιμῶν 814 τό ὁμοίωμα, ἐχόντων uduuouc pé 
εἴἰδπιόν βάρος πολύ uatdTepov τοῦ τῶν πραγματιμῶν uduuwv,npdypa τό 
ὁποῖον ἐπιτρέπει νά δοθοῦν εἰς τούς ubuuouc αὐτούς διαστᾶσεις πο- 
AU μεγαλύτεραι ἀπό τᾶς ἐπιβεθβλημένας éu τῆς γεωμετριμΏῆς ὁμοιότη- 
τος, Ἡ λύσις αὐτή 04 ἐξετασθῆ ἐνπτενέστερον eic τῆν παράγραφον 23,5 

23.4 MEAETAI ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗΕΩΣ KAI ΗΥΣΤΑΘΕΙΑΣ-ΥΠΟΣΚΑΦΑΙ 

Eic τᾶς προμελέτας ὑδραυλιμῶν ἔργων,οἱ ὑδραυλιιοί ὑπολογισμοί 

πολλῶν τμημάτων τῶν ἔργων παρουσιάξζουν μίαν μεγάλην ἀσάφειαν, ἐρ- 
μηνευομένην συνῆθως μέ ἕνα ἐμπειριιόν συντελεστήν, ἀσαφή ἐπίσης ὡς 
πρός τῆν éudoyhv,uail τά ιριτήρια αὐτοῦ. Οἱ ἐνχειλισταί gpaypdruv,at 
poai διά péoou βάθρων γεφυρῶν, αἱ ὑπεριρίσιμοι poai µεταβαλλομένης 
διατομῆς, παρουσιᾶέζουν ἤδη διά ThHv θεωρητιμΏῆν των ἐπίλυσιν piav ἀσᾶ- 
φειαν, ὀφειλομένην εἰς διαφόρους ἁπλουστευτιμᾶς παραδοχάς, Eic τῆν 
ἀσάφειαν αὐτῆν προστίθενται μαί ἄλλοι σοβαροί παρᾶγοντες, Θά ἀναφέ- 
popev ὡς χαραμτηριστιμιόν παρᾶδειγμα τόν συντελεστῆν τραχύτητος,τῶν 
παρειῶν ἑνός ἀγωγοῦ, ὁ ὁποῖος μετρᾶται pé piav ἀσάφειαν #5% υιαΐ ἐπί 

=
g
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πλέον μεταβάλλεται εὐρύτατα σύν τῷ χρόνῳ,ὅπως ἀπέδειέαν τελευταῖ- 
αιτ ἔρευναι τοῦ ἐργαστηρίου Τουλούζης. Συμπεραίνεται ἑπομένως ὅτι 
διά ἔργα μίας μάποιας σημασίας ἡ πειραµατιμή ἐπαλήθευσις 
τῶν ὑπολογισμῶν εἶναι ἀπαραίτητος, αὐτός 8¢ εἶναι uaf ὁ 
συιοπός τῶν μελετῶν ἐπαληθεύσεως. 

Ἔπί τῷ Ρβάσει τῶν δομιμῶν τοῦ ἐργαστηρίου, διορθοῦται 1) προ- 
μελέτη πμαΐ δίδεται εἰς τῆν µελέτην τοῦ ἔργου ἡ ὁριστιμῆ της µορφή. 
Προσδιορίἐονται ἐέ ἄλλου αἱ ἐπί τοῦ ἔργου ἐφαρμοζόμεναι δυνάµεις, 
διά µετρήσεως τῆς πιέσεως ἐπί διαφόρων σηµείων τοῦ ὁμοιώματος τιαΐ ἐὲ 
αὐτῶν ὑπολογίἘἓονται pé ἀσφάᾶλειαν αἳ διαστάσεις τοῦ πραγματιμοῦ ἔρ- 
you uaf ὁ ὁπλισμός του. Δι’ ὅλας τάς µελέτας ἐπαληθεύσεως εἶναι προ- 
φανές ὅτι ἀποφεύγεται εὐμόλως ἡ χρΏῆσις διπλῆς ιἱλίμαιιος. 

Mia ἄλλη σοβαρωτάτη uarnyopia μελετῶν ἀναφέρετατ είς τῆν εὖ- 
στάθειαν τῶν ὑδραυλιμῶν ἔργων. Διά ταύτης ὑπονοεῖται ἡ ἐπαλήθευσις 
τῆς ἀντοχῆς ἑνός τμήματος ἔργου, φυσιμοῦ ἤ τεχνητοῦ, ἐμτεθειμένου 
εἰς ἰσχυράς ὑδροδυναμιμάς δυνάµεις, ὡς εἶναι τά ἐξωτεριμά λιμεντιά 
ἔργα, ἡ ἐπενδεδυμένη ἤ ἀνεπένδυτος uoirn uatdvrn ἐυχειλιστοῦ WAT. 
Kai διά τᾶς µελέτας αὐτάς ἀποφεύγεται ἡ διπλῆ udipalé,éutdc ἐᾶν pe- 
λετᾶται συγχρόνως 16 πρόβλημα ὑποσμαφῶν µατάντη ὑδραυλιιοῦ τινός 

ἔργου. Eic τήν περίπτωσιν αὐτῆν ἐπανερχόμεθα εἰς τό θέµα μινήσεως 
φερτῶν ὑλῶν uai τό ἐπιλύομεν συνήθως διά διαστολῆς τῆς υλίμαπος τῶν 

ubuuwv. 

23.5 @EQPHTIKH MEAETH ΕΠ ΤῊΣ ΣΤΡΕΒΛΗΣ ΚΛΙΜΑΚΟΣ» 

Εὑρισμόμεθα πάντοτε εἰς τῆν περίπτωσιν τυρβώδους pofic μέ 
ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν -- ὁμοιότης FROUDE uai EULER~-uai τίθεται εὖ- 
θύς ἐὲ ἀρχῆς τό ἐρώτημα: Τί χαραιντηριστιμόν μῆμος πρέπει νά χρησι- 
μοποιηθῇ εἰς τῆν ἔιφρασιν τοῦ νόμου τοῦ FROUDE ; 

᾿Από φυσιιῆς ἀπόψεως ὑπεισέρχεται uat ἀρχήῆν ἡ uataudpueoc τα- 
χύτης, διότι αὐτή uai μόνον προσδιορίζει τῆν ταχύτητα μεταδόσεως 
τῶν υυματισμῶν. 

Ἕστωσαν ¥, uai I, τά ὁμόλογα uataudbpupa μήμη uai L,, 1,τά 

ὁμόλογα ὁριζόντια phHun. 
Θά ἔχωμεν 
Καταμόρυφος ιἱλῖπμας 

Ξ ἐ (23. ὅ. ) 

ἔ, 

Ὁριζοντία udipaé 

Ι'| %ϊ'- (25.5. ϐ) 

Στρέβλωσις
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Ω 
T 

‘O νόμος ὁμοιότητος FROUDE δίδει 

D= . (D>1) (25. 5.Υ) 

γ' κχ' 
L9 Lg 

Ἔϊξ ἄλλου 6 λόγος ταχυτήτων θά εἶναι ἴσος πρός 

o Τ s Ἂ . Y 2 2 

ὅπου T, uai T, εἶναι οἱ ὁμόλογοι χρόνοι. 
Θά ἔχωμεν ἑπομένως τελιιῶς 

Ι; Ζ΄'/Ζ΄2 ΄|.'ή-0 

Ί, '\/Z/ Z, , 

Θά προσδιορίσωµεν ἐν συνεχείᾳ τόν λόγον τραχύτητος τῶν πα- 
ρειῶν. 

‘Eugpdlopev πρός τοῦτο τῆν ταχύτητα δι᾽ ἑνός ἐμ τῶν πμλασσι- 
μῶν τύπων, τῶν συνδεόντων τᾶς ταχύτητας pé τᾶς ἀπωλείας λόγῳ τρι- 
ῥῶν εἰς τᾶς παρειάς (π.χ. pé τόν τύπον MANNING) 

(953.5. δ) 

΄ 
V-KR?J? 

; - ᾿ I, 3, : : 
Δεδομένου ὅμως ὅτι -- , 04 mpoudyn 

1 Ἢ 

V: A/fi—- _I{:Bz% ᾗυ 

ς κ μ 
H τέλος 

ΕΝ ω5.5.ε) 
Ἡ σχέσις (23.5.2) δίδει εἰς τήν γενιμήν περίπτωσιν τόν συντε- 

λεστήν K, τοῦ ὁμοιώματος. 
Efc τάς πλείστας τῶν év τῇ πρᾶξει συναντωμένων περιπτώσεων, 

ἡ ὑδραυλιιή ἀμπίς R εἶναι περίπου ἴση μέ τό μέσον ὕψος pofic h ὁ- 
πότε 

Β4 ΐ… Β'4 ξ-… "Ξ 

(&)'(ω)"% 
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uai ἑπομένως θά προμύψΏη 

ἣἢ (23.5.0) 

Φαίνεται πλέον ἀμέσως, ὅτι 814 τάς συνήθεις ἀριθμητιμάς ἐφαρ- 
μογάς (π.χ. 4,=1/20, P4,=1/100, D=5) θά ἔχωμεν K, (Κ,. 

4 
(π.Χ. Κ'2=--1-&Κ;=0,7Κ,) 

" Ν 1 
Ἑπομένως ἡ τραχύτης τοῦ ὁμοιώματος πρέπει νά εἶναι µεγαλυ- 

τέρα τῆς τοῦ πραγματιμοῦ ἔργου eic τᾶς συνήθεις περιπτώσεις. 
Διά D=1, ἤτοι ἐνιαίαν udipaua, θά ἔχωμεν ἐξ ἄλλου 

(253.5. ) 

Δηλαδή ἡ τραχύτης ὁμοιώματος εἶναι μιμροτέρα, εἰς τῆν περί- 
πτωσιν αὐτῆν, τῆς τοῦ πραγματιιοῦ ἔργου, αὐτό δέ εἶναι φυσιμή συν- 
έπεια τῆς πλῆρους γεωμετριμῆς ὁμοιότητος ὁμοιώματος uai πρωτοτύ- 
που. α : 

Θά ἐἐετάσωμεν τέλος τῆν περίπτωσιν τῶν προδλημάτων φερτῶν ὑ- 
λῶν, περιοριζόμενοι εἰς τῆν συνήθως ἐμφανιζομένην περίπτωσιν τῶν du- 
vapewv εἰς ἄς ὑποβάλλονται οἱ μεμονωμένως παρασυρόµενοι πόινιμοι. 

Ἕστω εἷς μεμονωμένος uduuoc, ὄγμου Ύ μαί εἰδιιοῦ βάρους d=py, 
ὁλιμοῦ δέ βάρους ὑπό τό ὕδωρ ἴσου πρός P ,προσβαλλόµενος ὑπό ρεύ- 
ματος ταχύτητος V , uai ἀντιτάσσων εἰς τό ρεῦμα τῆν χαραµτηριστι- 
μῖῆν ἐπιφάνειαν § . Ἢ ὑδροδυναμιμῆ δύναμις ἡ éeappolopévn eic τόν 
ubuuov- αὐτόν, 04 εἶναι τῆς μορφῆς 

F=nSV%(R) (23.5.0) 

ἔνθα πεΊ εἶναι τό εἰδιιιόν βάρος τοῦ ὕδατος μαΐ Ε ὁ ἀριθμός τοῦ ΕΕΥ 
NOLDS ὡς πρός piav χαραυτηριστιμῆν γὙραμμιιῆν διᾶστασιν τοῦ ubu- 

μου. 
Διά τούς λόγους τῆς προηγουμένης παραγράφου (23, 3) ἄς δεχθῶ- 

pev ὅτι ὑποχρεώθημεν νά χρησιμοποιήσωμεν εἰς τό ὁμοίωμα ἕνα uduuov 
μέ γραμμιιάς διαστάσεις K φοράς μεγαλυτέρας τῶν ἐπιβεθλημένων éu 
τῆς γεωμετριμῆς ὁμοιότητος A . Θά ἔχωμεν eic τήν περίπτωσιν αὐτῆν 

τᾶς σχέσεις 

B (ᾱ-π) ὶ (@-x Ιι (d-n) 1 
Β (ᾱ-π) ¥ (ἀ-πη R¥AKF (d,-n) K’ 

R -κ 
(3 δ )
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Δεδομένου ὅμως ὅτι διά τυρβώδεις ροᾶς εἶναι 

¢(B) , 
¢(R,) 

Ζ 4 . α 
, τελιμῶς προμύπτει ἡ σχέσις 

2 

L δι (23.5.u) 
Ε & 

΄ ΄ ᾽ ΄ Ρ; ;; ΄ 2” . , 

Γράφοντες τῆν ἰσότητα --σῸσΞ , 84 ἔχωμεν τελιμῶς τήν n- 
5 -Ὦ 

τουμένην συνθήμην ὁμοιότητος 

d-n 
— =K Ὅος θ Α Ζ - ( ) 

Ἔν τῷ πράέξει ἔχομεν συνήθως ἀνάγμην χρησιμοποιήσεως ἑνός K 
τῆς τάξεως τῶν 10. Εἰΐς τήν περίπτωσιν αὐτήν,διά uduuouc εἰδιμοῦ βά- 
ρους ἴσου πρός d,=2,6 (τό ὁποῖον εἶναι uai τό συνηθέστερον ἐν τῇ 
φύσει) 04 ἔχωμεν 

26-1 - *Π=1Ο ἄρα d,=416. 

Ὑλιμά ἔχοντα τάς ἰδιότητας αὐτάς εἶναι υυρίως τά πλαστιμᾶ - 
λιμά: Plexiglas, βαμελίτης, πολυστερίνη, ὡς uail ὡρισμέναι πορφαί ἄνθρα- 
uoc, ἐλαφρόπετρας ἤ ρινιδίων ἐύλου. Αὐτά δέ μαί μόνον χρησιμοποιοῦν- 
ται εἰς τᾶς µελέτας ἐπί ὁμοιωμάτων pé μεταμινήσεις φερτῶν ὑλῶν uatl 

ὑποσμαφᾶς.



AZKHIEIEZ TETAPITOY MERPOYZ 

V.1 

Νά μελετηθῆ μέ διαστατικῆν ὀνέλυσιν pla χαρακτηριστικῆ γραμμι-- 

κἢ διάστασις Χ ἑνός ἅλματος σχη- ; 
ματιζομένου ἀπό τήν ροῆν ὑγροῦ, 
κἄτωθεν ὑδατοφράκτου, ὕψους a ὑπο- - ; 
βαλλομένου εἰς φόρτισιν ὕψους Η μ -' 
καζ βάθους ροῆς εἰς τά κατάντη - , . ΄ζ-΄" Ξ ᾽ 
σου πρόςυ. l ἑ ! 

θεωροῦν ταν ἀμελητέαν ἡ συνεκτικό- 
της καί ἡ ἐπιφανειακῆ τᾶσις. LxeIV.1 

Iv,.2 

Εὕρετε μέ διαστατικῆν ἀνάλυσιν τήν σχέσιν 1) ὁποία δίδει τήν πα- 

ροχήν ἐκχειλιστοῦ λεπτῆς ὁριζοντίας στέφεως (Συνεκτικδτης ἀμελητέα)- 

17.3 

Εὕρετε μέ διαστατικῆν ἀνάλυσιν τῆν παροχῆν τριγωνικοῦ ἐκχειλι- 
στοῦ λεπτῆς στέψεως, τυχοῦσης γωνίζας 4 ,ϑεωρουμένης ὡς ἀμελητέας τῆς 

συνεκτικότητος καΐ τῆς ἐπιφανειακῆς τᾶσεως. 

ΤΟ 4 
Δεχόμεθα ὅτι ἡ μόνυμος ὑπερῦφωσις { «ῆς στάθµης μιᾶς λίμνης λδ-- 

γῳ ἀνέμου ἑξαρτᾶται ἀπό 16 pfoov βάθος D τῆς λίμνης, τὸ μῆκος Τ αὖ - 
τῆς, 16 εἶδ.βάρος τοῦ ὕδατος d καί τῆν ἐφαπτομενικῆν τᾶσιν τ ἐπί τῆς 

ἐπιφανείας, τῆς λίμνης λόγῳ τοῦ ἀνέμου. 
Βὕρετε γενικῆν σχέσιν ἐκφράζουσαν τῆν ὑπερύψωσιν A. 

IVe5 

Δοχεῖον περιέχεν μέχρις ὕψους κ ὑγρόν πυκνότητος o xal ἐξώδους 

µ. , ἄνωθεν δέ αὐτοῦ ἐπικρατεῖ πίεσις Ρ . ᾿Από μίαν ὁπῆν ἄνευ προσ- 
αρμογῶν, διαµέτρου α ρέεν παροχῆ g, πρός τά ἔξω, ὅπου ἡ πίεσις θεω-
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ρεῖται μηδενυκῆ. Τοῦ & ϑεωρουμένου μικροῦ ἐν σχέσει pf 16 &, εὕρετε 

τῆν μορφῆν τῆς σχέσεως, τῆς ἐκφραζούσης τῆν παροχῆν g, 

IV.6 

Δίδεται & κυβόλιϑος τοῦ σχῆματος, βάρους 100 kp xal σχετικῆς 

κυβολίϑους.- 

IV.7 

πυκνότητος 2,5 ὡς πρός 16 ὕδωρ, εὑρισκόμενος 

εἰς τόν ὁριζόντιον πυϑμένα φυσικοῦ ρεύματος 

καί παρασυρόμενος εὐθύς ὡς ἡ ταχύτης ὑπερβῆ 
τά 3 m/sec 

Διά mofav ταχύτητα τοῦ ἰδίου ρεύματος 

ϑά παρασυρθῆ κυβόλιϑος βάρους 150 ἔρ.. καί 

σχετικῆς πυκνότητος 3,5,4v ὁσυντελεστῆς τρι-- 
βῆς ἐξ ὀλισθήσεως εἶναι ὁ αὖὐτός διᾶ τούς δύο 

Etc ὑδραυλικόν ἐργαστῆήριον μελετᾶταν ὁ χυματοθραύστης τοῦ σχή-- 
µατος, ἡ ἐξωτερικῆ παρειά τοῦ ὁποίου 

προστατεύεται ἀπό κυθικούς λέθους βά- 
ρΏυς 1 κρ . Παρετηρῆθη ὅτι ol ὀγκό- 

λιθοι δὲν παρασῦρονται ἐφ᾽ὅσον τό ὑ-- 
ψος H τοῦ τεχνητοῦ κυματισμοῦ δέν ὑ- 
περβαΐνει τά 0,30 7. 

Ποῖον 9ά πρέπη νᾷ εἶναι τό ἐλά- 
χνστον βᾶρος ὀγκολίθων τῆς αὐτῆς συ-- 

στάσεως μὲ τοῦς τεχνητοῦς, εἰς 16 πραγµατικόν λιµενικόν ἔργον, οὕτως 

ὥστε νά ἀἄντέχουν εἰς γεωμετρικῶς καΐ ὑδροδυναμικῶς ὅμοιον κυματισμόν 
ὕφους θ ; 

Al δυνάμεις, λδγῳ κυματισμοῦ, δίδονται and τῆν σχέσιν F=KSV? 

ἔνθα 5 ἡ προσβαλλομένη ἐπιφάνεια καί V ἡ ταχύτης τοῦ κυματισμοῦ. 

:'ι-Χ||8 

"Enl διανοιγείσης γαλαρίας διᾷ τῆν μεταφοράν ὕδατος ὑπό πίεσιν, 
θέλοµεν νᾶ εὕρωμεν ἐκ τῶν προτέρων τᾶς γραμμικᾶς ἀπωλείας ἐνεργείας 
τῆς ροῆς, Πρός τοῦτο μετρῶμεν τᾶς ἀπωλείας μιᾶς ροῆς ὃν ἀέρος μὲ ἷ-
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oxlovta νόμον ὁμοιότητος τόν τοῦ REYNOLDS. 

α. Ποΐα 94 εἶναι ἡ ἀπαιτουμένη παροχῆ Ως ἀέρος,διᾶ παροχῆν ὕ- 
δατος ἴσην πρός @y =75 m/sec. 

B. Ἔπί «μήματος 800 πι τῆς γαλαρίας ἐμετρῆθη μέ τῆν παροχῆν ἀ- 
έρος Ως ἀπῶλεια Ίδ0πιπι, Ποῖαι 94 εἶναι αἱ ἀπῶλειαι διά παροχῆν ὕ- 

δατος, ὅταν τὸ μῆκος τῆς γαλαρίας εἶναι 6.050 m; 

Συνεκτικότης ἀξέρος 14.7-10 5 ηιδες ὕδατος !,|5-…|θ'*',ντ΄/.5εσ 

Πυκνδτης ἀέρος 125 kg/m® ὕδατος 1000 kg/m’ 

ΤΟ 9 
"Ομοέωμα, προοριζόµενον διᾶ τῆν μελέτην παλίρροιας, ἔχει κατα- 

σκευασθῆ ὑπδ κλίµακα ὀριζοντίων διαστάσεων 1:500 xal κατακορῦφων 1:80 

Ποῖα 96 πρέπη νᾷ εἶναι 1 διάρκεια τῆς παλιρροίας εἰς τόὸ ὁμοίωμα, 
ὅταν ἡ πεβίοδος τοῦ φαινοµένου εἰς τῆν φύσιν εἶναι Lon πρός 12 ἃ xal 

25 min 3 

Νά ἐπαναληφθῆ ἡ ἄσκησις διᾶᾷ κλίμακας ὁριζοντίων δέαστᾶσεων 

1ἓ50,000 καί κατακορύφων 1:500. 

Iv.10 

Διᾶ μικροῦς ἀρυϑμούς REYNOLDS τὅ πεζραµα δεικνῦει: ὅτι ἡ ἀντίστα- 
σις μιᾶς σφαζρας εἰς τῆν ροῆν εἶναι ἀνάλογος τῆς ταχύτητος τῆς pofice 
Ποία ἡ σχέσις͵, ἡ ἐκφρᾶζουσα τῆν ἀντίστασιν B ; 

Βίδικῶτερον, εὑρέθη ὅτι διᾷ σφαῖραν διαµέτρου D, ἐντός ρευστοῦ πυ- 
κνότητος o, xal κινηματικοῦ ἑξῶδους v , ἡ ἀντίστασις εἶναι 

Ῥ-Κω διά ωςα,. 

Νά προσδιορισθῆ ἡ εὑρεθεῖσα προηγουµένως σχέσις διᾶ 

D,=04mm , π ό mm¥sec , p,=421 MKSA. 

u,=73mm/sec , K=167-10"" MKSA. 

V.11 

Μετρῶμεν τῆν ἀντίστασιν B ὀρθογωνικῆς ἐπιπέδου πλακός, παραλλῆ-- 

λου πρᾶς τῆν ροῆν ἰξώδους ἀσυμπιέστου ρευστοῦ xal εὑρίσκομεν ὅτι εἷ- 
ναι ἀνάλογος τῆς 1,8 δυνάµεως τῆς τ«αχύτητος 
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B=Ku*s. 

Δεχόμεϑα ὅτι αἱ δοκυμαΐ γίνονται μέ τᾶς συνθῆκας μιᾶς ροῆς ες δύο 

διαστᾶσεις (ταχύτητες  καί Ὁ ). Ἢ πλᾶξ ἔχει πλᾶτος b, καΐ μῆκος L, 

(κατά τῆν ἔννοιαν τοῦ ἀέρος). Τδ ρευστόν ἔχει πυκνότητα p, καΐ κινη- 

ματικόν ἰἑξῶδες V, s ‘H ταχύτης μεταβάᾶλλεται ἀπό , εἷς u,. 

Ποία εἶναι, βᾶσει τῆς θεωρίας τῆς ὁμοιότητος, ἡ ἔκφρασις τῆς B 

xal ποῖα τά ὅρια τῆς ἐφαρμογῆς τῆς ἐκφράσεως αὐτῆς,ἐάν 18 πείραμα δί- 
δει: 

p,=42kg/m* , b,-05m , 2,-1π, v,={5mm%ec, 

u,=5mfsec , u,=400 m/sec , K=0,0048 MKSA. 

Ποζα ἡ R διᾷ τῆν περίπτωσιν καθ᾽ἣν 

e=p , b:b, , v=y, , L=l, , υ- m/sec. 

καί διᾶ τῆν περίπτωσιν καθ᾽ἣν 

p=p, , b=b, , v=v, , L<02m , u=50 m/sec. 

Iv.12 

Διά νᾶ καϑορίσωμεν τῆν ἀντίστασιν B ἑνός ἀεροπλάνου ταχύτητος 

u=80mfseciic τόν ἀέρα (πίεσις ρ-68.4075 ΜΚ5Α ) ἐκτελοῦμεν δοκιμᾶς μέ ταχύ- 

τητα α.΄=ξ, ἐπί ὁμοιώματος κατασκευασθέντος ὑπδ κλίµακα 1:10. 

Βᾷσει τοῦ σχετικοῦ πρός τῆν συνεκτικότητα νὅμου της ομοιδτητος 

ποίαν πίεσιν p’ πρέπει νᾷά ἐφαρμόσωμεν καί ποῖος ϑά elvar & λόγος τῶν 
δύο αντιστασεων, 

᾽ἜἘδν ἐκτελέσωμεν δοκιμᾶς εἰς τδ. ὕδωρ { ν- fmm/sec )γποίαν Τα-- 

χύτητα εἰ πρέπει νᾶ προσδῶσωμεν διᾷ τὸ αὖτό ομοὖωια, 

“Ἡ κινηματικῆ συνεκτικότης τοῦ ἄἀξρος εἶναι 152 mm%ec. 

ΤΟΥ 13 

Mfa µελετουμένη πτξρυξ ἀεροπλάνου ἔχει πλᾶτος b=10m καζ 9& -- 
πταται εἰς ἕν ὕφος εἰς 16 ὁποῖον 7 πίεσις εἶναι ,τ2=θ,4ι…/Ο5/ϊ/'/7|ι2 καί 1 
θερµοκρασία T=-30°C, μέ ταχύτητα « --2όδηπι/ες. 



Μελέτη ἐπί ὁμοιώμάτος ποτομοὖ TRENT 
Στρεβλή udipaé: Ay=1/200 , 4,=1/50
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θέλομεν νᾶ ἐκτελέσωμεν δοκιμῆν ἐντός ἀεροδυναμικοῦ κῶδωνος εἰς 

ὁμοίωμα ὑπό κλίµακα 1:50 χωρίς νᾶ λάβωμεν ὑπ᾽ ὄψιν τῆν ἐπῆρρειαν τοῦ 
ἰξῶδους. 

Ποία ἡ ταχύτης τῆν dnolav 84 ἀναπτύξωμεν εἰς τὸν κὤὁωνα,ὅταν 7 

ϑερμοκρασία εἶναι T =45°C καί ἣ πίεσις 0=055-10° N/m? 

V.14 

Πλοῖον ὑπό μελέτην, μῆκους L=200m ,πρέπει νᾶ ταξιδεύη pé τα- 

χύτητα w=40km/h, Ἢ δοκιμῆ τῆς ἀντιστᾶσεως τοῦ πλοίόυ 94 γίνη εἷς δε-- 
ξαμενῆν - 

Ποῖον μῆκος L’ 84 δοϑῆ εἰς τὸ ὁμοίωμα,φὅταν 7 ἀναπτυσσομένη τα-- 
χύτης εἰς τῆν δεξαμενῆν εἶναι τ΄- ό Ζηι . 

46 πείραμα δίδει R'=3000 N. 
Νά ὑπολογισθοῦν 1 ἀντίστασις ὶ καί ἡ δύναμις Ῥ τοῦ πλοίου, 

ἐᾶν ϑεωρήσωμεν ἀμελητέαν τῆν ἐπιρροῆν τῆς συνεκτικδότητος τοῦ ὕδατος. 

IV.15 

Δεχόμεϑα ὅτι ἡ δύναμις P φἡ ἀναγκαία διᾶᾷ τῆν περιστροφῆν τῶν 
ἐντός ἑνδς ἀσυμπιέστου ρευστοῦ ἑλίκων προωθῆσεως, ἑξαρτᾶται and τῆν 

πυκνότητα p τοῦ ρευστοῦ, τῆν συχνότητα περιστροφῆς Ν μἣν διάµετρον 

D τῆς ἕλικος xal τῆν ταχύτητα ὦ τοῦ ἀεροπλάνου, τοῦ συρομένου ὑπό 

τῆς ἕλικος, 

Ρ- [(ρ,Ν,},). 

Νά εὑρεϑῆ ἡ ἀνηγμένη ἐξίσωσις,ἥτις ¢4 πρέπη νά ἐφαρμδζεται εἰς 
δοκιμᾶς ἐντός ἀεροκῶδωνος, ὅταν μετρῶμεν τῆν δύναμιν Ῥ συναρτῆσει 

τῆς ταχύτητος w. 

Βἰδικῶτερον, δι ἕλικα διαµέτρου D=3m xal προωθῆσεως N=3000 

avpfmin , 9-05kg/m3 w300kl , ἐκτελοῦμεν δοκιμῆν ἐπί ὁμοιώματος μέ διᾷ-- 
µετρον D=03m , συχνότητα N=45000 6tp/min καί πυκνότητα p= 12 kg/m". 

Ποία ἡ ἀπαραΐτητος συνθήκη διά νά εἶναι ἡ δοκιμή σωστῆ; 

Μετρῶμεν ἐπί τοῦ ὁμοιώματος τῆν ἰσχύν P=L8kW . Τ( συμκεραΐ-- 
νομεν διᾷ τῆν πραγματικῆν ἕλικας 

Iv.16 

Ἔστωσαν διάφοροι ἀεροσυμπιεσταί, γεωμετρικῶς ὅμοιοι,λειτουρ- 

γοῦντες μέ τέλεια ἀξρια τοῦ ἰδίου λδγου εἰδικῶν ϑερμοτῆτων, γ. 

Δεχδθμεθα ὅτι ὁ λδγος τῆς πιέσεως εἰς τῆν εἴσοδον εἶναι 
Py 

συνάρτησις τοῦ ἐμβαδοῦ 8, τῆς διατομῆς εἰσθδου τοῦ ἀεροσυμπιεστοῦ , 

τῆς περιφερικῆς ταχύτητος u τοῦ τροχοῦ, τῆς πιέσεως εἰς τῆν εἴσοδον 

Β ν Τῆς πυκνότητος εἷς τῆν εἴσοδον g, xal τῆς παροχῆς μάζης ¢, ἤτοι 

Ἐἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμῆν ὑδραυλιμῆν 20 
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P2 
=I(54!u’p¢'911 9) . 

4 

α) Νά ἐξαχθῆ μία σχέσις, εἰς τῆν dmolav νά ἐμφανίζεται ἣ ταχύ-- 

τῆς τοῦ ἤχου α εἷς τῆν εἴσοδον. 

B) Νά γίνη ἡ ἆλλαγἥ μεταβλητὥν, διά τῆν ὁποίαν αἷ μεταβληταίω 

καί α ἐμφανίζονται εἰς ἕν μονον ἐκ τῶν μονωνύμων τῆς }. 
Υ) Νά δοθῆ ἐν συνεχεῖᾳ 1 μορφη τῆς σχέσεως, η ὁποΐα 94 χρησι- 

μοποιῆταν διᾷ τῆν μελέτην ἑνός ἀεροσυμπιεστοῦ, ἐργαζομένου πᾶντοτε 

μέ τὸ αὐτὸ τέλειον ἀέριον. 
Θά εἰσαχθῆ ἡ πίεσις p, xal ἡ θερµοκρασία Τ, εἷς τῆν εἴσοδον. 
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KEQAAAION 24, 

Al ΔΙΑΙΤΑΙ POHZ 

ΒΙΣ ΤΑΣ ΚΓΙΝΗΣΗΕΙΣ ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ PEYZTQN 

ΒΑΣΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΗΣ ΤΥΡΒΩΔΟΥΣ ΡΟΗΣ 

24 1 TENIKOTHTEZ ἘΠῚ ΤΩΝ ἘΝΝΟΙΩΝ ΣΤΡΩΤΗΣ KAI TYPBQ - 

ΔΟΥΣ ΡΟΗΣ ΔΙΑ ΤΟΝ ΠΡΟΣΑΔΙΟΡΙΣΦΜΟΝ ΤΟΥ HOEAIOY ΙΣΧΥ- 

ΟΣ ΤΩΝ ΓΡΕΝΙΚΩΝ EEIZQSEQN KINHZEQRS ΤΩΝ ΠΡΑΤΜΑΤΙ- 

ΚΩΝ ΡΗΕΥΣΤΩΝ 

Ἢ μηχανιμή τῶν υλασσιυμῶν ρευστῶν, ὅπως uai ὅλαι αἱ θεωρίαι τῆς 
μλασσιμῆς μηχανιμῆς, ματεστρώθη ἐπί tH Ράσει μιᾶς ὡρισμέντς σειρᾶς 
θεωρητιμῶν παραδοχῶν, ai ὁποῖαι mpoéuvyav ἀπό πολυάριθµα πειραµαττι- 
μά δεδοµένα. 

Αἱ παραδοχαί αὐταί περιέχονται eic τόν ὁρισμόν τῶν πμλασσιμῶν 
ρευστῶν ἐπί τῷ Ρβάσει τῶν ὑποθέσεων γραμμιμότητος, ὁμογενείας uaf - 
σοτροπίας (παράγραφος 6.4.1) uai éugpdlovral Ἠαθηματιμῶς ἀπό τούς 
νόµους συµπεριφορᾶς ἤ τᾶσεων-παραμορφώσεων, ἤτοι περιμλείονται εἰς 
τᾶς σχέσεις (6. 4.1. δ). Eu τῶν σχέσεων αὐτῶν προμύπτουν ὅλαι at ἐέτ- 
σώσεις τῆς ᾿στατιμῆς uai duvapuhe τῶν ρευστῶν, uail δῆ αἱ τρεῖς ἐξι- 
σώσεις (9.1.1), at διέπουσαι τῆν μίνησιν τυχόντος πραγματιμοῦ ρευ- 
στοῦ. 

Ἑπομένως, 014 τῆς µματαλλήλου ἐμλογῆς τῶν ὁριαμῶν ουνθημῶν, 
εἶναι δυνατή, τουλάχιστον θεωρητιμῶς, ἡ εὕρεσις τῶν χαραμτηριστιμῶν 

μιᾶς μινήσεως ἑνός πραγματιμοῦ ρευστοῦ. 
Γεννᾶται ὅμως τό ἀμόλουθον Βασιμόν ἐρώτημα:Τά πειραµατιμά ὃς- 

δομένα, ἐπί T βάσει τῶν ὁποίων µατεστρώθησαν ai bewpntiuai παραδο- 
xai, ποίας uarnyopiac μινήσεων μαλύπτουν;, Μέ ἄλλους λόγους, ἰσχύ- 
ouv δι οἰονδήποτε δίαιταν ροΏς ἤ εὑρέθησαν 814 μίαν ὡρισμένην 
δίατταν uai μόνον; 

‘H ἀπάντησις εἰς 16 Bacwdv αὐτό ἐρώτημα στηρίζεται εἰς τῆν & 

ναλυτιμήν διερεύνησιν τῶν διαφόρων πειραματιμῶν δεδομένων. 
Ὡς ἤδη ἀνεφέρθη εἰς τό Tov µεφάλαιον, τά πειράµατο τοῦ COU-
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LOMB, éu τῶν ὁποίων προέμυψεν 1) παραδοχή τῆς "'7γγραμμιτιηυότητος "' ἐ- 
πραγµατοποιῆθησαν διά ροῆν ἁπλῆς ὀλισθήσεως, ἤτοι δι᾽ ὀλίσθησιν τῶν 

ἐπαλλήλων ρευστῶν στοιβάδων, χωρίς διείσδυσιν uai ἀνάμιξιν τῆς μιᾶς 
στοιβάδος ἐντός τῶν ἄλλων. Ἡ ροῇ αὐτή ὅμως δέν εἶναι uai ἡ μόνη 
ἐμφανιζομένη εἰς τῆν φύσιν. Πράγματι,τό θεωρητιμόν πείράµα τοῦ NEW 

ΤΟΝ (παράγραφος 7.1), πραγµατοποιηθέν μέ ὡρισμένας τροποποιῆσεις 
ὑπό τοῦ COULOMB, éu τοῦ ὁποίου προμύπτει ἡ ἐπαλήθευσις τοῦ νό- 
μου τάσεων-παραμορφώσεων διά τά μλασσιμά ρευστά, ἰσχύει μόνον ἐφ᾽ 

ὅσον ἡ μεταέύ τῶν δύο πλαιιῶν ἀπόστασις b εἶναι πολύ μτιρά, δηλαδή 
ἐφ᾽ ὅσον αὐτῆ dév ὑπερβαίν ει μίαν ὡρισμένην τιμῆν h, . Διά Η)πα- 
ταργεῖται ἡ παρᾶλληλος μίνησις τῶν μορίων, ἀρχίζει pia ἀνάμιξις τῶν 
ρευστῶν στοιβάδων πεταξύ των, δέν ἐπαληθεύεται πλέον πειραματιμῶς 
ἡ σχέσις T=pa, uai ἑπομένως παύει νά ἰσχύῃ uai ἡ ὑπόθεσις τῆς γραµ- 
µιμότητος, Ἔξ αὐτοῦ τοῦ πειραματιμοῦ γεγονότος uai pdvov δυνάμε - 
θα νά διαχωρίσωμεν τῆν δίαιταν τῆς uwhoewe τῶν ρευστῶν ἐν γένει 
εἰς δύο μεγαλας uarnyopiac: 
α) Τῆν στρωτῆν ροΏῆν 
B) Τήν τυρβώδη ροῆν 

Ἔπί τῷ βάσει τῆς ἀνωτέρω διερευνήσεως προμύπτει τό ἄμόλου- 
θον θεµελιῶδες συμπέρασμα: A1 θεωρητιμαί παραδοχαίτῆς µτ- 
χανιμῆς τῶν ιἠλασσιμῶν ρευστῶν uai αἱ é¢ αὐτῶν προ- 
μὔπτουσαι yeviuai ἐξισώσεις (9.1.1) ἰσχύουν 814 μί- 
αν ὡρισμένην δίαιταν ροΏῆς τῆν ὁποίαν, ὡς éu τῆς φύ- 
σεῶς πης, 04 μαλέσωμεν στρωτπτῆν ροῆν. 

Διά νᾶ προσδιορίσωμεν μµαλλίτερον τᾶς ἐννοίας στρωτῆς μαΐ τυρ- 

Ρβώδους ροΏῆς, 84 δώσωμεν πρῶτον piav σὔντομον περιγραφῆν τῶν ulac- 
σιμῶν πειραµάτων τοῦ REYNOLDS (1883), éu τῶν ὁποίων προμύπτει pia 
παραστατιμή εἰμών τῶν φυσιμῶν χαραμτηριστιμῶν τῆς διαίτης τῶν ροῶν 
αὐτῶν, év συνεχείᾳ δέ 04 ἐξετάσωμεν τά γενιμά μαθηματιμά χαραμτη- 
ριστιμά, τά ὁποῖα διαχωρίζουν τῆν στρωτῆν ἀπό τῆν τυρβώδη ροῆν. 

24,2 ΦΥΣΙΚΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΗΣ ΣΤΡΩΤΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ TYPBQ- 

ΔΟΥΣ ΡΟΗΣ. ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ ΤΟΥ REYNOLDS AIA POHN ἘΕΙΣ 

ΣΩΛΗΝΑΣ 

Περιγράφομεν 16 πείραµα τοῦ REYNOLDS, 
Ἕστω ὑάλινος σωλῆν B , pAuouc lm uai διαµέτρου 2.em τρο- 

φοδοτούμενος ἀπό δοχεῖον Α , σταθερᾶς στάθμης (Σχ. 24, 2, Α). Ἡ πα- 
ροχή ἐντός τοῦ σωλῆνος, ἑπομένως uai ἡ ταχύτης τῶν μινουμένων µο- 
ρίων, ρυθµίζεται ὑπό τῆς στρόφιγγος E , πετρεῖται δέ ἀπό τό ὀγιο- 
µετριμόν δοχεῖον Γ , τῷ Ῥοτηθείᾳ uai ἑνός χρονοµέτρου.Τό στόμιον et 
σόδου εἰς τόν σωλῆνα Β εἶναι συγυλῖνον. Τῷ βοηθείᾳ ἑνός λεπτοτάτου 
σωλῆνος Δ , εἰσάγεται περί τόν &ova τοῦ στοµίου εἰσόδου τοῦ B ἔν 

λεπτότατον νῆμα χρωματισμένου ὕδατος, 
Διά μεταβολῆς τῆς παροχῆς ἐντός τοῦ σωλῆνος B (μεταβολή τοῦ 

ἀνοίγματος τῆς στρόφιγγος Ε ) σχηματίζομεν δύο διαφόρους χαραμττ- 
ριστιμάς διαίτας ροῆς: 
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Ὅταν ἡ péon τα- 

χύτης VP ἐντός τοῦ 
σΏῶλῆνος εἶνάι piupd, 

(17_ Φ(παραιή ὄγκου) 
S (διατομή δωδῆνορ) 

τό χρωματισμένον νῆμα 
εἶναι τελείως εὐθύγραχμ- 
pov  uai παράλληλον 
πρός τόν ἄξονα τοῦ σω- 
λῆνος, χωρίς νά διαπλα- 
τύνεται, Ἡ pofi λαμβά- 
νει χώραν διά μινήσεως 
τῶν μορίων παραλλήλως 
πρός τόν ἄξονα τοῦ σω- 
λῆνος μαΐ ἑπομένως δι΄ 
ὀλισθήσεως τῶν συναέο- 
νιμῶν υυλινδριμῶν στοτ- 
βάδων μεταξύ των, εἷ- 
ναι δέ τελείως ἀνεέαρ- 

τητος τοῦ χρόνου (Σχ. 
24,2, Βια). 

A1’ αὐξήσεως τῆς 
µέσης ταχύτητος πέραν 
μιᾶς ὡρισμένης τιμῆς, 
τό χρωματισμένον νῆμα 
γἴνεται ἡμιτονοειδές, 
ταλαντεύεται uai δια- 
πλατύνεται (Σχ.24.32.8Β, 

β). Ἢ poh δξέν εἶναι 
πλέον ἀνεέάρτητος τοῦ 
Χχρόνου, λόγῳ τῆς dua- 
νονίστου ταλαντώσεως 

τοῦ νήματος, 
Δἄιά τῆς περαιτέ- 

ρω αὐξήσεως τῆς ταχύ- 

κρωματεστός δείκτης 

" 
>x.24.2.B.a 

7 ‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 

>x.24.2.B.B 

τητος, τό νῆμα διαπλατύνεται ταχέως uai τά χρωματισμένα μόρια αὐτοῦ 
διαχέονται ἀμανονίστως ἐντός ὅλης τῆς μάζης τοῦ ὕδατος (Σχ. 24. 2. Β.Υ) 
Διά νά γίνη ὁρατῆ ἡ τροχιά τυχόντος μορίου, εἰσάγομεν ἐν αἰωρήσει ἐν- 
τός τοῦ σωλῆνος διαμεμριμένους uduuouc, π. Χ. μόνιν ἀλουμινίου μαΐ φω- 
τίζομεν µαταλλήλως τόν σωλῆνα,Παρατηροῦμεν τότε ὅτι αἱ τροχιαί εἶναι 

(1) SupBorilopev διά τοῦ V τῆν péonv τιμήν τοῦ µεγέθους V ὡς πρός τόν χῶρον τῆς διατομῆς τοῦ σωλῆνος, ὁπότε 

εἰς τῆν προμειμένην περύττωσιν τό V παριστᾶ τήν péonv ταχύτητα τῆς διατομῆς.
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ἀμανόνιστοι uai οὕτως εἰπεῖν ἀπρόβλεπτοι,τά δέ μόρια διαχέονται πρός 
πᾶσαν πατεύθυνσιν. ἰ 

Ἢ ροῆ 24.2. Β.α ἀποδίδει πλῆρως τά φυσιμάᾶ χαραμτηριστιμά τῆς 
στρωτῆς ροΏῆς διά τῆν ὁποίαν ἰσχύει ὁ νόµος τ-μα τοῦ NEWTON 
uai τά πειράµατα τοῦ COULOMB, 

Mia βαθυτέρα φυσιμῆ ἀνάλυσις τῆς στρωτῆς ροΏῖς δειινύει ὅτι 
τό τυχόν ὑδάτινον νῆμα ὑφίσταται πᾶντοτε piav διάχυσιν, ἀλλά Bpadu- 
τᾶτην, μαί ὀφειλομένην εἰς τᾶς µοριαμᾶς μεταμινήσεις τοῦ νήματος. 
Ἢ διανομµή ταχυτήτων μαΐ πιέσεων ἐμφανίἐεται τελείως ἀνεξάρτητος 
τοῦ χρόνου, ἐφ᾽ὅσον αἳ paupocuomuai ὁριαμαί ουνθΏμαι παραµένουν 
σταθεραί. Ἢ ροή ἐμφανίῖζει ἀπόλυτον συμμετρίαν ὡς πρός τά pauposuo- 
πιμά δεδομένα, Eav 6é τό ὑγρόν ἐπτοέεύῦεται éu τοῦ σωλῆνος Und µορ- 
φῆν midauog, ἡ ἐλευθέρα ἐπιφάνεια τοῦ widauoc ἔχει τῆν μορφῆν μιᾶς 
τελείως λείας ἐπιφανείας ὑᾶλου. 

Ἡ ροή 24.2. Β.γ χαραμτηρίζει πλΏρως τῆν μορφῆν τῆς τυρβώ - 
δους ροΏῆς, διά τῆν ὁποίαν dév ἐπαληθεύεται πλέον & νόμος τοῦ NEW- 
ΤΟΝ, Ἡ διάχυσις τῶν νημάτων εἶναι ταχυτάτη. Αἱ πιέσεις uaf αἱ τα- 

χύτητες σηµείου τινός ἀλλάσσουν συνεχῶς παρ᾽ὅλην τῆν σταθερότητα 
τῶν μαμροσμοπιμῶν ὁριαμῶν συνθημῶν. ὪἩ pof ἓξν ἐπφανίξει πλέον συμ- 
petpiav ὡς πρός τά paupocuomud dedopéva, pé ἄλλους λόγους, περι- 
λαµμβάνει ἕν πλῆθος ἀπό τοπιμάς ἀσταθείας. Ἣ ἐλευθέρα ἐπιφάνετα é- 
νός midauoc ἐμφανίῖζεται ὡς μία ἀματέργαστος ἐπιφάνεια ὑάλου pé ui- 
νητάς ἀνωμαλίας, 

Μεταέύ τῆς πρώτης uai τῆς δευτέρας διαίτης ὑπάρχει pia ἐν- 
διάµεσος ματάστασις ἀσταθῆς ὡς πρός τῆν πορφῆν της uai yapautnpil- 
lopévn ἀπό τῆν ροῆν 24. 2. Β.Ρ. 

Διά τῆν εὕρεσιν ἑνός uptrnpiou 814 τῆν µετάβασιν ἀπό τῆν στρω- 
τῆν εἷς τῆν τυρβώδη pofiv, 6 REYNOLDS µετέβαλε, ὄχι μόνον τῆν µέ- 

onv ταχύτητα V τῆς ροῆς, ἀλλά ἐπίσης τῆν διᾶµετρον D τοῦ σωλῆνος 
μαί τόν μινηματιμόν ουντελεστῆν συνεμτιμότητος τοῦ ρευστοῦ, διά τῆς 
μεταβολΏῆς τῆς θερμοιρασίας τοῦ σωλῆνος. 

Τό neipapa ἔδειξεν ὅτι ἡ δίαττα ἐπηρεᾶζεται ἀπό τόν ἀδιάστα- 

τον ἀριθμόν ΐ€=ϊ-Β τῶν ἄλλων πειραματιμῶν συνθημῶν διατηρουμέ - 

νων σταθερῶν. Πρόπμετται περί τοῦ γνωστοῦ ἀριθμοῦ τοῦ REYNOLDS 
(παράγρ. 20.4) εἷς τόν ὁποῖον ἐλήφθη ὡς χαραμτηρτστιμή ταχύτης ἡ pé- 
ση ταχύτης τοῦ σωλῆνος, uai ὡς χαραμτηριστιμή ypappiuh διάστασις, ἡ 

διάµετρος τοῦ σωλῆνος, ὀνομᾶζεται δέ uai ἀριθμός τοῦ REYNOLDS διά 
σωλῆνας, , 

‘Edv ἀρχίσωμεν τό πεΐραμα ἀπό τῆν στρωτῆν πρός τῆν τυρβώδη 
ροῆν, 84 προμύψη ὅτι ἡ pon ἐντός σωλῆνος uvudiufic διατομῆς παραμέ. 

νει στρωτῆ διά μιιρούς ἀριθμοῦς REYNOLDS, γίνεται δέ τυρβώδης, ὅ- 
ταν ὁ ἀριθμός REYNOLDS ὑπερβῆ μίαν τιμήν Βς τῆν ὁποίαν θά uaré- 
owpev ἀνώτερον᾽ μρίσιμον ἀριθμόν τοῦ REYNOLDS, Ἡ τιμή 
αὐτή εἶνοι τῆς τάξεως τῶν 2500, ἐᾶν δέν Anedh οὐδεμία εἰδιμῆ πρό- 
νο1α διά τό πείραμα, μαΐ ἐάν δέν ὑπάρχετ τό συγυλίνον προστόμιον εἰς 
τῆν εἴσοδον τοῦ σωλῆνος Β . Δυνάμεθα ὅμως νά ἐπιτύχωμεν uai τι-
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μάς Τ, προσεγγιζούσας τᾶς 100 ΟΟΟ, ἐφ᾽ὅσον χρησιμοποιήσωμεν σω- 
λῆνα pé πολύ λείας παρειᾶς uai ἐντεταμένον συγιλίνον προστόµιον, 
τό δέ ρευστόν εἰς Α εἶναι ἐν ἀπολύτῳ ἠἡρεμίᾳ uaf ἡ ὅλτ ἐγματάστα- 
σις προφυλάσσεται πλῆρως ἀπό τυχόν δονῆΏσεις. Ὑπό τάς συνήθεις πει- 
ραματιμάς ουνθῆνας, ὁ ἀριθμός B, μυμαίνεται μεταξύ 2 500 uaf 4 OO0 

Ἔϊάν τό meipapa ἀρχίση ἀπό μίαν πλήρως ἀνεπτυγμένην τυρβώδη 

ροΏῆν pé προοδευτιμῆν ἑἐλλάτωσιν τῆς μέσης ταχύτητος, ἡ δίαιτα 04 με - 
ταπέση εἰς τῆν στρωτῆν ροΏν, ὅταν ὁ ἁριθμός REYNOLDS γίνη μιμρό- 
τερος μιᾶς τιμῆς Ες , τῆν ὁποίαν 04 υαλέσωμεν ματώτερον upi- 
σιμον. ἀριθμόν τοῦ REYNOLDS, Ὃ ἀριθμός αὐτός προσδιορίζεται 

πολύ σαφέστερον ἀπό τόν προηγούμενον R/, ἡ δέ τιμῆ του uvpaive- 
ται πέριἑ τοῦ 2 ΟΟΟ, 

Σηµειωτέον ὅτι αἱ πλεῖσται τῶν ἐν τῷ πρᾶἓέει συναντωμένων ρο- 
ὤν εἰς σωλῆνας εἶναι τυρβώδεις. I χ. 814 συνήθεις συνθήνιας θερμοιιρα- 
σίας τιαΐ πιέσεως, ἡ τιμῇ B =100 ΟΟΟ πραγματοποιεῖται, 614 pév τό 

ὕδωρ, μέ σωλῆνα διαµέτρου 10 οπι uaf péonv ταχύτητα 1 m/sec, διά δέ 
τόν ἀέρα pé σωλῆνα διαµέτρου 30 ο πιαΐ ταχύτητα 5 m/sec. 
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Eic τῆν τυρβώδη ροΏν uai διά μαινροσιοπιμῶς σταθερᾶς ὁρια- 
μᾶς ὀυνθήμας, παρατηροῦμεν ὅτι ὑπᾶρχει ὁσταθερότης τῆς µέσης τιμῆς 
τῶν διαφόρων μεγεθῶν σηµείου τινός ὡς πρός τόν χρόνον, ὑπδ τὸν ὅ- 
ρον ὅτι ἡ péon αὐτῆ τιμῆ λαμβάνεται eic χρόνον ἁρπμούντως µεγάλον. 
Παρατηροῦμεν ἐπίστς ὅτι ὑπάρχει σταθερότης τῆς µέστς τιμῆς τῶν δια- 

φόρων τοπιμῶν μεγεθῶν ὡς πρός τόν χῶρον, ἐφ᾽ὅσον αὐτή λαμβάνεται 
εἷἰς χῶρον ἁρμούντως ἐμτεταμένον. 

Θά μελετήσωμεν ἐν ουνεχείᾳ τό πρόβλημα The µέσης τιμῆς ὡς 
πρός τόν χρόνον, διότι αὐτό υυρίως ἐνδιαφέρει εἷς τᾶς συνῆθεις περτ- 

πτώσεις τυρβώδους ροΏς. 
Ἕστω υς (M,t) =v,(t) μία συνιστῶσα τῆς ταχύτητος εἰς dedopé- 

vov σημεῖον τῆς pofic M uai Δυ, ἡ ἀπόλυτος ἀβεβαιότης eic τῆν μέ- 
τρησιν τῆς ο,(Ί). Συνῆθως ὑπάρχει μία χαραιντηριστιμῆ χροντμή διάρ- 
µεῖα i, , uadoupévn συνήθως υλῖμαξ τοῦ τυρβώδους, τοιαύτη ὥστε ἡ pé- 
on τιμή τῆς ταχύτητος μεταξύ τῶν χρονιμῶν στιγμῶν t, uai ἐπΞέ,τέ: 

« 

΄ι΄)Ξ.-=-1ΐ74/'14)….(ΐ|(1΄ΐ=ι)-ι…(Ι,*;ΐ,) (24. 3. α) 
¢, 1 : 

νά εἶναι μία σταθερά Ζ4υ, , 81’ οἰανδήποτε ἀρχιμήν στιγμήν ¢, τηιαΐ δι- 
ἄρμειαν t’, ἀρμεῖ νά ἰσχύτ ἡ σχέσις 

ἐ Σ , (24. 3. ) 

“Ev οἰονδήποτε Tomudv péyeboc, ὡς ἡ v; (t) , ἐμφανίζον μεταβο- 
» ᾽ » ἑ » - Ζ 2 ΄ . - Η͂ - 

λᾶς, ἀσχέτους éu πρώτης ὄψεως μέ τἄάς τυχόν μεταβολᾶς τῶν ὁριαμῶν
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συνθημῶν, ὀνομάζεται τυρβῶδες péyeboc. Τό μέγεθος αὐτό ὀνο- 
μάζεται ἐπί πλέον στάσιμον,, ἐφ᾽ὅσον ἡ péon τιμήῆ του εἶναι στα- 
θερᾶ, ὑπό τῆν ἔννοιαν ἡ ὁποία éugpdletar ἀπό τᾶς σχέσεις (24. 8, α) 
παΐ (24..8. ). 

Ἡ τιμή τῆς υλίμαιιος τοῦ τυρβώδους i, ἐξαρτᾶται ἀπό τῆν μορ- 
φῆν τοῦ φαινομένου μαΐ ἀπό τό πρίσμα ὑπό τό ὁποῖον ἐέξετάξεται τό 
φαινόμενον. 

Οὕτω, διά τῆν μετεωρολογίαν εἰς τῆν ὁποίαν ἐξετάζονται μινή- 

σεις μεγάλων ὄγιων ἀέρος, ἡ péon uivnoic ὑπολογίζεται εἰς χρόνον 
πολλῶν μηνῶν (π. χ. περιοδτμοί ἄνεμοι) ai δέ διαιυμάνσεις ἀπό τᾶς pé- 
σας τιμάς ὑπολογίζονται εἰς χρόνον πολλῶν ὡρῶν. 

᾿Αντιθέτως, διά τῆν ἀεροδυναμιμήν, εἰς τῆν ὁποίαν αἱ ταχύτη- 
τες εἶναι μεγάλαι uai ἡ περιοχῆ μινήσεως περιωρισμένη, ἡ υλῖμαξ τοῦ 
τυρβώδους uupaivetrai ἀπό ὀλίγα δέματα εἰς περιμά ἐματοστᾶ τοῦ δευ- 
τερολέπτου. 

Θά δώσωμεν év συνεχείᾳ ὡρισμένους ὁρισμούς μαί χαραμτηρισττ- 
μᾶς ἰδιότητας ἐπί τῶν µέσων τιμῶν τῶν διαφόρων μεγεθῶν, λαμβανομέ- 
νων εἷς €v δεδομένον διάστηµα B, γενιμώτερον εἷς ἕν δεδομένον σύνο- 
λον. 

ὩὉρισμοί: Καλοῦμεν, 
α) διαμύμανσιν υ τοῦ peyébouc υ;, τῆν µεταβλητῆν ἡ ὁποία 

ἰσοῦται pé τήν διαφορᾶν μεταέύ τῆς στιγμιαίας τιμΏῆς τοῦ µεγέθους uai 
τῆς µέσης τιμῆς του, ὁδηλαδή τῆν 

v/ (t)=v,()-5 (24.3.) 

B ) διασπορᾶν, τῆν péonv τιμῆν τοῦ τετραγώνου τῆς διαυ- 
μάνσεως v, , ὁδηλαδή τῆν 

ἐφ 

σ ) --- - ( - 5 L μτο ε. Ο οοο 
%, 

) τυπιμῆν ἀπόμπλισιν, τῆν τετραγωνιμῆν pilav τῆς dia- 

σπορᾶς, δηλαδή τήῆν : 

σίυμ- } (ὑ- 

ὁ ) συνδιασπορᾶν τῶν μεταβλητῶν v; uai »; ,τήν μέσην τι- 
μῆν τῶν γινομένων τῶν διαμυμάνσεών των, δηλαδή τῆν 

Ὴ (24. 3. ε) 

Ἰδιότητες : 

a) Ἡ péon τιμή τῆς διασπορᾶς εἶναι ἴση πρός τό μηδέν,δηλαδῆ 
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Πράγματι ἡ σχέσις (24.3.a) γράφεται 

t( "y "¢ 

¢ 
5 " Ὕ = ἘΞ 
ἀλλά 7 ‘dt = υιζ 

έ, 

ἄρα Y=Y+ 7] 

τ Ξ)-.΄. = Ό (24, ὃς ἢ 

ϱ) Ἡ péon τιμή ἑνός γινομένου διαφέρει ἐν γένει τοῦ γινομέ- 

vou τῶν μέσων τιμῶν, ὁηλαδή 

Πράγματι 84 εἶναι 

Ξ ----- - - --- 
v, Y - (z)‘-+v‘.’)(vj+v’.)= 0,0;+ U, 0] εος 

ἐπειδή δέ ἡ péon τιμή ἑνός ἁθροίσματος εἶναι ἴση πρός τό ἄθροισμα 
τῶν μέσων τιμῶν uai ἡ péon τιμῆ ἑνός γινομένου σταθερᾶς ἐπί μετα- 
βλητῆν ἰσοῦται μέ τῆν σταθερᾶν ἐπί τῆν μέσην τιμήν τῆς μεταβλητῆς, 

θά ἔχωμεν 

W=y, Ὧφ --ο 95 -0 
uai ἑπομένως 

O υ/ =Y, U + 0 (24.3.1) 

Ἔϊδν θέσωμεν f=¢ θά npoulyn ὅτι 

6΄(ω) -υ --()Σ (24.3.9) 

y) Ἡ péon τιμή τῆς pepufic παραγώγου μιᾶς μεταβλητῆς ὡς 

πρός μίαν συντεταγμένην, ἰσοῦται μέ τῆν pepwfiv παράγωγον τῆς πέ- 
σῆς τιμῆς, δηλαδή 

dv; δὺ, 

δχ, ὃὂχ, ἐ 

(24.3.7) 

Πράγματι 
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ο /1 ἢ 1 ᾗο Ό. 2 (o)t fona 
δχιὶ ἐ t'/ dx; 

% ΄ 

διότι οἱ χρόνοι t, uai ἐφ εἶναι ἀνεξάρτητοι τῆς μεταβλητῆς x; ὡς πρός 
τῆν ὁποίαν γίνεται ἡ παραγώγισις. 

8) Ἢ péon τιµῆ τῆς παραγώγου μιᾶς μεταθλητῆΏς ὡς πρός τόν 
χρόνον, δύναται νᾶ θεωρηθή ὡς pndeviun, ὡς συνάγεται éu τῆς σχέσεως 

2 
Όυ, 1 [ 3y, ) 

δὲ =-τ.ι7/ 5 ο = - υἹ 
4 

Κατά uavéva ἡ διαφορά v;(t,)-v;(t,) εἶναι πολύ puph, ὁπότε διαι- 
ρουμένη διά τοῦ χρόνου ἐ’ δύναται νά θεωρηθῇ ὡς ἀμελητέα uai θά προ- 

μύψῃ 

Ἔπί τῷ βάσει ὅλων τῶν ἀνωτέρω θά δώσωμεν τόν ὁρισμόν τῆς στα- 
σίμου τυρβώδους pohc ἐν γένει διά τῆν ὁποίαν ἐξετᾶζομεν uai 

τάς τρεῖς συνιστώσας τῆς ταχύτητος εἰς ἕμαστον σημεῖον Μ. 
Μία ροῆ εἰς τυρβώδη δίαιταν παλεῖται στᾶστµος 

ὅταν εἶναι συγχρόνως ὁτἄσιμα ὅλα T4 τυρβῶδη µεγέ- 
θη v;(M), τά τετράγωνα M) τῶν διαμυμᾶνσεών των 
uaf ὅλα τά γινόµενα υ/(Μ) -ο (Ν) τῶν διαμµυµάνσεων εἰς 
ὃδύο τυχόντα σημεῖα Μ uai Ν . Μέ ἄλλους λόγους,τἆᾶ 

μεγέθη Ὄς , &’@) uai ο (Μ)-υ/(Ν) εἴἶναι σταθερά, ὑπό τῆν 
ἔννοιαν ἡ ὁποία ἐπμφρᾶΈἲ΄εται ἀπό τᾶς oxéoeic(24.3. α) 

π {84, 8. 8). 

24, 4 ΕΞΙΣΟΩΟΣΗΕΙΣ ΤΟΥ BOUSSINESQ AIA TYPBQAH POHN 

Διά τῶν ἐπέμτασιν τῆς ἰσχύος τῆς ἐξισώσεως συνεχείας (9. 2. α) 
μαί τῶν θεμελιωδῶν ἐξισώσεων éu τῆς δυναμτιής (9.1.0) εἰς τῆν τυρ- 
βώδη δίαιταν πρῶτος ἠργάσθη & BOUSSINESQ.OUtoc ἐστηρίχθη εἰς τῆν 
oxéowv (24, 3.2) μαΐ εἰς τῆν παραδοχῆν ὅτι & νόµος τοῦ Νεύτωνος δύ- 
ναται νά γραφῆ 

τ-(µ-ελα (24. 4. α) 

ἔνθα & εἶναι ἕνα συντελεστῆς τοῦ τυρβώδους αὐἐάνων μέ τῆν 
αὔέησιν τοῦ τυρβώδους τῆς ροΏῖς uai τεῖνων εἰς τό μηδέν διά στρωτῆν 

δίαιταν.
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Mé ἄλλους λόγους, & BOUSSINESRQ δέχεται ὅτι ὁ νόμος τᾶσς- 
ὠν-παραμορφώσεων (6, 4.1, δ) ἰσχύει uai 814 τῆν τυρβώδη δίαιταν με - 
ταξύ τῶν μέσων τιμῶν τῶν διαφόρων μεγεθῶν, μέ τῆν ἀντιματάστασιν τοῦ 
συντελεστοῦ µ διά τοῦ μ:ε. 

Μέ Ράσιν τά ἀνωτέρω, προμύπτουν ἀμέσως αἱ σχέσεις 

-Ξ-ἵ- + άυ(ξΐ/7= Ο 
(24.4.p) 

ξ ; +dw(9 V)=0 

ὁπότε ἡ OAn uivnoic δύναται νά θεωρηθῆ ὡς ἄθροισμα μιᾶς μεσης μαί 

μιᾶς διοτετορογμενῃς μινήσεως. 
Αἱ μέσαι τοπιμαΐί ἐπιταχύνσεις δίδονται ἐὲ ἄλλου ἀπό τάς σχέ- 

σεις 

-- α"υ- δῦ; (24. 4.) 

L= =%t χ 

Τέλος αἱ ἐξισώσεις τοῦ NAVIER (9. 5. 2, α) λαμβάνουν τῆν μορ- 

φῆν | 

δ . ὂν, 8 
᾿ = Y; 4,4, p(at +7; axj) k= ‘+pA (24.4.9) 

Πσροτῃρουμεν ὅτι διά τά τέλεια ρευστά (q =-pd, ) δέν θά μη- 
δενισθΏ μονον ὁ συντελεστῆς μ τῶν σχέσεων (24. 4. δ) ολλο ὅλος ὁ ἀν- 
τίστοιχος ὄρος, dedopévou ὅτι Ty =0 -Ἑπομένως θά προμύψουν αἱ σχέ- 
σεις 

Θυ -- δῦὺ; 
Ω +,ax - {24, ἄς ε 

μαί ἐξ αὐτῶν συνόγετσι ὅτι αἱ ἐξισώσεις τῶν τελείων ρευστῶν διά στρω- 
τῆν ροῆν ἰσχύουν μαΐ διᾶ τῆν τυρβώδη, o1° οπλῃς οντιυιοτοστοσεως τῶν 

διαφόρων μεγεθων με τάς μέσας τιμάς των. 
Διά τῆῶν τιμήν τοῦ συντελεστοῦ (μ-:ε) εἰς τό τυχόν σημεῖον (χ,» 

x,) τῆς διατομῆς ἑνός ἀγωγοῦ, 6 BOUSSINESQ δίδει τῆν σχέσιν 

ITx ]Τ;() 
μτιεΞραή.ϊς ζ (24, 4. ὂ 

ἔνθα 
A, εἶναι συντελεστΏς ἑἐἑαρτώμενος ἀπό τῆν φύσιν τοῦ ρευστοῦ μαί τῶν 
παρειῶν, ἀλλά pé μιιράς διαμυµάνσεις πέριὲ μιᾶς µέσης τιμῆς (O, O64 
εἰς τό σύστημα (.6.Β).
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Τς εἶναι ἡ péon ταχύτης τῆς διατομῆς 
S εἶναι τό ἐμβαδόν τῆς διατομῆς 
π ἣ Bpexopévn περίµετρος αὐτῆς 
[ εἶναι pia θετιμή συνάρτησις ἔχουσα ὡρισμένην ἔμφρασιν δι’ἐμάστην 
μορφῆν διατομῆς 
π.χ. 014 uvudiufv διατομῆν ἀγωγοῦ μεταφορᾶς ὕδατος ἀμτῖνος , ἡ 

(24. 4. ὃ γίνεται 

ς % 
{ 

µοε- ρος Ξ 

ἔνθα π εἶναι ἡ ἀπόστασις τοῦ σηµείου (x,,x,) ἀπό τό uévrpov τῆς δια- 
τομῆς. 

Σηµειωτέον ὅτι ὁ συντελεστής ε εἶναι πολύ µεγάλος συγπρινό- 
μενος pé τόν συντελεστῆν μ. Οὕτω δι’ ὀρθογωνινόν ἀγωγόν µεγᾶλου 
πλάτους, pé ὕψος ὕδατος 1m uai ταχύτητα 1m/sec, ἡ péon τιμῆ τοῦ 
ε εἶναι &=5 ΟΟΟ μ 

ἜἛξ αὐτοῦ ουνάγεται ὡς συμπέρασμα ὅτι ἡ uupia αἰτία τῶν ἀπω- 
λειῶν ἐνεργείας εἰς τάς μινήσεις τῶν πραγματιιῶν ρευστῶν εἶναι ἡ 

τυρβώδης δίαιτα τῆς ροῆς των. 
Διά στρωτῆν δίαιταν ai ἀπώλειαι ἐνεργείας εἶναι πραυτιμῶς ἀσή- 

µαντοτ. 

24,5 ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΔΙΑΤΜΗΤΙΚΩΝ TASEQN ΕΙΣ ΣΤΑΣΙ - 

ΜΟΝ TYPBQRAH POHN 

Διά τῆν ἀνάπτυξιν τῆς θεωρίας τῆς στασίμου τυρθώδους ροῆς de- 
χόμεθα τῆν ἀμόλουθον ὑπόθεσιν τοῦ REYNOLDS: 

Ἢ ἐἐίσωστς τῆς ypapprudrnros τοῦ Νεύτωνοςτζ-μα 
ἡ ὁποία δέν ἰσχύςει 814 τᾶς μέδας τιµᾶς τῶν ὁταφό.- 
ρων μεγεθῶν (paupocuomudc τιμάς) ἰσχύει πάντοτε 814 τᾶς 
στιγµιαίας τοπιμµᾶς τιμᾶς uai ἑπομένως πᾶσα τυρβόώ- 
ὅης ροή εἶναι μιιροσμοπιμῶς στρωτήῆ. 

Θά προσδιορίσωµεν ἐν συνεχείᾳ τάς διατµητιμᾶς τᾶσεις μιᾶς 
στασίµου τυρβώδους ροῆς εἰς τῆν ὁποίαν αἱ µέσαι τιµαί τῶν διαφόρων 

μεγεθῶν ὑπαμούουν εἰς τάς ἐξισώσεις (7.2.a), ὁπότε ἡ µέση ui- 
νησις εἶναι pia pofi ἁπλῆς ὀλισθῆσεως pé τροχιάς εὐθυγράμμους uai 

παραλλήλους, 
XA Ἕστω τό στοιχειῶδες παραλλη- 

. λεπίπεδον τοῦ =Y. 24. 5.A,6m0Tf'10€L.)’v 

2 οος ο π dx,, dx,, dx, , Ἠπνούμενον μέ τῆν pé- 
L ) - σῆν τιμήν τᾖξτοχὑτητος τοῦ uévrpou 

- ) βάρους του, V. 

Ἔστω A =dxdx,td ἐμβαδόν τῆς 
Ο » μιᾶς πλευρᾶς αὐτοῦ. Ἐῖς τόν χρόνον 

Σ Χ. 24,5. Α dt 04 εἰσέλθη διά τῆς πλευρᾶς αὐτῆς
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pia pdla ἴση πρός  Apv/dt ual ὡς éu τούτου ἡ ποσότης μινήσεως τῆς 
ἐντός τοῦ παραλληλεπιπέδου εὑρισιομένης ρευστῆς μάζης ματά τόν ὅ- 
ἐονα Ox, θά μεταβληθῆ uatd -ήρυ;ν; dt. 

Ὁλουληρώνοντες τῆν μεταβολήν αὐτῆν τῆς προσότητος ULVAGE - 
ως, τῆς διερχομένης διά τῆς ἐπιφανείας A , μεταξύ τῶν χρόνων ἔ, uai 
t,=t,+t" 04 ἔχωμεν συνολιμῶς 

b 

dM=—Afiv,’v;dt (24. 5. α) 

: ς 

Τό ἀνωτέρω φαινόµενον, ἐξεταϊόμενον μαυνροσμοπιυιῶς yapautnpt- 
ζεται ἀπό piav πρόσθετον ὥθησιν, ἐφαρμοζομένην ἐπί τῆς ἐπιφανείας A 

pé péonv τιμῶν uatd τὸν χρόνον ¢ ἴσην πρός dM /ὲ’ . Ἢ ὥθησις αὖ- 
τή εἶναι ἐν γένει θετιμή ἢ ἀρνητιμή, δημιουργεῖ δέ piav πρόόθετον ἐ- 
φαπτομενιμήν τάσιν ἴσην pé 

ἀή 
-;-….=.....-.-=..-ιΐ|-./΄9ζ;"ι;2'ι1ΐ (24. .) 

Ἔπί τῷ Bdoer τῆς σχέσεως (24.3.a), ἡ τάσις αὑτή δῥύναται νᾶ 

γραφΏ 

T,=—p0, Ὁ: (24. 5. γ) 

uai παριστᾶ τῆν πρόσθετον égantopeviufy τᾶσιν λόγῳ τοῦ 

τυρβώδους τῆς ροΏς, 
Ἔςξ ἄλλου ἡ ὑπόθεσις τοῦ REYNOLDS μᾶς δίδει 314 τῆν ἐπιφά- 

νειαν A μίαν στιγµιαίαν ἐφαπτομενιμῆν τᾶσιν ἴσην πρός τεμ Ἔν π 
2 

τῷ βάσει τῆς σχέσεως (24. 8.1ὴ θά ὑπάρχη ἐπί τῆς Α μία péon τάσις τια- 
λυυμένη τάσις τοῦ ἰἑώδους ἴση πρός 

ἄ ἂν 
Ζ = = 24,5, ὃ ΓΑΕΟ Τ ( ) 

Ἡ συνολιμῆ péon τάᾶσις 04 εἶναι ἑπομένως 

T=T,+T,= o vV (24. 5.¢€) Α R yd/\’, 9 4 '2 s e 

Παρατηροῦμεν ὅτι uatd uavéva εἰς τῆν τυρβώδη pofiv ἡ τάσις 

τοῦ ξώδους εἶναι ἀμελητέα ὡς πρός τῆν τάσιν λόγῳ τυρβώδους, ὁπότε 
λέγομεν ὅτι ἡ συνευτιμότης δέν ἐπηρεάζει τάς ἀπωλείας λόγῳ τριβῶν 
Ἢ σχέσις (24.5. ε) γράφεται τότε
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T~ T -- ΦΌΓυ; (24.5. ὃ 

᾿Αποδειμνύεται ἐξ ἄλλου ὅτι Ό/υ/ <0 uai ἑπομένως τό τυρβῶδες 
τῆς ροΏῖῆς πολλαπλασιάζει τᾶς ἀντιστάσεις λόγῳ τριβῶν. 

Ἢ µόνη ἐώνη 14 τῆν ὁποίαν ἡ τάᾶσις τοῦ ἰζώδους παίξει πρωτεύ- 
οντα ρόλον εἰς τῆν τυρβώδη ροῆν εἶναι μιά λεπτῆ στρῶσις παρᾶ τήῆν ἐ- 
παφῆν τοῦ ρευστοῦ pé τᾶς στερεᾶς παρειάς,µαλουμένη πρός τοῦτο μαΐ 

τυρβώδης ὁριαμῆ ὀὁποιδᾶς ' Ἐίς αὐτῆν, ὁ παρᾶγων ςΖ2)4,/(;ί;(2, ἀπο- 
utd μεγᾶλην τιμήν, διότι ἡ péon ταχύτης ὑφίσταται ἀπότομον αὔΖξησιν 

ἀπό τοῦ μηδενός εἰς piav τιμῆν υ,;͵, ἐνῶ ἀντιθέτως ἡ στιγμιαία τιμή 
τῆς ταχύτητος τεῖνει νά γίνη παρᾶλληλος πρός τῆν παρειᾶν,µέ ἀποτέ- 

, λεσμα τῆν ἀπότομον μείωσιν τοῦ Opou v/ , , ὁ ὁποῖος τείνει πρός 
τό μηδέν, τοῦ σημείου πλησιάζοντος πρός τῆν παρειᾶν. 

Ἔὲ αὐτῶν συνάγεται ὅτι πᾶσα τυρβώδης ὁρταιή στοιβάς περιλαμ- 
βάνει υναΐ μίαν λεπτοτάτην στρωτῆν ὁριαμῆν στοιβάδα, 

Ἔμ τῆς σχέσεως (24. 5. ἢ συνάγεται ἐξ ἄλλου ἔν σοβαρώτατον 
συμπέρασμα σχετιμῶς μέ τῆν ἐφαρμογήν τοῦ νόμου ὁμοιότητος τοῦ RE- 
YNOLDS εἰς τάς περιπτώσεις ponc εἰς τυρβώδη δίαιταν (ἴδε πεφ. 20 

υο 22). 
Πράγματι, διά τῆς ἐφαρμογῆς τοῦ νόμου ὁμοιότητος τοῦ REY- 

NOLDS, λαμβάνεται οὐσιαστιμῶς ὑπ᾽ ὄψιν ἡ συνειτιμότης τοῦ ρευστοῦ 
uaf εἰδιμώτερον αἱ ἐξ αὐτῆς προυύπτουσαι ἀπώλεται éu τριβῶν, ὀφειλό- 

μεναι ἀποιιλειστιμῶς εἷς τάς τᾶσεις éu συνειιτιιότητος (ἤ ἰξώδους). 
Ὡς ἀνεφέρθη ὅμως προηγουμένως εἰς ὅλας τάς περιπτώσεις ρο- 

ἧς εἰς τυρβώδη δίαιταν, αἱ τάσεις éu τῆς συνευτιμότητος εἶναι ἀμε- 
λητέαι uai ἑπομένως ἀπαλλασσόμεθα αὐτομάτως ἀπό τῆν τήρησιν τοῦ 
νόµου τοῦ REYNOLDS μεταξύῦ ὁμοιώματος uaf πρωτοτύπου διά τᾶς ρο- 
άς αὐτάς. Βεβαίως ἡ σχέσις (24.5.0 προσθέτει éu πρώτης ὄψεως ἕνα 
véov νόµον ὁμοιότητος εἰς ἀντιματᾶστασιν τοῦ νόµου τοῦ REYNOLDS, 
Διά τοῦ véou αὐτοῦ νόµου ἐμφρᾶζεται ἁπλῶς 611 ai éu τῶν τάσεων προ- 

μύπτουσαι ἀπώλειαι λόγῳ τριβῶν πρέπει νά εἶναι ἀνάλογοι τοῦ τετρα- 

γώνου τῆς ταχύτητος uai τῆς πυμνότητος τοῦ ρευστοῦ. 
Δεδομένου ὅμως ὅτι αἱ ἀπώλειαι λόγῳ τριβῶν μιᾶς ροῆς ἐμφρά - 

ἐονται uatd μανόνα ὑπό μιᾶς διαφορᾶς πιέσεων, ὁ ἀνωτέρω νέος νόµος 
ταυτίλεται pé τόν vdpov ὁμοιότητος τοῦ EULER μαί ἑπομένως οὐδς- 
μίαν προσθέτει δέσμευσιν εἷς τᾶς µελέτας ἐπί ὁμοπωμᾶάτων. 

Ἔν ουµπεράσµατι οἱ νόµοι ὁμοιότητος τῶν πραγματιμῶν ρευστῶν 
εἰς τυρβώδη δίαιταν ἀνάγονται εἰς τούς νόµους ὁμοιότητος τῶν τελεί- 
WV ρευστῶν. 
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KEOAAAION 25, 

MEAETH ΑΠΛΩΝ NEPINTQRIEQRN ΣΤΡΩΤΗΣ POHZ 

AI’ASYMUOTIESTA ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ PEYXZTA 

25.1 ΓΕΜΝΙΚΟΤΗΤΕΣ KAI SYMIIAHPQMATIKAI ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ KINHZE- 

ΩΣ 

Αἱ εὑρεθεῖσαι εἰς τό πεφάλαιον 9 ἐξισώσεις uafl συνθῆμαι ὁρίων 
διά τά mpaypatwd ρευστά, ai ὁποῖαι ἀνταπουρίνονται πλήρως εἰς τῆν 
στρωτῆν pofiv, δέν ἐπιλύονται διά piav yeviuhv περίπτωσιν μινήσεως. 

Eic ὡρισμένας ὅμως εἰδιμᾶς περιπτώσεις, συναντωμένας συχνότε- 
pov μαί ἐν τῷ πρᾶὲει, δίδουν μίαν ἀσφαλῆ θεωρητιμήν λύσιν,ἐπαληθετυο- 
μένην πλήρως uai ἀπό τό πείραµα, ὑπό τόν ὅρον ὅτι TS φαινόμενον δέν 
ὑπερβαίνει τά ὅρια τῆς στρωτῆς ροῆς. 

Ἢ ἀναλυτιμή ἀνάπτυξις αὐτῶν τῶν περιπτώσεων μινήσεως 04 ἀπο- 
τελέση τό ἀντιμείμενον τοῦ παρόντος µεφαλαίου, ἀφοῦ πρῶτον ἀναφερ- 
θοῦν ὡρισμέναι συμπληρωματιμαΐί ἀρχαί μαί ἐξισώσεις. 

Πρῶτον θά ἀποδείξωμεν ὅτι πᾶσα ἀστρόβιλος ροήἨ τελεί- 
ου ἀσυμπιέστου ρευστοῦ εἶναι μαθηματιμῶς ἰσοδύνα- 
μος µέ ἀστρόβιλον ροῆν πραγματιμοῦ ἀσυμπιέστου ρει- 
στοῦ, μέ μόνην ἐπιφύλαξιν τῆν τυχόν ὑπάρχουσαν δια- 
φορᾶν eic τᾶς ὁριαμᾶς συνθῆμας, 

Ἢ ἀρχή αὐτή ἔχει ὡς συνέπειαν τῆν peydinv ἐφαρμογήν τῶν ἀ- 

στροβίλων ἐπιπέδων ulvhcewyv τῶν τελείων ἀσυμπιέστων ρευστῶν εἰς τᾶς 
ἀστροβίλους στρωτάς podc τῶν πραγματιμῶν ρευστῶν 42, 

Πράγµατι, δι' ἀστρόβιλον pofv πραγματιμοῦ ἀσυμπιέστου ρευστοῦ, 

δηλαδῆ διά ροΏῆν pé δυναμιμόν πεδίον τῶν ταχυτήτων, 04 ἰσχύτ n σχέσις 

μαΐ,λόγῳ τῆς συνεχείας, divv; =4¢ =0, énbre 

(1) T, χ. ροή ὕδατος 818 πορώδους μέσου, λόγῳ διαφορᾶς πιέσεων. 

Εἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 21 

.
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4.-4(68)- 4 - 
uai ἑπομένως αἱ ἐξισώσεις τοῦ NAVIER ἀνάγονται éu ταυτότητος εἰς 
ἐξισώσεις EULER, 

Βεβαίως εἰς ὅσας περιπτώσεις ἔχομεν μίνησιν ρευστοῦ ἐν ἐπαφΏ 

μέ στερεᾶν παρειᾶν, εἶναι δέ νιαΐ αἱ περισσότεραι, δέν δυνάμεθα νά με- 
ταφέρωμεν αὐτούσια τά ἀποτελέσματα τῆς ἐπιπέδου ιπνΏώσεως εἰς τῆν 
μίνησιν τοῦ πραγματιμοῦ ρευστοῦ. Πράγματι, λόγῳ τῆς διαφορᾶς τῶν ὃ- 
ριαμῶν συνθημῶν τῆς μινήσεως, ἡ pof) τοῦ πραγματιμοῦ ρευστοῦ δύνα- 
ται νᾶ εἶναι τότε τελείως διάφορος τῆς θεωρητιμῶς µελετηθείστς ἐπι- 
πέδου μινήσεως. 

Mia ἄλλη σχέσις, ἐπιτρέπουσα τῆν µελέτην τῆς διανυσματιμῆς 

ουναρτήσεως περιστροφῆς @ , δίδεται εἰς (9. 6.1. α) ὑποτιθεμένου πᾶν- 

τοτς ὅτι αἱ ἐξωτεριμαΐ δυνάμεις εἶναι τῆς μορφῆς [=pgrad®. Ἡ σχέ- 

σις αὕτη γράᾶφεται ἐπίσης 

-ἓἵ-4-νοῖ(ὧ᾽͵ιἶἷ):νόω , (--) " (25.1.a) 

ὀνομάζεται ééicwoic μεταφορᾶς τῆς δύνης, μαί δεπινύει ὅτι ἡ 

μεταβολή τοῦ διανύσματος ὦ uatd τῆν μεταφοράν του, ἰσοῦται μέ τάς 

ἀπωλείας τοῦ λόγῳ τριβῶν, Σημειοῦμεν δέ ὅτι εὑρίσιιει ἀριιετάς ἐφαρ- 

μογάς εἰς τῆν μηχανιμῆν τῶν πραγματιμῶν ρευστῶν. 
Ἔππί παραδείγµατι ἃς ἐἐετάσωμεν τᾶς ἐπιπέδους uwvhoeic pé µό- 

νον περιορισµόν νά εἶναι τό ρευστόν ἀσυμπίεστον. 
Τότε, ὡς προμύπτει éu τῆς σχέσεως (12.2. ὃ) αἱ συνιστῶσαι τῆς 

ταχύτητος mnydlouv éu τῆς ροϊιῆς συναρτήσεως ὠ,ἤτοι π.=-Ξ-Ξ,υ=-ΞΞ 

ὁπότε 

δ 

ἀλλά 

;΄Λ7=-(ω.υ)ΐ+(ωψΐ 

'πότε 

ot(waV) εἔὃζ; (wu)+ -53-|-(ι'Δ)Ζ.))Ζ΄6=ν6ι.-θΤ…;-(.) 2 %,) µ;-δ..
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Κατόπιν αὐτῶν, ἡ σχέσις (25.1. α) λαμβάνει τῆν μορφήν 

(Δ) 8¢ ὃ(φ)-ὃφ ὃωφ -νΔ(Δψ)--ο. (25.1.8) 

Ἔδν ἐπιτευχθῆ ἡ ἐπίλυσις αὐτῆς τῆς διαφοριιῆς ἐξισώσεως 4ης 

τάξεως, λαμβανοµένων πᾶντοτε ὑπ' ὄψιν τῶν συνθημῶν εἰς τά ὅρια, 64 
προυύψη τό dfutuov γραμμῶν ροΏῆς uai ἐὲ αὐτοῦ τά ὑπόλοιπα ἑητούμε- 
να στοιχεῖα τῆς ροῆς. 

Παρατηροῦμεν τέλος ὅτι διά τᾶς ἐπιπέδους …νησ€1.ς ἡ ἐξίσωσις 
(25.1. α), dvayopévn ὡς ἤδη ἐδείχθη eic τῆν σχέσιν 

ουμπίπτει πλήρως pé τῆν ἐξἐίσωσιν διανομῆς τῆς θερµουµρα- 
σίτας πέριἑ θερμοῦ σὤματος παρεµβαλλομµένου εἰς ἐπί- 

πεδον ροΏῆν ἀσυμπιέστου ρευστοῦ. 
4 ΄ » - 

Πράγματι ἡ ἐξίσωσις αὐτῆ εἶναι 

ροῦ 535 1489 υ88) g ‘92'9 62'9/ (25.1. δ) 
ot Ox 3y/ ' 

etdwh θερµότης 
συντελεστῆς θερμιμῆς ἀγωγιμότητος τοῦ ρευστοῦ 
διαφορά θερμοιρασίας μεταξύ δύο σημείων τῆς ροῆς ὑπο- 

τιθεµένου ὅτι τό σῶμα ἔχει ἐνιαίαν uai σταθεράν θερμοιιρασίαν. 
Τό πρῶτον μέλος τῆς (25.1.8) παριστᾶ τήν μεταφοράν θερμότη- 

τος 614 τῆς ροΐς τοῦ ρευστοῦ, τό δέ δεύτερον μέλος τῆν μεταφοράν 

λόγῳ ἀγωγιμότητος τοῦ ρευστοῦ. 

ἔνθα 6 
Κ 
9 

Δι᾽΄ἀντιματαστάσεως τῶν 9 uaf 514 τῶν /ω/ μαί ν ἐπανευ- K 
ος 

ρίσιιομεν τῆν (25.1.7). 
Ἡ πειραματιμή ὠφέλεια éu τοῦ γεγονότος αὐτοῦ εἶναι μεγίστη 

81611 μᾶς ἐπιτρέπει τῆν μελέτην τῆς ἐξισώσεως (25.1.v) διά ὀχετιμῶς 
εὐμόλων πειραμάτων ἐπί τῆς διανομΏς τῆς beppoupaciac πέρις διαφό- 

ρων θερμῶν σωμάτων. Ξ 

25,2 ΕΦΑΡ ΜΟΓΑΙ ΤΩΝ ΓΈΝΙΚΩΝ EEIZQRZEQN ΔΙΑ MONIMON POHN 

25.2,1 ῬΡοὴ μεταξὺ δύο παραλλήλων ἐπιπέδων λόγω διαφορᾶς 
πιέσεων 
Ἕστωσαν χ: εὰ παΐ x=-h αἱ ἐξισώσεις τῶν δύο ἐπιπέδων Π. uaill’ 

Θά μελετήσωμεν μίαν pofv μέ τροχιάς εὐθυγράμμους μαΐ παραλλήλους 
πρός ἕνα ἄξονα, ἔστω τόν Ox, . Αἱ ἐξισώσεις τῆς μινήσεως αὐτῆς ua- 
τά EULER 04 εἶναι ἐν γένει v,=0,=0 , u,=9,(x,,X;). 
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2 "Ac ἐξετάσωμεν τιατ᾿ ἀρχῆν τῆν ἐξίσωσιν συνεχείας,ἡ ὁποία ἀνάγεται 
Ay 

. S εἰς —-=0. Ἑπομένως ἡ ταχύτης v, 
: - cepinsdov T ax, 

λ : - 
i i Χ, εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς μεταβλητῆς X, ἐξ- 
e τ --- aptwpévn μόνον ἀπό τῆν µεταβλητην X, 
h 4 > - -5 ω Ἢ , 2 2 

: i δο ἤτοι τελιιῶς v, = o Ἐ W | ροή αὐτή 
S 04 εἶναι συνεπῶς pia yevweuvpévn ui- 

Sx.25.1,A νησις ἁπλῆς ὀλισθήσεως (ἴδε mapdyp.7.2) 

διά τῆν ὁποίαν αἱ τάσεις δίδονται ἀπό τάς σχέσεις (7. 2. γ) ἔνθα ἀ-ταῤς} 
Ἄς ἐφαρμόσωμεν τᾶς ἐξισώσεις (9.5.2.a) τοῦ ΝΑΝΤΕΙΝ, περιοριζό- 

μενοῖ ματ᾽ἀρχῆν εἰς τῆν περίπτωσιν μηδενιμοῦ πεδίου ἐξωτερτιῶν δυνά- 
μεων. ‘H πρώτη ἐξ αὐτῶν δίδει 

ὂδρ 0%, α"υ, Ἔ -μ &ζ=µάχ: (25.2.1.9) 

διότι -- 

μο 4o 
μαί 

έ- gradV + rotVaV= 7gradv¢=0 

Ἢ δευτέρα uai ἡ τρίτη ἐξ αὐτῶν ἀνάγονται ἐξ ἄλλου εἰ gfi:g%:o 

uai δειμνύουν ὅτι ἡ πίεσις Ρ εἶναι ἀνεἘέάρτητος τῶν μεταβλητῶν x, uai 
x5 , ἑἐἑαρτωμένη μόνον ἀπό τῶν μµεταβλητῆν x, ὁηλαδῆ p=p(x,). Τότε 
ὅμως εἰς τῆν ἐξίσωσιν (95.ἓ.1.α) τό πρῶτον µέλος εἶναι συνάρτησις μό- 
νον τῆς μεταβλητῆς Χ, μαΐί τό δεύτερον συνάρτησις μόνον τῆς µεταβλτ- 
τῆς x, . Kai ἐπειδή ai µεταβληταί x, μαΐ x; εἶναι ἀνεξάρτητοι, ἡ ἐξί- 

σωσις εἶναι duvarh μόνον ἐφ᾽ὅσον τά δύο αὐτά μέλη εἶναι ἴσα πρός 

μίαν μαΐ τήν αὐτῆν σταθερᾶν. 

(%0 ἀρ); Λόγῳ τοῦ πρώτου μέλους{ ἡ πίεσις θά εἶναι μία γραμμι- 
ις ἀχ, 

μ συνάρτησις τῆς μεταβλητῆς x, uai ἡ σταθερά K 04 παριστᾶτῆν πτῶ- 

σιν πιέσεως ἀνά μονάδα μήμπους. 
Ἑπομένως δυνάμεθα νά θέσωμεν 

dp 
ς 'οο . ς 

ΔΧ Ah (g 2 ;o ΄ ΄ ᾽ 

- ἔνθα /---Ἐ----- παριστᾶ τῆν πτῶσιν πιέσεως ἀνᾶ povdda μήµους, ἐμπε- 
, At ' | 

7 

φρασμένην εἰς ὕψος ρευστοῦ. 



- 
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‘B¢ αὐτοῦ προυύπτει ὅτι ἡ ταχύτης v, δίδεται ἀπό τῆν σχέσιν 
2 ¥ ᾽ d*y, θ97 91 

dx; μ ν 

ὁπότε . 
94 3 

ι),=--2-ι-/-Χ3 “ Χ + K, 

uai ἑπομένως ἐυφράζεται pé ἕν πολυώνυμον δευτέρου βαθμοῦ ὡς πρός X, 
« , ~ - ΄ 2 - ΄ ΄ - O προσδιορισμός τῶν σταθερῶν , ual ¥, ἐξαρτᾶται ἀπό τᾶς ὁριανάς 
συνθήνιας, ὁηλαδή ἀπό τᾶς ouvbhuac εἰς τᾶς παρειάς Π μαί Π΄. 

α) Edv αἱ παρειαί εἶναι ἀμίνητοι, ἡ ταχύτης v, πρέπει νά μηδε- 
νίζεται διά x,=h uai xz=-h, ἜΠ αὐτοῦ προιυύπτει ὅτι 

' 

-g—vh2=x,h+x, 

9y ;- 
-Ξ;- :-κ,]’ι-!-.κΖ 

ἄρα ¥,=0 αΐ ζ=ΞΞΜ,ή δέ ἐξίσωσις τῆς ταχύτητος θά εἶναι 

99 p2 . v, =L . T v (-x3). (25.2.1. B) 

Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ διανομή τῆς τα- λ Ό,--ᾱ- (Όλρροκ 

χύτητος εἶναι παραβολιιή uai συμμε- 
Tpwh ὡς πρός τόν ἄἐονα Όχ.. - 

Ἧ πορΞΧἠ ὄγυσυ ἀνά μονάδα ξ 
πλάτους θά εἶναι μ 54 @ 

Ξ7 
ν' 

-' 

= 
1/ max 2 

κ 204 

q_—.2/2)4d,\3=%h’(25.2.1Y) - 

5 Σ χ. 55..1.Ὲ8 
Ἢ péon ταχύτης τῆς διατομῆς ἀνά μονάδα πλάτους δίδεται ἀπό 

τῆν σχέσιν 

᾽Χ 8 

ε. Y (25. 2. 1. δ) 
21 ὃν 

ἰσοῦται δέ μέ τά -ξ- τῆς μεγίότης ταχύτητος τῆς ροῆς. 

Παρατηροῦμεν ἐξἄλλου ὅτι ἡ πτῶσις πιέσεως 7 (ἀντιπροσωπεύουσα 
τάς ἀπωλείας ἐνεργείας τῆς ροῆς λόγῳ τριβῶν, τ- μα),εἵναιτ ἀνάλογος τῆς 

πρώτης duvdpewe τῆς µέστς ταχύτητος, διότι 

΄ , ὂν 
Ξ g}zz 

g, - (58,.2..1 . ΕἹ
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ϱ) Ἐάν ἡ πορειό π ζγ3=1») μινεῖται pé σταθερᾶν ταχύτητα V, ὡς 

εἷς σχ.21.2.1.Γ, ἐνῶ ἡ παρειά o’ πορομενει ἀμίνητος, 84 ἔχωμεν τάς συν- 

θήμας υ (k)= Μ', , U (- μ)--, éu τῶν ὁποίων προυύπτει ἡ τελιμή ἔηφρασις 

τῆς ταχύτητος 

WS v 50 25.2.1.0 
Διά }--Ο δηλαδή ὑπό σταθεράν πίεσιν uai πατά τόν ἄξονα Ox, τό διά- 

γραμμα ταχυτήτων εἶναι γραμμιμόν, ἀναγόμεθα δέ εἰς τῆν περίπτωσιν τοῦ 

σχῆμπατος 7.2.Δ, 

Διά §>0 ἡ ταχύτης τοῦ ρευστοῦ αὐἐάνει, μαί ἀντιστρόφως διά 40 ἡ 

: ν 
ταχύτης ἑλαττοῦται, Προυμύπτει δέ εὐνμόλως ὅτι διᾶ 992 «-- 1!;]'΄2 δηµτι- 

ουργεῖται év ρεῦμα ἐπιστροφῆς, ὁδπλαδή τό ρευστόν πλησίον τοῦ ἐπι- 

πέδου Π΄’ ἔχει ταχύτητα ἀντίθετον πρός τῆν τοῦ ἐπιπέδου Π. 

Ἢ péon ταχύτης τῆς ροῖς εἶναι ἴση πρός 

εἶναι ἴση πρός 
πο , 97 
Y= —— ἐ - Ξ μ (25.2. 1.0 SR ' 7Y ὴ 

7 
ΐ 
i Eic τό σχῆμα 25.2.1. &1- 
124 δονται τά διαγράµµατα τῶν ταχυ- 

ἱ τήτων διά διαφόρους τιμάς τῆς 

j 2041 
P : παραµέτρου ]>-.-.--€έ 

Σχ. 25.2.1. T v, ' 
Παρατήρησις: Al ἐξισώσεις uail τά ἀποτελέσματα τῆς παρούσης πα- 

ραγράφου ἰσχύουν uai 814 τῆν περίπτωσιν ἐξωτεριμῶν δυνάμεων έ πε- 

δίου Βαρύτττος, ὑπό τόν ὅρον νά ἀντιματασταθῆ ἡ πίεσις p ὑπό τῆς ul- 

νητηρίου πιέσεως p¥=p-pgx. 

25.2.2 Ροὴ ἐντὸς κυλινδρικοῦ σωλῆνος σταθερᾶς διατομῆο λόγω 
διαφορᾶς πιέσεων 

Δ Χ Ἡ πεῤίπτωσις αὐτῆῇ ἀποτελεῖ piav 
ἁπλῆν γενίµευσιν τῆς προηγουµέντς πε- 
ριπτώσεως ροῆς μεταέξύ δύο παραλλήλων 

%, πλαμῶν. Mia ματαμόρυφος τοµή uard τόν 

- Géova τοῦ σωλῆνος δίδει TAV ροῆν τοῦ 
σχήματος 25.2,2,A, διά τῆν ὁποίαν, 

Ξὸ,Ξ πῆς v, οὔσης συναρτήσεως τῶν 
3x.25.2.2.A X,,/\’Z,X,.JA)x)xd éu τῆς ἐξισώσεως συνεχεί- 

ας προυύπτει ὅτι ἡ 9, εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς X,, ἑπομένως 

v, =0,(%,%). 

i
 

e
~
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Eu τῆς δευτέρας uai τρίτης τῶν ἐξισώσεων τοῦ NAVIER,pé μτ- 
δενιμόν πεδίον άωτ€ρ…ων δυνομεων προμύπτει πάλιν ὅτι ἡ πίεσις ρ 
εἶναι ἀνεξάρτητος τῶν χ, μαί x, , ἡ δέ πρώττ ἐξίσωσις ἀνάγεται εἰς 
τῆν ἐξίσωσιν 

ὂρ ς =udv, , (25.2.2.qa) 

: d%, 0%, 
ἔνθα Δι)'=.-Ξ.…;..Θ-)(.,:,. 

Τό πρῶτον µέλος τῆς 25.2.2,q) εἶναι συνορτῃσις μόνον τῆς Χ, 

τό 8¢ δ€,1.!'1'ς-.1ζ",'ΟΧ/ μέλος εἷνοι συνάρτησις μόνον τῶν , τιαΐ χ. Ἐξ αὐ- 
τῶν συνάγεται ὅτι 

ap 

ε, 
ἄρα ἡ πίεσις εἶναι πάλιν ypappiuh ouvépTn01c τῆς «x, , uat 

4υ -( %)= -- 53 

δ ά4+-ξ-= . (25.2.2.8) 

Ἔάν S εἶναι τό ὅριον τῆς ὀρθῆς διατομῆς (Z) τοῦ σωλῆνος, dnradh ἡ 
ὁριαμῆ συνθήμη τῆς pohe, ἡ τιμή τῆς συναρτήσεως [ (χ ,χρ), ὡρισμέντις 
εἷἰς τῆν περιοχών (&) uai pndevilopévne εἰς τό ὅριον αὐτῶῆς 5 ,δίδε- 

ται ὑπό τῆς ἐξισώσεως (25. 2. 2, β),Πα- χ,|---Ὁ,--τ-οὶ Ό,- 4 Ό ακ 
ρατηροῦμεν ὅτι ἡ μαθηματιμή popeh the ἢ ᾽ ; 
ἐξισώσεως αὐτῆς ἀνταποιιρίνεται πλή- B 
ρως εἰς τό πρόβλημα τῆς στρέψεως υ- ξ ν------------- τ 

Ζ 

' 

λινόριμοῦ τινός μορμοῦ, ὡς δίδεται 
εἰς τῆν θεωρίαν τῆς ἐλαστιμότητος, αὖ- 
16 δέ ἀποτελεῖ uai ἔν χαραινιτηριστι- 
uév παράδειγμα τῆς ἀναλογίας ἡ ὁποία P _%VLF?_., 
ὑπάρχει μεταξύ τῶν διαφόρων προβληµάτων τῆς pnxcvmnc. 

Eic 16 npouefpevov mapdderypa θά περιορισθῶμεν εἰς τῆν λύσιν 
τῆς (25.2.2. ) διά τήν περίπτωσιν σωλῆνος ὀρθῆς υυπιλτμῆς διατομῆς. 

Λόγῳ συμμετρίας τῆς ροῆΐῆς ὡς πρός τόν μεντριμόν ἄἐονα O0x, δι- 
νάμεθα νά ἀντιματαστήσωμεν τάς μεταῤλητάς x, uai Χς μέ τῆν μετα- 
Ῥλητήν Τ (r?-x*+y?) ὁπότε ἔχομεν 

4,-4υ, =2 Ὅ 94 
dr? ν 
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) 

Eic τῶν οχέοιν (25.2.2- 
δ) Όλα τά μεγέϑῃ εἶναι γνωύτὁ 7 μετρῶν- 
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δ ουντελεσ
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Αἱ ἐξισώσεις τοῦ NAVIER δίδουν 

δ 
£ .o (25. 2. 3.α) 

ox, 

ὄρ = pgcosa. 
Ox; 

Eu τῆς τρίτης τῶν ἀνωτέρω ἐξισώσεων προιιπτει ὅτι 1) μεταβο- 
λή τῆς πιέσεως εἶναι ὑδροστατιμή ματά τῆν διεύθυνσιν τοῦ ἄξονος Οχ, 
μέ σταθερᾶν τιμῶν εἰς τήν ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν τοῦ ρευστοῦ, Ἔπο- 
µένως θά εἶναι σταθερᾶ ματά τῶν διεύθυνσιν τοῦ ἄἐονος Ox, uaf ματά. 

Ζ ap 
συνέπειαν 5= X Ο 

Ἡ πρώτη éu τῶν (35.2, 5. α) δίδει τότε ὅτι 

yd Y= —pgsina 

Ἔ ν λάβωμεν ὡς συνθήμας ὁρίων, pndeviufv ταχύτητα eic τόν 
πυθμένα (υ, Ξ0 διά χ: -Ἀ) παΐί μεγίστην εἰς τήν ἐλευθέραν ἐπιφάνειαν 
(0« 0, gax διά χ:- ) 04 ἔχωμεν τελιωῶς 

gsma 
υ- (2h—x)Xs (25.2.3.8) 

ς ΄ Ζ « » .. . Ύ ΄ 2 
ὡς δέ ἀνεμένετο, ἡ µεταβολή τῆς ταχύτητος είἶναι. παραβολιμῆ πατά 

τόν ἄξονα Oux,. 
s 2 2 » 2 Ύ 

Ἢ παροχή ὅγμου ἀνά μονάδα πλάτους θά εἶναι 

» 

µ/ξωχ Η΄'…" (25. 2. 8.γ) 
ο 

ὁπότε ἡ péon ταχύτης λαμβάᾶνει τῆν τιμῆν 

-- gsina B, 

3v 

ἰσοῦται &8¢ pé τά 2/3 τῆς μεγίστης ταχύτητος. τῆς ροῆς. 
Παρατηροῦμεν τῆν ἀπόλυτον ἀντιστοιχίαν τῆς ροῆς τοῦ σχήµα- 

τος (25,2,1, Β) μέ τῆν παροῦσαν περίπτωσιν ροῆς, Ἢ πτῶσις πιέσεως 
4 , ἥτις μαί ἀπετέλει τῆν utvnrhplov δύναμιν τῆς ροῆς (25. 2. 1), ἀν- 
τιμαθίσταται év προμειμένῳ pé τῶν υλίσιν ἐφανείπα τοῦ ἐπιπέδου Ox,.
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25.2.4( Ροὴ μεταξὺ δύο συναξονικῶν κυλίνδρων λόγω περιστροφῆς 
τοῦ ἐσωτερικοῦ κυλινδροῦ μὲ σταθ.γωνιώδη ταχύτηταν 

Ἡ γενιμῆ uivnoic μεταξύ δύο συναξἐονιμῶν μυλίνδρων, τῆς ὁποί- 

ας μία pepwn περίπτωσις ἀναλύεται εἰς τῆν παροῦσαν παρᾶγραφον U- 
παμούει εἰς τᾶς ἀμολούθους ἐξισώσεις υτνήσεως 
ματά EULER 

υτ='ί(Ρ)χ2 ᾽ υ;=Μ9Χ« ᾽ υ3=ο(25.Ξ.4.0) 

ἔνθα χ εχ. 
Ἑπομένως αἱ ypappai pofic εἶναι περιφέ- 

ρειαι pé uévrpa εἰς τόν ἄξονα Οχ-, τό δέ μέ- 
τρον τῆς ταχύτητος εἶναι συνάρτησις μόνον τῆς 
πολιμῆς μεταῤλητῆς Γ 

Ἢ ἐξίσωσις συνεχείας ἐπαληθεύεται éu 
ταυτότητος ὡς προμύπτει ἀπό τῆν μορφῆν τῶν 

Σν. 25. ὃ. 4. ἃ ἐξισώσεων ιπνῆσεως, ἜἘξ ἄλλου, ἡ ἐφαρμογῆ τῶν 
ἐξισώσεων NAVIER διά μηδενιμόν πεδίον ἐέωτε- 

ριμῶν δυνάμεων, δίδει ἕν σύστημα ἐξισώσεων, ἐπιλυόμενον εὐινιόλως,δε- 
dopévou ὅτι ἡ ροῆ ἔχει συμμετρίαν éu περιστροφῆς, Ἑπομένως at ἐξι - 

σώσεις αὐταί δύνανται νᾶ γραφοῦν δι΄ἕν σημεῖον x,=r,x,-0 04 ἰσχύουν 
3¢ γενπιῶς λόγῳ τῆς συμμετρίας. Ἠ.χ. ἡ τρίτη ἐξἐίσωσις τοῦ NAVIER 

δίδει όμέσως ὅτι =0 ναί ἐξ αὐτῆς συνάγεται ὅτι μαΐ ἡ πίεσις ἐξαρ- 
Όχ 

τᾶται μόνον ἀπό τῆν μεταβλητήν Γ 
Παρατηροῦμεν ἐπίστς ὅτι εἰς τό τυχόν σημεῖον x,=r,x,=0 ὅλαι 

€1ί (:»ι;ν1ις51ι'…ιζ΄:ς3ς11ι… τοῦ τανυστοῦ τῶν παραμορφώσεων & εἶναι pndeviuai 
ἐυτός μιᾶς τῆς 

ἐ,"-- - τ-. (28,8,.4.) 

Ἑπομένως εἰς τάς ἐπιπέδους ἐπιφανείας ( κ;-- σταθερά)) αἱ τάσεις 
Ἰξώδους εἶναι μηδενιτιαί, ἐνῶ εἰς τάς μυλινόριμάς ἐπιφανείας (# - 7, = 
σταθερά) τό ρευστόν εὑρισμόμενον εἰς τῆν περτοχῆν rpr, ἐξασιεῖ μί- 
αν τᾶσιν λόγῳ ἰξώδους, ἡ ὁποία εἶναι, εἰς ἔμαστον σημεῖον, ἐφαπτομέ - 

νη εἰς τῆν ἐπιφάνειαν r.rn, παΐ udbetoc εἰς τόν ἄξονα 0x.'H τιμῆ τῆς 
τάσεως αὐτῆς εἶναι προφανῶς 

τ'-µρΞ-. (28. 2. 4.γ) 

Τό σύνολον τῶν τᾶσεων (25. 2. 4. Υ)ὺ εἰς τῆν ἐπιφάνειαν -5 ual 
διά τῆν περιοχΏῆν Ο(χ, (1 oxnpatiler στροφέα ἀναγόμενον εἷς piav ρο- 

πῆν pé ἄἐονα Οχς uai pérpov
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0, d Mwr(?ndézp-réé):,?xflfl‘gfi- . (25. 2, 4, δ) 

Παρατηροῦμεν ὅμως ὅτι ἡ ροπή αὐτή δέον νά εἶναι ἀνεξάρτητος 
τῆς μεταβλητῆς Γ , διότι μεταβιβάζεται ἀπό στρώσεως εἰς στρῶσιν μέ 
σταθερόν μέτρον, λόγῳ τῆς ἀρχῆς τῆς διατηρήσεως τῆς ποσότητος ULl- 
νήσεως ἐντός τῆς ὑπ' ὄψιν περιοχῆς. Ἑπομένως ἡ συνάρτησις [(r) δέ- 
ον νά εἶναι τῆς μορφῆς 

B 
{(r) =4 . (25.2.4.¢) 

ἔνθα A uai B εἶναι σταθεραί προσδιοριζόμεναι ἀπό τάς συνθήμας τῶν 
ὁρίων. 

Ἐφαρμογῆ: Ἕστω ὅτι τό ρευστόν περιέχεται μεταξύ ἑνός ééute- 
ρπιοῦ uvdivdpou, ἀνμτῖνος r, , ἀμινήῆτου, uai ἑνός ἐσωτερπιοῦ, ἀμτῖνος 

' Έ, , uwvoupévou pé σταθερᾶν γωνιώδη ταχύτητα ω, 
Αἱ συνθῆμαι τῶν ὁρίων δίδουν 

) , [r)=w (25.2.4.2) 

ὁπότε ἡ σχέσις (25.2.4.¢) Ὑράφεται 

e 

% /fi")‘@%}'))— " (25, 2.4, ) 
{ 2 

Bu τῶν σχέσεων (25. 2, 4. δ) uaf (25,2. 4. η) φαίνεται ἀμέσως ὅτι 
διά νά διατηρηθΏ σταθερά ἡ ταχύτης περιστροφῆς τοῦ ἐσωτεριμοῦ uu- 
λίνδρου, παρά τᾶς ἀντιστάσεις λόγῳ τοῦ ἰξώδους τοῦ ρευστοῦ παΐί μό- 
νον, ἀπαιτεῖται ἡ ἐφαρμογήῆ ἑνός ἰεύγους 

- (25.2.4.6) 

ἀνά μονάδα μήνους τοῦ &ovoe Οχς. 
Σημειοῦμεν τέλος ὅτι διᾶ r, τεῖνον εἰς τό ἄπειρον, ἡ poh τοῦ 

ρευστοῦ εἰς τῆν περιοχῆν π})»», ταυτίζεται μέ τῆν pohv λόγῳ onpela- 
μοῦ στροβιλισμοῦ, εὑρισμομένου εἰς τῆν ἀρχῆν τῶν ἀξόνων (x,=x,=0) 
μαΐ ἐντάσεως ἴσης πρός Γ-Ζαπ »-ω. 

Ἢ ἐφαρμογή τῆς παρούσης παραγράφου ἀποτελεῖ τῆν θεωρητιμῆν 

βάσιν τῆς λειτουργίας τῶν περιστροφιμῶν ἹΊἐυδομέτρων,τᾶ ὁ- 
ποῖα εἶναι uai τά πλέον ἐν χρῆσει σήμερον ὄργανα διά τῆν µέτρησιν 

τοῦ συντελεστοῦ συνεμτιµότητος τῶν διαφόρων ὑγρῶν.
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25.3 ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ΕΞΤΣΩΣΕΩΝ AIA ΜΗ MONIMON 

ΡΟΗΝ 

Bu τῶν ἐφαρμογῶν τῆς παραγράφου (25. 2) προμύπτει ὅτι διά νά 
διατηωρηθῖΏ pic ροή μόνιμος, προμειμένου περί πραγματιμοῦ ρευ- 
στοῦ, ἀπαιτεῖται pia ἐξωτεριμῆ μινητήριος ὀύναμτς, πα- 

ρουσιαζοµένη ἤ ὑπό τήν μορφήν μιᾶς διαφορᾶς πιέσεων elc τάς dpraude 
ὀσυνθῆνμας, ἤ μιᾶς μινουμένῃς παρειᾶς ἤ,τέλος, ἑνός πεδίου Ῥαρύτητος 

ἔχοντος συνιστῶσαν μή undeviufv, ματά τῶν διεύθυνσιν τῆς μινήσεως, 
"Άπαντα τά ἀνωτέρω ὀφείλονται ἀπουλειστιμῶς uai μόνον εἰς τᾶς 

ἀντιστάσεις λόγῳ τριβῶν, τάς προμαλουμένας ἀπό τό ἰξῶδες τοῦ ρευστοῦ, 
Eic τῶν παροῦσαν παρᾶγραφον 04 ἐξετάσωμεν τᾶς ὀυνεπείας 

τοῦ ἰἐἑῤώδους εἰς τῆν pn pdvipov ροΏν uai δή τά φαινόμε- 
να διαχύσεως τά ὁποῖα uard μανόνα προμαλεῖ. 

25.3.1 Ροαὶ ἁπλῆς ὀλισθήσεως 
Θά μµελετήσωμεν τῆν pohv pé ἐξισώσεις μινήσεως ματά EULER, 

ο͵:υ͵ᾷ3͵ΐ) , Ὄ,- υ- Ο (25. 8.1.α) 

uai σταθεράν πίεσιν εἰς ὅλον τό πεδίον ροῆς. 
Ἡ ἐξίσωσις συνεχείας παΐ αἱ δύο τελευταῖαι ἐξισώσεις τοῦ ΝΑ- 

VIER ἱμανοποιοῦνται éu ταυτότητος, Ἡ πρώτη ἐξίσωσις τοῦ NAVIER 

δίδει ἐξ ἄλλου 

ὂυ, =y s (25.3.1.D) δὲ " ' o s ες 

¢ 

Ἢ πλήρωσις τῆς ἀνωτέρω διαφοριμῆς ἐξισώσεως ἀποτελεῖ τῆν μό- 
νην ἱμανῆν uai dvayuaiav συνθήμην διά τήν ὕπαρξέξιν μιᾶς μινήσεως τῆς 
μορφῆς (25, 3.1. α), Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ (25.5.1.Ρ) συμπίπτει μέτήν 
διαφοριμῶν ἐξίσωσιν petadboewc τῆς θερµότητος ἐν- 
τὸς ἐπιπέδου -τινός χώρου, 

Θά ἀναζητήσωμεν τᾶς λύσεις τῆς (25.3.1.8) διά t)0 uaf διά δε- 
δοµένας bprlaude ouvbhuac uatd τῆν στιγμήν =0 .Ἔπμ τῆς θεωρίας τῶν 
διαφοριιῶν ἐξισώσεων, γνωρίζοµεν ὅτι ἐᾶν v/, ) εἶναι λύσις the δια- 
φοριμῆς αὐτῆς ἐξισώσεως, θά εἶναι τότε λύσις uafi ἡ υδίαχ,,α" ) ἔνθα α 

εἶναι μία τυχοῦσα σταθερᾶ. Ζ 
Λαμβάνοντες τῆν τιμήν @=¢ 7 ἀνάγομεν τήν ἑητουμένην συνᾶρ- 

τησιν v, εἰς συνάρτησιν μιᾶς μόνον μεταβλητῆς, τῆς - 
έ 

Ἔπάν θέσωµεν 

υτ- 8 α --- (25. 8.1.Υ)
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ἡ συνάρτησις v, 04 προσδιορισθῇ ἀπό τῆν γραμμιτιμῆν διαφορπιῆν ééfow- 
σιν 

ἄ ἃ 
’;Ξζ"άθἑ'θ (25. 8..1. δ) 

uai ἡ ἑητουμένη λύσις θά δίδεται ἀπό τήν σχέσιν 

> 

v, =/(3)=4 +fiff”zd3 : (25. 5.1. ε) 
ο 

ἔνθα Α uaf Β εἶναι δύο σταθεραί προσδιοριἐόµεναι ἀπό τάς ὁριαμάς συν- 
θήνιας. 

Θά ἐξετάσωμεν ἐν συνεχείᾳ δύο χαραμτηριστιμάς ἐφαρμογάς τῶν 

ἀνωτέρω. 
a) Ῥοῆ ρευστοῦ λόγῳ τῆς στιγμταίας (ἀποτόμου) ἐνάρξεως τῆς ut 

νήσεως μιᾶς ἐπιπέδου στερεᾶς παρειᾶς μέ σταθεράν ταχύτητα ς 
Τό ρευστόν ματέχει τόν ἡμίχωρον xs > 0 .Κατά τῆν ἀρχιμήν στιγ- 

μήν t=0 εὑρίσμεται ἐν ἡρεμίᾳ uai év ἐπαφῇ μέ τῆν ἐπίπεδον παρεῖιάν 
κος 0, Δι΄ὅλας τἄάς ἑπομένας στιγμάς ( ¢ > 0 ) ἡ παρειά κ,-0 μινεῖται 
pé ὁμοιόμορφον uivnowv, σταθερᾶς ταχύτητος V, , ματά τόν ἄξονα τῶν 

Ox,. Διά τῆς ματαλλήλου ἐμλογῆς τῶν σταθερῶν A ual B ἐπαλτθεύ- 
ονται ὅλαι ai ἀνωτέρω συνθΏῆμαι. Πρός τοῦτο παρατηροῦμεν ὅτι διά --- 
σταθερόν uai ἐ--Ο éu θετιμῶν τιμῶν, 04 εἶναι -- -οὐ. Δεδομένου δέ ὅτι 

oo 

z/e"'d.?a 47 

ἡ συνάρτησις (25. 3.1. ε) θά τείνη πρό τῆν τιμΏν 

Α«-ξδγπ. 

Ἔπξ ἄλλου παρατηροῦμεν ὅτι διά ἑ - σταθερόν μαΐ x;~0 θά εἶναι 
ὃ--.ὔ0 uai ἡ συνάρτησις (25. 3.1.ε) θά τείνη εἰς τό A. 

Διά νά ἱμανοποιοῦνται ἑπομένως αἱ ἀρχιμαί συνθήμαι uai αἱ συν- 
θῆμιαι προσφύσεως, πρέπει uai ἀρυεῖ νά ληφθοῦν A=V, υαί Βψ --2}ς 
ὁπότε ἡ σχέσις (25. 3.1. ε) λαμβάνει τῆν popehv 

ϑ 
2 

υ,-ν,ῤ- -—",—f—/é“"dty : (5. 8.1.8 

Ἔπ τῆς ἀμέσου διερευνήσεως τῆς ἀνωτέρω σχέσεως προμύπτουν 

τά ἀμόλουθα συμπεράσµατα (=x.25.3.1.4), 
a) Διά μίαν δεδοµένην otiyphv b, ἡ ταχύτης v, εἶναι φθίνουσα 

συνάρτησις τῆς μεταβλητῆς χς uai μηδενίζεται εἰς τό ἄπειρον, A1’ doov



A 
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δήποτε μιτιρόν χρόνον t , πᾶν σημεῖον τοῦ ρευστοῦ ἔχει μή pndeviufv 
ταχύτητα. Ἑπομένως, ἡ συνεμυτιμότῃης 
ἔχει ὡς συνέπειαν τῆν ἀμαρι- 

afiav μετάδοσιν τῆς μµπινήσεως 
τῆς παρειᾶς ἐντός ὅλης. τῆς 
μάἑης τοῦ ρευστοῦ. 

B Διά μίαν δεδομένην τιμῆν Χ 

ἡ ταχύτης εἰς τό ἀντίστοιχον ἐπίπε- 
δον, χεΞκσταθερόν, τεῖνει εἷς τῆν τι- 
μῆν V¥, , τοῦ t τεῖνοντος εἰς τό ἄπετ- 
ρον. Ἑπομένως μετά χρόνον ἐ τοσοῦ- 
τον μεγαλύτερον, ὅσον ἡ τιμῇ τῆς X5 
εἶναι peyadutépa, ἡ παρειᾶ 04 πα- 
ρασύρη ὅλον TS ρευστόν μέ 

Χ, 

μίαν τοχύτητα npautiude ἴ- 

- R —=exonv μέ V. 
digppoipare " dovopns τατοτήτων " γ) Διά τιμάς τῶν %y αΓ £ δε- 

Σ Χ, 25.3.1. A δομένας uai διαφόρους τοῦ µηδενός,ἄς 
ἐξετάσωμεν τί συμβαίνει, διά τῆς συνεχοῦς ἐλλαττώσεως τῆς συνειιτι- 
μότητος τοῦ ρευστοῦ. 

Παρατηροῦμεν ἐν γένει ὅτι τοῦ ν τεῖνοντος εἰς τό μηδέν, ἣ με- 
ταβλητή & τείνει εἰς τό ἄπειρον uai ἑπομένως ἡ ταχύτης v, τείνει 
εἰς τό μηδέν, ὡς προμύπτειτ τιαΐ éu τῆς (25. 3.1. ἢ, 

Οὕτως, ἡ συμπεριφορά τοῦ ρευστοῦ τεῖνει ἐν γένει πρός THY τῶν 
τελείων ρευστῶν, τά ὁποῖα δέν ἐπηρεάξονται ἀπό τῆν uivnowv τῆς πα- 
ρειᾶς, Αὐτό δέν ἰσχύει ὅμως διᾶᾷ τῆν περιοχήν πέριὲ τῆς παρειᾶς eic 
τῆν ὁποίαν ἡ ταχύτης τοῦ ρευστοῦ θά τείνη ἀποτόμως εἰς τῆν τιμῆν V. 

Ἑἲπτομένως, ὅταν ἡ συνευτιμότης τείνει εἰς τό μηδέν, ἐμπφανῖὲε - 
ται εἰς τῆν πλησίον τῆς παρειᾶς περιοχήν pia ἐώνη, 314 τῆν ὁποίαν ἡ 
σύγυλισις τῆς ροΏῖῆς τοῦ πραγματιμοῦ ρευστοῦ πρός τῆν ροῆν τελείου 
ρευστοῦ δέν εἶναι ὁμοιόμορφος. Συναντῶμεν οὕτως ἕν φαινόµενον γε- 
νπιόν uai σπουδαιοτάτης onpaciac, λαπβάνον χώραν εἷς piav πολύ λε- 
πτῆν ζνην ρευστοῦ mapd τῆν παρειᾶν, τῆν ὁποίαν μαλοῦμεν ὁριαμῆν 
στοιβάδα (ide τέλος παραγρ. 24. 5), ἐπμφανιέόπενον εἰς ὅλας τᾶς po- 
άς ρευστῶν pé piupdv συνειυτιμότητα μαΐ peretdpevov ἀναλυ- 
τιμώτερον εἰς τό μεφάλαιον 27, 

ὃ) Συνήθως ἐητῶμεν νά προσδιορίσωμεν εἰς ποίαν ἐἰώνην, ἡ τιμή 
τῆς ταχύτητος v, ὑπερβαίνετ μίαν ὡρισμένην τιμήν ες ( ἔνθα {ῥκ)Ο 

WX εΘ Οά διά νά ὁρίσωμεν οὕτως αὐθαιρέτως τό πᾶχος τῆς ὁριαμῆς 
στοιῤάδος διά μίαν συγιεμριμένην περίπτωσιν. 

Ἢ σχέσις (25.3.1.0 δειινύει ὅτι ἡ ταχύτης v, γίνεται μεγαλυ- 

τέρα τῆς %V,, ἐᾶν τό ¥ γίνη μπιρότερον μιᾶς ὡρισμένης τιμῆς T, (%) 
Ἑπομένως, διά δεδομένην στιγμήν ἑ , n ταχύττς v, γίνεται μεγαλυτέ- 
pa τῆς Χος , διά μίαν ζνην πάχους 

σε-ϑιγάπνέ. (25. 3.1. π)
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Τό πάχος ὅ τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος 64 εἶναι ἑπομένως ἀνάλογον 

τῆς. ποσότητος 4/vt. Διά ἰ σταθερόν μαΐ ν τεῖνον εἰς τό μηδέν,τό πᾶ- 

χος τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος τεΐνει εἰς τό μηδέν ὅπως τείνει ἡ ποσότηςνν. 
) Διάχυσις μιᾶς ἐπιφανείας ἐπαφης 

Τό ρευστόν υατέχει ὅλον τόν χῶρον μαΐ ματά τῆν ἀρχιιήν στιγ- 
μῆν t=0 ἡ διανομῆ τῶν ταχυτήτων ὑπαμούει εἰς τᾶς σχέσεις 

u=V, , Δά Χηε)0Ο μαἵ u==V,, 518 x<0. (25.3.1.0) 

Ἑπομένως, συμφώνως πρός τόν ὁρισμόν τῆς mapaypdeou (5. 3. 4) 
τό ἐπίπεδον x3=0 εἶναι μία ἐπιφάνεια ἐπαφῆς μεταξύ τῶν δύο μινουμέ- 
νων ἡμιχώρων X, >0 uai x3<0. 

Ἐάν 16 ρευστόν ἦτο τέλειον, ἡ dpywun ματάστασις (25, 3. 1. θ) 64 
διετηρῆτο ἐπ᾽ἄπειρον. Δόγῳ τοῦ ξώδους ὅμως,πρέπει ἡ συνάρτησις τῆς 
ταχύτητος νά εἶναι συνεχῆς ματά τῆν διέλευσιν τῆς ἐπιφανείας κ,-Ο0. 

Θά δείξωμεν ὅτι ἡ σχέσις (25. 3,1. ε) δίδει τῆν λύσιν uai διά τό 
παρόν πρόθβληµα. % 

Πράγματι, ἐᾶν τό χ: ἔχη μίαν σταθεράν τιμῆν, 

θετιμΏν ἤ ἀρνητιμήν, uai διά ἐ τεῖνον εἰς τό μηδέν, 
τό & τείνει ἀντιστοίχως εἰς τότ οο D εἰς τό - ΟΟ. 

Ἡ 
Π 
. 
, 

. 
. 

. 
-
 

] 
S 

[ 
Ν
 Ξ 

Κατά συνέπειαν, 1) συνάρτησις v, τείνει εἰς τόΑ +-έ…Β΄ι'!τ " 

διά x>0 αΐ |1-ΖέΒ,|π" 314 χ .0. Ἡ σχέσις (25.3.1.¢) 

ἐπαληθεύει ἑπομένως τᾶς ἀρχτιάς συνθήµας (25. 8. 1,θ), 

ἐάν θέσωμεν ΑπΟ ual Βψζπ-:2ύς, ὁπότε θά λάβη τήν 

μορφῆν 

ἀ
-
-
-
 

2 
20° _97 ᾽ 

υ͵:ΓΤ|ε"άἂ. (28.8.1. 5 Χ. 25.3.1. Β 

Παρατηροῦμεν ὅτι διά δεδομένον x, αΐ διά ἐ τεῖνον εἰς τό ἄ- 

πειρον, ἡ ταχύτης v, τείνει εἰς τό μηδέν. Ἑ πομένως, ἡ ὅλη ροῆ τεί- 
νει εἰς τῆν ματάἄάστασιν τῆς ἡρεμίας (ΣΧχ. 25. 3.1. Β). Ἢ ἐπιφάνετα ἐπα- 
φῆς χ,:-Ο "'διαχέεται'' εἰς τό σύνολον τῆς ρευστῆς μάξης, προμαλοῦσα 
μίαν ἐπιβράδυνσιν τῆς υτνήσεως uai ὁδηγοῦσα τελιιῶς εἰς τῆν υατάστα- 
σιν τῆς πλήρους ἡρεμίας. 

25.3,2 Διάχυσιβ τῆς περιστροφῆς 
ο ἘΕπς τῆν παροῦσαν παράγραφον 04 μελετηθῇ ἡ διάχυσις τῆς περι- 

στροφῆς ὑπό τῆν ἐπήρειαν τοῦ ἱξώδους τοῦ ρευστοῦ. 
Ἔξετάζομεν πρός τοῦτο τῆν μίνησιν τῆς παραγράφου 25.2.4 μέ 

τῆν διαφοράν ὅτι τό μέτρον τῆς ταχύτητος εἶναι τώρα συνάρτησις τῶν 

r uai { : Τό διάνυσµα τῆς περιστροφῆς w ἔχει déova ὀλισθήσεως τόν
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Ox; , 16 δέ μέτρον τοῦ [ω/ εἶναι ἐπίσης συνάρτησις τῶν π uai ἐ. 

Ἡ yevuf ἐξίσωσις (25.1. α) γράφεται 814 τῆν περίπτωσιν αὐτῆν 

9 
faf = νν = : ὃἶἔ“ δ0! (25. 3. 2.q) ot or 

διότι rot(54V)=0 , ὡς φαίνεται ἀπό τῆν ἀνάλυσιν ματά τούς τύπους 
(21. 3..υ). 

Ἢ ἐξίσωσις (25.3.2.a) παριστᾶ éu ταυτότητος τῆν μετάδοσιν 
τῆς θερμοιρασίας εἰς τούς ἀγωγίμους χώρους éu περιστροφῆς Ἢ ἐπίλυσις 
αὐτῆς ἐπιτυγχάνεται uatd μέθοδον ἀνάλογον μέ τῆν ἀμολουθηθεῖσαν εἰς 

2 
, ΄ ΄ Ρ , ΄ υ - o Ι' 

τῆν ἐξίσωσιν (25.3.1.B), θά δώση δέ λύσεις τῆς μορφῆς w={z) ενθο::4 Ξ 
ν 

ὁπότε θᾶ εἶναι 

r ‘_‘Zy e —— (25. :3ι2ι β) 

μαί ἡ ω- ) 9ά πρέπη νά πληροῖ τήν σχέσιν 

ά α ἄ 
---ὄ.-.. --- --=0 

az Ξ dz e adz 

ἤ ἀμόμη τῆν 

α Ν (4-ςταϑ). (25.3.2.y) 

éu τῆς ὁποίας δι’ ὁλοιληρώσεως προμύπτει OTL 

Α - 
0.7(|', t) =—t—'e 4rt Ξ (95. 5.. ) 

Παρατηροῦμεν ἐπί πλέον ὅτι ἐάν ἡ w=w (¢t} εἶναι λύσις τῆς 

< ω 
(25, 8..2. δὺὲ θά εἶναι λύσις uai ἡ ΞΞ- 

Eic piav δεδομένην στιγμῆν ἐ ἡ uvudogopia uatd pnuoc ἑνός υὖὔ- 

μλου μέ uévrpov ἐπί τοῦ ἄξονος Ox; , ἤτοι uatd phuoc μιᾶς γραμμῆς 
ροῆς, θά εἶναι fon πρός 

” 9 

r(r,t)=[2w-2nrdnr= 8xvA (1-— ς ε (25.3.2.¢) 

uai év συνεχείᾳ τό µέτρον τῆς ταχύτητος θά ἰσοῦται πρός 

κ . 
g ἐ)- :g:f,} - ΐ4(/-ε ΐΞ7 (25.3.2.2) 
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Bu τῶν ἀνωτέρω σχέσεων συμπεραίνομεν ἀμέσως τά πιάτωθι: 

α) ἘΠς ἕν δοθέν σημεῖον ἡ ταχύτης τείνει πρός τό μηδέν τοῦ ἐ 
τείνοντος εἰς τό ἄπειρον: 

) Ἡ περιστροφῆ ω ,undeviun 
ματά τήν ἀρχιμῆν στιγμῆν t=0 αὐξά- 

νει πματ᾽ dpyhv ἀποτόμως uai ἐν συνε- 
χείᾳ τείνει πᾶλιν ἀσυμπτωτιμῶς πρός 

τό μηόδέν. 
Τό σχῆμα 25.3.2.A δίδει παρα- 

στατιμῶς τῆν μεταβολήν τῆς συναρτή- 
σεως φ (’ ἐ), συναρτήσει τῶν Τ uai t. 

γΥ). Κατά μΏμος μιᾶς ὡρισμένης 
γραμμῆς pofic, ἡ uvudogopia,ion ἀρχι- 

μῶς πρός ὅπνά , ἐλαττοῦται μαί τεί- 
νει πρός τό μηόέν, τοῦ ἐ τείνοντος 
εἰς 16 ἄπειρον. ἜΠ αὐτοῦ φαίνεται ὅ- 

1 ) 
----------ψ 

. 
i 

e ς .͵᾽’͵ι᾽ 

2X.25,3.2,A 

τι ἡ uvudogopia, ἥτις εἰς τῆν ἀρχιτιμήν στιγμήν ἦτο συγιεντρωμένη εἰς 
σωλῆνα ἀπειροστοῦ πάχους, περιβάλλοντα τόν &ova Όχε, διαχέεται ἐν 
συνεχείᾳ ἐντός ὅλου τοῦ ρευστοῦ λόγῳ τῆς συνειτιμότητος,ἡ δέ διά- 
χυσις αὐτή εἶναι τελείως ἀνάλογος πρός τήν διάχυσιν θερµότητος ἐν- 

τός ἀγωγίμου χώρου. 

Εἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμήν ὑδραυλιμήν 22



ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 26, 

ΜΟΝΙΜΟΣ ΣΤΡΩΤΗ POH 

ΜῈ ΜΙΚΡΟΥΣ ΑΡΙΘΜΟΥΣς REYNOLDS 

ΔΙΑ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΑΣΥ ΜΠΙΕΣΤΑ ῬΡΗΥΣΤΑ 

ANEY ΠΕΛΙΟΥ EEQTEPIKQN AYNAMEQN 

‘O διαχωρισμός τῆς φυσιμῆς περιοχῆς μιᾶς uarnyopiac μινήσεων, é- 
πί τῇ βάσει τῶν ἁριθμητιμῶν τιμῶν ὡρισμένων ἀδιαστάτων μονωνύμων, παΐ 

n ἐν συνεχείᾳ μελέτη τῶν ὑποπεριοχῶν, τῇ Ponbeiq ἁπλουστευτιμῶν πα- 
ραδοχῶν, ὀφειλομένων εἰς τόν διαχωρισμόν αὐτόν,ἀποτελεῖ μίαν éu τῶν 
ἐπιτυχεστέρων μεθόδων διά τῆν ἐπίλυσιν τῶν διαφόρων περιπτώσεων ρο- 
Ἶς τῶν πραγματιμῶν ρευστῶν. 

Ἢ ὅλη μέθοδος στηρίζεται εἰς τῆν χρησιμοποίησιν ἀδιαστά- 

των μεταβλητῶν ual τῆν μετατροπήν τῶν διαφόρων ἐξισώσεων εἰς 
ἀνηγμένας μέ ὅλα τά ἀντίστοιχα πλεονειτήματα͵ ὡς ἀνεφέρθησαν εἰς 
τῆν παράγραφον 19,3. Ἔπί πλέον δέ, ἡ ἔυφρασις τῶν ἐξισώσεων ὑπό & 

νηγμένην popehv ἀποτελεῖ μίαν παραλλαγήν τῆς ἀπ᾿ εὐθείας μεθόδου διά 
τήν εὕρεσιν τῶν διαφόρων νόμων ὁμοιότητος τῆς φυσιμῆς περιοχῆς, διό- 
τι ἐμφανίζουται οὗτοι ὡς οἱ ἀριθμητιμοί συντελεσταί τῶν διαφόρων μο- 

νωνύμων ὅρων μέ ἀδιαστάτους μµεταβλητᾶς, 
Ἢ ἀναφερθεῖσα µέθοδος 04 ἐφαρμοσθῆ εἰς τῆν µελέτην τῆς φυστι- 

ufic περιοχῆς, ἡ ὁποία περιλαµθάνει τῶν μόνιμον στρωτῆν pohv τῶν ἀ- 
συμπιέστων πραγματιμῶν ρευστῶν ἄνευ πεδίου ἐξωτεριμιῶν δυνάμεων, ‘O 

διαχωρισµός τῆς φυσιμωῆς αὐτῆς περιοχΏῆς θά γίνη pé ΡῬάσιν τάς ἀριθμη- 
τιμάς τιμάς τοῦ ἀδιαστάτου μονωνύμου τοῦ REYNOLDS, ὅὁπότε uai 64 
διαμριθοῦν δύο ὑποπεριοχαί, χαραμτηριζόμεναι ὡς 

α) Ῥοαί pé μπιρούς ἀριθμοῦς REYNOLDS, 
ϱ) Ῥοαί pé µεγάλους ἀριθμούς REYNOLDS , 
Ἐπιτυγχάνεται οὕτως ἡ µελέτη uai διερεύνησις περιπτώσεων ul- 

νῆσεως πολύ γενιμωτέρων ἀπό τᾶς μµελετηθείσας εἰς τό προηγούμενον 
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μεφάλαιον. Δι’ αὐτῶν τίθενται uai αἱ λοιπαί βάσεις 318 THV μελέτην 
τῆς μινήσεως τῶν ἀσυμπιέστων πραγματιμῶν ρευστῶν, ἡ δέ ἀνάπτυξις 
αὐτῶν θά ἀποτελέση τό ἀντιμείμενον τοῦ παρόντος τπιαΐ τοῦ ἑπομέ- 
νου µεφαλαίου. 

26.1 ΑΝΗΓΜΡΕΝΑΙ METABAHTAI, ΑΝΗΓΜΕΝΑΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

Διά ροῆν μόνιμον uai ἄνευ πεδιου ἐἐωτεριμῶν δυνάμεων, αἱ ἐξτ- 

σώσεις 9.5.2.α λαµβάνουν τῆν μορφήν (N 

εο o) =2+ 
. dv, 1 ὃ 
Ὦ υ,--- ι--- Ἂ =vdvy,, (26.1. α) 

ἡ δέ ἐξίσωσις συνεχείας παραμένει πάντοτε 

-- Ou. 
divV=—"_=0. {υ o (26.1. ϐ) 

έ 

Παρατηροῦμεν ὅτι εἰς τᾶς (26, 1.α,8) ὑπεισέρχονται τά ἀνεξάρ- 
τητα φυσιμά peyébn X, v, , Ρ . β . ν , ἐμ τῶν ὁποίων τά ρ uai ν 
εἶναι σταθεραί uai yapaurnpilouv τῆν φύσιν τοῦ μελετωμένου ρευ- 
στοῦ. Διά τάς ὑπολοίπους τρεῖς ἀνεξαρτήτους φυσπμᾶς µεταβλητάς 
σιιεπτόμεθα ὡς ἀμολούθως: 

ς ὁρίσωμεν ἀντιστοίχως 914 τῶν L , ¥ uai ϱ, ἕν μῆνος , μί- 
αν ταχύτητα uai pfav πίεσιν, χαραμτηριστιμάς uai σταθερᾶς διά piav 

ὡρισμένην ροήν, duvapévac δέ va ὁρισθοῦν uatd τρόπον ἁπλοῦνίπκ. 
διάµετρος ἀγωγοῦ, péon ταχύττς, πίεσις εἰς τόν ἄἐονα), Ἔχομεν ὁ- 
ρίσει οὕτω συνολιωῶς πέντε ἀνεέάρτητα χαραμτηριστιμά uai σταθερά 

μεγέθη, τά p, v, L, , ρ 
Αἱ τρεῖς ἀνεέάρτητοι μµεταβληταί δύνανται τότε νά éugpa- 

σθοῦν ὡς 

X,=Lx, , v=Vev, , p=gp, (28, 1.v 

ἔνθα ai x;, v, . Ἐ, εἶναι μεταβληταί συναρτήσεις ἄνευ διαστά- 
σεων υαΐ ὀνομάζονται ἀνηγμέναι μεταβληταί, 

Αἱ σχέσεις (26.1. α, ὴ) λαμβάνουν τότε τῆν μορφήν 

_ 9y, p, ὃΡρ v 8B, ν ,γ- 
. Ξ = Ξ = Η 26.1ιδ % ox, ο ox, WL Όκ VL (ων) ' 

(1) Δόγῳ τῆς εἰσαγωγῆς τῶν ἀδιαστάτων μεταβλητῶν, προτιμᾶται ἡ χρῆσις τῆς ψευδομονωνυμιομῆς μορφῆς ἕναντι τῆς 
διανυσματιμῆς τοιαύτης.
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23 =-=0. (26.1. δ) 
. 

7 

Τό σύστημα τῶν (26.1. δ) ὀνομάξεται ἀνηγμένον σύστημα 
ἐξπσώσεων, ἐμφανίζονται δέ εἰς αὐτό ὁῦο ἀδιᾶάστατα povdvu- 
μα, σταθερά, ὃτι΄ἑμάστην. συγμειμριμένην περίπτωσιν ροῆΏς. 

Eic τό πρῶτον ἐξ αὐτῶν ἀναγνωρίζομεν τὸν ἀριθμόν τοῦ EULER 

ᾱ- !7ς2 δυνάμεθα δέ νά ἀπαλλαγῶμεν ἀπό αὐτόν,έἐᾶν παρατηρῆσωμεν ὅ- 
eV 

τι 014 τά ἀσυμπίεστα ρευστά ἡ πίεσις ἐμφανίζεται εἰς τᾶς ἐξισώσεις 
(11. 4. γ) μόνον διά τῶν παραγώγων της, Δηλαδή, τῆν μίνησιν ἑνός ἀ- 
συμπιέστου ρευστοῦ ἐνδιαφέρει μόνον ἡ μεταβολῆ τῆς πιέσεως uai ὅ- 
χι 0 ἀπόλυτος πίεσις, ἐν ἀντιθέσει πρός τά συμπιεστά ρευστά εἰς τά 
ὁποῖα ἡ πίεσις ἐμφανίζεται uai εἰς τάς ἐξισώσεις ματαστάσεως, Ἔπομέ- 
νως ἡ χαραιυτηριστιιῆ πίεσις , δύναται νά ἐμλεγῆ αὐθαιρέτως. 

ἘϊΠιλέγομεν πρός ἁπλούστευσιν τῆν τιμήν p,=p V.2 , ὁπότε αἱ ἀ- 

νεξάρτητοι χαραιντηριστιμαί σταθεραί περιορίζονται εἰς τέσσαρας, τᾶς 
ρ,ν,Φ, ¥ , ἀπαλείφεται δέ uaf ὁ ἀριθμός EULER ἀπό τᾶς σχέσεις 
(26.1.9). 

Eic 16 δεύτερον ἀδιάστατον μονώνυμον ἀναγνωρίζομεν τόν ἀρι- 
θμόν τοῦ REYNOLDS 

᾽ (26. :|..€.) 

τοῦ ὁποίου ἡ θεµελιώδης σηµασία εἰς τά φαινόμενα τῆς ἨπνΏσεως τῶν 
ἀσυμπιέστων ρευστῶν εἶναι ἤδη γνωστῆ. 

Αἱ σχέσεις (26.1. ὃ) λαμβάνουν τελπιῶς τῆν µορφῆν 

— Oy, o 1 77 
Ό; ---Ῥ ἐ --ιἰ---Ξ- —— - " 3%, ' ὃς ε ν 

" (26.1.0 
δο, 
—==0. 
Qi 

ς θεωρήσωμεν piav λύσιν τῶν σχέσεων (26.1. ζ) 314 piav ὡρισμέ- 
νην ἀριθμητιμῆν τιμῆν τοῦ Ε . Αὐτή 04 εἶναι τῆς μορφῆς 

δ; =΄ζ(ξ;Ε) ᾽ β.=β.(΄Χ΄ι';';?) 2 (96.1. ) 

Παρατηροῦμεν ἀμέσως ὅτι, ἀπί τῷ βάσει τῶν σχέσεων (26.1.Υ) εἰς 
τῆν λύσιν αὐτῆν, ἀντιστοιχεῖ pia οἰμογένεια λύσεων τῶν ἀρχιυνῶν ἐέι- 
σώσεων (26.1. α) pé παραµέτρους τά χαραμτηριστιμά µεγέθη L,¥,v,p 

B
 
.
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ὑπό τόν περιορισμόν ὅτι διά πᾶσαν λύσιν τῆς οἰμογενείας, ὁ συνδυα- 
σμός τῶν μεγεθῶν αὐτῶν δίδει piav ἀριθμητιμήν τιμήν τοῦ α ἴσην pé 
τῆν ὁρισθεῖσαν εἰς (26.1.n). 

Τά χαραυτηριστιμά peyédn ν uai p ὁρίζονται ὑποχρεωτιμῶς ἀπό 
τῆν φύσιν τοῦ μελετωμένου ρευστοῦ, ἐνῶ ἀντιθέτως ἡ ἐμλογή τῶν χα- 
ραμτηριστιμῶν μεγεθῶν L uai V. εἶναι ματ᾿ ἀρχῆν αὐθαίρετος. Διά νᾶ 
εἶναι ὅμως μαΐ ἐπιτυχῶς πρέπει ai προμύπτουσαι ἀνηγμέναι µεταβλη- 

ταί Ό, uai χξ τῶν σχέσεων (26.1.0) νᾶ μῖν ἔχουν οὔτε πολύ μεγάλας 
οὔτε πολύ μιιράς ἀριθμητιμᾶς τιμᾶς, 

Τό σημαντιμόν ὄφελος éu τῆς ἐνλογΏῆς αὐτῆς εἶναι ὅτι αἱ αὖέο- 

μειώσεις τοῦ ἀριθμοῦ τοῦ REYNOLDS yapautnpilouv τότε πολύ ἐμφα- 
νῶς τᾶς αὐξομειώσεις τῶν δυνάμεων ἀδρανείας τῆς ροΏῆς ὡς 
πρός τᾶς δυνάμεις συνευμτιμότητος (ide παραγρ. 2Ο. 4), 

Αφ ᾿ἑτέρου ἡ popeh τῶν σχέσεων (26.1.2) ἐπιτρέπει τόν διαχω- 
ρισμόν δύο ἀνμραίων περιπτώσεων ροΏῖς τῶν πραγματιμῶν ρευστῶν, διά 
τᾶς ὁποίας δύναται νά διειπολυνθΏ ἡ θεωρητιμῆ µελέτη ἐπί τῷ Ράσει 
ἀνευτῶν ἁπλουστευτιμῶν παραδοχῶν, Πρόμειται άφ᾽᾿ἐνός pév διά τᾶς 
ροᾶς μέ πολύ μµιμρούς ἀριθμούς REYNOLDS uaf ἄφ ἐτέρου διά 
τάς ροᾶς pé πολύῦ μεγάλους ἀριθμούς REYNOLDS, 

Ἢ πρώτη περίπτωσις ἀντιστοιχεῖ εἰς πολύ μιιράν χαραµτηριστι- 
μῆν ταχύτητα, ὡς συμµβαίνει εἷς τᾶς υινήσεις ὕδατος ἐντός διαπερα- 

τῶν πορωδῶν péowv ἐν συνδυασμῷ pé λίαν πύξημένην συνευτιμότητα ὡς 
εἰς τά παχύρευστα ἔλαια λιπάνσεως τῶν μηχανῶν, ἤ pé ἐἑαιρετιμῶς µι- 
updc χαραυτηριστιμάς διαστᾶσεις, ὡς συμβαίνει efc ἀγωγούς πολύ μι- 
updc διαμέτρου ἤ σὤματα πολύ μιμιρῶν διαστᾶσεων,παρεµβαλλόμενα εἰς 
μίαν pofv. 

Ἢ δευτέρα περίπτωσις ἀντιστοιχεῖ εἰς uavoviud peyédn χαραµτη- 
ριστιμοῦ phuouc uail ταχύτητος, cuvdualdpeva pé μιυράν συνεμτιμόττ- 
τα τοῦ ρευστοῦ, ὡς συμβαίνει pé τῆν ἐν γένει ροΏν τοῦ ὕδατος ἐν- 
τός φυσιμῶν ἤ τεχνητῶν ἀγωγῶν, Ἡ πέριὲ σωµάτων uavoviudv διαστάσς- 

ων, ἐμβαπτισμένων εἰς αὐτό. 
Eic τῆν συνέχειαν 04 ἐξετάσωμεν λεπτομερῶς τᾶς δύο αὐτάς ἀ- 

upafac περιπτώσεις, αἱ ὁποῖαι ματ΄εὐτυχΏή σύμπτωσιν μαλύπτουν uai 
τᾶς πλείστας τῶν ἐν τῇ φύσει παρουσιαζοµένων περιπτώσεων ροΏῆς τῶν 
πραγματιμῶν ρευστῶν. 

26.2 ΓΕΝΙΚΑΙ ΒΞΤΙΣΩΣΕΙΣς ΤΩΝ KINHZEQN ΜῈ ΜΙΚΡΟΥΣ API- 

ΘΜΟΥΣ REYNOLDS 

Τό ἀπλοποιημένον σύστημα ἐξισώσεων τῆς παρούσης παραγράφου 
ὀφείλεται εἰς τόν STOKES, ὁ ὁποῖος παρετήρησεν ὅτι 814 τᾶς μινήῆ- 
σεις αὐτάς, ὄχι μόνον ai ταχύτητες ἀλλά μαΐ αἱ πρῶται peptuai των 

παράγωγοι εἶναι πολύ pwpat, μαί μάλιστα τῆς αὐτῆς τἄξεως µεγέθους 
μέ τόν ἀριθμόν REYNOLDS. Δυνάμεθα ἑπομένως νά µαταλήέξωμεν εἰς & 
πλοποιηµένον σὔστημα, ἀπ᾽εὐθείας éu τῶν ἐξισώσεων (26.1. α),παραλεί-
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ποντες τούς Opouc , ἐνώπιον τῶν ὑπολοίπων ὅρων, ὡς ἀπειρο- 

R 
D
 

&
 

|'
$:
 

σπά ἀνωτέρας τάἑἐεως, 
Προυύπτει οὕτω τό ἁπλοποιημένον σύστημα τοῦ STOKES 

iaap :γΔ 5 

£ % (26. 2. α) 

divV=0. 

ἩἘργαίόδμενοι pé τό ἀνηγμένον σύστημα (26.1.0) ματαλήγομεν εἰς 
τό ἁπλοποιημένον σύστημα 

θ ἘΝ 

oz - 
(26.2.B) 

85, 
=0 - 

ΡῈ 

ὅπου ἐτέθη ρ-»΄.Β΄ ́ παρατηροῦμεν δέ ὅτι ἡ µεταβλητή β’ εἶναι τῆς 

" ς : P 5 s : — <, - Ε αὐτῆς τάξεως peyébouc pé τῆν ταχύτητα v, διότι ρ':-ξ-]ἳ------ἦ 
& 

οἸξ 
Ἢ θεωρητιμή µελέτη τοῦ συστήµατος (26.1.8) εἶναι δυνατόν νὰ 

ἀχθῆ εἰς πέρας uatd τρόπον ἁρμούντως ὁλουληρωμένον, πλῆν ὅμως éu- 
φεύγει τῶν πλαισίων τοῦ παρόντος πµεφαλαίου, ΠΗαρατηροῦμεν ὅμως ὅτι 

» Ζ ι Ζ ΄ - - e ' .3 ΄ 2 3 afi\ 

0 συνάρτησις p (ἐπομένως μαΐί αἲ β ἤ Ρ’) εἶναι dppoviun, δτότι ᾶ4υ3-7: 
,Y‘. 

=d¢'vgmdp=dp=06€éopévou ὅτι div Av‘- =0. . 
Δι᾿ ἐπίπεδον pofiv ἡ γενιμῆ ἐξίσωσις (25.1.B) δίδει τελτιῶς 

4(4g)=0, ο (26.2.7) 

ὅπου ἐτέθησαν, χεΖ Χ, y=Ly , ¢=V. 1§, w=V, L '@, παρελήφθησαν δέ τά & 

πειροστά ἀνωτέρας τάξεως ὡς πρός Ζ. 

Ἔπι δέ τῆς σχέσεως ὦ:-έῄὖ , προμύπτει ὅτι 

4ς-ο, (26. 2. δ) 

ὁπότε uaf ἡ συνάρτησις @ εἶναι dppoviud,
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26.3 ΕΦΑΡ ΜΟΓΑΙ ΤΩΝ I'ENIKQN ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

Ἡ υυριωτέρα ἐφαρμογήῇ τῶν προηγουµένων ἀφορᾶ τῆν µελέτην 
μιᾶς ροῆς ταχύτητος V εἰς 16 ἅἄπειρον, πέριξ μιᾶς σφαίρας ἀμτῖνος Ῥ. 
Ἢ uivnoic αὐτῆ ὑπάγεται εἰς τῆν γενιμῆν uarnyopiav τῶν μινῆσε - 
ων éu περιστροφῆς ai ὁποῖαι uai ἀποτελοῦν μίαν πρώτην γενί- 
μευσιν τῶν ἐπιπέδων μινήσεων. 

᾿Αποδειμνύεται (ἴδε Ῥιβλιογρ. 31 σελ. 41 uaf 272) 611 uaf διά τάς 
μινήσεις αὐτάς ὑπάρχει μία poiuf) συνάρτησις ¢ , τοιαύτη ὥστε 

4 3¢ 1 9¢ . ὃ ε-.-....... 5 (26. 8. α) 
y 9y 

ὁπότε αἱ ἐξισώσεις τῆς mapaypdeou (25.1) λαμβάνουν piav yeviuwtépav 
μορφῆν. 

Ἔϊάν θέσωµεν X =pncosd uai g=rsind, ἔνθα Γ εἶναι ἀδιάστατον 

ἡ μέγεθος, εὑρίσμομεν τελιμῶς ὅτι ἡ ἑητουμένη συνάρτησις @ 84 εἶναι 

2 

ὦ:ῥι 32΄΄ - ;, ";# (26. 3. B) 

, _ 3 sind 
uat w*-—TT. 

Ἔπξ αὐτῶν εὑρίσμομεν τῆν διανομήν τῆς πιέσεως ἐπί τῆς σφαίρας 
μαΐ τῆν συνισταμένην τῶν πιέσεων αὐτῶν, ἡ ὁποία ἰσοῦται μέ 

Ρ:όπμῖζ]ἔ - (26.3. γ) 

Μία ἄλλη ἐφαρμογή ἀφορᾶ τῆν μελέτην τῆς διανομής τῶν πιέσε- 
wv πξριὲ υυλίνδρου, παρεμβαλλομένου εἰς τυχοῦσαν ἐπίπεδον µίνησιν. 
Ἢ λύσις ὅμως τῆς περιπτώσεως αὐτῆς ὁδηγεῖ εἰς €v ἐπί μέρους παρά- 
δοέον, ὀνομαζόμενον παράδοέον τοῦ STOKES,Haparnpotpev ἐέ ἄλ- 
λου ὅτι διά τήν περίπτωσιν τῆς oeaipac, τό πείραμα δίδει διάφορα ἀ- 
ποτελέσματα ἀπό τῆν θεωρίαν εἰς ὅ,τι ἀφορᾶ τό ὄπισθεν τμῆμα τῆς 
προσβαλλομένης ἐπιφανείας τῆς σφαίρας. Πράγματι, ἐμφανῖέεται σχεδόν 
πάντοτε πειραματιμῶς μία αὐλάμωσις μέ ἀποιόλλησιν τοῦ ρευστοῦ ἀπό 

τῆν ἐπιφάνειαν τῆς σφαίρας. 
Ἡ διερεύνησις τῶν αἰτίων αὐτῶν τῶν παραδδέων uai ἡ ματάστρω- 

σις μιᾶς πληρεστέρας θεωρίας 814 τῆν περιοχῶν τῆς ἐμφανίσεως τῶν ἀ- 
ποιλίσεων τῆς θεωρίας τοῦ STOKES ἀπό τό πείραµα ὀφείλεται εἰς τόν 
OSEEN, 16 8¢ σύνολον τῶν δύο θεωριῶν ἐπιτρέπει μίαν ὁλουληρωμέ- 
νην µελέτην τῶν ροῶν pé μιιρούς ἀριθμούς REYNOLDS, 
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ΜΟΝΙΜΟΣ ΣΤΡΩΤΗ POH 

ME ΜΒΓΑΛΟΥΣ ΑΡΙΘΜΟΥΣ REYNOLDS 

KAI ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΑΝΔΗΤΎΞΙΣ 

ΤΗΣ ΘΕΩΡΊΑΣ ΤΗΣ.ΣΤΡΩΤΗΣ ΟΒΡΙΑΚΗΣ ΣΤΟΙΒΑΛΟΣ 

27.1 TENIKAI APXAI 

Bu τῶν τριῶν ἐξισώσεων uwhoewe (26. 1. ἢ προμύπτει 611 314 με- 

γάλους ἀριθμούς REYNOLDS τό ἀδιάστατον μονώνυμον Β΄πείνει εἰς 

2 Ζ ε Ζ » 2 -υ 1 Δ- , " 
τό μηδέν, ὁπότε δύναται νά παραληφθῇ ὁ ὄρος Ἔ ) uai ἀναγόμεθα 

εἰς τᾶς γνωστᾶς ἐξισώσεις uivhcewe τῶν τελείων ρευστῶν τοῦ ΕΤΙΒΡΗ΄ 

+ .-—0 
(27.1.0) 

αὐτό δέ uai λογιμῶς ἀναμένετο, uad ’ ὅσον ol peydror ἁρπθμοί REY- 
NOLDS σημαίνουν ὅτι ai δυνάμεις συνειτιιμότητος εἶναι ἀμελητέαι ἐ- 
νώπιον τῶν δυνάμεων ἀδρανείας τοῦ ρευστοῦ. 

Πλήν ὅμως ἡ ἁπλοποίησις αὐτή τῶν ὁταφοριμῶν ἐξισώσεων (36.1.ἐ) 
μαΐ 6 ὑποβιβασμός τῆς τάξεώς των ἀπό δευτέρας εἰς πρώτην, ἔχει ὡς 
συνέπειαν τῆν ἀπώλειαν μιᾶς συνθήμης ὁρίων. Ἑπομένως δυνάμεθα ἐπ 
τῶν προτέρων νά εἴμεθα βέβαιοι ὅτι ἡ θεωρητιμή ἐπίλυσις τῶν (27.1.q) 
δίδει. ἀποτελέσματα προσεγγίζοντα τῆν πραγματιμότητα, μόνον διᾷ τῆν 
μαιιράν τῶν ὁρίων (π.χ. παρειῶν) εὑρισιιομένην περιοχήν τοῦ ρευστοῦ. 
Διά τῆν πλησίον τῶν ὁρίων περιοχῆν αἱ λύσεις τῶν (27.1. α) 84 ἐμφα- 
vilouv ἐν γένει σοβαρᾶν ἀπόιιλισιν ἀπό τάς λύσεις τῶν πλήρων ἐξισώ- 
σεων (26.1. ἢ. Ἐίς τῆν παράγραφον (25.3.1) ἐδόθη ἔν χαραυτηριστιμόν 
παράδειγμα, εἰς τό ὁποῖον φαίνεται ὅτι ἡ ροῆ τοῦ πραγματιιοῦ ρευστοῦ 



27,2 Ῥοή μέ μεγάλους ἀριθμούς REYNOLDS- Ὁριαμή στοιβάς 940 

δέν συγυλίνει πρός τῆν ροήν τοῦ τελείου ρευστοῦ διά τῆν πλησίον 
τῶν παρειῶν περιοχήν. 

Διά τῆν πληρεστέραν µατανδησιν τῶν ἀνωτέρω θά ἐπαμολουθήσῃω 

pia πρώτη µελέττ, ἐπί τῇ Βάσει ἑνός ἁπλοῦ μαθηματιμοῦ ὁμοιώματος, 
διά τοῦ ὁποίου 84 ματαστοῦν προφανΏ τά χαραμτηριστιμά στοιχεῖα τοῦ 
ὅλου θέµατος, Δίδεται οὕτω μαΐί ἕν ἁπλοῦν παράδειγµα ἐφαρμογῆς τῶν 
μαθηματιμῶν ὁμοιωμάτων εἰς τῆν µελέτην τῶν προβληµάτων τῆς θεωρη- 
τιμῆς ὑδραυλιμῆς, Tovilopev δέ τό γεγονός ὅτι ἡ χρῆσις τῶν µαθηµα- 
τιμῶν ὁμοπιωμάτων γενιμεύεται pé ἐξαιρετιμήν ἐπιτυχίαν εἰς τοῦς το- 
μεῖς τῆς ἐφηρμοσμένης ὑδραυλιμῆς uai τῶν ὑδραυλιμῶν ἔργων. 

27.2 MEAETH ΡΠ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΥ OMOIQMATOX 

Ἕστω ἡ γραμμπιῆ, ὁμογενῆς uai pé σταθερούς συντελεστάς ὅια- 

φοριμῆ ἐξίσωσις 

ἀφ ) ας µ ] dx (27.2. α) St 

ἔνθα O0<a¢4, €>0 uci pé συνθήμας ὁρίων ¢(0)=0 , ς(4) Ξ 1. 
Ἢ μοναδιμῆ λύσις, ἡ ἱμανοποιοῦσα τάς ἀνωτέρω ὁριαμᾶς συνθῆ- 

μας, δίδεται ἀπό τῆν σχέσιν 

-ᾱ- --- 

φ(ο--σ(χ, &)= (/-a) πακχ. (217.2.p) - εἴ 
ἘΠλν 16 & tefver εἷς τό O, 14 χ εὺρισιιὁμενον εἰς τό διάστημα(Ο,1) 
uai διάφορον τοῦ μηδενός, 04 mpoulyn εἰς τό ὅριον ἡ λύσις 

ξ'.ω0 () =¢.()=(1-a)+ax=1+(~1)a. (27.2.7) 

Διά x =0, τό ἀνωτέρω ὅριον γίνεται προφανῶς ἴσον pé τό μηόδέν. 

Παρατηροῦμεν ἀμέσως ὅτι 

. . Iy , . 4 o , » ε-ς- ΄ 

α) Ἢ συνάρτησις φ(ν) εἶναι λύσις τῆς ὁριαμΏς ἐξισώσεως Ξ;-=α 1) ὁποία 

προμύπτει ἀπό τῆν (27.2.a) 314 & τεῖνον εἰς τό μηδέν. 
ϱ) Ἡ συνάρτησις Φφ,(ν) ἐπαληθεύει uai τῆν ἀρχιμιήν ἐξίσωσιν (27. 2.α) 

-ὡς uaf τῆν plav éu τῶν δύο συνθημῶν εἰς τά ὅρια φ(14)-1. Δέν ἐπαλτ- 
θεύει ὅμως τῆν ἄλλην συνθήμην, διότι @, (@) =7-a, αὐτό δέ εἶναι ἐπό- 
pevov, διότι ἡ ὁρταμή διαφοριμή ἐξίσωσις εἶναι μπιροτέρου βαθμοῦ ἀ - 
πό τῆν ἀρχιμῆν, ἑπομένως 814 τῆς µεταβάσεως ἀπό τῆν ἀρχιμήν εἰς 
τῆν ὁριαμῆν χάἄνεται pia συνθήμη ὁρίων. 

Κατά συνέπειαν, ἡ σύγυλισις τῆς ὀυναρΈησεως ῥ(χε) πρός τῆν 
Φ, (0),ὅταν τό ε τεΐνει εἰς τό μηδέν, δέν εἶναι ὁμοιόμορφος εἰς τό μλετ- 
στόν διάστημα O x4 πλησίον δέ τῆς τιμῖῆς x=0 10 ¢, () 
δέν ἀποτελεῖ πλέον προσέγγιοιν τῆς ἀπμριβοῦς λύσε-
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ως g(x ε). 
Διά νά ἐπιτύχωμεν μίαν προσεγγιστιμήν παράστασιν τῆς ἀιριβοῦς 

λύσεωςτήςφᾷ(, ε), πλησίον τῆς θέσεως =0 ,πρέπει νά θέσωμεν κ-εξ uai 
νά περᾶσωμεν εἰς τῆν ὁριαμήν συνάρτησιν (& --Ο), μρατοῦντες σταθε- 
ρᾶν τὴν τιμῆν TOU & . 

Ἢ σχέσις (27.2.B) γίνεται τότε 814 ε--Ο 

Lim φ = £.(8) =(1-a)(1- ε, (δεσταϑερά). (21.. δ) 

τ - . 2 - Ξ . . 
Παρατηροῦμεν οὁτι ἢ συνάρτησις /.΄,(ζ)=Θ ἐπαληθεύει τῶρα uai 

τήῆν συνθήμην Α.(9)-0 uai τῆν ἀρχιιήν ἐξίσωσιν (27,.2.a) διᾶ ε--Ο ἐπομέ- 
νως ἀποτελεῖ μίαν πολύ μαλῆν προσέγγισιν τῆς ἀπμριβοῦς λύσεως, διά 
ἔ--Ο uai 514 τῆν πλησίον τοῦ μηδενός περιοχῆν τῆς μεταθβλητῆς Χ. 

Ἔϊξ ἄλλου διά & τεῖνον εἰς τό ἄπειρον, θά εἶναι 

Ώ……=;-α=%… . (27, δ ε 

Ἢ µελέτη ἐπί τοῦ μαθηματιμοῦ αὐτοῦ ὁμοιώματος δύναται εὐνό- 
λως νᾶ μεταφερθῆ εἰς τῆν περίπτωσιν τῆς ροῆς τῶν πραγματιμῶν ρευ- 
στῶν pé μεγάλους ἀριθμοῦς REYNOLDS, 

Πράγµατι θά ἔχωμεν ὅτι 

α) & εἶναι τό ὁμοίωμα τοῦ Β - 
ϱ) Ἢ ἐξίσωσις (27.2.a) εἶναι τό ὁμοίωμα τῶν (26.1.2) δηλαδή τῶν 

ἐξισώσεων τοῦ NAVIER pé ἀνηγμένας μεταῤλητάς,διά ροῆν μόνιμον μαΐ 
ἄνευ πεδίου ἐξωτεριμῶν δυνάμεων. 

v) Ἢ λύσις (27.2.B) τῆς ἐξισώσεως (27. 2. α) εἶναι τό ὁμοίωμα τῆς 
λύσεως τῆς (26.1.0), ὁηλαδῆ τῶν ἐξιοώσεων υἰνήσεως τῶν πραγματιιῶν 
ρευστῶν. 

. ι , , d ΄ ι , - ) 

δ) Ἢ ὁριαμῆ ἐξίσωσις -ἆ-β-:α εἶναι τό ὁμοίωμα τῶν ἐξισώσεων 
Χ 

τοῦ EULER, ἤτοι τῶν ἐξισώσεων τῶν τελείων ρευστῶν. 
ε) Ἢ λύσις αὐτῆς, @,(x) εἶναι τό ὁμοίωμα τῆς λύσεως τῶν ἐξισώ- 

σεων EULER παρατηροῦμεν δέ ὅτι εὑρίσιιεται ἐν γένει εἰς πολύ μαλήν 

προσέγγισιν μέ τῆν ἀπμριβήῆ λύσιν φίχ, r), éutdc ἀπό τῆν περιοχήν πέ- 
ριέ τῆς τιμῆς «x=0, εἰς τῆν ὁποίαν δέν ἐπαληθεύεται ἡ ὁρταμή συνθῆ- 
un ¢(0)=0. 

στ Ὴ ἀπώλεια τῆς ὁριαμῆς συνθήμης ¢(0)=0 ἀντιστοιχεῖ eic τῆν 
ἀντιματάστασιν τῆς συνθήμης προσφύσεως τῶν πραγματιμῶν ρευστῶν εἰς 
τᾶς παρειᾶς μέ τῆν συνθήμην ὀλισθήσεως τῶν τελείων ρευστῶν ἐπί τῶν 
παρειῶν. 

ΦῊ περιοχήῆ πξριέ τῆς τιμῆς x=0 , εἷς τῆν ὁποίαν γίνεται ἡ ἀλ- 
λαγή μεταβλητῆς χ-εδ, εἶναι τό ὁμοίωμα τῆς περιοχΏς τῆς ὁριαμῆς 
στοιβάδος.
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Τ) Ἢ ἐξίσωσις (27. 2. δ) εἶναι τό 
ὁμοίωμα τῆς λύσεως τῆς ἐξισώσεως 
τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος, ἡ ὁποία ἐι- 
τείνεται διά Ο«εξ οο efc τό διάστη- 
μα (0, -α) τοῦ ἄξονος τῶν y=g(x) 

Τά ἀνωτέρω παρίστανται ypa- 

ϊ /ύδις Σδιεώσεως Culer 

” 
α 

φιμῶς εἰς τό σχῆμα (27.2,A) ξ 

Y ' Φο - α (-) ; 
Ν ' 

δ Nisis ὀβιθώρεως ' 
X ” Navier G ε =Ό'= 

Παρατηροῦμεν τέλος ὅτι 14 
piav ὡρισμένην σταθεράν τιμήν τῆς it τ 
μεταβλητῆς ψ , ἡ (27.2.8) δειμνύει Ζ Αύδις ἑξισώδεως opracis | 
ὅτι αὐἑανομένου τοῦ ἀριθμοῦ ' στοιβόδος ( (5)-0 ' 
REYNOLDS, ὁηλαδή ἐλαττουμένο: T2 || , 
τοῦ & , ἐλαττοῦται ἀντιστοίχως ἡ ἑ ! 

1 
τεταγµένη Χ ,ἤτοι περιορίξεται 
ἀντιστοΐχως τόὸ πλάτος τῆς 
ἐώνης ἐπιρροῆς τῆς ὁριαιῆς 
ὁποτβάδος. 

27.3 ΕΞΙΣΩΣΙΣ» ΤΗΣ ΟΡΙΔΚΗΣ ΣΤΟΙΒΑΔΟΣ ΔΙΑ ΤΗΝ …ΞΡΙΠΤΩΣΙλ 

ETIIIIEAOY HMIATIEIPOY ΠΔΑΚΟΣ 

Θά perethowpev τώρα ἐπί τῇ βάσει τῶν προηγουμένων τῆν 
περίπτωσιν ὁμοιομόρφου ἐπιπέδου ροΐς πραγ- dy=gL-Fial 
ματιμοῦ ρευστοῦ, πέρις ἐπιπέδου πλαιιός, συμ- |---- 

πιπτούσης μέ τόν ἡμιάξονα Οκ (Έχ. 3Ἱ.35. Α). 
Ἢ ροῆ ἀνάντη ἤ paupdv τῆς πλαιός ]. ..-.---ττ 5 -'Υ-ΧΤ-ξι. 

εἶναι ὁμοιόμορφος (ὑ, -ἶζ, υ,-υ,-0) μέ ταχύτητα ]. ΞΞ 
V, , παρᾶλλητλον πρός τόν ἄξονα: Ox. 

Ὡς χαραμτηριστιμά µεγέθη λαμβάνο- 

μεν, Ve =¥, p=p¥’=pV;*=p, ual ἀφῆνομεν ἰ 2x.27.3. Α 
τό péyeboc L αὐθαίρετον, διότι οὐδέν yapautnpioTiudy phuos ὑπεισέρ- 
χεται εἰς τῆν ὑπ' ὄψιν ροῆν. 

Ἢ ὁμοιόμορφος αὐτῇ ροῆ ἀντιστοιχοῦσα εἰς τῆν ροήν 
τελείου ρευστοῦ 04 ἔχη τᾶς ἀνηγμένας μµεταβλητάς 

δ--4 Ὀ-ῦ-Ο , p={ . (27.3. α) 
΄ , 2 ΄ -- « - % Ὺ . 

Διά τῆν υαλυτέραν μελέτην τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος εἶναι oud- 

πῖμον νά διασταλΏῆ ὁ &wv τῶν ψ υαΐ ἡ udbetoc πρός τῆν πλᾶμα ουνι- 

στῶσα τῆς ταχύτητος o . Θέτομεν ἑπομένως 

1 
Ά
ς
 Ε _ --- 
x=¢ y=E’n ,u=u ,0=0R?, Ρ-Ρ (27. 8. 8) 

μαΐ ἀντιμαθιστῶμεν εἰς τάς (26.1.0), ὁπότε, παραλειπομένων τῶν ὅρων 
τῆς μορφῆς /(μ,ῦρ) R, ὡς ἀπειροστῶν, προμύπτει τελιυῶς τό σύστημα τῶν 
διαφοριμῶν ἐξισώσεων
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(51..3. γὴ 

4 

Ἢ éudoyh τῆς αὐτῆς δυνάμεως 2 2 διά τήν διαστολήν τῶν με- 

ταβλητῶν εἰς τάς (27.3.B) διματολογεῖται εὐμόλως ἀπό τῆν μορφήν τοῦ 
προμύπτοντος συστήματος (27. 3. γ), ἡ ὁποία εἶναι παΐ ἡ πληρεστέρα du- 
νατῆ. Οἰαδήποτε ἄλλη éudoyh δυνάμεων θά ὡδήγη εἰς σύστημα μέ ὀλτ- 
γωτέρους ὅρους μαΐ ἑπομένως εἰς ἀπώλειαν ὡρισμένων συνθηυῶν εἰς τά 
op1a. 

Αἱ ἐξισώσεις (31.53.Υυ) ὀνομάξονται συνήθως ἐξισώσεις τῆς O- 
ριαμῆς στοιβάδος ἢ ἐξιοώσεις τοῦ PRANDTL, 

Ἄς διερευνήσωμεν ἐν συνεχείᾳ τᾶς ὁριαμᾶς συνθήνας ,στη- 
ριζόμενοι εἰς τό ὅτι 04 éugpdlouv 

a) ThHv πρόσφυσιν τοῦ ρευστοῦ εἰς τῆν παρειᾶν τῆς πλαμός. Eu 
τῆς συνθήμης αὐτῆς προιύπτουν αἱ ὀσχέσεις 

ἀ(2,0) - -δ(ζ,0)-Ο διά £>0 . (21. 3. δ) 

) Τήν σύγυλισιν τῆς ὅλης ροΐς πρός τῆν ροῆν τελείου ρευστοῦ 
εἰς τῆν paupdv τῆς πλαιμός περιοχῆν, ἤτοι διά π τεῖνον εἰς τό ἄπει- 
ρον. Ἔμπι τῆς συνθήμης αὐτῆς npoulntouv αἱ σχέσεις 

lima(En)=limp(Sn)=1 - (27.3. ε) 
η-- --- 

Παρατηροῦμεν ἐξ ἄλλου éu τῆς τρίτης τῶν σχέσεων (21. 5.Υ) ὅ- 

τι ἡ πίεσις Β εἶναι ἀνεἘἓάρτητος τῆς τεταγµένης π . Ἐπί πλέον, λό- 

γῳ τῆς συνθήμης (27.3.¢€) διά --οο uai & τυχόν elvar p=7 . Ἔπομέ - 

νως ἡ πίεσις β ,μαί ἐὲ αὐτῆς uai ἡ ρ ,mapapével στα- 
θερᾶά ἐντός Όὅλης τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος uatf ἰσοῦται 
pé τῆν πίεσιν τοῦ ρευστοῦ εἰς τῆν ἐπμτός τῆς στοτ- 
βάδος ἀπομεμαμρυσμένην περιοχῆν. Κατᾶ συνέπειαν unde- 

νίζεται uai ὁ ὄρος Ε ' εἰς τὴν δευτέραν τῶν σχέσεων (271. 8. γ). 
δ 

έλος, δι’ εἰσαγωγῆς τῆς poiufic συναρτῆσεως ¢ ,προσδιοριἐοµέ- 
νης ἀπό τῆν σχέσιν
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ἀῷ -αᾱι - δὰςξ 5 1,8.1} 

δυνάμεθα νά ἀναγάγωμεν τό ὅλον σύστημα (21.5.Υ) εἰς μίαν uaf μόνην 
ἐξίσωσιν, THY 

82 µ op δῳ μ o¢ δψ _ 

η Ὅ δηδς ὃξ Όη 0. (27.3.n) 

A1 ὁριαμαί συνθῆμαι λαμβάνουν τώρα τῆν πορφῆν 

1 52022 εο -ο 
δψ (51.35.0) 

o ν 

Ξ*ΐ on 

27.4 ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ MEAETH ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΕΩΣ ΤΗΣ ΟΡΙΔΚΗΣ Στοῖ- 

ΒΑΔΟΣ AI’EINIIEAON ΠΛΑΚΑ 

Ἡ λύσις τῆς ἐξισώσεως (27. 3. η) τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος, εὑρί- 
σμεται ἐάν θέσωμεν “ 

ἆ{ξ,π)-ζἕ-{[θ) (27. 4. α) 
- π 
ἔνθα F=—s . 

μμ 

(1) Στηριἐόµεθα πρός τοῦτο εἰς τῆν ἑξῆς πρδτασιν, éu τῆς θεωρίας τῶν διαφοριμῶν ἐξισώσεων: 

ἜἘάν Φφί(Ζπ) εἶναι λύσις τῆς (21.5.τ), τότε θά εἶναι λύσις τιαΐ ἡ -Ξ-ἳ -Ξ-ιἨ , &1’ οἰασδήποτε τιµάς τῶν mapapé- 
Π 

τρων @ ual β.. Διά β-α" θά ἰσχύτ ἑπομένως ἡ ταυτότης 

πωΞ…π(.Ξ,&) 

81’ οἰανδήποτε τιμήν τῶν &, π ,ual @, ἄρα ual διᾶ ξεα. 
Θά προμύψη ματόπιν αὐτῶν ἡ ἰσότης 

φ(η) ί, ζἐ.)-ε“κ(ἷ".) ! 

ξ5.“5.Ὁ} 
4 uaf διά νά ἐπαληθεύωνται αἰχσυνθῆμαι (27. 3,8) πρέπει ὑποχρεωτιμῶς νά εἶναι ιι-7. . Θά μελετήσωμεν ἑπομένως τάς 

Ἢ παράγωγος ὡς πρός π θά εἶναι 

λύσεις τῆς μορφῆς (27.4.aq).
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᾿Αντιμαθιστῶντες εἰς τῆν (21. 5.τπ) τᾶς προμυπτούσας σχέσεις 

29 Λ 0 4 8ψ 1.,, 
'3;'᾽|ἆὓ, 7;F'~:§53f ;-Ξς;'ζΞ4" 

9 41 , 2 Σ 5w 
ε- 2ζ͵͵;͵{|᾽"'θ|) ᾽ Ή,τ"*"ΐέ,=-*=5* , 

παταλήγομεν εἰς τῆν ἁπλῆν ἐξίσωσιν, εὑρεθεῖσαν τό πρῶτον ὑπό τοῦ BLA- 
SIUS 

, "=l (21. 4. Β) 

μέ ouvbnuac ὁρίων, ὡς προμύπτουν éu τῶν (91.3.0), τάς 

().0- ο 

{ἐπι9)- { 

᾿Αποδεπινύεται διά διαδοχιυιῶν προσεγγίσεων ὅτι ἡ ἐξίσωσις (27114,) 
ἔχει μίαν uai μόνην λύσιν, ἐπαληθεύουσαν τᾶς συνθήμας (27.4.v) ( ἴδε 
ἄσμησιν V.19, μέθοδον τοῦ H.WEYL), Ἡ λύσις αὐτή ἔχει εὑρεθῆ με- 

τά μεγάλης ἀμριβείας. Τό σχῆμα 27.4.A δίδει τῆν popenv τοῦ ὅτα- 

(27.4.v) 

Aoz γράμματος τῆς πατά τόν ἄξονα 
1.0 o τῶν χ διανομῆς τῶν ταχυτήτων 

/ 95 
A μ : . , ν 

95 / ω-θ-Ξ - ) ὡς προμύπτει €u τῆς 

06 A Ε " , 5 
/ λύσεως τῆς (27.4.B). Τό πείρα- 

0.4 ᾽ : μα ἐπιβεβαιώνει ἀπολύτως τό θε- 

/ ὡρητιμόν αὐτό διάγραμμα, παρα- 
-- τηροῦμεν δέ ὅτι διά 99 δηλαδή 
- δι᾽ ἀπόστασιν ἀπό τῆς πλαιός με- 
Yo ¥ 2 3 4 5 6: 7 = Ξ 

“2 Yo 2 2᾽ . ~ X . 
ὃ-πξ Ξ- ψ τ γαλυτέραν ἤ ἴσην τῆς y=J - D 

2x.27.4,A Ω 

pon παραμένει mpautiudec ἀνεπηρέαστος ἀπό τῆν παρεμβολήν τῆς πλαπός 
δηλαδῆ ταυτίζεται μέ τῆν ροήν τελείου ρευστοῦ. 

Ἔι τῶν ἀνωτέρω προμύπτουν τά ἑξῆς ἐνδιαφέροντα ἀποτελέσμα- 
εο 

α) Συντελεστῆς τριβΏς uai δύναμις τριβῆς ἐπί ὀρθογωντιμῆς πλα- 
μός 

Efc €v σημεῖον τῆς πλαιιός, τετµηµένης χ , ἑφαπτομενπιῆ συνε 
στῶσα τῆς τᾶσεως 64 εἶναι
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θ 1!ιΐί»΄('΄>*'ΐ) eV ' χ [55].. Δ ο O, L ά ψ89)… ςν -ο " ἐΌ 
Ὁ συντελεστῆς τριβῆς εἶναι ἑπομένως ἐὲ ὁρισμοῦ 

T Vi v 0,664 
Cp= =2 1΄ Μο)-=0,όό41΄ π (27. 4, δ) Γ έέ)Ιζ;, Vox χ ‘/Ex 

νκ 
ἔνθα ;-ξ-- εἴναι πάλιν pia µεταβλητή μορφή ἀριθμοῦ REYNOLDS 

μαί [“(0) =0,332 ὡς προμύπτει éu τῆς ἐπιλύσεως τῆς (31.4. ). 
Ἢ δύναμις τριβῆς ἐπί ὀρθογωνιμῆς πλαμός, διαστάσεων L, , ς. 

θά εἶναι ἑπομένως 
:, 

F:ZZ/T dx = 0,“491{71{4"’—‘/2— (27. 4, €,) 

ο 

B) Πάχος τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος 
Ἡ ἔννοια τοῦ ὅρου αὐτοῦ δέν δύναται νά προσδιορισθΏῆ ἐπαιριβῶς, 

δεδοµένου ὅτι αἱ ἐξισῶσεις (27. 4. ) ἰσχύουν θεωρητιμῶς δι΄ ὅλον τό 
ρευστόν. Κατά παραδοχήν ὅμως, 84 ὀνομάσωμεν πᾶχος ὃ τῆς ὁ- 
ριαμῆς στοιβάδος eic τῆν τετµηµένην x , τῆν τιμήν τῆς τεταγ- 

pévne ψ , διά τῆν ὁποίαν u= 0,99 V, . ᾿Αντιστοιχεῖ ἑπομένως εἰς μί- 

av τιμήν . διά τῆν ὁποίαν ἰσχύει ἡ σχέσις Ί-;/ )Ο 01 , εὑρίσμο- 
μεν δέ ὅτι εἶναι pé μεγάλην προσέγγισιν ὃ =5, ὡς προμύπτει ἄλλω- 
στε υαΐ ἀπό τό διάγραµµα (27.4.A), Ἑπομένως τό πάχος ὃ τῆς ὁρια- 
ufe στοιβάδος θά δοθήῇ ἀπό τῆν σχέσιν 

νΧ ν 

ςνς 
αὐξάνει 8¢ ἀναλόγως τῆς fx . Διά τόν λόγον αὐτόν λέγοµεν ὅτι τό 
ὅριον τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος ἔχει μορφῆν παραβολιιῆν. 

v) Πάχος µετατοπίσεως ' 
‘H ἐπιβράδυνσις τῆς ροΏῖς λόγῳ τῆς προσφύσεως τοῦ ρευστοῦ εἰς 

τῆν πλάμα, δηµιουργεῖ μίαν ἑλάττωσιν τῆς παροχΏῆς εἰς μίαν διατο- 
μὴν ubbetov εἰς τῆν mrdua., Ἡ ἑλάττωσις αὐτῇ δύναται νά xapaurn- 
ρισθῆ ἀπό ἕν μῆμος d, , ὀνομαϊίόμενον πᾶχος µετατοπίσεως αΐ 

προσδιοριἘἐόµενον γενιμῶς ἀπό τῆν σχέσιν 

ξ (27.4.0) 

- Ός 

ὅ- ξ'/|ζ-ψά9=/β-Ξ)ά9. (27, 4.τ) 
ο 

Φ 
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΄ 2 4 » 2 Ύ 
Συμπφώνως πρός τά προηγούμενα θά εἶναι 

ν --- βα;απ=1| / - Γ ((21..4..8) 

δὴ) Πάχος ποσότητος μινήσεως 
Κατά τρόπον τελείως ἀνάλογον μέ τόν ὁρισμόν τοῦ d, ὁρίξομεν 

ὡς πᾶχος ποσότητος uilvihcewce τό phuoc 

g -% -- /έ(|…6)άγ. (21.4,9 

27.5 ΓΈΝΙΚΑ ΣΤΟΓΙΧΕΙΑ ΕΠ ΤΩΝ ΘΕΩΡΙΩΝ ΠΕΡΙ ΣΤΡΩΤΗΣ KAI 
TYPBQRAOYX ΟΡΙΑΚΗΣ ΣΤΟΙΒΑΔΟΣ ΔΙΑ ΣΩΜΑΤΑ ΤΥΧΟΥ- 
ΣΗΣ ΜΟΡΦΗΣ IMAPXMBAAAOMENA EIXZ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟΝ PO- 
HN 

Μία πρώτη énéutacic τῆς θεωρίας τῆς προηγουµένης παραγράφου 

------ ἐγένετο τό 1930 ὑπό τῶν FALKNER 

Ξ Ε μαΐ 5ΚΑΝ, οἱ ὁποῖοι ἐμελέτησαν τό 
S ὅλον πρόβλημα διά τῆν περίπτωσιν 
— -- Ρ6) ἓ διέδρου, παρεμβαλομένου εἰς ὁμοιό- 

S, = μορφον uai ἐπίπεδον ροῆν (2Έ:χ 2 Ἱ.5.ΑΙ 
Ξ Ὶ Ν ΞξξξξέΞ Δι’ ἀναλόγων πρός τούς τῆς 
ἘΞ ΕΞ Ξ προηγουμένης παραγράφου μετασχῃ- 
ΤΗ << ματισμῶν ματαλήγομεν εἰς τῆν τελι- 

ο μῆν ἐξίσωσιν 

* Σχ 27.5.4 Αμ Ρ =plP24) (27.5.0) 
μέ ὁριαμᾶς συνθήμας τάς (27. 4. γ). 

Ἔν συνεχείᾳ αἱ προσπάθειαι ἐστράφησαν πρός τῆν εὕρεσιν τῆς 
στρωτῆς ὁριαμῆς στοιβάδος ματά phuoc ἑνός "ρτοβί]''. Πλήν ὅμως οἱ 
ὑπολογισμοί ἔγιναν ἐξαιρετιμῶς πολύπλοιιοι uai μόνον διά προσεγγι- 
στιμῶν ἤ ἡμιεμπειριμῶν μεθόδων ματέληξαν ol ἐρευνηταί εἰς τελτιάς 
λύσεις, τᾶς ὁποίας ἐν συνεχείᾳ ἐπηλήθευσαν πειραματιμῶς. Xapautn- 
ριστιμῶς ἀναφέρομεν τῆν μέθοδον POHLHAUSEN (1921). 

Κατ΄αὐτῆν ὑποθέτομεν 
Κατ᾽ αὐτήν ὑποθέτομεν ὅτι ἡ ταχύτης --- ἐμφράλεται ἀπό τῆν 

σχέσιν A 



Ε 

Ἔ πίόρασις 

εἰς τήν λειτουργίαν ὑδραυλτιῶν ἔργων: 
Βάθρον γεφύρας (6, 7) Γωνία εἰς ἀνοπιτήν διώρυγα (8, 9)- 

‘Eutponh ὑδατίνης δέσμης (10,11,12)



- 

. 

& 
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= l 12 Κ Yy 4 : 
U=a d_+b(d.) -Η:{Τ,)-,ιᾶ(ξ.-) {21.5.8) 

ἔνθα d efvar 16 πάχος τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος. 
Ἔπί τῷ Ρβάσει τῶν ὁριαμῶν συνθημῶν τῶν ἐξπσώσεων (26.1. ¢) uai 

τῆς ἐξισώσεως BERNOULLI | εὑρίσιονται τελιμῶς αἱ τιμαί τῶν συντε- 

λεστῶν α, b, ¢, d, uai ἡ ἐξίσωσις (27. 5. β) λαμβάνει τῆν μορφήν 

4 
{y)+H fiy ὶ (27.5.v) 

ἔνθα ἡ παράμετρος A εἶναι γνωστή συνάρτησις τῶν d, v, Τ 

Ξήμερον αἱ πλέον ἐν χρήσει μέθοδοι στηρίζονται εἰς τὴν ὁλο- 
μλήρωσιν τῶν ἐξισώσεων διά διαδοχιιῶν προσεγγίσεων, τῷ βοηθείᾳ τῆς 
ἀριθμητιμήῆς ἀναλύσεως uai τῶν ἠλεμτρονιμῶν ὑπολογιστῶν. 

Πλεῖσται ὅσαι μελέται ἔγιναν ἐὲ ἄλλου διά τῆν τυρβώδη ὁρια- 
μῆν στοιβάδα, ἡ ὁποία uai ἐμφανίζεται συνηθέστερον εἰς τήν πρᾶξιν. 

Διά τῆν περίπτωσιν τῆς ἐπιπέδου πλαιιός ἡ ὁριαμῆ στοιβάς με- 

ταπίπτει ἀπό στρωτήν εἰς τυρβώδη διά τιμάς R, μεταέύ 3:10° uaf 3.40° 
Εὐρέθησαν τά μάτωθι ἀποτελέσματα 

α) Διά 10°CR, <107 εἶναι 

4 

ὡς U Y |m 
Ἡ:ἷ:{-ἷ) (27.5.δ) 

συνήθως λαμβάνεται m =7, ὁπότε προυύπτουν αἱ τιμαί 

Ξ-' (27 δ.ε) --------- ς ε 
x 1 

0592 
μαί η--Ξ--Γ- (27.5.0 

E,s 

Διά R, > 107 ἡ διανομή τῶν ταχυτήτων γίνεται λογαριθμιμῶς uai - 
σχύει ἡ σχέσις 

Ε =17 + 445 log[B,c, | (27.5.n) 

B) Αἱ τελευταῖαι μελέται ματέληξαν εἰς τῆν διατύπωσιν μιᾶς σχέ- 
cewe, ἡ ὁποία μαλύπτει ὅλον τό πεδίον τῶν ἀριθμῶν REYNOLDS, ἤτοι 

Ἐἰσαγωγή εἰς τῆν θεωρητιμῆν ὑδραυλιμήν 25 
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.- 745 
ς,-0246 & ἈῈ (27.5.0) 

ἔνθα fo;i uai Ε κὰ 
6 ν 

E{c 16 oxhpa 27.5.B δίδεται ἡ popeh τῆς ὁριαμῆς στοιβάδος 
διά τῆν περίπτωσιν ἑνός ''profil'. Παρατηροῦμεν ὅτι ματάντη τοῦ ση- 

peiou 4 λαμβάνει χώ- 
pav ἀπώόμόλλησις τῆς 
ρευστῆς φλεβός ἀπό τό 

= "ρτο11", αὐτό δέ δύνα- 
Ξ." ς0 ται νά συμβῆ ὅταν ἡ 

= 

᾽ 
ΔΙΌ' ο΄ιΙΟΙ΄ Ταλν Υ͵ωὼ» 

ἐεύδερα . 

= % , 
ατρωτή σρνακή.. ἘσΡ, Ῥώδης 
crorAa - ὁρ:οκή &vorfos 

- Σ 
΄ 

% : 

΄).) μεταβολῆ ἕ τῆς πιέ 
ax 

cewec uard τῆν φοράν 
τῆς ροῆς γίνη θετιμῆ. 

Eic τῆν στρωτῆν 
ὁριαμῆν στοιβάδα ἡ a- 

>x.27.5.B πομὁἕχλησἔς πραγματο- 
ποιεῖται ὅταν 

agoucdiis:s 

4’ du & 

ν'ς 062 
1, uat’ ἄλλην θεωρίαν, ὅταν 

d, Ηξ ν 

Eic τῆν τυρβώδη ὁριαμῆν στοιβάδα ἡ ἀπομόλλησις λαμβάνει χώραν 
Δά H'»2 

Ἔν ματαμλεῖδι συμπεραίνομεν ὅτι ἡ pév τριβή,ἡ ἄάναπτυσ- 
σοµένη εἰς τῆν τυρβώδη στοιβάδα, εἶναι µεγαλυτέρα 
τῆς τριβῆς εἰς πῆν orpwthHv ὁριανῆν ῬΨτοιβάδα, ἡ δέ 
ἀπομόλλησις ὁδημιουργεῖται εὐμολώτερον εἰς τῆν στρω- 
τῆν ὁριαμῆν ὀστοιβάδα. 



ΑΣΡΚΗΣΕΙΣ NEMIOTOY MEPOYZ 

V.1) Ἰξωδόμετρον τοῦ COUETTE 

᾿Εκτελοῦμεν. τό πείραµα τοῦ "COUETTE" μέ δύο συναξονικοῦς κυλίν-- 
ὅρους ABCD καί MNPQ. Al ἀπέναντι διαβρεχόμεναι ὄ-- 

φεις ἔχουν ἀντιστοίχως διαμέτρους 10 xal 10,04 cm ἐ-- 

πί ἕνα μῆκος 20 ὁπι, Ὅταν & ἐξωτερικός κύλινδρος πε- 

ριστρέφεται μέ 90 στρ,  πέη, μετρῶμεν εἰς τὸν ἄξονα 

ζεῦγος ἴσον πρός 4.10.2 kpm. 

α. Ποία ἡ συνεκτικότης τοῦ μεταξῦ τῶν δύο κυ- 

λένδρων περιεχομένου ὑγροῦ, ἄν ὑποτεθῆ ὅτι αἱ μόναι 
λαμβανόμεναι ὑπ᾽ ὄψιν δυνάμεις τριβῆς εἶναι ἐκεῖναι 

αἱ ὁποῖαι ἐνεργοῦν ἐπί τῶν ἀπέναντι πλευρῶν; 
B. ᾿Αναστρέφομεν τῶρα τόν ἐσωτερικόν κύλιν- 

ὅρον, Εἰς τάς προηγουμένως ϑεωρηϑείσας τριβᾶς προστίθενται καί αἱ ἐ- 

ΣΧ. Ve 

νεργοῦσαι εἰς τᾶς κατωτέρας βάσεις τῶν κυλίνδρων.( Ἢ ἀπόστασις αὐτῶν 
εἶναι 1mm ). ά ὑπολογισθῆ ἡ ροπῆ τῶν νέων αὐτῶν δυνάμεων. TC σφᾶλμα 
84 προκύψη ἄν τᾶς θεωρήσωμεν ἀμελητέας εἰς τόν ὑπολογισμόν τοῦ μ; 

V.2) ἤλξων μηχανῆς διαμέτρου 10em στηρίζεται κατακορύφως τῇ βο- 

ηθεΐία ἑδράνου μήἤκους 25 em , T8 μεταξῦ αὖ- 

τῶν κενόν, ἀκτινικῆς ἀποστᾶάσεως Ἴπιπὶ , πλη-- 

ροῦται μέ ἔλαιον, ἐξώδους μ =125 centi- 
poises. ‘O ἄξων στρέφεται μέ 240 atp./min 

Ποῖον ἀνϑιστάμενον ζεῦγος δημιουρ- 
γεῖται ἀπὸ τὸ ἕδρανον xal ποία ἦ κατανα-- 

λισκομένη ἐσχύς:ς 
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V.3) ἹὙδραυλικόν "AMORTISSEUR" 
Eva ὑδραυλικόν amortisseur ἀποτελεῖται ἆπδ ἕνα κύλινδρον ἀ- 

κτῖνος R ἐντός τοῦ ὁποίου δύναται νά μετακινῆται 

ἔμβολον μήκους L ἀπέχον ἀκτινικῶς τοῦ κυλίνδρου 

κατᾷ ἄπδστασιν 4 . ὍΟ κὔλινδρος περιέχει ἔλαιον 
ἀσυμπίεστον ἰξώδους µ τό ὁποῖον ρξει μέσῳ τοῦ 
διαστῆµατος a (βλέπε σχῆμα Vel ). 

Εὕρετε σχέσιν μεταξύ τῆς ταχύτητος Τς τοῦ 

μ ἐμβόλου πρός τόὄν κύλινδρον καί τῆς δυνάμεως F ἡ 
ὁποΐα ἐφαρμδζεται ἐπί τοῦ κυλίνδρου. 

εἴ Σ ᾿Εφαρμογή: R=2cm, τ 2οη͵ a=04cm, p=1 poise, F =1 Mp. 

Σὰς Va3 : 

V.4) ᾿Ανάλυσις τριβῆς συνεκτικδίητος 
"Ἕστω κυλινδρικός σωλῆν μήκους 3 km καΐ διαµέτρου 10 ¢m διαρ- 

ρεόμενος ἀπό ὑγρόν ἰξώδους µ-Ο,4 poises 
᾿Ἔάν ἡ κατανομῆ τῶν ταχυτῆτων εἰς μίαν κάθετον τοµῆν τοῦ ἀγω-, 

γοῦ δίδεται ἀπό τῆν ἐξίσωσιν τῆς παραβολῆς 

v=10y -y? (σῦστημα C.G.S.) 

ὅπου v ἡ ταχύτης εἰς ἀπόστασιν ψ and τῆν παρειᾶν, v& ὑπολογισϑοῦν 

a) Ἣ ἀνά μονάδα ἐπιφανείας δύναμις τριβῆς ἐκ τῆς συνεκτικδ - 

τητος, ἡ ἀναπτυσσομένη ἐπί τῆς παρειᾶς. 

β) Ἢ ἀνά μονάδα ἐπιφανείας δύναμις τριβῆς ἐκ τῆς συνεκτικό- 

τητος, ἡ ἀναπτυσσομένη εἰς ἀπόστασιν 2 cm ἀπό τῆς παρειᾶς. 
νο ἃ Ξ- » - - ~ 

γ } Ἢ ολικῆ δύναμις τριβῆς ἡ ὁποία ἐνεργεῖ ἐπί τοῦ ἀγωγοῦ. 

V.5) Μελέτη συσκευῆς ψύξεως ἑλαίου 

Μία συσκευῆ ψύξεως ἑλαίου ἀποτελεῖται ἀπό 100 παραλλήλους κυ- 

λινδρικοῦς σωλῆνας, διαµέτρου D=1cm καΐ μῆκους l=4m.ME μέσην τα- 
χῦτητα v=2 m / sec ϑέτομεν εἰς κυκλοφορίαν ἔλαιον τοῦ ὁποίου ἡ pé- 
ση πυκνότης εἶναι 0,9 ἀλλά O συντελεστῆς δυναμικῆς συνεκτικότητος µ 

μεταβάλλεται γραμμικῶς and 0,30 poise εἷς τῆν εἴσοδον μέχρις 1 poise 
εἷς τῆν ἔξοδον. 

α) Νά ὑπολογισθῆ ἡ ἰσχύς Ῥ τῆν ὁποίαν πρέπει νά καταναλώση τό 

ἔλαιον διᾷ νά διαρρεῦση ἀπό τῆν συσκευῆν φύξεως.(Δέν λαμβάνονταν ὑπ' 

ὄψιν αἱ ἀπώλειαι ἐνεργείας εἰς τῆν εἴσοδον καί εἰς τῆν ἔξοδον τῶν 

σωλήνων) - 

β) Νά δοθῆ πρακτικός τῦπος διά τόν ὑπολογισμόν τοῦ ' εἷς τὸν 

ὁποῖον δέν ὑπεισέρχεται ) διάμετρος Ῥ. 

V.6) ᾿Τξωδόμετρον dLd ροῆς 

ΚΧυλινδρικόν δοχεῖον διαμέτρου 5 em τροφοδοτεῖ τῆν ροῆν συνε- 

κτικοῦ ὑγροῦ εἰς ὁριζόντιον σωλῆνα, διαµέτρου 1 mm καί μῆκους 40cm. 
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Ῥνωστοῦ ὄντος ὅτι χρειάζονται 75 min διᾶ 

τῆν μεταβολῆν τοῦ πιεζομετρικοῦ ὕψους ἀ- δδς 

πδ 5 οπι εἷς 2,5em εἰς τά ἀνάντη τοῦ σω- 
λῆνος, νᾶ προσδιορισθῆ ὁ κινημµατικός συν- Ξξ:΄-λ i 

τελεστῆς συνεκτικδτητος τοῦ ὑγροῦ. Ή 

(Δέν λαµβᾶνονται ὑπἲὄψιν αἱ ἐπιδράσεις 

λόγῳ τῶν ἄκρων τοῦ σωλῆνος). Σχο Veb 

V.7) Μετρητῆς VEXTURI εἰς στρωτῆν ροῆν 
a) Νά δειχθῆ ὅτι ἡ μέση ὁλική ἐνέργεια Η εἰς κἄθετον topfiv κυ- 

λινδρικοῦ σωλῆνος,διαρρεομένου ἆπδ στρωτῆν ροῆν,δίδεται ἆπδ τῆν σχέ- 

σιν 

ἔνθα v εἶναι ἡ μέση ταχύτης τῆς ροῆς. 

B) Κυλινδρικός ἀγωγός διαµέτρου Ζζ..15+πω. εἶναι ᾿ἐφωδνασμένος 

pé ἕνα μετρητῆν παροχῆς τύπου Venturi 

τοῦ ὁποίου ἡ στενῆ διατομῆ ἔχει διᾶµε- 

τρον Ός -5 mm. (Σχ.Υ̓ .7). 

Νά ὑπολογισθῆ εἰς it Δπίη ἣἢ διερ- 

χομένη παροχῆ, διᾷ διαφορᾶν Ά τῶν ἐνδεξ 
ξεων τῶν πιεζομετρικῶν σωλῆνων ἴσην μέ 

16 em στῆλης ἑλαΐου, ὅταν ὁ ἄξων τοῦ ᾱ- 

γωγοῦ εἶναι ὀριζόντιος, 
Δεχόμεθα παραβολικῆν τῆν Φδιανο- 

μῆν τῶν ταχυτῆτων ἐντός τοῦ ἀγωγοῦ καί 

τοῦ σωλῆνος Venturi xal ἀμελητέαν τῆν Σχ. VaT 

ἀπῶλεναν ἐνεργείας μεταξῦ τῶν διατομῶν 
A καί B. 

Νά δειχϑῆ ὅτι ἡ ροῆ εἶναι τελείως στρωτῆ, ἔἐάν ὁ κινηματικᾶς 

συντελεστῆς ἰξώδους τοῦ ἑλαίΐου εἶναι ν =0,8 stokes. 

Υ) Διά τᾶς αὐτάς συνθῆκας ροῆς ἀλλάζει ἡ διαφορά Π τῶν ἐνδεί-- 

ξεων, ἄν & ἄξων τοῦ ἀγωγοῦ εἶναι κεκλιμένος πρός τά ἄνω ἥπρός T4 κἄ- 

τω: 

V.8) ᾿Απόσβεσις ταλαντώσεων ζυγοῦ, τύπου "CURIE' 

Δι ᾿ἕκαστον δίσκον ζυγοῦ ὑπάρχει εἰς ἀποσβεστῆρ ταλαντώσεων, ἀ- 
ποτελοῦμενος ἀπό ἕνα λεπτόν κυλινδρικόν κώδωνα € , ἀκτῖνος B ,ὁ ὁ- 
ποῖος δύναται νᾶᾷ διεισδύση εἰς τόν χῶρον τόν περιέχόμενον μεταξῦ 

τῶν συναξονικῶν κυλίνδρων B καΐί B’ (βλέπε σχῆμα) - 

Κατᾶ τῆν μετατόπισιν αἱ παρειαΐ τοῦ κῶδωνος διατηροῦν μίαν στα- 
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Ι θερᾶν ἄπδστασιν Ν ἀπό τᾶς 
Ι '' παρειᾶς τῶν χυλένδρων B καί 

͵ Β΄τοῦ κ ϑεωρουμένου ἐλαχί-- 
: στου ὡς πρός τῆν ἀκτῖνα E 

Νά ὑπολογισθῆ ἡ δύνα-- 

μυς τριβῆς, ἡ ἐνεργοῦσα ἐπί 

τοῦ κώδωνος . 

Ποζας μορφῆς εἶναι αὖ- 

τῆ; 
᾿Αριθμητικῆ ἐφαρμογῆ: B=5cm 
h= 0,1 cm,p=18,10 poises, 
μέση τιμῆ τοῦ =10 cm. 

v.9) 
Νά ὑπολογισϑῆ ἡ παροχῆ κυλινδρικοῦ ἀγωγοῦ διά γραμμικῆν πτῶσιν 

πιέσεως pgf ὅταν ἡ διατομῆ εἶναι: 

α) Ἔλλειφις, ἡμιαξόνων @ xal b 

;373 
Λύσις: 734 _.ii_. 

4y αξκδ” 

B) ᾿Ισόπλευρον τρίγωνον, πλευρᾶς α 

΄ - 

ΤΝ ΚΩ 
. 320 v 

v) Δακτύλιος ὁριζόμενος ὑπό κύκλων ἀκτίνων B, , R, (,41,) 

. B9 [or pe (πο 
g 'a_y[;' Ἀ T in® 

V. ) . 

Κυλινδρικός ἀγωγός ἔχει ὡς κἄάϑετον topfiv μίαν ἐπιφάνειαν S ε 
ὁποία εἰς 16 ἐπίπεδον τῆς μιγαδικῆς μεταβλητῆς Ζ λαμβάνεται ἐκ τοῦ 
κύκλου [/ 1 τοῦ ἐπιπέδου Ζ διά τῆς συµμδρφου ἀπεικονίσεως χεβξη.272) 
ὅπου ἢ πραγματικῆ σταθερᾶ, τιμῆς µικροτέρας τοῦ 1/5. 

α) Παρουσιᾶσατε τῆν ἐξέλιξιν τῆς καθέτου τομῆς 3. 
B) Μελετῆσατε τῆν µδνιμον pofivyn ὁποζα λαμβᾶνει xbpav ἑντδς τοῦ 
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ἀγωγοῦ, ὅταν ὑπάρχη μία γραμμική πτῶσις τῆς πιέσεως ρ97. 
4 

Y) Δείξατε ὅτι ἡ παροχῆ εἶναι ἴση pé Ζζζ!3β+43'+… 
4 

V.11) Ῥοῆ ἑνός συγκλίνοντος ἀγωγοῦ 

Θεωροῦμεν ἀκτινικῆν ἐπίπεδον ροῆν (ὅλαν αἱ τροχιαΐ μιᾶς τοιαῦ- 

της ροῆς εἶναι εὐθεῖαι διερχόμεναν διᾷ τῆς ἀρχῆς) ἑνός ἰξώδους ἀσυμ-- 

πιέἔστου ρευστοῦ. 

α) ᾿᾽Εάν r καΐ 8 εἶναι αἱ πολικαί συντεταγμέναν xalw 18 ἀλγεβρυ- 

κὂν μέτρον τῆς ταχύτητος, δείξατε ὅτι δνά τῆν διατῆρησιν τῆς παρασυ- 

ροµένης μᾶζης ἡ ru 984 εἶναι συνάρτησις τοῦ ¢ καΐ μόνον, 94 τεθῇ δέ 

ἴση πρός όν {(9). 

β) Ποῖαι 9ά εἶναι αἱ συναρτῆσεις ροῆς xal περιστροφῆς; 

Y) Νά γραφῆ κατ᾽εὐθεῖαν ἡ ἐξίσωσις περιστροφῆς xal νᾶ δειχθῆ 
ὅτι ἡ ) εἶναι λύσις τῆς διαφορικῆς ἐξισῶσεως: 

α Ἄ λα/.ῥ)-ο 

ἔνθα α καΐ β εἶναι δύο σταθεραί. 
8) Νά ἐφαρμοσθῆ τὸ ἀποτέλεσμα αὐτό elc τῆν µελέτην τῆς ροῆς ἐν- 

τὸς τοῦ συγκλίνοντος ἀγωγοῦ -ϕ--«9 έ , ὀριζομένου ὑπδ δῦο ἐπιπέδων πα- 
ρειῶν, θεωρουμένης τῆς ροῆς συμμετρικῆς ὡς πρός τὂν πολικόν ἄξονα, 

καί τῆς [«0. 
ε) Νά γραφοῦν τά ὁλοκληρώματα τά δίδοντα τῆν ὃ, καΐ τῆν. παρο- 

χῆν Ω (ἀρνητικῆν) εἰς τὸν συγκλίνοντα ἀγωγόν, ὅταν θεωροῦνται γνω- 
otal al τιμαΐ τοῦ ,['/θ) (κατανομῆ τῶν Ταχυτῆτων εἰς τόν ἄξονα) καί τοῦ 

[΄(3.) (κατανομῆ τῆς τεριστροφῆς εἰς τῆν παρειάν). 

Ψ.12) 
Ἕν ἰξῶδες ρευστόν καταλαμβᾶνει ἕνα χῶρον x3>0 καί swat, ἐν ε- 

παφῇ μέ τῆν ἐπίπεδον παρειάν χρπ 0 ς τῆἧς ὁποΐας ἡ κίνησις εἶναι αρ- 

μονικῆ ταλᾶντωσις, ταχύτητος ζ cosat. 

α) Νά εὑρεθῆ ἡ ροῆ, ἄν θεωρηθῆ ἡ πίεσις σταθερᾶ xal ἡ ταχύτης 
συγγραμμινκῆ μέ τὸν ἄξονα Ox,, μέ ἀλγεβρικόν µέτρον μίαν συνάρτησιν 

τῶν χς καί ἐ (t: περίοδος). 
B) Νά μελετηθῆ τὸ διάγραµµα τῶν ταχυτῆτων (εὖρος xal φᾶσις). 
Y) Νά καθορισθοῦν αἱ δυνάμεις, al ὁποῖαι ὁροῦν ἐπί τῆς παρειᾶς 

διᾷ νᾶ τῆν διατηρῆσουν ἐν κινῆσει. 

&) Νά καθορισθῆ ἡ ἀπόστασις ὃ , 1 xwpfl;ouoa δῦο στοιβάδας ρευ- 

" ΄ ” ΄ ν 
στοῦ, εἰς φᾶσιν ταλαντώσεως Ζπ —%—— 

ε) Νά ἐξηγηθοῦν τά φαινόµενα, 14 ὁποῖα παρατηροῦνται ὅταν τὸ v 

εἶναι μικρόν.- 
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( ἀπόστασις ὅ ὀνομᾶζεται συνῆθως πᾶχος διεισδύσεως τοῦ ἰξῶδους κυ- 

ματισμοῦ). 

V.13) 
Νά μελετηθῆ τὸ ἴδιο πρόβλημα, ἐᾶν ϑεωρηϑῆ ὅτι 16 ρευστόν xata- 

λαμβάνει τόν χῶρον Ο«κ/ρ« Α καί ὅτι τό ἐπίπεδον Χεπ ἰ διατηρεῖται 
σταϑερόν. 

Κά ἀποδειχθῆ ὅτι 

ω SHPORE | γρ5.α"). 
ε}ι[ἶὀ]ι{ἰ-ί)] 

( Ἆ(1) : συµβολίζει τό πραγµατικόν μέρος τῆς μιγοδικῆς συναρτΊσεως [}) 
Ν’ - ¢ , ες ν νν Σ ὁ - 3, 

& καθορισθοῦν αἱ δυνάμεις, αἱ ὁποῖαι εξασκοῦνταν ἐπί τοῦ ἐπι- 

πέδου χ: = Ο, διᾷ v& διατηρηθῆ ἡ κίνησις περιοδικῆ- 

u=VEfe 

V.14) 

Στερεᾷ σφαῖρα πυκνότητος ῆρ καί ἀκτῖνος α πίπτει βραδέως ὑπό 
τῆν ἐπῆρειαν τοῦ βάρους της ἐντός ἐξώδους ρευστοῦ πυκνότητος ρ. 

α) Δεΐξατε ὅτι ἡ ὁριακή ταχύτης τῆς σφαζρας εἶναι ἴση μέ ἑἰἑξᾗἕςαἷ 
9 

᾿Αριθμητικῆ ἐφαρμογῆ: A=2 , v=0,018 cmfsec , g=981cm/sec?. 
« 

B) Νά εὑρεθῆ ἡ τάξις τοῦ μεγέϑους α διξ τῆν ὁποίαν ἐφαρμέζεται 

ἑκανοποιητικῶς ἡ ϑεωρία τοῦ STOKES. 

T4 δεδοµένα αὐτά ἰσχύουν κατᾶ προσέγγισιν διά τῆν περίπτωσιν ἕ- 
νός κόκκου ἄμμου, πίπτοντος ἐντός τοῦ ὕδατος. 

V.15) 
Σφαῖρα κἔντρου Ο xal ἀκτῖνος α στρέφεταν βραδέως πέριξ μιᾶς 

τῶν διαµέτρων τῆς, διατηρουμένης σταϑερᾷς (ὁμοι ὄόμορφος περυστροφῆ @) 

ἐντός ἰξῶδους ρευστοῦ ἰσορροποῦντος εἷς τὸ ἄπειρον. 

ψ 
- ς-- -- 

α) Νά δειχθῆ ὅτι ἡ τοχῦτης τοῦ σηµείου M εἶναι ἴση µέ!ξζΒΛζΜ4 
2 

--- 

ὅπου k μοναδιαῖο διάστηµα τοῦ ἄξονος περιστροφῆς καί r=/CM4[ 
,‘\ Νά ε ) : ς 6 - Ρ ς- έ . ζ! ο 3 

β) ὑπολογισθῆ τό ζεῦγος, 18 ὁποῖον πρέπεν νά ἐφαρμοσθῆ ἐπί 

τῆς σφαίρας διά νά τῆν διατηρήση ἐν κινῆσει (λύσις: δπμωαῦ ) 

Ἡ κίνησις θεωρεῖται μὄνυμος καΐ ἰσχύει ἡ προσεγγιστικῆ ἐξίσωσις τοῦ 
STCKES 

V.16) Ῥοῆ ἰξώδους ρευστοῦ εἰς τῆν γειτονίαν ἑνός σημείον aly- 

μῆς (ἐπίπεδος ροῆ) 

Ἃ ροή εἶναι pbvipog. Τό ρευστὸν κατέχει τὸν χῶρον ϱ)ῦ καῦ δια- 

ν
ν
ν
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βρέχει τῆν παρειᾶν y=0., T6 πεδίον τῶν ταγυτήτων εἶναι τοῦ τύπου (4): 

χ  vel) 
a) Τά σχηματισθῆ ἡ διαφορική ἐξύσωσις (E), τῆν ὁποίαν πληροῦ ἡ 

συνάρτησις {(4). 

B) Πῶς 84 ὑπολογισθῆ 7 πίεσις; 
γ) "Av ὑποτεδῆ ὅτι ἡ πίεσις αὐτῆ εἶναι φθίνουσα συνᾶρτησις τοῦ 

χ Ξ (διᾷ η-σταθ.), νᾶᾷ δειχθῆ ὅτι δυνάµεθα νᾷ ἐπαναφέρωμεν τῆν (Ἑλεῖς 
τῆν ἐξίσωσιν (Β”) 

¢4 ¢¢"-¢7+1=0. 

Θεωροῦμεν ροῆν τελείου ρευστοῦ wu=ax, v=-ay καί ζητοῦμεν τῆν 

μελέτην τῆς ὁριακῆς στοιβάδος, πλησίον τῆς παρειᾶς 4-Ο. 
ὃδ) Νά δειχθῆ ὅτι ὑπᾶρχει pla λύσις τῦπου(Α). 
ε) Νά ἐπαληθευθῆ ὅτι εἰς τῆν εἰδικῆν αὐτῆν περιπτωσιν ὑπᾶάρχει 

ταυτότης μεταξῦ τῆς λύσεως τῶν ἐξισῶσεων τῆς ὁριακῆς στοιβάδος (ἄνα-- 
φορικῶς πρός τᾶς συνιστῶσας τῆς ταχύτητος) καΐ τῆς λύσεως τῶν ἐξισῶ- 

σεων Τοῦ NAVIER. 

στ) Ποῖαν ὁριακαί συνθῆκαι ἀπαιτοῦνται διᾷ τῆν λύσιν τῆς (Ε) ὕ-- 
στε νᾶ προσδιορισθῆ πλῆρως; 

γΥ.17) "Ορνακῆ στοιβᾶς εἰς τά τοιχώματα μιᾶς γωνίας 

Νά μελετηθῆ ἡ ὁριακῆ στοιβᾶς ἐπί μιᾶς ἐπιπέδου παρειᾶς ὅταν ἡ 

ταχύτης ἐπ᾽αὐτῆς, διᾶᾷ τέλειον ρευστόν εἶναι u=Cx™ 

Νά δειχθῆ ὅτι ὑπάρχει pla λύσις τῶν ἐξισῶσεων τῆς ὁριακῆς στοι-- 
βάδος ὅταν ληφϑῇ 

---έ 
φεοξ Ξ [ῴ) 

ὅπου τ7΄-'-"Ρ2ξ-Ξ2.-!- . 

Νά σχηματισθῆ ἡ διαφορική ἐξίσωσις τῆν ὁποίαν ἑκανοποιεῖ ἤ συν-- 

ἄρτησις /(9). 

᾿Ἐράν τεθῆ ὃ-ας, [-bF, ὅπου α καί b δῦο σταϑεραί προσδιοριστέ- 
αι, νά δειχθῆ ὅτι ἡ ἐξίσωσις,τῆν ὁποίαν πληροῖ ἡ Εᾷ) ,δύναται νά γρα- 

φη 

“FF"+p{A-F?)=0 

2m 
m+4 

ὅπου Ρε 

ᾶ γραφοῦν αἱ ὁριακαί συνθῆκαι τοῦ προβλήματος. 
H περίπτωσις πι-Ο ἀφορᾶ τῆν μελετηθεῖσαν ἤδη ἐπίπεδον πλᾶκα. 

Ἢ περέπτωσις πιεῖ ἀντιστοιχεῖ εἰς τῆν ροῆν, Τῆν μελετηθεῖσαν 

εἰς τῆν προηγουμένην ἄσκησιν.
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V.18) ἱοριακῆ στοιβάς εἰς τῆν παρειᾶν ἑνός συγχλίνοντος ἀγωγοῦ 
᾿Ἔάν ἡ παρειᾶ ϑεωρηϑῆ ὡς ἡμιάξων τῶν ϑετικῶν x ,16 πρόβλημα ἀ- 

ποτελεῖ εἰδικῆν περίπτωσιν τοῦ προηγουμένου προβλήματος, ἀντιστουχοῦ- 

σα εἰς m=-1 καΐ c<0 

α) Δείξατε ὅτι δυνάμεϑα νά ἐπαναφξρωμεν τῆν μελέτην εἰς ὁλο κλῆ- 

ρωσιν μιᾶς ἐξισῶσεως τῆς μορφῆς 

FY_F'?4 72Ξ0. 

B) Σχηματίσατε ἕν πρῶτον ὁλοκλῆρωμα, καΐ δείξατε, λαμβᾶνοντες 
ὑπ᾿ὄψιν τᾶς συνθῆκας εἰς τά ὅρια, ὅτι ὁδηγεῖ εἰς τῆν ἐξίσωσιν 

ar’ (2 “»: 7 e Ο e 

Υ) "᾿Ολοκληρῶσατε xal δείξατε ὅτι δυνάμεϑα νά ὑπολογίσωμεν pf ἀ- 
κρΐίβειαν τῆν -- 

V.19) ᾿'Επίλυσις διᾷ διαδοχικΏῶν ἐπαναλήφεων τῆς ἐξισῶσεως τῆς &~ 

ριακῆς στοιβᾶδος 

Ζητῶμεν τῆν λῦσιν ὡ(2) τῆς διαφορικῆς ἐξισῶσεως 

w”+2ww” =0 (1) 

ἡ ὅποζα πληροῖ τᾶς συνθῆκας εἰς τά ὅρια w(0)=w'(0)=0 .,ω”(0)--ι. 

Δεχόμενοι τῆν ὕπαρξιν μιᾶς τοιαῦτης λύῦσεως διᾷ πᾶν πραγµατικόν 

xal θετικόν z , δείξατε ὅτι ἐᾶν α(α)-”, 94 εἶναι ὑποχρεωτικῶς 

σ- Ξ[οα] (2) 

μέ oot~ ε- fe- ) 22 

(84 ὑπολογίσωμεν τδ g συναρτήσεν τοῦ ω δι ᾽ ἐπιλύσεως,λαμβανομένων ὑπ᾽ 
ὄφιν τῶν συνθηκῶν εἰς τά ὅρια, τῆς δοθείσης ἐξισῶσεως (1) g¥2wg=0, 
καζ ἐν συνεχείᾳ 18 @ συναρτῆσει τοῦ g δι ᾿ἐπιλῦσεως τῆς Φφ-ω”) 

Δείξατε, ἀντιστρδφως, ὅτι ἐᾶν ἡ (2) δέχεται plav λύσιν,δυνέμε- 
θα νά ἐξάγωμεν plav λύῦσιν τῆς (1), ἐπαληθεῦουσαν τᾶς δοθείσας συνθή- 
κας εἰς τά ὅριαο 

᾿Ἐπιλύομεν τῆν (2) διᾷ διαδοχικΏῶν ἐπαναλῆφεων θέτοντες (Ξ 3 

gq-r(g,,,_,) .""Ἐπαληθεύσατε ὅτι 

e
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(22%)" 
i i ὁπότε ἐξ αὐτοῦ προ-- Δείξατε, ἐπαγωγικῶς, ὅτι [Fmis= 9 £ 

κύπτει ἡ ὕπαρξις τῆς λύσεως g(z) τῆς (2). 

᾿Αποδείξατε ὅτι 

; (%) KG(Z) « θο (Έ) 

Δεΐξατε ὅτι 

/ψ| dz-p /'2.(,'(2«')ει'ιτ=|Ξ*΄ | 

ἔνθα β καί β'’θετικαί, σταθεραί, xal ὅτι διά μεγάλας τιμᾶς τοῦ (&), 16 
ὡ(ϱ) τεῖνεν ἀσυμπτωτικῶς πρός τῆν τιμῆν βς--β”. 

Δεΐξατε ὅτι ἡ συνάρτησις /(9)5 Ζ &)( 8 ) ἐπαληϑεῦει τάς ἐξι- 
N 

σῶσεις (27.4.8) xal (271.4.Υ). 

᾿Ἐφαρμογῆ: ᾿Βπυτυγχάνομεν μίαν προσεγγιστικῆν tipfiv τοῦ [ δι ᾽ ἀν-- 
τικαταστάσεως τοῦ g ὑπό τοῦ σ,. 

Δείξατε ὅτι δι ἀντικαταστάσεως τοῦ g ὑπό τοῦφ,ἔχομεν ὡς προσεγ- 

4 
γυστικῆν τιμήν τοῦ β τῆν &*Γέξ-) 9 ὅπου I'(x) συνάρτησις EUIER δευτέ-- 

ρου εἴδους xal ὅτι & ἀριθμητικός συντελεστῆς τοῦ τῦπου (217.4. δ) έΞ 

Q664 Ζ); προκύπτει ἴσος μέ 0,684 (ἀντί τοῦ ἀληϑοῦς 0,664), 

Αὐτό δεικνύεν τῆν ταχύτητα συγκλίσεως τῶν ἐφαρμοσϑεισῶν διαδο-- 

χικῶν προσεγγίσεων. 

Υ.20) Κυφελωτόν πλέγμα …… 
Πλέγμα τοποθετεῖται ἐντός ἀγωγοῦ ἂξρος διᾷ νά ρυθµίση τῆν pofive 

᾿Αποτελεῖτίαι ἀπὸ Aemtd μεταλλικᾷ ἑλάσματα, πλᾶτους 2π ,διασταυροῦμε- 
να παραλλῆήλως πρθός τὸ ρεῦμα,σχηματίζοντα τετραγωνικούς βρόδγχους πλευ-- 

ρᾶς 2 cm. 

a) Νά ὑπολογισθῆ εἰς mm ὕδατος ἡ πτῶσις τῆς πιέσεως, ἡ προκα- 
λουμένη ὑπό τοῦ πλέγματος διᾷ μίαν ταχύτητα ἀέρος, ἴσην πρός 30 m/sec. 

B) Νά θεωρηθῆ ἀμελητέον τὸ πᾶχος τῶν ἐλασμάτων καί νά δευχϑῆ ὅ-- 

τι ἡ ὁριακῆ στοιβάς παραμένεν στρωτῆ δι᾽ ὅλα τᾷ ἐλάσματα.- 

ἋἝ κινηματικῆ συνεκτικδτης τοῦ ἀέρος εἶναι v=15.10"“mbecnal ἡ πυκνδ-- 

της του ρ=3ΐ-Δ1.ιΙζ.΄5'.
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V.21) ᾿Αντίστασις ἐπιπέδου πλακός 
᾿Ἐπίπεδος πλᾶξ πλάτους 3 m καΐ μῆκους 30 - ρυμουλκεῖται πα-- 

ραλλήλως πρᾶς ἑαυτῆν καί κατά τῆν ἔννοιαν τοῦ μήκους της, ἐντός ὕδα-- 
τος μέ ταχύτητα 6 πι/τες. 

κά καθορισθῆ ἡ δύναμις τριβῆς,ἡ ἀοκουμένη ἐπί μιᾶς τῶν δύο ὅ-- 
ε 

ῴεων τῆς πλακός xal ἡ δύναμις, ἡ ἀσκουμένη ἐπί τῶν 3 πρῶτων μέτρων 

τῆς πλακός (g=10m/sec® , ν- 40 stokes) 

V.22) ᾿Αντίστασις ὑποβρυχίου 
“Ev ὑποβρύχιον ἔχει μῆκος L=84 m καΐ ὀλικῆν ἐπιφάνειαν κε- 

λύφους ἴσην μέ 1800 m? 

Νά ὑπολογισθῆ ἡ ἀντίστασις εἰς τᾶς δυνάμεις τριβῆς, al ὁποῖαι 

ἀσκοῦνται ἐπί τῆς ἐπιφανείας τοῦ κελύφους, λόγῳ τοῦ ἰξώδους, ὅταν, 
ἐν βυθίσει, 18 ὑποβρύχιον ἔχει ταχῦτητα ' ἴσην μὲ 5 m 7 sec. 
Διά τὸν ὑπολογισμόν δεχόμεθα ὅτι ἡ τιμῆ ς, τοῦ μέσου συντελεστοῦ 
τριβῆς, ἡ εὑρεθεῖσα διά τῆν ἐπίπεδον πλέκα, ἐφαρμδζετανι καί εἰς τῆν 
περίπτωσιν αὐτῆν. 

Ἔχομεν ἐξ ἄλλου 

258 Cp=0485(logR,) δ e ‘:f >407 

Λαμβάνομεν g =10 m/sec?, ρ- Ί025 kg/m?* , v=1,2.107" m? sec. 

V.23) Ῥυμούλκησις βεβυϑισμένου ἀγωγοῦ 

Θέλομεν νᾷ ρυμουλκῆσωμεν εἰς τῆν ϑάλασσαν pé ταχύτητα 2 ι se 

καί παραλλέλως mpbe τὂν ἄξονά του ἕνα ἀγωγδν διατηροῦμενον ἐν βυϑί- 
σει, διαμέτρου ἴσης μὲ 22 mm καΐ μῆκους ἴσου μέ 3 ζπι. 

Νά ὑπολογισθῆ ἦἡ δύναμις ἕλξεως xal 1) ἀπαιτουμένη ἰσχῦς. 
TC $& συμβῆ,ἐᾶν ὁ ἀγωγός ἔχη διαχωρισϑῆ εἰς τμήματα τῶν 75 m 

μήκους; 

{ v=1,2,102 stokes, p=1,025 g/cm3%). 

V.24) Προσδιορισμός τῆς ἰσχύος ἑνός πλοίου 

Διᾷά τῆν μελέτην ἐντός δεξαμενῆς ναυπηγείου (γλυκέος ὕδατος ), 

16 ὁμοίωμα ἑνός πλοίου, 16 ὁποῖον ἔχει μῆκος 100 m γμέση ἐπιφανείαν 

κελύφους 1800 m?, καί προορίζεται vd ἀναπτύσση εἰς τῆν ϑάλασσαν µε- 
γίστην ταχῦτητα ἴσην μὲ 8,5 πι/εες, Χατεσχευάσθη ὑπδ xrlpaxa 1:25. 

Δεχόμεθα ὅτι ἡ ἀντίστασις xatd τῆν μέσῳ τῶν κυμμάτων διέλευ- 

σιν τοῦ πλοΐζου xal % ἀντίστασις λόγῳ τριβῆς ἐνεργοῦν ἀθροιστικῶς xal 
ὅτι ἰσχῦει & νόµος ὁμοιότητος τοῦ FROUDE. 

Ὑπδ τᾶς συνθῆκας τοῦ πειράµατος. αἱ ὁποῖαι 94 προσδιορισθοῦν,
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εὑρίσκεται pla δύναμις ἕλξεως Fo=1,65kp. Νᾷ ὑπολογισθῆ ἡ ἀντίστα- 

σις Ρ, τοῦ πραγματικοῦ πλοΐου xal ἡ ἀντίστοιχος ἀπαιτουμένη ἰσχύς. 
Δεχέόμεθα ὅτι ὁ συντελεστῆς τριβῆς Cp δίδεταν ἆπδ τοῦς τύπους 

0,074 , 
Ω B <407 Ε (΄7ΞΙ.)0|Ζ) . ζ 

0455 : 
= - Rk, » 10 

: άΟΘΕι)&π Ι.> 

B, = "ZL L 

Ἐξ ἄλλου εἶναι 

81L& τὸ θαλάσσιον ὕδωρ ϱ)ΞΊΟ25 gn/em® , π 1,2,1072 stokes. 

διᾶ τὸ γλυκῦ ὕδωρ ρ,-1 gr/em® , v, = 1,1.1077 stokes. 

xal g=10% cm/ sec?





ΒΙΒΛΤΙΟΓΡΑΦΙΑ 

Ἡ oAn Βιβλιογροφίο πσρουσιόζετσι ματά σειρονςχρῃομμοποιηοεως 
της εἰς τήν σύνταέιν τῆς ὕλης τῶν µαθηµάτων. Τά συγγράμματα τά ὁ- 
ποῖα ἀπετέλεσαν τῆν Ῥάσιν διά τῆν διαμόρφωσιν τῆς ὕλης σημειοῦνται 
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ροῆ pé μεγάλους ἀριθμούς REYNOLDS 

Ξελ. 
224 

228,229 
228,229 

239 

211 

129 

324 

18 
88,112, 124,270,269, 272 

88,112,124, 270,273 
79,265 

89,113 
121, 321 

170 
185 
121 

338, 341 
338, 341 

177 
338 

86, 323, 344 
169 

190,192 
270, 291 

310, 332, 344 
- ca - 278 

309, 310, 313, 338 
316 
23 

202 
200 

19 
320, 344 

176 
e 24 
''' 46 

'' 47 
. 48 
109 



378 ᾿Αλφαβητιμός πίναξ περιεχομένων 

Ξελ. 
συναρτῆΏσεις μετασχηματισμοῦ 200 
συναρτήσεις προσθετιμαί (συνεχεῖς, ἀσυνεχεῖς) 259,261 
συνάρτησις ἀναλυτιμή μιγαδιμήῆς μεταβλητῆς 165 
συνάρτησις ἀναλυτιμή ὀλόμορφος 167 
συνάρτησις ἀναλυτιμῆ ὁμοιόμορφος 167 
συνάρτησις λαπλασιανῆ 30 
συνάρτησις ponc ἤ poiuf 155, 340 

συνδιασπορά 314 
συνδυασμοί ἀναλυτιμῶν συναρτήσεων 180 
συνθῆμαι CAUCHY-RIEMANN 165 

συνθῆμαι. εἷς τά ὅρια 67,69,109,112,345,346, 348 
συνθῆμαι ὁμοιότητος 259,267,268 
σύνολον 81 
συντελεστῆς ἰξώδους 86 
συντελεστῆς πιέσεως 290 
συντελεστῆς συνειυτιμότητος 86, 328 
συντελεστῆς τριβῆς 350 
συντελεστῆς τυρβώδους 316 
συντεταγµέναι πλουπεριαναί 24 
σύστημα δυαδιιόν 230 
σύστημα ἐξισῶώσεων ἀνηγμένον 340 
σύστημα λύσεων θεμελιῶδες 281 
συστήματα αὐτοπρογραμματισμοῦ 239 
συστήματα δυνάμεων ὁμόλογα ἰ 254 
σχέσεις BLASIUS 196 
σχέσεις ὁμοιότητος 251, 359, 267,268 
σχέσις TAYLOR 219 
σωλῆνες περιστροφῆς 124 
σωλῆν ΡΙΤΟΤ 120 

σωλῆν ροΏς 60 
σωματίδια ὁμόλογα 254 

T 

τανυστῆς ἀνταλλοίωτος 36 
τανυστῆς ἀντισυμμετριμός, συμμετριμός 42 
τανυστῆς συναλλοίωτος 38 
τανυστῆς τάσεων 53, 81 

τανυστῆς ταχυτῆτων παραμορφώσεως 75,76 
τᾶσις ἐφαπτομεντιῆ ἤ ὀλισθῆσεως ἤ διατμήσεως 52, 85 
τᾶσις {ξώδους 319 

τάσις μάθετος 52 
ταχύτης διανυσµατιμή , 20 
ταχύτης péon 311 

ταχύτης piyadwun 166 
ταχύτης περιστροφῆς 47



᾿Αλφαβητιμός πίναξ περιεχομένων 

τροχιά σημείου 
τύπος τοῦ TORRICELLI 

τύπος τῶν πέντε σηµείων 

Y 

ὑποδοχεύς πληροφοριῶν 
ὑπολογισταί 
ὑποπρογράμματα 
ὕψος δυναμπιόν 
ὕψος ἐνεργειαμόν 
ὕψος μινητιμόν 
ὕψος πιεζομετριιόν 

Φ 

φρέαρ σημειαμόν 

Χ 

χαραμτῆρες ἀλφαριθμητιιοί 
χαραμτηριστιμά στρωτῆς ροῆς 
χαραμτηριστιμά τυρβώδους ροῆς 
χαραμτηριστιμή ἐξίσωσις 
χρόνοι ὁμόλογοι (ἀντίστοιχοι) 
χρόνος προσπελάσεως 
χωρητιμότης 

w 

ψευδομονωνυμιαμή μορφῆ 
ψευδομονώνυμον 

Ω 

ὥθησις φλεβός ἐπί ἐπιπέδου πλαμός 
ὥθησις φλεβός ἐπί μαμπύλῃης πλαιιός 

379 

Σελ. 

46,59 

118 

220 

225 
591, 895 998 

234,238 
118 
117 
118 
118 

175 

224 
310 

310, 313 
108 
254 
225 

106 
35 

130 
133 



Tundbnue στό 
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