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Περίληψη 
 
 

Κατά την παραγωγή συνθετικών υδρολογικών χρονοσειρών σε εποχιακή κλίµακα 

είναι σηµαντικό να εξασφαλίζεται η διατήρηση των εποχιακών στατιστικών 

χαρακτηριστικών και της βραχυπρόθεσµης µνήµης της µελετούµενης στοχαστικής 

ανελίξεως. Εξίσου όµως σηµαντική, κρίνεται η αναπαραγωγή τόσο των στατιστικών 

χαρακτηριστικών της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς όσο και της συµπεριφοράς αυτής 

σε µεγαλύτερες του έτους χρονικές κλίµακες. Η εν λόγω υπερετήσια συµπεριφορά, 

γνωστή και ως «φαινόµενο Hurst», έχει εντοπιστεί σε µεγάλο αριθµό υδρολογικών και 

κλιµατολογικών χρονοσειρών και επηρεάζει σε µεγάλο βαθµό τόσο τον προγραµµατισµό 

όσο και τον σχεδιασµό των υδροσυστηµάτων.  

Στην περίπτωση που γίνεται χρήση µοντέλων εποχιακής κλίµακας, η διατήρηση 

των ετήσιων στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού δείγµατος και της 

συµπεριφοράς αυτού σε υπερετήσια κλίµακα είναι µία ιδιαίτερα επίπονη διαδικασία και 

τις περισσότερες φορές αγνοείται.  

Οι τεχνικές επιµερισµού αποτελούν τον µόνο τρόπο για την παραγωγή 

συνθετικών χρονοσειρών που είναι συµβατές µε το ιστορικό δείγµα σε περισσότερες από 

µία χρονικές κλίµακες ενδιαφέροντος, όπως είναι η ετήσια και η εποχιακή. Οι εν λόγω 

τεχνικές υλοποιούνται σε δύο ή περισσότερα βήµατα, όπου στο πρώτο βήµα παράγονται 

ετήσιες χρονοσειρές που διαδοχικά επιµερίζονται σε µικρότερες του έτους χρονικές 

κλίµακες. Ο επιµερισµός, όµως, παρουσιάζει κάποια προβλήµατα (π.χ. εκτίµηση 

παραµέτρων), ανακρίβειες και γενικά είναι µία αργή διαδικασία. 

 Εναλλακτικά προτείνεται µία νέα µεθοδολογία, βάσει της οποίας η αναπαραγωγή 

των στατιστικών χαρακτηριστικών γίνεται σε µηνιαία κλίµακα, χωρίς χρήση τεχνικών 

επιµερισµού, και κατά τρόπο ώστε να εξασφαλίζεται ταυτόχρονη διατήρηση τόσο των 

ετήσιων στατιστικών χαρακτηριστικών όσο και της υπερετήσιας συµπεριφοράς της 

ιστορικής χρονοσειράς, µε άµεσο αποτέλεσµα την αξιόπιστη αναπαραγωγή του 

φαινοµένου Hurst. 
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Abstract 
 
 

In generating synthetic time series of hydrologic processes at sub-annual scale it 

is important to preserve seasonal characteristics and short-term persistence. At the same 

time, it is equally important to preserve annual characteristics and over year scaling 

behaviour. This scaling behaviour, which is equivalent to the Hurst phenomenon, has 

been detected in a large number of hydroclimatic series and affects seriously planning 

and design of hydrosystems. 

 However, when seasonal models are used, the preservation of annual 

characteristics and overyear scaling is a difficult task and is often ignored.  

 Disaggregation techniques are the only way to produce synthetic series that are 

consistent with historical series in several time scales, from seasonal to multiyear, 

simultaneously. Such techniques involve two or more steps, where in the first step annual 

series are generated, which are subsequently disaggregated to finer scales. However, 

disaggregation involves several difficulties (e.g. in parameter estimation), inaccuracies 

and is a slow procedure.  

As an alternative, a new methodology is proposed that directly operates on 

seasonal time scale, avoiding disaggregation, and simultaneously preserves annual 

statistics and the scaling properties on overyear time scales thus respecting the Hurst 

phenomenon. 
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1 Εισαγωγή 

 

 

1.1 Γενικά 
 

Μέσα στα πλαίσια της ορθής διαχείρισης των διαθεσίµων υδατικών πόρων 

ανέκυψε η ανάγκη του βέλτιστου υδρολογικού σχεδιασµού των προς κατασκευή 

υδραυλικών έργων, καθώς και η ανάγκη εξεύρεσης κατά το δυνατόν βέλτιστων σεναρίων 

λειτουργίας των ήδη υπαρχόντων υδραυλικών έργων.  

Για την πραγµατοποίηση όµως µίας αξιόπιστης µελέτης ενός υδρολογικού 

συστήµατος απαιτείται η ύπαρξη υδρολογικών χρονοσειρών µεγάλου µήκους. Είναι 

προφανές πως τα υπάρχοντα ιστορικά δείγµατα των µετρηµένων πραγµατοποιήσεων 

υδρολογικών µεταβλητών (π.χ. µέση µηνιαία παροχή σε δεδοµένη θέση ενός ποταµού, 

µέσο µηνιαίο ύψος επιφανειακής βροχοπτώσεως σε µία λεκάνη απορροής) ακόµα και αν 

περιέχουν το σύνολο της µόνης αξιόπιστης διαθέσιµης υδρολογικής πληροφορίας, δεν 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν αυτούσια, αφού το µήκος τους είναι ιδιαίτερα 

περιορισµένο1.  

Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν, προκύπτει η ανάγκη της κατασκευής συνθετικών 

πραγµατοποιήσεων των υπό εξέταση υδρολογικών µεταβλητών, οι οποίες θα είναι 

στατιστικά όµοιες µε τα διαθέσιµα ιστορικά δείγµατα αλλά µε µήκος ανεξάρτητο του 

µήκους των ιστορικών δειγµάτων και εξαρτώµενου µόνο από τις ανάγκες της εκάστοτε 

πραγµατοποιούµενης αναλύσεως. Επισηµαίνεται, ότι τα συνθετικά δείγµατα σε καµία 

περίπτωση δεν µπορούν να επεκτείνουν ή να προσαυξήσουν την ιστορική υδρολογική 

πληροφορία. Απλά περιέχουν ένα τµήµα της πληροφορίας αυτής και µόνο. 

Η κατασκευή συνθετικών υδρολογικών χρονοσειρών ανάγεται στην χρήση 

µεθόδων στοχαστικής αναλύσεως. Πριν όµως χρησιµοποιήσουµε κάποιο στοχαστικό 

µοντέλο από τα ήδη υπάρχοντα ή πριν αναπτύξουµε κάποιο καινούργιο στοχαστικό 

µοντέλο, πρέπει να αποφασίσουµε ποια από τα άπειρα σε πλήθος στατιστικά 

χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος θα είχε φυσικό και πρακτικό νόηµα να 

αναπαράγουµε στις συνθετικές χρονοσειρές. Για παράδειγµα, δεν θα είχε ιδιαίτερο 

                                                 
1 Ενδεικτικά αναφέρεται ότι το µεγαλύτερο, σε µήκος χρόνου, ιστορικό δείγµα µέσων µηνιαίων απορροών 
στην Ελλάδα, είναι το ιστορικό δείγµα εισροών του Βοιωτικού Κηφισού στην διώρυγα Καρδίτσας µε 
µήκος 97 χρόνια (1907-2003).   
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νόηµα να αναπαράγουµε στο συνθετικό δείγµα την 6η ροπή της ετήσιας ιστορικής 

χρονοσειράς των απορροών σε µία θέση ενός ποταµού, αφού είναι αρκετά δύσκολο να 

την εκτιµήσουµε αξιόπιστα αλλά και να αντιληφθούµε τα οφέλη από µία τέτοια 

αναπαραγωγή. Έτσι, η φειδωλή χρήση στατιστικών χαρακτηριστικών που 

αναπαράγονται συνθετικά πρέπει να αποτελεί κύρια µέριµνα του µελετητή ή του 

ερευνητή. Έχοντας πλέον αποφασίσει ποια στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού 

δείγµατος έχει φυσικό νόηµα να διατηρήσουµε, πρέπει να επιλέξουµε (από τα ήδη 

υπάρχοντα) ή να αναπτύξουµε το κατά το δυνατόν απλούστερο και ταχύτερο µοντέλο 

που θα µας αναπαράγει αξιόπιστα τα στατιστικά χαρακτηριστικά ενδιαφέροντος του 

ιστορικού δείγµατος. Για παράδειγµα, αν υπάρχει το απλό µοντέλο (Α) που µας 

εξασφαλίζει την αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών ενδιαφέροντος, δεν 

υπάρχει κανένας λόγος  να επιλέξουµε την χρήση ενός συνθετότερου µοντέλου (Β) που 

θα αναπαράγει τα ίδια στατιστικά χαρακτηριστικά κατά τρόπο συνθετότερο. Με τους 

παραπάνω συλλογισµούς καταλήξαµε στην απαίτηση για φειδωλότητα στις 

χρησιµοποιούµενες από το µοντέλο παραµέτρους, που αποτελεί µία ακόµη µέριµνα για 

τον µελετητή ή τον ερευνητή.   

Το ερώτηµα που ανακύπτει, είναι το ποια στατιστικά χαρακτηριστικά του 

ιστορικού δείγµατος έχει φυσικό και πρακτικό νόηµα να αναπαράγουµε στις συνθετικές 

χρονοσειρές. Η απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα σίγουρα δεν είναι µονοσήµαντη. 

Ανάλογα µε την ακρίβεια της αναλύσεως που θέλουµε να πραγµατοποιήσουµε, 

διαφοροποιούνται και οι απαιτήσεις τις εκάστοτε στοχαστικής αναπαραγωγής των 

στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού δείγµατος. Πάντως στην περίπτωση που 

αναφερόµαστε σε φυσικές υδρολογικές χρονοσειρές περισσοτέρων από µία θέσεων 

ενδιαφέροντος που είναι συσχετισµένες µεταξύ τους (πολυµεταβλητή στοχαστική 

προσοµοίωση), µία αρκετά ικανοποιητική προσέγγιση του διαθέσιµου ιστορικού 

δείγµατος από ένα συνθετικό θα µπορούσε να επιτευχθεί µε την αναπαραγωγή των 

ακόλουθων στατιστικών χαρακτηριστικών (Matalas et al.,1976): 

• της εποχιακής (µηνιαίας) µέσης τιµής της εκάστοτε µελετούµενης θέσεως, 

• της µέσης τιµής του έτους της εκάστοτε µελετούµενης θέσεως, 

• της εποχιακής (µηνιαίας) τυπικής απόκλισης της εκάστοτε µελετούµενης θέσεως, 

• της τυπικής απόκλισης του έτους της εκάστοτε µελετούµενης θέσεως, 

• του εποχιακού (µηνιαίου) συντελεστή ασυµµετρίας της εκάστοτε µελετούµενης 

θέσεως, 
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• του συντελεστή ασυµµετρίας του έτους της εκάστοτε µελετούµενης θέσεως, 

• του συντελεστή αυτοσυσχέτισης (autocorrelation coefficient) της κάθε εποχής 

(µήνα) της εκάστοτε µελετούµενης θέσεως, µε την προηγούµενη εποχή (µήνα) της 

ιδίας θέσεως, 

• των συντελεστών ετεροσυσχέτισης (crosscorrelation coefficients) της κάθε εποχής 

(µήνα) της εκάστοτε µελετούµενης θέσεως, µε την ίδια εποχή (µήνα) όλων των 

υπολοίπων υπό µελέτη θέσεων (περίπτωση πολυµεταβλητού µοντέλου). 

Πέραν των προαναφερθέντων στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού 

δείγµατος, η µακροπρόθεσµη µνήµη της ετήσιας χρονοσειράς της εκάστοτε 

µελετούµενης θέσεως (µακροπρόθεσµη εµµονή της ετήσιας χρονοσειράς) αποτελεί ένα 

καθοριστικό (αν όχι απαραίτητο) προς αναπαραγωγή στατιστικό χαρακτηριστικό 

(Koutsoyiannis, 2002b).  

Αξίζει να επισηµάνουµε, ότι ο όρος θέση χρησιµοποιείται στην περίπτωση που 

πρόκειται να γίνει ταυτόχρονη παραγωγή δύο ή περισσότερων διαφορετικών αλλά εν 

γένει συσχετισµένων συνθετικών χρονοσειρών, µε στόχο την αναπαραγωγή των από 

κοινού στατιστικών χαρακτηριστικών των συσχετισµένων χρονοσειρών του ιστορικού 

δείγµατος (π.χ. µηνιαίο ύψος απορροών στην θέση ενός ποταµού και µηνιαίο ύψος 

επιφανειακής βροχοπτώσεως στην λεκάνη απορροής της υπό µελέτη θέσεως του 

ποταµού).  

 

1.2 Αντικείµενο της εργασίας 
 

Αντικείµενο της παρούσας εργασίας, είναι η ανάπτυξη εύχρηστων υδρολογικών 

κυκλοστάσιµων στοχαστικών µοντέλων εποχιακής (µηνιαίας) κλίµακας που θα 

διατηρούν την βραχυπρόθεσµη µνήµη και την µακροπρόθεσµη εµµονή της ιστορικής 

χρονοσειράς, και ταυτόχρονα θα αναπαράγουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά αυτής σε 

περισσότερες από µία χρονικές κλίµακες (ετήσια και εποχιακή). Έτσι, σκοπός των 

µοντέλων αυτών είναι η άµεση παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών σε εποχιακή 

(µηνιαία) κλίµακα κατά τέτοιον τρόπο ώστε: 

• Να διατηρούνται τα στατιστικά χαρακτηριστικά εποχιακής (µηνιαίας) κλίµακας 

του ιστορικού δείγµατος (εποχιακές µέσες τιµές, εποχιακές τυπικές αποκλίσεις, 

εποχιακοί συντελεστές ασυµµετρίας, 1ης τάξεως συντελεστές αυτοσυσχέτισης 
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µεταξύ των εποχών της ιδίας θέσεως, µηδενικής ή/και 1ης τάξεως συντελεστές 

ετεροσυσχέτισης µεταξύ εποχών διαφορετικών θέσεων). 

• Να διατηρούνται τα στατιστικά χαρακτηριστικά της ετήσιας χρονοσειράς της 

εκάστοτε θέσεως ενδιαφέροντος (ετήσια µέση τιµή, ετήσια τυπική απόκλιση, 

ετήσιος συντελεστής ασυµµετρίας, µακροπρόθεσµη εµµονή).  

Η κυκλοστασιµότητα (cyclostationarity) των στοχαστικών µοντέλων που θα 

αναπτυχθούν στα επόµενα κεφάλαια αποσκοπεί στην αναπαραγωγή της δωδεκάµηνης 

περιοδικότητας των ιστορικών πραγµατοποιήσεων των υδρολογικών µεταβλητών µε 

ταυτόχρονη µέριµνα για την διατήρηση των ήδη αναφερθέντων στατιστικών 

χαρακτηριστικών εποχιακής κλίµακας. 

Η µακροπρόθεσµη εµµονή, η οποία ανακαλύφθηκε από τον Hurst (1951) και  

εµφανίζεται υπό την µορφή υψηλών συντελεστών αυτοσυσχέτισης των ετήσιων φυσικών 

χρονοσειρών ακόµα και για µεγάλα χρονικά βήµατα µετατόπισης (lags), αποτελεί ένα 

καθοριστικό στατιστικό χαρακτηριστικό κάθε υδρολογικής χρονοσειράς που κρίνεται 

σκόπιµο να αναπαράγεται.  

 

1.3 Ενδιαφέροντα σηµεία 
 

Η τεχνική του επιµερισµού (disaggregation technique), αν και δύναται να 

διατηρήσει τα στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος σε περισσότερες από 

µία χρονικές κλίµακες (π.χ. ετήσια και εποχιακή), παρουσιάζει κάποιες δυσκολίες 

(κυρίως στην εκτίµηση παραµέτρων), ανακρίβειες και γενικά αποτελεί µία αργή 

διαδικασία που υλοποιείται σε δύο ή περισσότερα βήµατα. Στο πρώτο βήµα παράγονται 

συνθετικές χρονοσειρές στην ανώτερη χρονική κλίµακα (π.χ. ετήσια), οι οποίες 

επιµερίζονται διαδοχικά (σε επόµενα βήµατα) σε µικρότερες του έτους χρονικές 

κλίµακες. 

 Την ίδια στιγµή, οι τεχνικές της άµεσης σειριακής προσοµοίωσης που βασίζονται 

στην παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών µε αναφορά σε µία και µόνο χρονική κλίµακα 

(π.χ. ετήσια ή εποχιακή), δύνανται να αναπαράγουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά της 

ιστορικής χρονοσειράς στην χρονική κλίµακα αναφοράς. Όµως κάτι τέτοιο δεν 

συνεπάγεται µία ανάλογη διατήρηση σε χρονικές κλίµακες που αποτελούν πολλαπλάσια 

ή υποπολλαπλάσια της χρονικής κλίµακας αναφοράς. 
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Η µη ύπαρξη, λοιπόν, κυκλοστάσιµων στοχαστικών µοντέλων που να παράγουν 

άµεσα συνθετικές χρονοσειρές σε εποχιακή (µηνιαία) κλίµακα, µε ταυτόχρονη 

διατήρηση και των ετήσιων στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού δείγµατος, 

καθώς και της µακροπρόθεσµης εµµονής της ιστορικής χρονοσειράς ενδιαφέροντος, 

ήταν ο κύριος λόγος που µας οδήγησε στην έναρξη µίας προσπάθειας για την ανάπτυξη 

εύχρηστων τέτοιων µοντέλων. 

Χρησιµοποιώντας βασικές αρχές της κλασικής στατιστικής και της θεωρίας  

στοχαστικών ανελίξεων, καθώς και στοιχεία θεωρίας άλγεβρας µητρώων σε συνδυασµό 

µε µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως πολυµεταβλητών συναρτήσεων, 

αναπτύξαµε τρία πλήρη µοντέλα συνθετικής αναπαραγωγής των στατιστικών 

χαρακτηριστικών ιστορικών υδρολογικών δειγµάτων. Εκτός των τριών αυτών µοντέλων 

που έδωσαν ικανοποιητικά αποτελέσµατα, δοκιµάστηκαν και δύο ακόµα προσεγγίσεις τα 

αποτελέσµατα των οποίων δεν ήταν ιδιαίτερα ικανοποιητικά. 

 

1.4 ∆ιάρθρωση της εργασίας 
 

 
Η εργασία περιλαµβάνει, εκτός από την παρούσα εισαγωγή (Κεφάλαιο 1), οκτώ 

Κεφάλαια και επτά Παραρτήµατα. 

Στο Κεφάλαιο 2 πραγµατοποιείται µία εκτενής επισκόπηση των ήδη υπαρχόντων 

στοχαστικών υδρολογικών µοντέλων, καθώς και των στατιστικών χαρακτηριστικών που 

δύνανται αυτά να αναπαράγουν αξιόπιστα. Ταυτόχρονα, και µέσα στα πλαίσια της 

επισκόπησης, πραγµατοποιείται εφαρµογή των παρουσιαζόµενων υδρολογικών 

µοντέλων στην συνθετική αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών φυσικών 

χρονοσειρών. 

Στο Κεφάλαιο 3 επιχειρείται µία συνοπτική παρουσίαση των βασικών εννοιών 

πάνω σε θέµατα άλγεβρας µητρώων και µη γραµµικής βελτιστοποίησης πραγµατικών 

συναρτήσεων διανυσµατικής µεταβλητής, µε στόχο την παρουσίαση τόσο της 

θεωρητικής βάσης όσο και των αριθµητικών µεθόδων που χρησιµοποιούνται κατά την 

ανάπτυξη των στοχαστικών µοντέλων των εποµένων κεφαλαίων. 

Στο Κεφάλαιο 4 πραγµατοποιείται η παρουσίαση και η απαραίτητη στατιστική 

ανάλυση των φυσικών χρονοσειρών που χρησιµοποιούνται κατά την παρουσίαση των 

ήδη υπαρχόντων µοντέλων, καθώς και κατά τον έλεγχο των µοντέλων που ανεπτύχθησαν 

στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. 
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Στο Κεφάλαιο 5 αναπτύσσεται, εφαρµόζεται και ελέγχεται το πολυµεταβλητό 

µοντέλο MPARSMAF (Multivariate Periodic Autoregressive model with Symmetric 

Moving Average Filter) που βασίζεται στον συνδυασµό ενός µοντέλου MPAR(1) 

(Multivariate Periodic Autoregressive model) και ενός φίλτρου SMA (Symmetric 

Moving Average model). 

Στο Κεφάλαιο 6 αναπτύσσεται, εφαρµόζεται και ελέγχεται το µονοµεταβλητό 

µοντέλο PSMA (Periodic Symmetric Moving Average model), το οποίο όντας ένα 

µοντέλο Συµµετρικά Κινούµενου Μέσου όρου αλλά µε περιοδικά µεταβαλλόµενες 

παραµέτρους δύναται να αναπαράγει την κυκλοστασιµότητα και την µακροπρόθεσµη 

εµµονή ιστορικών χρονοσειρών. 

Στο Κεφάλαιο 7 αναπτύσσεται, εφαρµόζεται και ελέγχεται  το µονοµεταβλητό 

µοντέλο Splitmodel, το οποίο βασίζεται στην ιδέα του διαχωρισµού της βραχυπρόθεσµης 

µνήµης και της κυκλοστασιµότητας από την µακροπρόθεσµη εµµονή. 

Στο Κεφάλαιο 8 γίνεται µία σύγκριση (κυρίως µέσω πινάκων και διαγραµµάτων) 

των µοντέλων που αναπτύχθηκαν, τόσο µεταξύ τους όσο και µε τα ήδη υπάρχοντα 

χρησιµοποιούµενα µοντέλα. 

Στο Κεφάλαιο 9 συνοψίζονται τα κύρια συµπεράσµατα της παρούσας εργασίας, 

ενώ ταυτόχρονα διατυπώνονται ορισµένες προτάσεις για µελλοντική έρευνα. 

Με στόχο την ελάφρυνση του κυρίως κειµένου της παρούσας εργασίας, 

αποφασίστηκε κάποιες προσπάθειες που έγιναν αλλά δεν έδωσαν ιδιαίτερα 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα να παρατεθούν στα παραρτήµατα Α, Β, και τα 

προγράµµατα που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της παρούσας εργασίας να παρατεθούν 

στα παραρτήµατα Γ-Ζ. 

Στο Παράρτηµα Α αναπτύσσεται, εφαρµόζεται και ελέγχεται µία παραλλαγή του 

µοντέλου PSMA καλούµενη µοντέλο PPSMA (Parametric Periodic Symmetric Moving 

Average model), κατά την οποία εφαρµόζεται µία µορφή παραµετροποίησης µε στόχο 

την µείωση του απαιτούµενου υπολογιστικού χρόνου. 

Στο Παράρτηµα Β αναπτύσσεται το πολυµεταβλητό µοντέλο 3MPAR1 που 

βασίζεται στην επαλληλία τυχαίων διακυµάνσεων πολλαπλής κλίµακας (multiple time-

scale fluctuation approach). Οι εν λόγω διακυµάνσεις υλοποιούνται µέσω του 

αθροίσµατος ενός µοντέλου MPAR(1) (Multivariate Periodic Autoregressive model) και 

δύο µοντέλων MAR(1) (Multivariate Autoregressive model). 
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Στο Παράρτηµα Γ παρατίθεται το πρόγραµµα που αναπτύχθηκε για την 

παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών µε χρήση του µοντέλου SMA (Symmetric Moving 

Average model). 

Στο Παράρτηµα ∆ παρατίθεται το πρόγραµµα που αναπτύχθηκε για την 

παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών µε χρήση του µοντέλου MPAR(1) (Multivariate 

Periodic Autoregressive model). 

Στο Παράρτηµα Ε παρατίθεται το πρόγραµµα που αναπτύχθηκε µε στόχο την 

εφαρµογή και τον έλεγχο του µοντέλου MPARSMAF (Multivariate Periodic 

Autoregressive model with Symmetric Moving Average Filter) στην αναπαραγωγή των 

βραχυπρόθεσµων και µακροπρόθεσµων στατιστικών χαρακτηριστικών υδρολογικών 

χρονοσειρών. 

Στο παράρτηµα ΣΤ παρατίθενται τα προγράµµατα που αναπτύχθηκαν στα 

πλαίσια της εφαρµογής και ελέγχου των µοντέλων PSMA (Periodic Symmetric Moving 

Average model) και PPSMA (Parametric Periodic Symmetric Moving Average model) 

που αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο 6 και στο παράρτηµα Α αντίστοιχα. 

Τέλος, στο Παράρτηµα Ζ παρατίθενται τα προγράµµατα που αναπτύχθηκαν µε 

στόχο την εφαρµογή και τον έλεγχο του µοντέλου Splitmodel στην αναπαραγωγή των 

βραχυπρόθεσµων και µακροπρόθεσµων στατιστικών χαρακτηριστικών υδρολογικών 

χρονοσειρών. 
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2 Επισκόπηση στοχαστικών µοντέλων 

 
 

Στις σελίδες που ακολουθούν γίνεται µία προσπάθεια εκτενούς αναφοράς στη 

βιβλιογραφία µε ιδιαίτερη έµφαση στα υπάρχοντα στοχαστικά µοντέλα, καθώς και 

στα στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος που µπορούν αυτά να 

αναπαράγουν αξιόπιστα. 

 

2.1 Η ιστορική εξέλιξη της στοχαστικής υδρολογίας 

Οι συνθετικές χρονοσειρές εισήχθησαν στην υδρολογία, και µάλιστα σε 

µελέτες αξιοπιστίας υδατικών πόρων, στις αρχές του 20ου αιώνα. Ο Hazen (1914) 

θέλοντας να παράγει συνθετικές χρονοσειρές απορροών, χρησιµοποίησε µία 

εµπειρική µέθοδο1 βάσει της οποίας οι συνθετικές χρονοσειρές αποτελούσαν προϊόν 

ιστορικών χρονοσειρών διαφορετικών ποταµών που είχαν συνδυαστεί µεταξύ τους 

µετά από κατάλληλη προσαρµογή (Grygier & Stedinger, 1990). Η µεγάλη πρόοδος 

που σηµείωσαν τα µαθηµατικά και η φυσική την δεκαετία του 1940, καθώς και η 

ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών είχαν ως αποτέλεσµα την σταδιακή 

θεµελίωση της στοχαστικής υδρολογίας. Πιο συγκεκριµένα, η ανάπτυξη της µεθόδου 

Monte Carlo από τον Stanislaw Ulam το 1946 αποτέλεσε σηµείο σταθµό για την 

στοχαστική προσοµοίωση γενικά, και για την στοχαστική υδρολογία ειδικότερα2.  

Η µέθοδος Monte Carlo σύντοµα γνώρισε µεγάλη ανάπτυξη και 

χρησιµοποιήθηκε τόσο από τον Ulam όσο και από άλλους µεγάλους µαθηµατικούς 

και φυσικούς (John von Neumann, Nicholas Metropolis, Enrico Fermi) του 

ερευνητικού κέντρου Los Alamos για τον αριθµητικό υπολογισµό ορισµένων 

ολοκληρωµάτων που προέκυπταν κατά την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων που 

διέπουν το φαινόµενο της διαχύσεως νετρονίων. Τυπικά, η ιστορία της µεθόδου 

Monte Carlo ξεκινά το 1949 µε την επιστηµονική δηµοσίευση των Metropolis & 

Ulam. 
                                                 
1 Επισηµαίνεται ότι το 1914 δεν είχε αναπτυχθεί ακόµα η θεωρία στοχαστικών ανελίξεων. 
2 Ο Ulam εφηύρε την µέθοδο Monte Carlo παίζοντας το παιχνίδι της πασιέτζας κατά την διάρκεια της 
ανάρρωσής του από µία ασθένεια. Προσπαθώντας να υπολογίσει την πιθανότητα να κερδίσει στο εν 
λόγω παιχνίδι διαπίστωσε ότι οι αναλυτικές µέθοδοι παρουσιάζονταν ιδιαίτερα επίπονες και έτσι 
σκέφτηκε να επαναλάβει το παιχνίδι εκατό φορές και γνωρίζοντας πλέον τον αριθµό των παιχνιδιών 
που είχε κερδίσει να υπολογίσει αντί της θεωρητικής µία πιθανότητα που βασίζεται στην 
δειγµατοληπτική τεχνική (πειραµατική πιθανότητα). 
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Στον τοµέα των υδατικών πόρων  το πρώτο καθοριστικό βήµα έγινε από τον 

Barnes (1954) µε την παραγωγή ασυσχέτιστων ετήσιων δεδοµένων για µία θέση 

ενδιαφέροντος που ακολουθούν κανονική κατανοµή. Ακολουθούν οι εργασίες των 

Maass et al.(1962) και Thomas & Fiering (1962) πάνω στην παραγωγή χρονικά 

συσχετισµένων ασύµµετρων συνθετικών χρονοσειρών, οι οποίες περιέχονται στο 

βιβλίο Design of Water Resource Systems. Πρώτος ο Beard (1965) και αργότερα ο 

Matalas (1967) δηµοσιεύουν τις εργασίες τους πάνω στην ταυτόχρονη παραγωγή 

συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών για περισσότερες από µία θέσεις 

ενδιαφέροντος. Το 1970 κυκλοφορεί το κλασσικό βιβλίο Time Series Analysis, 

Forecasting and Control (Box & Jenkins, 1970) που πραγµατεύεται την ανάλυση και 

την σύνθεση χρονοσειρών, την ταξινόµηση των στοχαστικών µοντέλων και την 

εφαρµογή τους στην προσοµοίωση και την πρόγνωση. Το 1976 στο κλασσικό βιβλίο 

Systems Approach to Water Management (Matalas et al., 1976) πραγµατοποιείται η 

κωδικοποίηση των διάφορων µοντέλων πολυµεταβλητής στοχαστικής προσοµοίωσης 

υδρολογικών διεργασιών, ενώ το 1985 κυκλοφορεί το βιβλίο Random Functions in 

Hydrology  (Bras et al., 1985) που εµβάθυνε στην χρήση της στοχαστικής 

υδρολογίας.     

 

2.2 Ορισµοί 

Πριν προχωρήσουµε στην επισκόπηση των ήδη υπαρχόντων στοχαστικών 

µοντέλων κρίνεται σκόπιµο να οριστούν κάποιες βασικές έννοιες που 

χρησιµοποιούνται στις ακόλουθες σελίδες. 

Με τον όρο στοχαστική ανέλιξη ορίζουµε την απειροπληθή ακολουθία τυχαίων 

αριθµών µε δείκτη τον χρόνο ή τον χώρο (Papoulis, 1990). 

Με τον όρο στάσιµη στοχαστική ανέλιξη ορίζουµε την απειροπληθή ακολουθία 

τυχαίων αριθµών µε δείκτη τον χρόνο, της οποίας τα στατιστικά χαρακτηριστικά 

παραµένουν σταθερά και ανεξάρτητα των τιµών που λαµβάνει ο δείκτης (Papoulis, 

1990).  

 Με τον όρο κυκλοστάσιµη στοχαστική ανέλιξη ορίζουµε την απειροπληθή 

ακολουθία τυχαίων αριθµών µε δείκτη τον χρόνο, της οποίας τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά µεταβάλλονται περιοδικά συναρτήσει των τιµών του δείκτη 

(Gardner, 1990). 
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 Με τον όρο χρονοσειρά ορίζουµε την πραγµατοποίηση µίας στοχαστικής 

ανελίξεως (Papoulis, 1990). 

 Με τον όρο µαθηµατικό µοντέλο ορίζουµε την αφαιρετική αλλά κατά το 

δυνατόν πλήρη απεικόνιση ενός πραγµατικού συστήµατος µε ένα σύνολο 

µαθηµατικών σχέσεων, αριθµητικών δεδοµένων και αλγορίθµων. Ένα µαθηµατικό 

µοντέλο που βασίζεται στην θεωρία στοχαστικών ανελίξεων ή/και οι αλγόριθµοί του 

χρησιµοποιούν τυχαίους αριθµούς, καλείται στοχαστικό µοντέλο. 

 

2.3 Μονοµεταβλητά µοντέλα οικογένειας ARMA 

Τα µοντέλα της οικογένειας ARMA(p, q) (Autoregressive Moving Average 

models) είναι µονοµεταβλητά στάσιµα µοντέλα αυτοπαλινδρόµησης τάξεως p και 

κινούµενου µέσου όρου τάξεως q. Η γενική εξίσωση που περιγράφει την οικογένεια 

των µοντέλων ARMA (Μιµίκου, 1994, σελ. 193; Shaw, 1994, σελ. 394; Box & 

Jenkins, 1970, σελ. 74) δίδεται από την σχέση,  

 

  Xt = φp,1 Xt-1+ φp,2 Xt-2+… + φp,p Xt-p+Vt+θq,1 Vt-1+… + θq,q Vt-q      (2.1) 

 

όπου Χt στάσιµη στοχαστική ανέλιξη, t το χρονικό διάστηµα αναφοράς και Vt 

ασυσχέτιστες µεταξύ τους τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν δεδοµένη κατανοµή 

(µεταβλητές λευκού θορύβου). 

Με βάση τα παραπάνω, η οικογένεια των µοντέλων ARMA, βασίζεται στην 

γραµµική συσχέτιση των προηγούµενων της χρονικής στιγµής ενδιαφέροντος 

πραγµατοποιήσεων της τυχαίας µεταβλητής Xt, καθώς και στην γραµµική συσχέτιση 

των προηγούµενων της χρονικής στιγµής ενδιαφέροντος πραγµατοποιήσεων του 

λευκού θορύβου Vt. Ο προσδιορισµός των παραµέτρων του µοντέλου φp,i (i = 1, …, p) 

και θq,i (i = 1, …, q), µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε την µέθοδο των ροπών (method 

of moments), την µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας (method of maximum 

likelihood), καθώς και µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (method of least 

squares). Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης παραπέµπεται στη 

βιβλιογραφία (Salas, 1993, σελ. 19.20-19.25; Brockwell et al, 1996, σελ. 369-373).  

Υποκατηγορία των µοντέλων ARMA(p, q) αποτελούν τα µοντέλα AR(p) και 

τα µοντέλα MA(q). Τα µοντέλα AR(p) (Αutoregressive models of order p, µοντέλα 
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αυτοπαλινδρόµησης τάξεως p) (Μιµίκου, 1994, σελ. 185-191; Brockwell et al., 1996, 

σελ.82) που περιγράφονται από την εξίσωση,  

 

  Xt =φp,1 Xt-1+ φp,2 Xt-2+… + φp,p Xt-p+Vt     (2.2) 

 

προκύπτουν από τα ARMA(p, q) για q = 0.  

Τα µοντέλα MA(q) (Moving Average models of order q, µοντέλα κινούµενου µέσου 

όρου τάξεως q) (Μιµίκου, 1994, σελ. 191-193; Brockwell et al., 1996, σελ.82) που 

περιγράφονται από την εξίσωση, 

  

  Xt = Vt+θq,1 Vt-1+… + θq,q Vt-q      (2.3) 

 

προκύπτουν από τα ARMA(p, q) για p=0. 

Πάντως αξίζει να αναφέρουµε ότι ενώ τα παραπάνω µοντέλα εµφανίζονται 

απλά ως προς τον προσδιορισµό των παραµέτρων τους για µικρές τιµές  των p και q, 

στην περίπτωση όπου το άθροισµα των p και q υπερβεί την τιµή 2 (p + q > 2), τότε η 

διαδικασία αυτού του προσδιορισµού παύει να είναι πλέον απλή. 

Στην περίπτωση που αναφερόµαστε στην υποκατηγορία των µοντέλων AR(p) 

και για p > 1, o προσδιορισµός των παραµέτρων του µοντέλου αυτοπαλινδρόµησης  

απαιτεί την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος γνωστού και µε τον όρο «εξισώσεις 

Yule – Walker» (Box & Jenkins, 1970, σελ. 56). Όπως είναι προφανές, η επίλυση 

αυτού του γραµµικού συστήµατος είναι δυνατόν να πραγµατοποιηθεί είτε µε αριθµό 

εξισώσεων ίσο µε τον αριθµό των αγνώστων, οπότε το σύστηµα έχει µία ή καµία 

λύση, είτε µε αριθµό εξισώσεων µικρότερο του αριθµού των αγνώστων, οπότε το 

σύστηµα έχει άπειρες λύσεις. Στην πρώτη περίπτωση και για δεδοµένο 

αυτοσυσχετόγραµµα της ιστορικής χρονοσειράς, είναι δυνατόν να µην µπορούµε να 

προσδιορίσουµε τις παραµέτρους του µοντέλου AR(p) (αδύνατο σύστηµα). Στην 

δεύτερη περίπτωση, αναγόµαστε σε ένα πρόβληµα ευρέσεως µίας εκ των απείρων 

λύσεων του γραµµικού συστήµατος (σύστηµα αόριστο). Ένας τρόπος επίλυσης του 

προαναφερθέντος αόριστου συστήµατος, είναι η εφαρµογή της µεθόδου του 

γενικευµένου αντίστροφου µητρώου ελάχιστης νόρµας για την εύρεση της ελάχιστης 

λύσεως (βλέπε ενότητα 3.4). Η παραπάνω µέθοδος, λόγω της µη ύπαρξης 

περιορισµών ως προς την τελικά επιτυγχανόµενη λύση, είναι δυνατόν να οδηγήσει σε 

παραµέτρους του µοντέλου που αλλοιώνουν την στασιµότητα της συνθετικής 
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αναπαραγωγής (Μιµίκου, 1994, σελ. 186; Box & Jenkins, 1970, σελ. 49-53). Αν 

θελήσουµε να εισάγουµε κάποιους περιορισµούς ως προς τις τελικά επιτυγχανόµενες 

από το µοντέλο αυτοσυσχετίσεις, τότε προκύπτει πρόβληµα γραµµικής 

βελτιστοποιήσεως µε περιορισµούς που µπορεί να επιλυθεί µε την µέθοδο Simplex 

(για περισσότερες πληροφορίες πάνω στην µέθοδο Simplex ο αναγνώστης 

παραπέµπεται στη βιβλιογραφία: Μιµίκου,1994, σελ. 244-248; Chapra et al., σελ. 

381-386).   

Στην περίπτωση που αναφερόµαστε στην υποκατηγορία των µοντέλων ΜΑ(q) 

και για q > 1, o προσδιορισµός των παραµέτρων του µοντέλου κινούµενου µέσου 

όρου απαιτεί την επίλυση ενός µη γραµµικού συστήµατος (Koutsoyiannis, 2000). 

Όπως είναι προφανές, η επίλυση αυτού του µη γραµµικού συστήµατος είναι δυνατόν 

να πραγµατοποιηθεί είτε µε αριθµό εξισώσεων ίσο µε τον αριθµό των αγνώστων, είτε 

µε αριθµό εξισώσεων µικρότερο του αριθµού των αγνώστων. Στην πρώτη περίπτωση 

αναγόµαστε στην εύρεση µίας εκ των λύσεων ενός µη γραµµικού συστήµατος (αν 

βέβαια αυτή υπάρχει), ενώ στη δεύτερη περίπτωση έχουµε να επιλύσουµε ένα 

πρόβληµα µη γραµµικής βελτιστοποίησης.  

Στην γενική περίπτωση των µοντέλων ARMA(p, q), µε p + q >1 και p, q ≠ 0, 

o προσδιορισµός των παραµέτρων του µοντέλου αυτοπαλινδρόµησης τάξεως p και 

κινούµενου µέσου όρου τάξεως q, απαιτεί την βελτιστοποίηση ενός µη γραµµικού 

συστήµατος µε αριθµό εξισώσεων µικρότερου του αριθµού των αγνώστων. 

∆ιαπιστώνουµε λοιπόν ότι τα µοντέλα της οικογένειας ARMA δεν είναι 

ιδιαίτερα εύκολα στην χρήση τους στην περίπτωση που οι απαιτήσεις ως προς τις 

διατηρούµενες από το µοντέλο αυτοσυσχετίσεις  παρουσιάζονται αυξηµένες. Έτσι 

λόγω της απλότητας του προσδιορισµού των παραµέτρων τους, µόνο τα µοντέλα 

AR(1), AR(2) και ARMA(1, 1) έχουν επικρατήσει και εµφανίζονται στις 

περισσότερες πρακτικές εφαρµογές στο πεδίο της στοχαστικής υδρολογίας. 

 

Χαρακτηριστικά των µοντέλων οικογένειας ΑRMA 

Για την εφαρµογή των µοντέλων ARMA, απαραίτητη προϋπόθεση είναι η 

ύπαρξη στασιµότητας στην στοχαστική ανέλιξη της οποίας τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά θέλουµε να αναπαράγουµε συνθετικά. Για µη στάσιµες στοχαστικές 

ανελίξεις έχουν αναπτυχθεί τα µοντέλα ARIMA(p, d, q) (Integrated Autoregressive 

Moving Average models) τα οποία εφαρµόζουν διαφόριση d τάξεως της µη στάσιµης 
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στοχαστικής ανελίξεως (Μιµίκου, 1994, σελ. 202; Brockwell et al., 1996, σελ.178-

185).  

Τα µοντέλα ARMA(p, q), στην περίπτωση που εφαρµόζονται για 

αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών στασίµων στοχαστικών ανελίξεων 

είναι σε θέση να διατηρήσουν: 

• την µέση τιµή της στάσιµης στοχαστικής ανέλιξης, 

• την τυπική απόκλιση της στάσιµης στοχαστικής ανέλιξης, 

• τον συντελεστή ασυµµετρίας της στάσιµης στοχαστικής ανέλιξης, 

(εφαρµόζοντας λευκό θόρυβο µε ασυµµετρία), 

• τους συντελεστές αυτοσυσχέτισης της στάσιµης στοχαστικής ανέλιξης, έως 

και  χρονικό βήµα µετατόπισης p + q. 

 

Μέθοδοι εφαρµογής των µοντέλων ARMA σε κυκλοστάσιµες χρονοσειρές 

Η ανάγκη για απλούστευση των αριθµητικών πράξεων, οδήγησε στην 

εξεύρεση µεθόδων εφαρµογής των ήδη υπαρχόντων απλών στασίµων στοχαστικών 

µοντέλων AR(1), AR(2), ARMA(1, 1) σε κυκλοστάσιµες χρονοσειρές (π.χ. 

χρονοσειρές µέσων µηνιαίων απορροών). Οι µέθοδοι αυτές βασίζονται στην 

εφαρµογή µετασχηµατισµών στις εµπλεκόµενες τυχαίες µεταβλητές µε στόχο την 

στασιµοποίηση της ιστορικής κυκλοστάσιµης χρονοσειράς ως προς τις περιθώριες 

κατανοµές πιθανοτήτων των εποχών (µηνών) του έτους.  

Μία τέτοια µορφή µετασχηµατισµού είναι ο γραµµικός µετασχηµατισµός,   

 

  Zs= 
Χs - µs
σs

         (2.4) 

 

γνωστός και ως «κυκλική τυποποίηση» (Cleveland et al., 1990; Salas, 1993, σελ. 

19.7). Με Χs συµβολίζεται η τυχαία µεταβλητή που αντιστοιχεί στην εποχή (µήνα) s, 

µε µέση τιµή µs και τυπική απόκλιση σs. Το αποτέλεσµα του παραπάνω γραµµικού 

µετασχηµατισµού είναι η στοχαστική ανέλιξη Ζs που είναι στάσιµη ως προς την µέση 

τιµή της που είναι ίση µε το µηδέν, και ως προς την τυπική της απόκλιση που είναι 

ίση µε τη µονάδα. 

Στην συνέχεια εφαρµογής της µεθόδου της κυκλικής τυποποίησης, 

προσδιορίζονται οι απαιτούµενοι από το µοντέλο συντελεστές αυτοσυσχέτισης της 

στασιµοποιηµένης ιστορικής χρονοσειράς και εφαρµόζεται κάποιο από τα µοντέλα 
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της οικογένειας ARMA για την παραγωγή της ζητούµενης χρονοσειράς συνθετικών 

πραγµατοποιήσεων. Η παραγόµενη όµως συνθετική χρονοσειρά έχει µέση τιµή µηδέν 

και τυπική απόκλιση µονάδα. Έτσι εφαρµόζεται στη συνθετική χρονοσειρά, ο 

αντίστροφος της σχέσεως (2.4) µετασχηµατισµός 

 

  Χs = Zs σs+ µs        (2.5) 

 

Αποτέλεσµα του µετασχηµατισµού (2.5) της συνθετικής χρονοσειράς, είναι η 

επιτυχής αναπαραγωγή των µέσων τιµών και των τυπικών αποκλίσεων των εποχών 

(µηνών) της ιστορικής χρονοσειράς στο παραγόµενο συνθετικό δείγµα.  

Η µέθοδος της κυκλικής τυποποιήσεως, είναι ιδιαίτερα απλή αλλά 

παρουσιάζει κάποια µειονεκτήµατα, τα οποία περιγράφονται στην συνέχεια. 

Ως αυτήν την στιγµή έχουµε αναφέρει ότι η κυκλική τυποποίηση σε 

συνδυασµό µε κάποιο στοχαστικό µοντέλο της οικογένειας ARMA(p, q), είναι σε 

θέση να εξασφαλίσει την επιτυχή αναπαραγωγή της µέσης τιµής και της τυπικής 

απόκλισης της εκάστοτε εποχής (µήνα) του ιστορικού δείγµατος. Επιπλέον, η 

γραµµικότητα της εκτιµήτριας της µέσης τιµής µας παρέχει την βεβαιότητα πως αν 

διατηρούνται οι µέσες τιµές των εποχών (µηνών) του ιστορικού δείγµατος στο 

συνθετικό δείγµα, τότε διατηρείται ταυτόχρονα και η µέση τιµή της ετήσιας 

ιστορικής χρονοσειράς στο συνθετικό δείγµα. Κάτι ανάλογο όµως δεν συµβαίνει µε 

την ετήσια τυπική απόκλιση της συνθετικής χρονοσειράς. Όπως εύκολα µπορεί να 

αποδειχθεί θεωρητικά, η διατήρηση της τυπικής αποκλίσεως των εποχιακών 

(µηνιαίων) συναθροίσεων (τυπική απόκλιση έτους) απαιτεί πλην της διατήρησης των 

διασπορών των εποχών (µηνών) και την διατήρηση όλων των συσχετίσεων µεταξύ 

των εποχών (µηνών), κάτι που είναι ιδιαίτερα δυσχερές. 

Ένα ακόµα µειονέκτηµα της εφαρµογής κυκλικής τυποποιήσεως µε σκοπό την 

στασιµοποίηση της ιστορικής χρονοσειράς και την µετέπειτα «κυκλοστασιµοποίηση» 

της συνθετικής αρχικά στάσιµης χρονοσειράς, µπορεί να εντοπισθεί στο γεγονός ότι 

κανένας γραµµικός µετασχηµατισµός δεν είναι σε θέση να επηρεάσει τον συντελεστή 

ασυµµετρίας της εκάστοτε εποχής (µήνα) του συνθετικού δείγµατος. Κατά αυτόν τον 

τρόπο ακόµα και αν χρησιµοποιήσουµε λευκό θόρυβο µε ασυµµετρία στο στάσιµο 

στοχαστικό µοντέλο, είναι αδύνατον να επιτύχουµε την διαφοροποίηση του 

συντελεστή ασυµµετρίας του συνθετικού δείγµατος από εποχή σε εποχή, αφού όλες 

οι εποχές του συνθετικού δείγµατος θα έχουν εξορισµού ίσο συντελεστή 
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ασυµµετρίας. Σύµφωνα µε όλα όσα αναφέρθηκαν είναι, προφανώς, αδύνατη και η 

αναπαραγωγή του ετήσιου συντελεστή ασυµµετρίας του ιστορικού δείγµατος στη 

συνθετική χρονοσειρά.    

Ένα ακόµα µειονέκτηµα της εφαρµογής κυκλικής τυποποίησης σε συνδυασµό 

µε κάποιο στάσιµο στοχαστικό µοντέλο, έχει σχέση µε την διαφοροποίηση του 

συντελεστή συσχέτισης µεταξύ των εποχών (µηνών) της ιστορικής χρονοσειράς. 

Είναι εύκολο να αποδειχθεί θεωρητικά πως οποιοσδήποτε γραµµικός 

µετασχηµατισµός αδυνατεί να µεταβάλει τον συντελεστή συσχέτισης µεταξύ των 

εποχών (µηνών) της ιστορικής ή της συνθετικής χρονοσειράς. Για παράδειγµα, αν σε 

ένα µοντέλο AR(1) επιλεχθεί συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως ίσος µε τον 

συντελεστή συσχέτισης του Οκτωβρίου µε τον Σεπτέµβριο, τότε ο συντελεστής 

συσχέτισης κάθε µήνα µε τον προηγούµενό του θα είναι ίσος µε αυτόν του 

Οκτωβρίου µε τον Σεπτέµβριο, κάτι που φυσικά έρχεται σε αντίθεση µε τα ιστορικά 

δεδοµένα. 

Η αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας χρονοσειράς των 

ιστορικών δεδοµένων, είναι σίγουρο πως σε καµία περίπτωση δεν µπορεί να 

πραγµατοποιηθεί µε εφαρµογή µοντέλων της οικογένειας ARMA(p, q) ανεξάρτητα 

της χρήσεως ή όχι της µεθόδου της κυκλικής τυποποιήσεως. Το παραπάνω γεγονός 

οφείλεται στην ταχύτατη µείωση του συντελεστή αυτοσυσχέτισης για βήµατα 

χρονικής µετατόπισης µεγαλύτερα της τάξεως p του µοντέλου (Koutsoyiannis, 

2002b).  

Στα Σχήµατα 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 και 2.8, παρουσιάζονται τα 

διαγράµµατα σύγκρισης των στατιστικών χαρακτηριστικών µίας κυκλοστάσιµης 

ιστορικής χρονοσειράς και του αποτελέσµατος της αναπαραγωγής των στατιστικών 

της χαρακτηριστικών µέσω της µεθόδου της κυκλικής τυποποιήσεως σε συνδυασµό 

µε ένα στάσιµο µοντέλο AR(1). Η χρησιµοποιούµενη ιστορική χρονοσειρά είναι η 

χρονοσειρά µηνιαίων υψών απορροής του Βοιωτικού Κηφισού στην θέση εξόδου του 

στην διώρυγα Καρδίτσας (βλέπε ενότητα 4.2). Ως συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης 

τάξεως του µοντέλου AR(1) χρησιµοποιήθηκε ο συντελεστής συσχέτισης του µήνα 

Οκτωβρίου µε τον µήνα Σεπτέµβριο, και ως συντελεστής ασυµµετρίας της τυχαίας 

µεταβλητής του µοντέλου AR(1) ελήφθη ο συντελεστής ασυµµετρίας του µήνα 

Οκτωβρίου. Επισηµαίνεται ότι τα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής 

χρονοσειράς έχουν προέλθει από στοχαστική προσοµοίωση µήκους 5000 ετών. 
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Σχήµα 2.2 Ραβδόγραµµα ετησίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος 
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Σχήµα 2.3 Ραβδόγραµµα µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος 
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Σχήµα 2.6 Ραβδόγραµµα ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος 
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Σχήµα 2.8 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των αυτοσυσχετίσεων της ετήσιας ιστορικής και συνθετικής 

χρονοσειράς για τα 20 πρώτα βήµατα χρονικής µετατόπισης 
 
 

Με σκοπό την πλήρη αναπαραγωγή των εποχιακών (π.χ. µηνιαίων) 

περιθώριων κατανοµών πιθανοτήτων του ιστορικού δείγµατος στο συνθετικό έχει 

προταθεί ένας µη γραµµικός µετασχηµατισµός (Montanari, 2003), ο οποίος έχει ως 

στόχο την κανονικοποίηση των τυχαίων µεταβλητών που περιγράφουν την 

διαδικασία σε εποχιακή (µηνιαία) κλίµακα. Προϋπόθεση για την εφαρµογή του εν 

λόγω µετασχηµατισµού είναι η γνώση των περιθώριων κατανοµών πιθανοτήτων των 

µεταβλητών που περιγράφουν την διαδικασία σε εποχιακό (π.χ. µηνιαίο) επίπεδο. 

Κάτι τέτοιο µπορεί εύκολα να επιτευχθεί µέσω χρήσεως της «πειραµατικής 

πιθανότητας» που µπορεί να υπολογιστεί µέσω του τύπου του Weibull (Μιµίκου, 

1994, σελ. 316; Stedinger et al.,1993, σελ. 18.23; Montanari, 2003): 
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  F(st)= P[St ≤ st] = 
jt

n+1           (2.6) 

 

όπου St η τυχαία µεταβλητή της οποία ζητείται η περιθώρια κατανοµή πιθανοτήτων, 

st η εκάστοτε πραγµατοποίηση της µεταβλητής St, jt η θέση που κατέχει η 

πραγµατοποίηση st στο ιστορικό δείγµα όταν αυτό έχει καταταχθεί σε αύξουσα σειρά 

και n το πλήθος των στοιχείων του ιστορικού δείγµατος. 

Αφού προσδιορισθεί η περιθώρια κατανοµή πιθανοτήτων της κάθε εποχής 

(µήνα) του ιστορικού δείγµατος, εφαρµόζεται ο µετασχηµατισµός κανονικού 

ποσοστηµορίου [Normal Quantile Transform (NQT)] (Kelly et al., 1997), 

 

  NSi(t) = Q-1[P(Si
t ≤ si

t)]       (2.7) 

 

στις πραγµατοποιήσεις της εκάστοτε εποχής του ιστορικού δείγµατος. Επισηµαίνεται, 

ότι µε Q-1 συµβολίζεται το αντίστροφο της κανονική κατανοµής, µε  Si
t η τυχαία 

µεταβλητή του µήνα i της χρονικής περιόδου t, µε  si
t η πραγµατοποίηση της τυχαίας 

µεταβλητής Si
t και µε NSi

t ο µετασχηµατισµός NQT της τυχαίας µεταβλητής Si
t.  

Αποτέλεσµα του παραπάνω µετασχηµατισµού, είναι ότι οι τυχαίες µεταβλητές 

NSi
t ακολουθούν κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν και τυπική απόκλιση ίση µε 

την µονάδα, οπότε είναι προφανές ότι ισχύει 

 

  NS it =d NS jt =d NSt      (2.8) 

 

όπου µε το σύµβολο (=d) υποδηλώνεται η ισότητα στην περιθώρια κατανοµή των 

µεταβλητών.  

Έχοντας λοιπόν στασιµοποιήσει την ιστορική χρονοσειρά ως προς τις 

περιθώριες κατανοµές πιθανοτήτων των µεταβλητών που περιγράφουν την 

διαδικασία ενδιαφέροντος σε εποχιακή κλίµακα, είναι πλέον δυνατή η χρήση ενός 

απλού στάσιµου µοντέλου (π.χ. AR(1), AR(2), ARMA(1, 1)) για την παραγωγή 

συνθετικών χρονοσειρών της τυχαίας µεταβλητής NSt. Στην συνέχεια εφαρµόζεται 

στις συνθετικές πραγµατοποιήσεις της εκάστοτε εποχής (π.χ. µήνα) ο αντίστροφος 

της σχέσεως (2.7) µετασχηµατισµός, και κατά αυτόν τον τρόπο αναπαράγονται οι 

περιθώριες κατανοµές πιθανοτήτων των εποχών (π.χ. µηνών) στο συνθετικό δείγµα. 
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Η µέθοδος είναι γενικά απλή και αναπαράγει αξιόπιστα τις περιθώριες 

κατανοµές πιθανοτήτων των εποχών (π.χ. µηνών) του ιστορικού δείγµατος, όµως δεν 

παύει να έχει κάποια µειονεκτήµατα στα οποία θα αναφερθούµε στην συνέχεια. 

Ένα πρώτο µειονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι αδυνατεί να αναπαράγει τις 

συσχετίσεις µεταξύ των εποχών (µηνών) της χρονοσειράς του ιστορικού δείγµατος 

στο συνθετικό δείγµα, γεγονός που πηγάζει από το ότι ο πραγµατοποιηθείς 

µετασχηµατισµός NQT δεν είναι γραµµικός και αλλοιώνει τις συσχετίσεις των 

τυχαίων µεταβλητών στις οποίες εφαρµόζεται. Επίσης, ο εν λόγω µετασχηµατισµός 

δεν δύναται να αναπαράγει συνθετικά την τυπική απόκλιση και  την ασυµµετρία της 

ετήσιας χρονοσειράς του ιστορικού δείγµατος, γεγονός που οφείλεται στο ότι ο 

µετασχηµατισµός δεν διατηρεί καµία συσχέτιση µεταξύ των εποχών. Όσον αφορά 

την µακροπρόθεσµη εµµονή, σε καµία περίπτωση δεν µπορεί να διατηρηθεί αφού, ως 

γνωστόν (Koutsoyiannis, 2002b), στην περίπτωση εφαρµογής µοντέλων ΑRΜΑ(p, q) 

οι διατηρούµενες από το µοντέλο αυτοσυσχετίσεις φθίνουν ταχύτατα για χρονικά 

βήµατα µετατόπισης µεγαλύτερα της τάξεως p του µοντέλου. 

 
 

2.4 Στάσιµα πολυµεταβλητά µοντέλα  
 

Γενικεύοντας τα µονοµεταβλητά µοντέλα της οικογένειας ARMA(p, q) στον 

πολυδιάστατο χώρο, εξάγεται η γενική σχέση  

 

  Xt=ap,1 Xt-1+ ap,2  Xt-2+…+ ap,p Xt-p+Vt+bq,1 Vt-1+…+ bq,q Vt-q      (2.9) 

 

που περιγράφει τα µοντέλα MARMA(p, q) (Multivariate Autoregressive Moving 

Average models) (Bras et al., 1993 σελ. 92-106; Brockwell et al., 1996, σελ.234-237). 

Στην παραπάνω σχέση, Χt = [Xt
1, Xt

2, …, Xt
n]T είναι το διάνυσµα των n τυχαίων 

µεταβλητών κάθε µία εκ των οποίων αντιστοιχεί στην θέση που υποδηλώνεται µε τον 

άνω δείκτη l (l = 1, 2, …, n) για δεδοµένη χρονική περίοδο t, ap,i (i=1, …, p) 

µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων n × n, Vt = [Vt
1, Vt

2, …, Vt
n] το διάνυσµα των n 

τυχαίων µεταβλητών οι οποίες είναι ασυσχέτιστες τόσο ως προς τον χρόνο t όσο και 

ως προς τις θέσεις  ενδιαφέροντος l (δηλαδή Cov[Vi
l, Vj

k] = 0  για  l, k = 1, 2, …, n) 

και  bq,i (i=1, …, q) επίσης µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων n × n. 
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 Αξίζει να επισηµάνουµε, ότι ακόµα και αν η γενική σχέση (2.9) φαίνεται 

απλή, ο προσδιορισµός των µητρωϊκών παραµέτρων εµφανίζεται ιδιαίτερα δύσκολος 

για p + q > 1 (Bras et al., 1993 σελ. 99-106). Ενδιαφέρον πάντως παρουσιάζει η 

περίπτωση του µοντέλου MAR(1) (Multivariate Autoregressive model) που 

περιγράφεται από τη σχέση,  

 

     Xt=a Xt-1+ bo Vt      (2.10) 

 

και το οποίο εµφανίζεται απλό ως προς τον προσδιορισµό των παραµέτρων του (Bras 

et al., 1993 σελ. 92-99). Η µητρωϊκή παράµετρος  bo εισήχθη µε σκοπό την χρήση 

λευκού θορύβου Vt
l (l = 1, 2, …, n) µε τυπική απόκλιση ίση µε την µονάδα, οπότε 

είναι πλέον προφανής η ισχύς της σχέσεως 

 

  Cov[Vt, Vt] = I       (2.11) 

 

στην οποία µε  Ι συµβολίζεται το µοναδιαίο µητρώο. Κατόπιν απλών αλγεβρικών 

υπολογισµών προκύπτουν οι σχέσεις, 

 

  a = Cov[Xt, Xt-1] {Cov[Xt, Xt]}-1    (2.12) 

 

  bo bo
T =  Cov[Xt, Xt] – a Cov[Xt, Xt] aT    (2.13) 

 

  E[Vt] = (bo)-1 (I - a) E[Xt]       (2.14)    

 

  Var[Vt] = [1, ..., 1]T    (2.15) 

 

  µ3[Vt] = ( )bo
(3) -1

 { µ3[Xt] - µ3[a Xt]}   (2.16) 

 

οι οποίες µας δίνουν τη δυνατότητα να υπολογίσουµε όλες τις παραµέτρους του 

µοντέλου MAR(1) καθώς και τα στατιστικά χαρακτηριστικά του χρησιµοποιούµενου 

από το µοντέλο λευκού θορύβου. Με τον άνω δείκτη T συµβολίζεται το ανάστροφο 

ενός µητρώου, µε b-1 το αντίστροφο του µητρώου b και µε bo
(3)

  το µητρώο που έχει 

ως στοιχεία  τους κύβους των στοιχείων του µητρώου bo. 
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Για τον υπολογισµό του µητρώου bo  από τη σχέση (2.13) απαιτείται η 

επίλυση του προβλήµατος της ευρέσεως της τετραγωνικής ρίζας πίνακα που στην 

γενική του µορφή δίνεται από την σχέση, 

 

  b bT = c    (2.17) 

 

όπου b ο προς προσδιορισµό άγνωστος πίνακας (γνωστός και ως τετραγωνική ρίζα 

του πίνακα c) και c ο συµµετρικός πίνακας του οποίου ζητείται η τετραγωνική ρίζα. 

Το παραπάνω πρόβληµα είναι αδύνατο (δεν έχει καµία λύση) στην περίπτωση 

που ο πίνακας c είναι µη θετικά ορισµένος, και αόριστο (έχει άπειρες λύσεις) στην 

περίπτωση που ο πίνακας c είναι θετικά ορισµένος. Στην δεύτερη των περιπτώσεων, 

υφίστανται δύο αρκετά διαδεδοµένοι αλγόριθµοι για τον προσδιορισµό δύο 

διαφορετικών εν γένει λύσεων: 

• αποσύνθεση σε κάτω τριγωνικό µητρώο µε τον αλγόριθµο Cholesky (βλέπε 

και εδάφιο 3.1.5), 

• αποσύνθεση σε πλήρες µητρώο µε χρήση των ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα c 

(αλγόριθµος Jacobi). 

Για περισσότερες πληροφορίες  πάνω στην εφαρµογή των δύο παραπάνω µεθόδων ο 

αναγνώστης παραπέµπεται στη βιβλιογραφία (Chapra et al, σελ. 285-304, Bras et al., 

1993 σελ. 96-98). Πρόσφατα, προτάθηκε ένας γενικευµένος αλγόριθµος 

προσδιορισµού µίας βέλτιστης λύσης του πίνακα b (Koutsoyiannis, 1999), για c είτε 

θετικά ορισµένο (ακριβής λύση) είτε όχι (προσεγγιστική λύση). 

 

Χαρακτηριστικά των µοντέλων MARMA 

Τα πολυµεταβλητά µοντέλα της οικογένειας MARMA(p, q) εφαρµοζόµενα 

για την παραγωγή στάσιµων συνθετικών χρονοσειρών, είναι ικανά να αναπαράγουν 

αξιόπιστα: 

• την µέση τιµή της µεταβλητής Xt
l για κάθε θέση ενδιαφέροντος l, 

• την τυπική απόκλιση της µεταβλητής Xt
l για κάθε θέση ενδιαφέροντος l, 

• τον συντελεστή ασυµµετρίας της µεταβλητής Xt
l για κάθε θέση  

ενδιαφέροντος l, 

• τους συντελεστές αυτοσυσχέτισης της µεταβλητής Xt
l για κάθε θέση 

ενδιαφέροντος l έως και για χρονικό βήµα µετατόπισης p + q, 
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• τους συντελεστές ετεροσυσχέτισης της µεταβλητής Xt
l της κάθε θέσεως 

ενδιαφέροντος l µε τις µεταβλητές όλων των υπολοίπων θέσεων 

ενδιαφέροντος έως και για χρονικό βήµα µετατόπισης p + q. 

 

2.5 Κυκλοστάσιµα πολυµεταβλητά µοντέλα  
 

Όµοια µε την ενότητα 2.4, έτσι και εδώ µπορούµε να γενικεύσουµε την σχέση 

(2.9) για να επιτύχουµε την αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών µίας 

κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανελίξεως. Κατά αυτόν τον τρόπο καταλήγουµε στην 

γενική σχέση,  

 

 Xs=as
p,1 Xs-1+ as

p,2  Xs-2+…+ as
p,p Xs-p+Vs+bs

q,1 Vs-1+…+ bs
q,q Vs-q     (2.18) 

 

που περιγράφει µία άλλη ευρύτερη οικογένεια µοντέλων τα MPARMA(p, q) 

(Multivariate Periodic Autoregressive Moving Average models) (Bras et al., 1993 

σελ. 118-123), όπου Χs = [Xs
1, Xs

2, …, Xs
n]T είναι το διάνυσµα των n κυκλοστάσιµων 

στοχαστικών ανελίξεων µε περίοδο k κάθε µία εκ των οποίων αντιστοιχεί στην θέση 

που υποδηλώνεται µε τον άνω δείκτη l (l=1, 2, …, n)  για δεδοµένη χρονική περίοδο 

s, as
p,i (i=1, …, p) περιοδικά µεταβαλλόµενες µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων n × 

n µε περίοδο ίση µε την περίοδο k της διαδικασίας, Vs = [Vs
1, Vs

2, …, Vs
n] το 

διάνυσµα των n κυκλοστάσιµων στοχαστικών ανελίξεων µε περίοδο k, οι οποίες 

παρουσιάζουν µηδενική συσχέτιση ως προς τον χρόνο s και ως προς τις θέσεις 

ενδιαφέροντος l (δηλαδή Cov[Vi
l, Vj

m] = 0  για  l, m = 1, 2, …, n) και bs
q,i (i=1, …, q) 

επίσης περιοδικά µεταβαλλόµενες µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων n × n µε 

περίοδο ίση µε την περίοδο k της διαδικασίας. 

Στις σχέσεις (2.19), (2.20), (2.21), και (2.22) παρουσιάζονται οι αναγκαίες και 

ικανές συνθήκες για την εξασφάλιση της κυκλοστασιµότητας της διαδικασίας που 

περιγράφεται από την διανυσµατική τυχαία µεταβλητή Χs. Επισηµαίνεται ότι µε το 

σύµβολο (=d) υποδηλώνεται το στατιστικά όµοιο. 

 

  as
p,i = ap,i

s+κk     µε    κ Є Ζ   και   i= 1, …, p     (2.19) 

 

  bs
q,i = bq,i

s+κk     µε    κ Є Ζ   και   i= 1, …, q    (2.20) 
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  Xs+κk =d Xs   µε    κ Є Ζ    (2.21) 

 

  Vs+κk =d Vs  µε    κ Є Ζ   (2.22) 

 

Ακριβώς όπως και στα στάσιµα πολυµεταβλητά µοντέλα της οικογένειας 

MARMA(p, q), έτσι και στα κυκλοστάσιµα πολυµεταβλητά µοντέλα της οικογένειας 

MPARMA(p, q) ο προσδιορισµός των µητρωϊκών παραµέτρων για p + q > 1 

παρουσιάζεται ιδιαίτερα επίπονος. Ενδιαφέρον πάντως παρουσιάζει η περίπτωση του 

µοντέλου MPAR(1) (Multivariate Periodic Autoregressive model) που περιγράφεται 

από την σχέση,  

 

     Xs=as Xs-1+ bs Vs      (2.23) 

 

και το οποίο εµφανίζεται απλό ως προς τον προσδιορισµό των περιοδικά 

µεταβαλλόµενων µητρωϊκών παραµέτρων του (Bras et al., 1993 σελ. 118-120). Η 

µητρωϊκή παράµετρος  bs εισήχθη µε σκοπό την χρήση λευκού θορύβου µε τυπική 

απόκλιση ίση µε την µονάδα, οπότε είναι πλέον προφανής η ισχύς της σχέσεως,  

 

  Cov[Vs, Vs] = I       (2.24) 

 

στην οποία µε  Ι συµβολίζεται το µοναδιαίο µητρώο. Κατόπιν απλών αλγεβρικών 

υπολογισµών προκύπτουν οι σχέσεις,  

 

  as = Cov[Xs, Xs-1] {Cov[Xs-1, Xs-1]}-1  για  s = 1, …, k    (2.25) 

 

  bs (bs)T =  Cov[Xs, Xs] – as Cov[Xs-1, Xs-1] (as)T   για  s = 1, …, k     (2.26) 

 

  E[Vs] = (bs)-1 {E[Xs] - as E[Xs-1] }  για  s = 1, …, k    (2.27) 

 

  Var[Vs] = [1, ..., 1]T  για  s = 1, …, k   (2.28) 

 

  µ3[Vs] = ( )bs
(3) -1

 { µ3[Xs] - µ3[as Xs-1]}  για  s = 1, …, k   (2.29) 
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οι οποίες µας δίνουν την δυνατότητα να υπολογίσουµε όλες τις παραµέτρους του 

µοντέλου MPAR(1) καθώς και τα στατιστικά χαρακτηριστικά του 

χρησιµοποιούµενου από το µοντέλο λευκού θορύβου. Με τον άνω δείκτη T 

συµβολίζεται το ανάστροφο ενός µητρώου, µε bs
-1 το αντίστροφο του µητρώου bs και 

µε  bs
(3)  το µητρώο που έχει ως στοιχεία  τους κύβους των στοιχείων του µητρώου bs. 

Για τον υπολογισµό του µητρώου bs  από την σχέση (2.26) απαιτείται και πάλι η 

επίλυση του προβλήµατος της ευρέσεως τετραγωνικής ρίζας πίνακα, στο οποίο 

αναφερθήκαµε στην ενότητα 2.4. 

 

Χαρακτηριστικά των µοντέλων MPARMA 

 Τα πολυµεταβλητά κυκλοστάσιµα µοντέλα της οικογένειας MPARMA(p, q) 

εφαρµοζόµενα για την παραγωγή κυκλοστάσιµων συνθετικών χρονοσειρών, είναι 

ικανά να αναπαράγουν αξιόπιστα:  

• τις k σε αριθµό (όπου k η περίοδος της στοχαστικής διαδικασίας) εποχιακές 

(µηνιαίες) µέσες τιµές της τυχαίας µεταβλητής Xs
l για κάθε θέση 

ενδιαφέροντος l, 

•  τις k σε αριθµό εποχιακές (µηνιαίες) τυπικές αποκλίσεις της τυχαίας 

µεταβλητής Xs
l για κάθε θέση ενδιαφέροντος l, 

• τους k σε αριθµό εποχιακούς (µηνιαίους) συντελεστές ασυµµετρίας της 

τυχαίας µεταβλητής Xs
l για κάθε θέση ενδιαφέροντος l, 

• τους συντελεστές αυτοσυσχέτισης της τυχαίας µεταβλητής Xs
l για κάθε θέση 

ενδιαφέροντος l έως και για χρονικό βήµα µετατόπισης p + q, 

• τους συντελεστές ετεροσυσχέτισης της τυχαίας µεταβλητής Xs
l της κάθε 

θέσεως ενδιαφέροντος l µε τις µεταβλητές όλων των υπολοίπων θέσεων 

ενδιαφέροντος έως και για χρονικό βήµα µετατόπισης p + q. 

 

Εφαρµογή µοντέλου MPAR(1) για αναπαραγωγή των στατιστικών 

χαρακτηριστικών δύο κυκλοστάσιµων συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών 

Στην συνέχεια παρατίθενται τα διαγράµµατα σύγκρισης των στατιστικών 

χαρακτηριστικών δύο συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών, µε τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά των συσχετισµένων συνθετικών χρονοσειρών που παρήχθησαν µε 

χρήση του µοντέλου MPAR(1) για δύο θέσεις ενδιαφέροντος (δύο µεταβλητές). Οι 

συσχετισµένες ιστορικές χρονοσειρές που χρησιµοποιήθηκαν είναι (ενότητα 4.2): (1) 
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η ιστορική χρονοσειρά µηνιαίων υψών απορροής του Βοιωτικού Κηφισού στην θέση 

εξόδου του στην διώρυγα Καρδίτσας (θέση 1) και (2) η ιστορική χρονοσειρά 

µηνιαίων υψών σηµειακής βροχοπτώσεως στον βροχοµετρικό σταθµό Αλιάρτου3 

(θέση 2). Για την εφαρµογή του µοντέλου MPAR(1) αναπτύχθηκε πρόγραµµα σε 

γλώσσα Fortran που παρατίθεται στο παράρτηµα ∆. Επισηµαίνεται ότι τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά των συνθετικών χρονοσειρών έχουν προέλθει από στοχαστική 

προσοµοίωση µήκους 5000 ετών. 

Στα Σχήµατα 2.9, 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14, 2.15, 2.16, 2.17 και 2.18, 

µπορούµε να παρατηρήσουµε την αξιόπιστη αναπαραγωγή των εποχιακών (µηνιαίων) 

στατιστικών χαρακτηριστικών των συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών από το 

χρησιµοποιούµενο στοχαστικό µοντέλο (µέσες τιµές, τυπικές αποκλίσεις συντελεστές 

ασυµµετρίας, συντελεστές αυτοσυσχέτισης των θέσεων και ετεροσυσχέτισης µεταξύ 

των θέσεων).  
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Σχήµα 2.9 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
 

 

                                                 
3 Ο σταθµός Αλιάρτου είναι ο παλαιότερος βροχοµετρικός σταθµός που λειτουργεί στην λεκάνη 
απορροής του Βοιωτικού Κηφισού. 
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Σχήµα 2.10 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 2.11 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 2.12 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
 



 28

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3
3.5

4
4.5

Οκτ Νοε ∆εκ Ιαν Φεβ Μαρ Απρ Μαϊ Ιουν Ιουλ Αυγ Σεπ

Ιστορικό δείγµα Συνθετικό δείγµα

 
Σχήµα 2.13 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 2.14 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 2.15 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης των µηνών του ιστορικού και του 
συνθετικού δείγµατος απορροών, για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης (συντελεστές συσχέτισης 
των απορροών ενός µήνα µε τις απορροές του προηγούµενου µήνα) 
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Σχήµα 2.16 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης των µηνών του ιστορικού και του 
συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων, για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης (συντελεστές 
συσχέτισης των βροχοπτώσεων ενός µήνα µε τις βροχοπτώσεις του προηγούµενου µήνα) 
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Σχήµα 2.17 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών ετεροσυσχέτισης των µηνών του ιστορικού και 
του συνθετικού δείγµατος, για µηδενικό βήµα χρονικής µετατόπισης (συντελεστές συσχέτισης των 
απορροών ενός µήνα µε τις βροχοπτώσεις του ιδίου µήνα) 
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Σχήµα 2.18 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών ετεροσυσχέτισης των µηνών του ιστορικού και 
του συνθετικού δείγµατος, για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης (συντελεστές ετεροσυσχέτισης 
των απορροών ενός µήνα µε τις βροχοπτώσεις του προηγούµενου µήνα) 
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Αναφερόµενοι στο Σχήµα 2.18, αξίζει να επισηµάνουµε ότι κατά όµοιο τρόπο 

θα µπορούσαµε να παρουσιάσουµε και το ραβδόγραµµα διατήρησης των 

συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των βροχοπτώσεων ενός µήνα µε τις απορροές του 

προηγούµενου µήνα. Κάτι τέτοιο όµως αποφεύγεται λόγω του ότι δεν παρουσιάζει 

κανένα απολύτως  υδρολογικό ενδιαφέρον. 

Στα Σχήµατα 2.19, 2.20, 2.21, 2.22, 2.23, 2.24, 2.25 και 2.26, µπορούµε να 

παρατηρήσουµε την αξιόπιστη αναπαραγωγή των ετήσιων µέσων τιµών των δύο 

ιστορικών χρονοσειρών, καθώς και την αδυναµία του στοχαστικού µοντέλου να 

αναπαράγει συνθετικά τις τυπικές αποκλίσεις, τους συντελεστές ασυµµετρίας και την 

µακροπρόθεσµη εµµονή των ετησίων ιστορικών χρονοσειρών.  

Αν σταθούµε λίγο στην µακροπρόθεσµη εµµονή των ιστορικών χρονοσειρών, 

αξίζει να επισηµάνουµε ότι σε καµία περίπτωση δεν είναι δυνατόν να αναπαραχθεί, 

καθώς οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης του χρησιµοποιούµενου στοχαστικού 

µοντέλου φθίνουν ταχύτατα συναρτήσει του βήµατος της χρονικής µετατόπισης 

πέραν των διατηρούµενων από το µοντέλο αυτοσυσχετίσεων (στην περίπτωσή µας 

διατηρούνται µόνο οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης ως και 

µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης) (Koutsoyiannis, 2002b). 
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Σχήµα 2.19 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων µέσων τιµών  του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 2.20 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 2.21 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 2.22 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 2.23 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 2.24 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 2.25 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των αυτοσυσχετίσεων της ετήσιας ιστορικής και συνθετικής 

χρονοσειράς απορροών για τα 20 πρώτα βήµατα χρονικής µετατόπισης 
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Σχήµα 2.26 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των αυτοσυσχετίσεων της ετήσιας ιστορικής και συνθετικής 

χρονοσειράς βροχοπτώσεων για τα 20 πρώτα βήµατα χρονικής µετατόπισης 
 

2.6 Μακροπρόθεσµη εµµονή, εντοπισµός και ποσοτικοποίησή της 
 

Η µακροπρόθεσµη εµµονή των υδρολογικών χρονοσειρών ανακαλύφθηκε από 

τον Hurst (1951) στα πλαίσια µελέτης του φράγµατος του Ασουάν (Aswan High 

Dam). Ο Hurst µελετώντας τις υδρολογικές χρονοσειρές  του Νείλου, διαπίστωσε την 

ιδιότητα των υγρών και ξηρών ετών να εµφανίζονται κατά οµάδες σχηµατίζοντας 

υγρές και ξηρές περιόδους αντίστοιχα. Έκτοτε η µακροπρόθεσµη εµµονή των 

φυσικών χρονοσειρών πήρε την ονοµασία «φαινόµενο Hurst» (Hurst phenomenon) 

ενώ αργότερα εισήχθη από τον Mandelbrot (1977) ο εναλλακτικός όρος «φαινόµενο 

Ιωσήφ» (Joseph effect)4.   

Η µακροπρόθεσµη εµµονή, όµως, δεν εµφανίζεται ως στατιστικό 

χαρακτηριστικό µόνο των υδρολογικών χρονοσειρών. Έχει πλέον αποδειχθεί ότι το 

φαινόµενο Hurst παρατηρείται σε ένα πλήθος κλιµατολογικών και γεωφυσικών 

χρονοσειρών, όπως χρονοσειρών διακυµάνσεων εντάσεως ανέµων (Haslett & 

Raftery, 1989), χρονοσειρών διακυµάνσεως της µέσης παγκόσµιας θερµοκρασίας 

(Bloomfield, 1992), χρονοσειρών απορροών του ποταµού Νείλου (Eltahir, 1996), του 

ποταµού Βάρτα στην Πολωνία (Radziejewski & Kundzewicz, 1997),  χρονοσειρών 

ηµερήσιων και µηνιαίων εισροών στην λίµνη Ματζόρε στην Ιταλία (Montanari et al., 

1997), χρονοσειρών ετησίων απορροών ποταµών κατά µήκος της Ηπειρωτικής 

Αµερικής (Vogel et al., 1998) και χρονοσειρών πάχους δακτυλίων δένδρων 

(Koutsoyiannis, 2002b).  
                                                 
4 Από τον γνωστό Βιβλικό µύθο των 7 παχιών και των 7 ισχνών αγελάδων (7 χρόνια ξηρασίας και 7 
χρόνια υδροφορίας). 
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Τα τελευταία χρόνια, τόσο η προέλευση της µακροπρόθεσµης εµµονής όσο 

και η συνθετική αναπαραγωγή της αποτελούν αντικείµενο ιδιαίτερου ερευνητικού 

ενδιαφέροντος λόγω της σχέσεως του φαινοµένου Ιωσήφ µε την παρατηρούµενη 

κλιµατική αλλαγή (Evans, 1996).  

 

Εντοπισµός και ποσοτικοποίηση της εµµονής 

Η µακροπρόθεσµη εµµονή των φυσικών χρονοσειρών εµφανίζεται µε τη 

µορφή υψηλών θετικών τιµών των συντελεστών αυτοσυσχέτισης της στάσιµης 

χρονοσειράς ακόµα και για µεγάλα βήµατα χρονικής µετατόπισης, της τάξεως των 

εκατοντάδων ετών. Στο Σχήµα 2.27 παρατίθεται το διάγραµµα της 

ανακατασκευασµένης ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετησίων θερµοκρασιών του 

Βορείου Ηµισφαιρίου µήκους 992 ετών (Jones et al., 1998) (για περισσότερες 

πληροφορίες βλέπε ενότητα 4.1), και στο Σχήµα 2.28 παρουσιάζεται το 

αυτοσυσχετόγραµµα της ιστορικής χρονοσειράς για τα 55 πρώτα βήµατα χρονικής 

µετατόπισης. Όπως είναι εύκολο να παρατηρήσουµε, οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης 

της χρονοσειράς παραµένουν ιδιαίτερα υψηλοί (της τάξεως του 0.2), ακόµα και για 

µεγάλα βήµατα χρονικής µετατόπισης (της τάξεως των 50 ετών), γεγονός που µας 

υποδηλώνει την ύπαρξη µακροπρόθεσµης εµµονής στην ιστορική χρονοσειρά.  
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Σχήµα 2.27 Τιµές ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών Βορείου Ηµισφαιρίου 

 (Jones et al., 1998) 
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Σχήµα 2.28 Αυτοσυσχετόγραµµα ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών Βορείου 

Ηµισφαιρίου (Jones et al., 1998) 
 

Επιχειρώντας να περιγράψουµε τους µηχανισµούς γενέσεως του φαινοµένου 

Hurst, θα µπορούσε να ειπωθεί ότι οφείλει την ύπαρξή του στην ταυτόχρονη 

εµφάνιση πολλών τυχαίων διακυµάνσεων διαφορετικής χρονικής κλίµακας στην 

µελετούµενη στάσιµη χρονοσειρά (Koutsoyiannis, 2002b). Αυτό άλλωστε 

παρατηρείται και στο Σχήµα 2.27, όπου εκτός του διαγράµµατος των ετήσιων 

πραγµατοποιήσεων παρουσιάζονται και τα διαγράµµατα των κυλιόµενων µέσων  για 

10 και 25 χρόνια. Κατά αυτόν τον τρόπο, τα στατιστικά της χαρακτηριστικά της υπό 

µελέτη στάσιµης διαδικασίας µπορεί να θεωρηθεί ότι µεταβάλλονται τυχαία σε κάθε 

χρονική κλίµακα ενδιαφέροντος. Το αποτέλεσµα των παραπάνω τυχαίων 

διακυµάνσεων πολλαπλής κλίµακας φαίνεται να είναι µία αυτό-όµοια διαδικασία 

(self-similar process), η οποία µπορεί να περιγραφεί ως ένα απλό µορφοκλασµατικό 

αντικείµενο (single fractal) (Gneiting & Schlather, 2001). Η κλασµατική διάσταση 

του χώρου στον οποίο κείται η έµµονη διαδικασία, αποτελεί ταυτόχρονα και ένα 

µέτρο ποσοτικοποίησης της εµµονής, που είναι γνωστό και ως «συντελεστής Hurst».   

Προκειµένου ο Mandelbrot (1965) να µπορέσει να περιγράψει το φαινόµενο 

της µακροπρόθεσµης εµµονής των φυσικών χρονοσειρών, όρισε µία διαδικασία 

γνωστή ως «Κλασµατικός Γκαουσιανός Θόρυβος» [Fractional Gaussian Noise 

(FGN)] στην οποία θα αναφερθούµε στην συνέχεια.  

Αν  Xi στάσιµη στοχαστική ανέλιξη, όπου µε τον δείκτη i συµβολίζεται το 

χρονικό διάστηµα αναφοράς, τότε είναι δυνατόν να οριστεί η µέση τιµή αυτής από 

την εξίσωση, 
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  µ = Ε[Χi]    (2.30) 

 

οι αυτοσυνδιασπορές αυτής για διάφορα βήµατα χρονικής µετατόπισης από την 

εξίσωση,  

 

  γj = γ│j│ = Cov[Χi, Χi+j]   για   j= 0, ±1, ±2, …     (2.31) 

 

οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης αυτής για διάφορα χρονικά βήµατα µετατόπισης από 

την εξίσωση, 

 

  ρj = ρ│j│ = Corr[Χi, Χi+j] = γj / γ0    για    j= 0, ±1, ±2, …     (2.32) 

 

 

  και το φάσµα ισχύος5 (power spectrum) αυτής από την εξίσωση 

 

 sγ(ω) := 2 γ0 + 4 ∑
j=1

 ∞
 γj  cos(2πjω)   = 2 ∑

j=-∞

 ∞
 γj  cos(2πjω)   ,  ω Є [0, ½]  (2.33) 

 

Επισηµαίνεται ότι οι αυτοσυνδιασπορές της στοχαστικής ανέλιξης Χi σε περίπτωση 

που είναι γνωστό το φάσµα ισχύος της, δίδονται από την εξίσωση (Kantz, 1997, σελ. 

18-23): 

 

  γj = ⌡⌠
0

1/2

 sγ(ω) cos(2πjω)dω      για     j= 0, 1, 2, ….   (2.34) 

 

Έχοντας ορίσει την τυχαία µεταβλητή Xi, µπορούµε πλέον να ορίσουµε την 

τυχαία µεταβλητή Ζi
(k), η οποία προκύπτει από την συνάθροιση k διαδοχικών 

χρονικών διαστηµάτων της µεταβλητής Χi . ∆ηλαδή για  k = 1 έχουµε Ζi
(1) = Χi, ενώ 

για k = 2  έχουµε Ζ1
(2) = Χ1+ Χ2,  Ζ2

(2) = Χ3+ Χ4 κ.τ.λ. Ο αναδροµικός τύπος που 

µπορεί να περιγράψει την τυχαία µεταβλητή Ζi
(k) συναρτήσει της τυχαίας µεταβλητής 

Xi, δίδεται από την εξίσωση (Koutsoyiannis, 2002b): 

                                                 
5 Με τον όρο φάσµα ισχύος µίας στοχαστικής ανέλιξης ορίζουµε τον διακριτό µετασχηµατισµό Fourier 
(Discrete Fourier Transformation) των αυτοσυνδιασπορών γj αυτής για διάφορα βήµατα χρονικής 
µετατόπισης j (j=1, 2, …). 
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  Zi
(k) = ∑

j=(i-1)k+1

ik

 Χj       (2.35) 

 

Κατά όµοιο τρόπο µε την στοχαστική ανέλιξη Χi είναι δυνατόν να εξάγουµε τα 

στατιστικά χαρακτηριστικά της στοχαστικής ανέλιξης Ζi
(k) καθώς και το φάσµα 

ισχύος αυτής, τα οποία παρουσιάζονται στις ακόλουθες εξισώσεις (Koutsoyiannis, 

2002b) 

 

  Ε[ ]Ζi
(k)  = k Ε[Χi] = kµ   (2.36) 

 

  γj
(k) =γ│j│

(k) = Cov[ ]Zi
(k) , Zi+j

(k)  = ∑
λ=1

 k

  ∑
m=j k+1

 (j+1)k

 γm-λ  ,   j= 0, ±1, ±2, …    (2.37) 

 

  ρj
(k) = ρ│j│

(k) = Corr[ ]Zi
(k) , Zi+j

(k)  = γj
(k) / γ0

(k) ,    j= 0, ±1, ±2, … (2.38) 

  

sγ(k) (ω) := 2 γ0
(k) + 4 ∑

j=1

 ∞
 γj

(k) cos(2πjω)  = 2 ∑
j=-∞

 ∞
 γj

(k) cos(2πjω)  ,   ω Є [0, ½]   (2.39) 

 

  γj
(k) = ⌡⌠

0

1/2

 sγ(k) (ω) cos(2πjω)dω     για    j= 0, 1, 2, ….    (2.40) 

 

Με χρήση των πλήρως εξαρτηµένων τυχαίων µεταβλητών Χi και Ζi
(k), ο 

«Κλασµατικός Γκαουσιανός Θόρυβος» (FGN) είναι δυνατόν να περιγραφεί  ως µία 

αυτό-όµοια διαδικασία που κείται σε χώρο µίας µορφοκλασµατικής διαστάσεως και 

υπακούει στην σχέση (Koutsoyiannis, 2002b):  

 

  ( )Ζi
(k) – kµ  =d 



k

λ  
H

 ( )Ζj
(λ) – λµ           (2.41) 

 

Με H συµβολίζεται ένας εκθέτης που λαµβάνει τιµές στο διάστηµα (0, 1) 

ονοµαζόµενος και ως «εκθέτης  Hurst» (Hurst exponent) ή «συντελεστής Hurst» 



 38

(Hurst coefficient), ενώ µε το σύµβολο (=d), απεικονίζεται η ισότητα στην 

(πεπερασµένης διάστασης) από κοινού κατανοµή. Στην περίπτωση που ο 

συντελεστής Hurst λαµβάνει τιµές στο διάστηµα (0.5, 1), τότε αναφερόµαστε σε 

έµµονες χρονοσειρές (persistent time series) µε θετικούς συντελεστές 

αυτοσυσχέτισης των ετησίων πραγµατοποιήσεων ακόµα και για µεγάλα βήµατα 

χρονικής µετατόπισης (lags), της τάξεως των εκατοντάδων ετών. Αντίθετα στην 

περίπτωση που ο συντελεστής Hurst λαµβάνει τιµές στο διάστηµα (0, 0.5), τότε 

αναφερόµαστε σε αντιέµµονες χρονοσειρές (antipersistent time series), µε αρνητικούς 

συντελεστές αυτοσυσχέτισης  των ετήσιων ιστορικών χρονοσειρών (Gneiting & 

Schlather, 2001). 

Αν τώρα στην (2.41) θέσουµε i = j = λ =1 καταλήγουµε στη σχέση, 

 

  ( )Ζ1
(k) – kµ  =d kH  ( )Ζ1

(1) – µ        (2.42) 

 

από όπου µε απλούς αλγεβρικούς υπολογισµούς οδηγούµαστε στη σχέση, 

 

  γ0
(k) = k2H γ0   (2.43) 

 

η οποία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον εύκολο προσδιορισµό του συντελεστή 

Hurst µίας στάσιµης χρονοσειράς (Montanari et al., 1997). Στο Σχήµα 2.29 

παρουσιάζεται ο προσδιορισµός του συντελεστή Hurst µε χρήση της εξισώσεως 

(2.43) για την ανακατασκευασµένη ιστορική χρονοσειρά µέσων ετησίων 

θερµοκρασιών του Βορείου Ηµισφαιρίου µήκους 992 ετών (Jones et al., 1998).  

y = 0.842x + 0.0166
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Σχήµα 2.29 Προσδιορισµός του συντελεστή Hurst της ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετήσιων 

θερµοκρασιών Βορείου Ηµισφαιρίου (Jones et al., 1998) 
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Θέτοντας τώρα στην (2.43) Η = 0.5, οδηγούµαστε στην εξίσωση,  

 

  γ0
(k) = k γ0         (2.44) 

 

η οποία αποτελεί ιδιότητα του λευκού θορύβου, δηλαδή µίας διαδικασίας χωρίς 

κάποια εσωτερική δοµή. Με χρήση της (2.42) και µε απλούς αλγεβρικούς 

υπολογισµούς, είναι εύκολο να αποδειχθεί (Koutsoyiannis, 2002a), ότι το θεωρητικό 

αυτοσυσχετόγραµµα του «Κλασµατικού Γκαουσιανού θορύβου» (FGN) είναι 

ανεξάρτητο της χρονικής κλίµακας της συναθροίσεως της τυχαίας µεταβλητής Ζi
(k) 

και περιγράφεται από την εξίσωση, 

 

  ρj
(k) = ρj = ρ│j│=



1

2  [ ] (│j│ +1)2H + (│j│-1)2H  -│ j│2H,   j  Є  Z-{0}  (2.45) 

 

Η εξίσωση (2.45), εκτός από το ότι είναι ιδιαίτερα απλή, ταυτόχρονα µας υποδηλώνει 

ότι ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης µίας διαδικασίας FGN φθίνει ως εκθετική 

συνάρτηση του βήµατος της χρονικής µετατοπίσεως j. Για να γίνει απλώς και µόνο 

µία σύγκριση, παρατίθεται η εξίσωση που περιγράφει το θεωρητικό 

αυτοσυσχετόγραµµα ενός µοντέλου AR(1) (Koutsoyiannis, 2002b) το οποίο αποτελεί 

ανέλιξη Markov (Markovian process),  

  

  ρj
(k) = ρ1

(k) ρk(│j│-1)   όπου  ρ1
(k) = 

ρ ( )1-ρk  2 
 k ( )1-ρ2   - 2ρ ( )1-ρk    ,   j  Є  Z-{0} (2.46) 

 

όπου ρ = ρ1
(1) = γ1 / γ0.  

H πολυπλοκότητα της εξισώσεως (2.46) γίνεται αµέσως αντιληπτή, µε άµεσο 

συµπέρασµα ότι στην περίπτωση χρήσεως ενός µοντέλου AR(1) η Ζi
(k) δεν αποτελεί 

ανέλιξη Markov αλλά µία αρκετά πιο σύνθετη ανέλιξη. Για την ακρίβεια, η εξίσωση 

(2.46) αντιστοιχεί σε µία διαδικασία που µπορεί να περιγραφεί από ένα µοντέλο 

ARMA(1, 1) (Box et al., 1994, p.58). 

Στο Σχήµα 2.30 γίνεται µία σύγκριση του εµπειρικού αυτοσυσχετογράµµατος 

της ανακατασκευασµένης ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετησίων θερµοκρασιών του 

Βορείου Ηµισφαιρίου (Jones et al., 1998), του θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος 

FGN για συντελεστή Hurst ίσο µε τον προσδιορισθέντα για την αυτή ιστορική 
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χρονοσειρά (Η= 0.842), και του θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος ενός µοντέλου 

AR(1) για συντελεστή αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως ίσο µε  τον αντίστοιχο της 

ιστορικής χρονοσειράς.  
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Σχήµα 2.30 Σύγκριση αυτοσυσχετογράµµατος ιστορικού δείγµατος µέσων θερµοκρασιών βορείου 

ηµισφαιρίου και των θεωρητικών αυτοσυσχετογραµµάτων FGN και AR(1) 
 

Η εν λόγω σύγκριση επιβεβαιώνει τη µεγάλη επιτυχία του θεωρητικού 

αυτοσυσχετογράµµατος FGN να περιγράψει την µακροπρόθεσµη εµµονή της 

ιστορικής χρονοσειράς, καθώς και την αδυναµία ενός Μαρκοβιανού µοντέλου (όπως 

το AR(1)) να αναπαράγει το φαινόµενο Hurst (Koutsoyiannis, 2002b). 

 

2.7 Στάσιµα µονοµεταβλητά µοντέλα αναπαραγωγής της 

µακροπρόθεσµης εµµονής 

Αν Χi τυχούσα στοχαστική ανέλιξη, αποδεικνύεται (Box & Jenkins, 1970, 

σελ. 46) ότι για οποιαδήποτε µορφή του αυτοσυσχετογράµµατος της Χi µπορούν να 

προσδιοριστούν παράµετροι αj (j= 0, 1, 2, …) τέτοιες ώστε να ισχύει η εξίσωση,  

 

  Χi = ∑
j=-∞

0

  α –j Vi+j = …+ α2 Vi –2 + α1 Vi –1 + α0 Vi        (2.47) 
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γνωστή και ως «Μοντέλο Κινούµενου Μέσου Όρου» ή ακριβέστερα «Μοντέλο Πίσω 

Κινούµενου Μέσου Όρου» [Backward Moving Average model, (BMA)]. Με Χi 

συµβολίζεται η τυχαία µεταβλητή που αντιστοιχεί στο χρονικό διάστηµα i και µε Vi οι 

ασυσχέτιστες ως προς τον χρόνο i τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν δεδοµένη 

κατανοµή (µεταβλητές λευκού θορύβου). 

Ορίζοντας ως γj = Cov[Χi, Χi+j] τις αυτοσυνδιασπορές της µεταβλητής Χi για 

διάφορα χρονικά βήµατα µετατόπισης j, είναι δυνατόν να προσδιοριστούν οι 

παράµετροι αj (j= 0, 1, 2, …) από την σχέση, 

 

  ∑
j=0

 ∞
   αj αι+j = γi ,     i= 0, 1, 2, …      (2.48) 

 

Στην πράξη βέβαια, τα όρια του παραπάνω αθροίσµατος δεν µπορεί παρά να 

είναι πεπερασµένα, αφού είναι πρακτικά αδύνατον να παραχθεί άπειρο πλήθος 

πραγµατοποιήσεων λευκού θορύβου Vi. Κατά αυτόν τον τρόπο, οι (2.47) και (2.48) 

λαµβάνουν την πεπερασµένη µορφή,  

 

  Χi = ∑
j=-s

0

  α –j Vi+j = αs Vi –s + …+ α2 Vi –2 + α1 Vi –1 + α0 Vi      (2.49) 

 

  ∑
j=0

 s-i

   αj αι+j = γi ,     i= 0, 1, 2, …    (2.50) 

 

όπου s ένας αρκετά µεγάλος θετικός ακέραιος αριθµός. 

Το απαιτούµενο πλήθος των όρων αj (j= 0, 1, 2, …, s) της σχέσεως (2.49) εξαρτάται 

από τον επιθυµητό αριθµό των προς αναπαραγωγή αυτοσυσχετίσεων, τον 

απαιτούµενο βαθµό ακρίβειας της συνθετικής αναπαραγωγής, καθώς και τον ρυθµό 

µείωσης των προς αναπαραγωγή αυτοσυσχετίσεων συναρτήσει του χρονικού βήµατος 

της µετατοπίσεως6 (Koutsoyiannis, 2000). 

Γενικεύοντας την εξίσωση του µοντέλου (2.47), µπορούµε να γράψουµε την 

τυχαία µεταβλητή Χi ώς ένα σταθµισµένο άθροισµα όχι µόνο των προηγούµενων 

                                                 
6 Μεγάλες τιµές των προς αναπαραγωγή αυτοσυσχετίσεων ακόµα και για µεγάλα χρονικά βήµατα 
µετατόπισης, οδηγούν σε υψηλές τιµές των συντελεστών αj µε αποτέλεσµα να µην είναι δυνατή η 
αµέληση των τελευταίων όρων της σειράς τους. 
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αλλά και των επόµενων  χρονικών διαστηµάτων του λευκού θορύβου Vi. Κατά αυτόν 

τον τρόπο οδηγούµαστε στο «Μοντέλο Εµπρός και Πίσω Κινούµενου Μέσου Όρου» 

[Backward and Forward Moving Average model, (BFMA)] (Koutsoyiannis, 2000) 

που περιγράφεται από την εξίσωση, 

 

 Χi = ∑
j=-∞

∞

  αj Vi+j = …+ α -2 Vi –2 + α -1 Vi –1 + α0 Vi + α1 Vi +1 + α2 Vi +2 +… (2.51) 

 

Σε αυτήν την περίπτωση, οι παράµετροι αj του µοντέλου µπορούν να προσδιοριστούν 

από την εξίσωση,  

 

  ∑
j=-∞

 ∞

   αj αi+j = γi ,     i= 0, 1, 2, …      (2.52) 

 

συναρτήσει των αυτοσυνδιασπορών της περιγραφόµενης από το µοντέλο τυχαίας 

διαδικασίας για διάφορα βήµατα χρονικής µετατόπισης (lags). 

Είναι προφανές ότι το µοντέλο BFMA που περιγράφεται από την εξίσωση 

(2.51) αποτελεί µία γενικότερη έκφραση που περιλαµβάνει άπειρες δυνατές µορφές 

λύσεων (δηλαδή συνδυασµών παραµέτρων αj) που µπορούν να περιγράψουν µία 

δεδοµένη µορφή αυτοσυσχετογράµµατος. ∆ύο τέτοιες ενδιαφέρουσες µορφές είναι: 

(1) η λύση που προκύπτει µε την θεώρηση αj = 0 ∀ j > 0 και η οποία συµπίπτει µε το 

µοντέλο BMA και (2) η λύση που προκύπτει µε την θεώρηση α│j│ = αj ∀ j, γνωστή 

και ως µοντέλο «Συµµετρικά Κινούµενου Μέσου Όρου» [Symmetric Moving 

Average model (SMA)] (Koutsoyiannis, 2000) η οποία περιγράφεται από τις 

εξισώσεις, 

  

 Χi = ∑
j=-∞

∞

  α│j│ Vi+j = …+ α2 Vi –2 + α1 Vi –1 + α0 Vi + α1 Vi +1 + α2 Vi +2 +…   (2.53) 

 

  ∑
j=-∞

 ∞

  α│j│ α│i+j│= γi ,     i= 0, 1, 2, …       (2.54) 

 

για άπειρους όρους του σταθµισµένου αθροίσµατος, και από τις εξισώσεις 
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 Χi = ∑
j=-s

s

  α│j│ Vi+j = αs Vi –s + …+ α1 Vi –1 + α0 Vi + α1 Vi +1 +…+ αs Vi +s     (2.55) 

 

  ∑
j=-s

 s-i

  α│j│ α│i+j│= γi ,     i= 0, 1, 2, …       (2.56) 

 

για πεπερασµένου πλήθους όρων του εν λόγω αθροίσµατος.  

∆εδοµένου ότι το µοντέλο SMA έχει s + 1 αριθµό παραµέτρων αj (j= 0, 1, …, 

s), οι οποίες µπορούν να προσδιορισθούν από την (2.56), είναι πρόδηλο ότι θα 

διατηρεί τους πρώτους s + 1 όρους του αυτοσυσχετογράµµατος της τυχαίας 

µεταβλητής Χi (δηλαδή γ0, γ1, γ2, …, γs). Όµως, ακόµα και για j > s οι 

αυτοσυνδιασπορές της τυχαίας µεταβλητής Χi δεν µηδενίζονται απότοµα αλλά 

λαµβάνουν τιµές σύµφωνα µε τις εξισώσεις, 

 

  ∑
j=i-s

 s

  αj αi-j = γi ,      i=  s + 1, …, 2s         (2.57) 

 

 

  γi = 0 ,      i > 2s        (2.58) 

 

Εκτός από τον προσδιορισµό των παραµέτρων αj τόσο του µοντέλου BMA 

όσο και του µοντέλου SMA (στον οποίο θα αναφερθούµε στην συνέχεια), είναι 

απαραίτητος ο προσδιορισµός των στατιστικών χαρακτηριστικών του 

χρησιµοποιούµενου από το εκάστοτε µοντέλο λευκού θορύβου Vi. Ορίζοντας ως             

µx := E[Xi] τη µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Xi, γ0 := Var[Xi] τη διασπορά της 

τυχαίας µεταβλητής Xi, ξx := E[(Xi - µx)3] / γ0
3/2  τον συντελεστή ασυµµετρίας της 

τυχαίας µεταβλητής Xi, µv := E[Vi] την µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής του λευκού 

θορύβου Vi, Var[Vi] = 1 την διασπορά της τυχαίας µεταβλητής του λευκού θορύβου 

Vi και ξv := E[(Vi – µv)3] τον συντελεστή ασυµµετρίας της τυχαίας µεταβλητής του 

λευκού θορύβου Vi, τα απαιτούµενα στατιστικά χαρακτηριστικά του 

χρησιµοποιούµενου από το εκάστοτε µοντέλο λευκού θορύβου µπορούν εύκολα να 

προσδιοριστούν µε χρήση των σχέσεων, 
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







∑
j=0

s

  αj   µv = µx                      (2.59) 

 

  Var[Vi] = 1  (εξ ορισµού)       (2.60) 

 

  








∑
j=0

s

  αj
3   ξv = ξx γ0

3/2             (2.61) 

  

για το µοντέλο ΒΜΑ και, 

 

  








α0 + 2 ∑
j=1

s

  αj   µv = µx           (2.62) 

 

  Var[Vi] = 1  (εξ ορισµού)        (2.63) 

 

  








α0
3 + 2 ∑

j=1

s

  αj
3   ξv = ξx γ0

3/2    (2.64) 

 

για το µοντέλο SΜΑ. 

Θέλοντας να αναφερθούµε στα πλεονεκτήµατα της χρήσεως του µοντέλου 

SMA έναντι του µοντέλου BMA, αξίζει να τονίσουµε ότι (Koutsoyiannis, 2000): 

• To µοντέλο SMA έχει κλειστή θεωρητική λύση ως προς τον προσδιορισµό 

των παραµέτρων του αj, σε αντίθεση µε το µοντέλο BMA που δεν έχει µία 

αντίστοιχη κλειστή µορφή λύσεως (όπως θα παρουσιαστεί και στην συνέχεια). 

• Oι παράµετροι αj του µοντέλου SMA για µεγάλες τιµές του j εµφανίζονται 

µικρότερες από τις αντίστοιχες τιµές των παραµέτρων του µοντέλου BMA. Το 

παραπάνω γεγονός µας δίνει την δυνατότητα αµέλησης των παραµέτρων αj 

του µοντέλου SMA για j > s, χωρίς την εισαγωγή κάποιου αξιόλογου 

σφάλµατος (αναφερόµαστε στην περίπτωση των πεπερασµένων ορίων του 

σταθµισµένου αθροίσµατος των σχέσεων (2.49) για το µοντέλο BMA και 

(2.55) για το µοντέλο SMA). 
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• O απαιτούµενος συντελεστής ασυµµετρίας του χρησιµοποιούµενου από το 

µοντέλο SMA λευκού θορύβου, εµφανίζεται µικρότερος από τον αντίστοιχο 

απαιτούµενο για χρήση του µοντέλου BMA7.   

• Οι αυτοσυσχετίσεις γj της µεταβλητής Xi για j > s φθίνουν οµαλά υπακούοντας 

στις σχέσεις (2.57) και (2.58) στην περίπτωση που γίνεται χρήση του µοντέλου 

SMA, ενώ µηδενίζονται απότοµα στην περίπτωση χρήσεως του µοντέλου 

ΒΜΑ. 

 

Υπολογισµός των παραµέτρων αj των µοντέλων BMA και SMA 

Κλειστή αναλυτική λύση 

Στην περίπτωση που το µητρώο των αυτοσυνδιασπορών της µεταβλητής Χi 

είναι θετικά ορισµένο, αποδεικνύεται (Koutsoyiannis, 2000) ότι οι παράµετροι αj του 

µοντέλου SMA µπορούν να προσδιορισθούν από το φάσµα ισχύος της ανέλιξης Χi.  

Αν sγ(ω) το φάσµα ισχύος της ανέλιξης Χi που δίδεται από τον διακριτό 

µετασχηµατισµό Fourier (DFT) της σειράς των αυτοσυνδιασπορών γj της εν λόγω 

ανέλιξης, 

 

 sγ(ω) := 2 γ0 + 4 ∑
j=1

 ∞
 γj  cos(2πjω)   = 2 ∑

j=-∞

 ∞
 γj  cos(2πjω)  ,  ω Є [0, ½]   (2.65) 

 

τότε το φάσµα ισχύος sα(ω) της σειράς των παραµέτρων αj,  

 

 sα(ω) := 2 α0 + 4 ∑
j=1

 ∞
 αj  cos(2πjω)   = 2 ∑

j=-∞

 ∞
 αj  cos(2πjω)  ,  ω Є [0, ½]   (2.66) 

 

συνδέεται µε το φάσµα ισχύος της σειράς των αυτοσυνδιασπορών sγ(ω) µε την 

εξίσωση, 

  

  │sα(ω) │= 2 sγ(ω)    (2.67) 

 

                                                 
7 Είναι γνωστό πως η παραγωγή λευκού θορύβου µε υψηλό συντελεστή ασυµµετρίας απαιτεί ένα 
ιδιαίτερα αυξηµένο πλήθος ανεξάρτητων πραγµατοποιήσεων του λευκού θορύβου, αφού ο 
υπολογιζόµενος δειγµατικός συντελεστής ασυµµετρίας έχει άνω όριο εξαρτώµενο από το µήκος του 
δείγµατος (Todini, 1980).  
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για την περίπτωση του µοντέλου ΒΜΑ και µε την εξίσωση, 

  

  sα(ω) = 2 sγ(ω)      (2.68) 

 

για την περίπτωση του µοντέλου SMA. 

Από την σχέση (2.67) µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι δεν είναι 

δυνατός ο αναλυτικός υπολογισµός του φάσµατος ισχύος της σειράς των παραµέτρων 

αj για το µοντέλο BMA, γεγονός που οφείλεται στο ότι το sα(ω)  Є C, οπότε από την 

εξίσωση (2.67) µπορούµε να γνωρίζουµε µόνο το µέτρο του  sα(ω) και όχι την φάση 

του8. Αντιθέτως, για το µοντέλο SMA και επειδή sα(ω) Є R+, είναι δυνατός ο 

αναλυτικός υπολογισµός της σειράς των παραµέτρων αj µέσω του αντίστροφου 

µετασχηµατισµού Fourier του φάσµατος ισχύος sα(ω).  

 

  αj = ⌡⌠
0

1/2

 sα(ω) cos(2πjω)dω     για    j= 0, 1, 2, ….    (2.69) 

 

Στην περίπτωση µάλιστα που οι αυτοσυσχετίσεις της τυχαίας µεταβλητής Χi 

περιγράφονται από το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα FGN (βλέπε ενότητα 2.6), τότε 

µία προσεγγιστική έκφραση των παραµέτρων αj του µοντέλου SMA µπορεί να 

ανακτηθεί από τις σχέσεις, 

 

α0 = 
(2 – 2H)γ0 

1.5-H  ,    αj = 
α0
2  [ ](j + 1)H+0.5 + (j - 1)H+0.5 – 2 jH+0.5    για   j > 0  (2.70) 

 

συναρτήσει του συντελεστή Hurst (Η) (Koutsoyiannis, 2002b).  

 

Αριθµητική λύση µέσω βελτιστοποιήσεως 

Ως αυτήν την στιγµή είδαµε τον τρόπο µε τον οποίο µπορεί να εξαχθεί µία 

κλειστή λύση των παραµέτρων αj του µοντέλου SMA στην περίπτωση που το µητρώο 

των αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας µεταβλητής Χi είναι θετικά ορισµένο. Μια τέτοια 

όµως απαίτηση ως προς τις αυτοσυνδιασπορές της τυχαίας µεταβλητής Χi είναι 

ιδιαίτερα περιοριστική ως προς την ευρύτητα εφαρµογής του µοντέλου SMA. 
                                                 
8 Μπορεί να αποδειχθεί (Koutsoyiannis, 2000) ότι δεν υφίσταται άλλος µετασχηµατισµός που να 
οδηγεί σε πραγµατικές τιµές του φάσµατος ισχύος των παραµέτρων αj του µοντέλου ΒΜΑ. 
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Παράλληλα, αποδείξαµε ότι δεν υπάρχει µετασχηµατισµός που µπορεί να µας δώσει 

κλειστή λύση των παραµέτρων αj του µοντέλου ΒΜΑ ακόµα και για θετικά ορισµένο 

µητρώο αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας µεταβλητής Χi. Με βάση τους παραπάνω 

συλλογισµούς, αναπτύχθηκε µία αριθµητική λύση ευρέσεως των παραµέτρων των 

µοντέλων ΒΜΑ και SMA, τόσο για θετικά όσο και για µη θετικά ορισµένο µητρώο 

αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας µεταβλητής Χi (Koutsoyiannis, 2000). 

Ορίζοντας ως ζ = [α0 , α1, …, αs]Τ το διάνυσµα των παραµέτρων ενός µοντέλου 

SMA ή ενός µοντέλου ΒΜΑ και θ = [γ0, γ1, …, γs]T το διάνυσµα των 

αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας µεταβλητής Χi, είναι δυνατόν να προσδιοριστεί ένα 

µητρώο p διαστάσεων (s + 1)×(s + 1) ώστε να ισχύει η µητρωϊκή σχέση:  

 

  pζ = θ         (2.71) 

 

Τα στοιχεία του µητρώου p δίδονται από την αναδροµική σχέση, 

  

  pi, j = 
1
2 [αj-i U(j - i) + ai+j-2 U(s – i – j + 1)]        (2.72) 

 

για την περίπτωση του µοντέλου ΒΜΑ και από την αναδροµική σχέση,  

 

  pi, j = α│j - i│ + αi + j – 2 U(j – 2) U(s – i – j + 1)       (2.73) 

 

για την περίπτωση του µοντέλου SMA. Με U(x) συµβολίζεται η βηµατική συνάρτηση 

Heaviside για την οποία ισχύει U(x) = 1 ∀ x Є [0, ∞) και U(x) = 0 ∀ x Є (-∞, 0). Το 

σύστηµα των s + 1 εξισώσεων που περιγράφεται από την εξίσωση (2.71) είναι µη 

γραµµικό, περιλαµβάνοντας γινόµενα των άγνωστων παραµέτρων των µοντέλων. 

Άµεση συνέπεια του παραπάνω είναι ότι το σύστηµα έχει µία ή περισσότερες λύσεις 

στην περίπτωση θετικά ορισµένου µητρώου αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας 

µεταβλητής Χi και καµία λύση στην περίπτωση µη θετικά ορισµένου µητρώου. 

Σκοπός µας λοιπόν είναι ο προσδιορισµός µίας λύσεως (αν αυτή βέβαια υπάρχει) ή 

µίας προσεγγίσεως, που ικανοποιεί στον καλύτερο δυνατό βαθµό την µητρωϊκή 

σχέση (2.71).  Κάτι τέτοιο µπορεί να επιτευχθεί µε χρήση µη γραµµικών µεθόδων 

βελτιστοποιήσεως συναρτήσεων πολλών µεταβλητών, όπως η µέθοδος της Πλέον 

Απότοµης Κατάβασης (Steepest Descent method) (βλέπε εδάφιο 3.3.5) και η µέθοδος 
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των Συζυγών Κλίσεων (Fletcher – Reeves Conjugate Gradient methods) (βλέπε  

εδάφιο 3.3.6)  

Για την πραγµατοποίηση όµως της προαναφερθείσας µη γραµµικής 

βελτιστοποιήσεως είναι απαραίτητος ο καθορισµός µίας αντικειµενικής συναρτήσεως 

ως µέτρο επίδοσης του υπολογισµού της ακριβούς λύσεως (αν αυτή βέβαια υπάρχει) 

ή της επιζητούµενης βέλτιστης δυνατής προσεγγίσεως (αν δεν υπάρχει ακριβής 

λύση).  Η αντικειµενική συνάρτηση που προτείνεται  δίδεται από την σχέση 

(Koutsoyiannis, 2000),  

 

  min f(ζ) = f(α0, …, αs) :=  ║pζ - θ║2 + λ(p1ζ – γ0)2        (2.74) 

 

η οποία είναι δυνατόν να λάβει την τιµή  f(ζ) = 0, στην περίπτωση που υπάρχει 

ακριβής λύση του συστήµατος (2.71) ή µία θετική τιµή στην περίπτωση που δεν 

υφίσταται δυνατή λύση αυτού. Με p1 συµβολίζεται η πρώτη γραµµή του µητρώου p, 

µε λ ένας µεγάλος θετικός συντελεστής βάρους, ο οποίος εισάγει έναν όρο ποινής 

στην περίπτωση µη τήρησης της διασποράς γ0 της τυχαίας µεταβλητής Χi, και µε ║.║ 

η ευκλείδεια νόρµα διανύσµατος. 

Η εφαρµογή των µεθόδων της Πλέον Απότοµης Κατάβασης (Steepest Descent 

method) και των Συζυγών Κλίσεων (Fletcher – Reeves Conjugate Gradient methods), 

απαιτούν την αριθµητική ή αναλυτική εξαγωγή των παραγώγων της αντικειµενικής 

συναρτήσεως f(ζ) σε οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου ορισµού της. Προκειµένου να 

επιταχυνθούν οι υπολογισµοί κατά την βελτιστοποίηση παρατίθεται η αναλυτική 

έκφραση της παραγώγου της εν λόγω αντικειµενικής συναρτήσεως: 

 

  
df(ζ)
dζ   = 4 (pζ – θ)T p + 4λ(p1ζ – γ0) p1      (2.75) 

 

Εφαρµογή του µοντέλου SMA για αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής 

φυσικής χρονοσειράς 

Στη συνέχεια παρατίθενται υπό την µορφή διαγραµµάτων τα αποτελέσµατα 

της συνθετικής αναπαραγωγής της µακροπρόθεσµης εµµονής της 

ανακατασκευασµένης ιστορικής χρονοσειράς των µέσων ετησίων θερµοκρασιών του 

Βορείου Ηµισφαιρίου µήκους 992 ετών (Jones et al., 1998). Για την παραγωγή των 

συνθετικών πραγµατοποιήσεων της τυχαίας µεταβλητής που περιγράφει την εν λόγω 
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φυσική διαδικασία αναπτύχθηκε πρόγραµµα που παρατίθεται στο παράρτηµα Γ, το 

οποίο χρησιµοποιεί τις εξισώσεις (2.70) για την αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης 

εµµονής της ιστορικής χρονοσειράς. Επισηµαίνεται ότι τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά της συνθετικής χρονοσειράς έχουν προέλθει από στοχαστική 

προσοµοίωση µήκους 5000 ετών. 
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Σχήµα 2.31 Τιµές ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών Βορείου Ηµισφαιρίου 

 (Jones et al., 1998) 
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Σχήµα 2.32 Τιµές συνθετικής χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών που παρήχθη  µε χρήση του 

µοντέλου SMA 
 

Στο Σχήµα 2.32 παρουσιάζεται το διάγράµµα των ετήσιων πραγµατοποιήσεων του 

συνθετικού δείγµατος καθώς και οι κυλιόµενοι µέσοι όροι αυτού για 10 και 25 έτη. 

Συγκρίνοντας το Σχήµα 2.32 µε το Σχήµα 2.31 που αναφέρεται στην ιστορική 
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χρονοσειρά, µπορούµε να διαπιστώσουµε τη µεγάλη επιτυχία του µοντέλου SMA 

στην αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής. Στο ίδιο ακριβώς συµπέρασµα 

µπορούµε να  καταλήξουµε παρατηρώντας το Σχήµα 2.33, όπου στο ίδιο διάγραµµα 

παρουσιάζονται τα αυτοσυσχετογράµµατα της ιστορικής και της συνθετικής 

χρονοσειράς καθώς και τα θεωρητικά αυτοσυσχετογράµµατα µίας ανέλιξης FGN και 

µίας ανέλιξης Markov (η τελευταία περιγράφεται µέσω ενός µοντέλου AR(1)). 
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Σχήµα 2.33 Οπτικοποιηµένη σύγκριση αυτοσυσχετογραµµάτων 

 

2.8 Στάσιµα πολυµεταβλητά µοντέλα αναπαραγωγής της 

µακροπρόθεσµης εµµονής 

Τα µοντέλα BMA και SMA που µελετήθηκαν στην ενότητα 2.7 ως 

µονοµεταβλητά, µπορούν εύκολα να επεκταθούν σε πολυµεταβλητά (κάθε µεταβλητή 

θεωρείται ότι αντιπροσωπεύει µία διαφορετική θέση ενδιαφέροντος) µε χρήση 

ασυσχέτιστου στον χρόνο αλλά συσχετισµένου µεταξύ των θέσεων θορύβου 

(Koutsoyiannis, 2000). 

Ας θεωρήσουµε ότι Χi = [Xi
1, Xi

2, …, Xi
n]T είναι το διάνυσµα των n τυχαίων 

µεταβλητών κάθε µία εκ των οποίων αντιστοιχεί στην θέση που υποδηλώνεται µε τον 

άνω δείκτη l (l= 1, 2, …, n)  για δεδοµένη χρονική περίοδο i. Υποθέτουµε τώρα ότι g 

είναι το µητρώο των συνδιασπορών του διανύσµατος Χi, του οποίου τα στοιχεία 

δίδονται από τον τύπο: 
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  gl, k := Cov[Xi
l, Xi

k]   για   l, k = 1, 2, …, n     (2.76)    

 

Θεωρούµε επίσης ότι κάθε µία εκ των µεταβλητών Xi
l (l= 1, 2, …, n) µπορεί να 

περιγραφεί από την εξίσωση,  

 

  Χi
l = ∑

j=-s

0

  αl
–j Vl

i+j    (2.77)    

 

στην περίπτωση που γίνεται χρήση του µοντέλου ΒΜΑ και από την εξίσωση,  

 

  Χi
l = ∑

j=-s

s

  αl
│j│  Vl

i+j    (2.78)    

 

στην περίπτωση που γίνεται χρήση του µοντέλου SMA.   

Η τυχαία µεταβλητή Vl
i (l = 1, 2, …, n) θεωρείται  ασυσχέτιστη ως προς τον 

χρόνο i  (δηλαδή Cov[Vl
i, Vk

j] = 0, για i ≠ j), αλλά συσχετισµένη ως προς τις θέσεις 

ενδιαφέροντος l (l = 1, 2, …, n) για την ίδια χρονική περίοδο i. Σύµφωνα µε όσα 

αναφέρθηκαν µπορεί να οριστεί το µητρώο c των συνδιασπορών της διανυσµατικής 

τυχαίας µεταβλητής Vi, τα στοιχεία του οποίου δίδονται από τον τύπο, 

 

  cl, k := Cov[Vl
i, Vk

i]     για    l, k = 1, 2, …, n    (2.79) 

 

Τα στοιχεία του µητρώου c είναι δυνατόν να υπολογιστούν συναρτήσει των 

στοιχείων του µητρώου g (σχέση (2.76)). Κατόπιν αλγεβρικών υπολογισµών, 

καταλήγουµε στον τύπο 

 

  cl, k = 
gl, k

 ∑
j=0

s

   αl
j αk

j

     για    l, k = 1, 2, …, n     (2.80) 

 

για το µοντέλο BMA και στον τύπο,  
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  cl, k = 
gl, k

 ∑
j=-s

s

   αl
│j│ αk

│j│

    για    l, k = 1, 2, …, n     (2.81) 

 

για το µοντέλο SMA. Με γνώση τώρα του µητρώου c των συνδιασπορών της τυχαίας 

διανυσµατικής µεταβλητής Vi, είναι εφικτό να παραχθεί το διάνυσµα                        

Vi = [Vi
1, Vi

2, …, Vi
n]T  µε χρήση του απλού πολυµεταβλητού µοντέλου, 

  

  Vi = bWi     (2.82) 

 

όπου  Wi = [Wi
1, Wi

2, …, Wi
n] είναι το διάνυσµα των n τυχαίων µεταβλητών Wi

l (l = 

1, 2, …, n), οι οποίες έχουν µοναδιαία διασπορά (δηλαδή Var[Wi
l] = 1 για l = 1, 2, …, 

n)  και είναι ασυσχέτιστες τόσο ως προς τον χρόνο i όσο και ως προς τις θέσεις  

ενδιαφέροντος l (δηλαδή Cov[Wi
l, Wj

k] = 0  για  l, k = 1, 2, …, n).  

Η µητρωϊκή παράµετρος b διαστάσεων n × n µπορεί να υπολογιστεί από τη 

σχέση,  

 

  bbT = c    (2.83) 

 

όπου c το µητρώο των συνδιασπορών της διανυσµατικής µεταβλητής Vi. Η επίλυση 

της εξισώσεως (2.83) ανάγεται στο πρόβληµα εύρεσης της τετραγωνικής ρίζας 

πίνακα, στο οποίο αναφερθήκαµε στην ενότητα 2.4. 

Έχοντας θεωρήσει ότι Var[Wi
l] = 1 για l = 1, 2, …, n, οι υπόλοιπες 

απαιτούµενες παράµετροι για τον πλήρη ορισµό του µοντέλου της σχέσεως (2.82), 

είναι το διάνυσµα των µέσων τιµών µw και των συντελεστών ασυµµετρίας ξw της 

διανυσµατικής µεταβλητής Wi. Τα εν λόγω διανύσµατα µπορούν να προσδιοριστούν 

από τις σχέσεις,  

 

  µw = b-1µv       (2.84) 

 

  ξw = ( )b(3) -1
  ξv      (2.85) 
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συναρτήσει των διανυσµάτων των µέσων τιµών µv και των συντελεστών ασυµµετρίας 

ξv της διανυσµατικής µεταβλητής Vi. Τα τελευταία µπορούν να υπολογιστούν µε 

χρήση των εξισώσεων (2.59) και (2.61) για το µοντέλο ΒΜΑ ή (2.62) και (2.64) για 

το µοντέλο SMA. Επισηµαίνεται, ότι µε b-1 υποδηλώνεται ο αντίστροφος του πίνακα 

b και µε b(3)  ο πίνακας που έχει ως στοιχεία τους κύβους του πίνακα b. 

 

2.9 Μοντέλα επιµερισµού και µετασχηµατισµοί αποκατάστασης 

συµβατότητας µοντέλων διαφορετικής  κλίµακας 

 
Γενικά περί µοντέλων επιµερισµού 

Όπως είδαµε στις προηγούµενες ενότητες, η διατήρηση των εποχιακών 

στατιστικών χαρακτηριστικών µίας στοχαστικής ανέλιξης δεν εξασφαλίζει και την 

διατήρηση των στατιστικών χαρακτηριστικών των εποχιακών συναθροίσεων αυτής 

(π.χ. στατιστικά χαρακτηριστικά της ετήσιας χρονοσειράς). Για να γίνουµε πιο 

σαφείς, δεν είναι δυνατόν µε ένα απλό µοντέλο εποχιακής κλίµακας τύπου 

MPARMA να επιτύχουµε διατήρηση των ετησίων διασπορών και ασυµµετριών των 

θέσεων ενδιαφέροντος, αλλά ούτε και της µακροπρόθεσµης εµµονής αυτών. Για την 

επίτευξη λοιπόν της ταυτόχρονης διατήρησης των στατιστικών χαρακτηριστικών 

διαφορετικής χρονικής κλίµακας της ίδιας στοχαστικής ανέλιξης, εισήχθησαν για 

πρώτη φορά στη στοχαστική υδρολογία τα µοντέλα επιµερισµού (Disaggregation 

Models) από τους Valencia & Schaake (1972, 1973). 

Το πολυµεταβλητό µοντέλο που ανέπτυξαν οι Valencia & Schaake (1972, 

1973) είχε ως σκοπό την παραγωγή χρονοσειρών πραγµατοποιήσεων χαµηλότερης 

χρονικής κλίµακας σε διαφορετικές θέσεις (π.χ. µηνιαίες χρονοσειρές της 

στοχαστικής ανελίξεως ενδιαφέροντος), µέσω ενός γραµµικού συνδυασµού των 

διαθέσιµων τιµών υψηλότερης χρονικής κλίµακας (π.χ. ιστορικές ή συνθετικές 

ετήσιες χρονοσειρές), µε λευκό θόρυβο δεδοµένης κατανοµής.  

Ορίζουµε ως Ζi :=[Zi
1, …, Zi

n]Τ, το διάνυσµα των n τυχαίων µεταβλητών, κάθε 

µία εκ των οποίων αντιστοιχεί στην θέση που υποδηλώνεται µε τον άνω δείκτη l (l= 

1, …, n) και στην χρονική περίοδο ενδιαφέροντος i, και ως Χs:= [Χs
1, …, Χs

n]Τ το 

διάνυσµα των n τυχαίων µεταβλητών, κάθε µία εκ των οποίων αντιστοιχεί στην θέση 

που υποδηλώνεται µε τον άνω δείκτη l (l= 1, ..., n) και στην χρονική υποπερίοδο 

ενδιαφέροντος s. Επισηµαίνεται ότι µε τον όρο «περίοδος» από το σηµείο αυτό και 
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έπειτα θα υποδηλώνεται η υψηλότερη χρονική κλίµακα ενδιαφέροντος (π.χ. ετήσια), 

και µε τον όρο «υποπερίοδος» η χαµηλότερη χρονική κλίµακα ενδιαφέροντος (π.χ. 

µηνιαία). Επίσης γίνεται η παραδοχή ότι οι δείκτες των διανυσµατικών µεταβλητών i, 

s έχουν κοινό σηµείο αναφοράς, δηλαδή αν s = 0, τότε και i  = 0.  

Είναι προφανές ότι η απαίτηση για συµβατότητα και στις δύο χρονικές 

κλίµακες ενδιαφέροντος (π.χ. ετήσια και µηνιαία), απαιτεί την τήρηση της σχέσεως,  

 

  Zi = ∑
s = (i-1)k+1

ik

  Xs      (2.86) 

 

η οποία υποδηλώνει ότι η συνάθροιση των τυχαίων µεταβλητών των υποπεριόδων (k 

σε αριθµό) µίας περιόδου της εκάστοτε θέσεως ενδιαφέροντος πρέπει να ισούται µε 

την τυχαία µεταβλητή της ίδίας περιόδου της εν λόγω θέσεως ενδιαφέροντος. Στην 

περίπτωση που θεωρήσουµε ως υποπεριόδους τους µήνες και ως περιόδους τα έτη 

(δηλαδή k = 12), τότε η σχέση (2.86) γράφεται: 

 

  Zi = ∑
s = 12i-11

12 i

  Xs      (2.87) 

 

Αν θεωρήσουµε τώρα ότι οι ετήσιες χρονοσειρές είναι γνωστές (π.χ. από το ιστορικό 

δείγµα ή από πρωτύτερη συνθετική παραγωγή), τότε είναι δυνατός ο υπολογισµός 

των µηνιαίων χρονοσειρών µέσω του γραµµικού µοντέλου (Valencia & Schaake; 

1972, 1973),    

 

  Χi
*=a Zi + b Vi        (2.88) 

 

όπου Χi
* το διάνυσµα που περιέχει όλες τις kn στο πλήθος πραγµατοποιήσεις, των k 

σε αριθµό υποπεριόδων της περιόδου i,  

 

  Χi
* := [ ] ΧT

(i-1)k +1, …, ΧT
ik  

T
       (2.89) 
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Vi το διάνυσµα των kn σε αριθµό ανεξάρτητων πραγµατοποιήσεων λευκού θορύβου 

που ακολουθούν δοσµένη κατανοµή και a, b µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων      

kn × n και kn × kn αντίστοιχα. 

Ο υπολογισµός των µητρωϊκών παραµέτρων a και b βασίζεται στις διασπορές 

και στις συνδιασπορές µεταξύ των τυχαίων µεταβλητών υψηλότερης και 

χαµηλότερης  χρονικής κλίµακας, οι οποίες είναι δυνατόν να προσδιοριστούν από τα 

ιστορικά δεδοµένα. Ένας τέτοιος όµως υπολογισµός δεν λαµβάνει υπ’ όψιν του την 

διατήρηση των συσχετίσεων µεταξύ των µεταβλητών χαµηλότερης χρονικής 

κλίµακας διαφορετικών περιόδων, µε άµεσο αποτέλεσµα οι υποπερίοδοι διαδοχικών 

περιόδων να εµφανίζονται ασυσχέτιστες µεταξύ τους (Koutsoyiannis, 2003b). 

Η απαίτηση για διατήρηση των συσχετίσεων των µεταβλητών χαµηλότερης 

χρονικής κλίµακας διαδοχικών περιόδων οδήγησε στην ανάπτυξη µοντέλων µε δοµές 

διαφορετικές της αρχικής των Valencia & Schaake (Mejia & Rousselle, 1976; Hoshi 

& Burges, 1979; Stedinger & Vogel, 1984). Όπως όµως αποδείχθηκε από τους  

Stedinger & Vogel (1984), δεν είναι σε καµία περίπτωση δυνατή η ακριβής 

αναπαραγωγή των συσχετίσεων µεταβλητών χαµηλότερης χρονικής κλίµακας 

διαφορετικών περιόδων, γεγονός που οφείλεται στην µαθηµατική δοµή των 

προαναφερθέντων µοντέλων που οδηγεί στην ασυµβατότητα των συσχετίσεων των 

χαµηλότερης χρονικής κλίµακας µεταβλητών.       

Στην περίπτωση που όλες οι τυχαίες διανυσµατικές µεταβλητές της σχέσεως 

(2.88) ακολουθούν κανονική κατανοµή, το µοντέλο των Valencia & Schaake είναι 

δυνατόν να αναπαράγει αξιόπιστα τις περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής των 

µεταβλητών χαµηλότερης χρονικής κλίµακας. Σε αντίθετη όµως περίπτωση η 

διατήρηση αυτή δεν είναι εφικτή. Με σκοπό την αντιµετώπιση της παραπάνω 

αδυναµίας του µοντέλου των Valencia & Schaake, αναπτύχθηκαν δύο διαφορετικές 

κατηγορίες µοντέλων. Η πρώτη κατηγορία βασίστηκε στην υιοθέτηση µη µηδενικών 

συντελεστών ασυµµετρίας στις µεταβλητές του διανύσµατος του λευκού θορύβου Vi  

(Tao & Delleur, 1976; Todini 1980). Η εν λόγω προσέγγιση εισάγει µία σηµαντική 

διαφοροποίηση ως προς την υπόθεση των Valencia & Schaake, ότι οι τυχαίες 

µεταβλητές του διανύσµατος του λευκού θορύβου Vi ακολουθούν κανονική 

κατανοµή. Το πρόβληµα που ανακύπτει από την εν λόγω διαφοροποίηση (Todini, 

1980), είναι ότι οι απαιτούµενοι από το µοντέλο συντελεστές ασυµµετρίας των 

τυχαίων µεταβλητών του διανύσµατος του λευκού θορύβου Vi εξαρτώνται από τις 
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ήδη γνωστές τιµές των χρονοσειρών υψηλότερης χρονικής κλίµακας καθώς και από 

τις περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής των µεταβλητών χαµηλότερης χρονικής 

κλίµακας. Αποτέλεσµα του παραπάνω είναι η πιθανή απαίτηση του µοντέλου για 

χρονοσειρές λευκού θορύβου υπερβολικά µεγάλων ασυµµετριών που είναι αδύνατον 

να επιτευχθούν σε ένα δείγµα πεπερασµένου µήκους. Η δεύτερη κατηγορία µοντέλων 

χρησιµοποιεί µη γραµµικούς µετασχηµατισµούς των µεταβλητών, µε σκοπό αυτές να 

αποκτήσουν κανονική κατανοµή (Valencia & Schaake, 1972; Hoshi & Burges, 1979; 

Stedinger & Vogel, 1984). Βέβαια, οι προαναφερθέντες µη γραµµικοί 

µετασχηµατισµοί καταργούν την  προσθετική ιδιότητα της σχέσεως (2.86) οπότε 

χάνεται και το πραγµατικό νόηµα ενός µοντέλου επιµερισµού (Todini, 1980). Ένα 

ακόµη µειονέκτηµα όλων των προαναφερθέντων µοντέλων είναι ο αυξηµένος 

αριθµός των προς υπολογισµό παραµέτρων τους (Koutsoyiannis, 2003b). Αυτό 

οφείλεται στον αυξηµένο αριθµό των συσχετίσεων που πρέπει να διατηρηθούν 

µεταξύ των µεταβλητών χαµηλότερης χρονικής κλίµακας των θέσεων ενδιαφέροντος. 

 Μία αντιµετώπιση των προαναφερθέντων προβληµάτων προτάθηκε µε την 

ανάπτυξη του µοντέλου δυναµικού επιµερισµού (Dynamic Disaggregation Model, 

DDM). Το εν λόγω µοντέλο, το οποίο αρχικά αναπτύχθηκε ως µονοµεταβλητό 

(Koutsoyiannis, 1988; Koutsoyiannis & Xanthopoulos 1990) και στην συνέχεια 

επεκτάθηκε σε πολυµεταβλητό (Koutsoyiannis, 1992), επιτυγχάνει την αναπαραγωγή 

των περιθώριων κατανοµών των τυχαίων µεταβλητών των υποπεριόδων, ενώ 

παράλληλα διατηρεί την συσχέτιση των µεταβλητών χαµηλότερης χρονικής κλίµακας 

διαφορετικών περιόδων, µε ταυτόχρονη µέριµνα για την ελαχιστοποίηση των 

χρησιµοποιούµενων από το µοντέλο παραµέτρων (φειδωλή χρήση παραµέτρων).  

    

Αποκατάσταση συµβατότητας µοντέλων διαφορετικής χρονικής κλίµακας 

Τα περισσότερα µοντέλα επιµερισµού που αναφέρθηκαν µέχρι στιγµής, δεν 

αναπαριστούν τη στοχαστική ανέλιξη ενδιαφέροντος στην χαµηλότερη χρονική 

κλίµακα, αλλά στην πραγµατικότητα πρόκειται για υβριδικά µοντέλα που 

χρησιµοποιούν ταυτόχρονα και τις δύο χρονικές κλίµακες.  

Μία µέθοδος η οποία αποφεύγει την χρήση υβριδικών µοντέλων, 

διατυπώθηκε από τους Koutsoyiannis & Manetas (1996). Σύµφωνα µε αυτήν οι 

εποχιακές χρονοσειρές (χρονοσειρές χαµηλότερης χρονικής κλίµακας) παράγονται 

από ένα µοντέλο εποχιακής κλίµακας ανεξάρτητα από τις ετήσιες χρονοσειρές, οι 

οποίες είτε προϋπάρχουν (π.χ. ιστορικό δείγµα) είτε παράγονται από ένα µοντέλο 
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υψηλότερης χρονικής κλίµακας. Προφανώς οι δύο χρονοσειρές που παράγονται 

ανεξάρτητα είναι ασύµβατες µεταξύ τους. Η αποκατάσταση της συµβατότητας των 

δύο χρονοσειρών διαφορετικής χρονικής κλίµακας επιτυγχάνεται µε χρήση ενός 

γραµµικού µετασχηµατισµού. Η παραπάνω µέθοδος επεκτάθηκε από τον 

Koutsoyiannis (2001), µε σκοπό την διατύπωση µίας γενικότερης µεθοδολογίας για 

την αποκατάσταση συµβατότητας µεταξύ µοντέλων διαφορετικής χρονικής κλίµακας. 

Ας θεωρήσουµε ότι γίνεται χρήση ενός εποχιακού µοντέλου για την 

παραγωγή χρονοσειρών χαµηλότερης χρονικής κλίµακας Xs   χωρίς να γίνεται κάποια 

αναφορά στις τιµές της υψηλότερης χρονικής κλίµακας Ζi οι οποίες προϋπάρχουν 

(π.χ. έχουν παραχθεί συνθετικά ή είναι γνωστές από το ιστορικό δείγµα). Με χρήση 

της σχέσεως (2.86) είναι δυνατόν να παραχθούν οι συνθετικές χρονοσειρές 

υψηλότερης χρονικής κλίµακας Zi , οι οποίες διαφέρουν από τις επιθυµητές 

προϋπάρχουσες Ζi. Σκοπός µας τώρα είναι η εύρεση ενός µετασχηµατισµού που θα 

µπορέσει να µας ανάγει από τις χρονοσειρές  Xs   (που δεν είναι συµβατές µε την 

υψηλότερη χρονική κλίµακα) στις χρονοσειρές Χs που ικανοποιούν την σχέση (2.86). 

Αυτό µπορεί να γίνει µε χρήση ενός γραµµικού µετασχηµατισµού της µορφής Χs = 

f(Xs   , Zi , , Ζi) που περιγράφεται από την σχέσεις (Koutsoyiannis, 2001): 

  

  Χi
* = Xi  * + h(Zi

* - Zi   *)       (2.90) 

 

  Χi
* := [ ] ΧT

(i-1)k +1, …, ΧT
ik  

T
 ,   Xi  * := [ ] XT(i-1)k +1, …, X Tik  

T
       (2.91) 

 

  Zi
*:= [ ] Zi

T
, ΖT

i+1, ΧT
(i-1)k  

T
 ,   Zi   *:= [ ] Z iT, Z Ti+1, X T(i-1)k  

T
    (2.92) 

 

  h= Cov[Χi
*, Zi

*] {Cov[Zi
*, Zi

*]}-1       (2.93) 

 

Παρόλο που ο εν λόγω γραµµικός µετασχηµατισµός δεν επηρεάζει τις ροπές πρώτης 

και δευτέρας τάξεως της ανελίξεως, γενικά είναι επιθυµητό η εισαγόµενη από τον 

µετασχηµατισµό διόρθωση h(Zi
* - Zi   *) να είναι κατά το δυνατόν µικρή, ώστε να µην 

επηρεάζονται σε µεγάλο βαθµό οι ασυµµετρίες των µεταβλητών των υποπεριόδων. 

Έτσι, η παραγωγή των συνθετικών χρονοσειρών χαµηλότερης χρονικής κλίµακας 

γίνεται πολλές φορές, ώστε να ελαχιστοποιείται ένα µέτρο σύγκρισης µεταξύ των 
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συνθετικών και των επιθυµητών χρονοσειρών υψηλής χρονικής κλίµακας της 

µορφής, 

 

  ∆ =
1
m ║ Z′

i
*- Z′i*║    (2.94) 

 

όπου  Z′
i
* και Z′i* οι τυποποιηµένες ως προς την τυπική τους απόκλιση Zi

* και Zi   * 

αντίστοιχα (δηλαδή Z′
i
*l := Zi

*l /{Var[Zi
*l]1/2), m η κοινή διάσταση των Z′

i
* και Z′i* και 

║.║ η ευκλείδεια νόρµα διανύσµατος. 

Ο παραπάνω αλγόριθµος χρησιµοποιήθηκε από τον Koutsoyiannis (2001) για 

την αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής ιστορικών χρονοσειρών, µε 

ταυτόχρονη διατήρηση των περιθώριων κατανοµών των µηνών, καθώς και της 

χαµηλής τάξεως µνήµης των µηνιαίων πραγµατοποιήσεων. Τα αποτελέσµατα ήταν 

αρκετά ικανοποιητικά αν εξαιρεθεί ο σχετικά µεγάλος χρόνος της παραγωγής των  

συνθετικών χρονοσειρών των εποχιακών µεταβλητών (µηνών) και κάποια  αδυναµία 

για την ακριβή διατήρηση των ασυµµετριών των περιθώριων κατανοµών των µηνών. 
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3 Στοιχεία άλγεβρας µητρώων και µεθόδων 

βελτιστοποίησης συναρτήσεων 

 

 

Στις σελίδες που ακολουθούν γίνεται αρχικά ανασκόπηση των βασικών 

εννοιών της άλγεβρας µητρώων και στη συνέχεια συνοπτική παρουσίαση κάποιων 

βασικών µεθόδων βελτιστοποιήσεως µονοµεταβλητών και πολυµεταβλητών 

συναρτήσεων. Σκοπός µας δεν είναι η εκτενής αναφορά στην βιβλιογραφία, αλλά η 

παρουσίαση κάποιων εννοιών και µεθόδων που χρησιµοποιήθηκαν κατά την 

ανάπτυξη των στοχαστικών µοντέλων που παρουσιάζονται στα επόµενα κεφάλαια.  

 

3.1 Στοιχεία άλγεβρας µητρώων 

 
3.1.1 Μητρωϊκά και διανυσµατικά µεγέθη 

 
Αν x διάνυσµα µεγέθους n µε στοιχεία x1, x2, …, xn, ήτοι 

 

     x = 









x1

x2

M

xn

    (3.1) 

 

τότε µπορεί να οριστεί το ανάστροφο του διανύσµατος x διάνυσµα xT, το οποίο 

δίδεται από την σχέση, 

 

   xT = [x1, x2, …, xn]   (3.2) 

 

Αντίστοιχα, αν Α  πίνακας (ή αλλιώς µητρώο) διαστάσεων n × k µε στοιχεία αij (i= 1, 

…, n  και  j= 1, …, k), ήτοι   
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  A = 









a11 a12 L a1k

a21 a22 L a2k

M M O M

an1 an2 L ank 

   (3.3) 

 

τότε ο ανάστροφος του πίνακα Α πίνακας ΑΤ διαστάσεων k × n, δίδεται από την 

σχέση 

 

  AT = 









a11 a21 L an1

a12 a22 L an2

M M O M

a1k a2k L ank 

   (3.4) 

 

Ως µοναδιαίος πίνακας ορίζεται ο τετραγωνικός πίνακας διαστάσεων n × n, ο οποίος 

έχει όλα τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του ίσα µε την µονάδα και όλα τα 

υπόλοιπα στοιχεία του µηδενικά ,ήτοι 

 

   In = 









1 0 L 0

0 1 L 0
M M O M

0 0 L 1 

   (3.5) 

 

 

3.1.2 Πράξεις µεταξύ βαθµωτών µεγεθών, µητρώων,  διανυσµάτων 

 
Αν x, y διανύσµατα µεγέθους n, τότε µπορεί να ορισθεί η πρόσθεση των δύο αυτών 

διανυσµάτων από την σχέση, 

 

  x + y = 









x1

x2

M

xn

 + 









y1

y2

M

yn

 = 









x1 + y1

x2 + y2

M

xn + yn

   (3.6) 

 

Επίσης, αν Α και C µητρώα διαστάσεων n × k, τότε µπορεί να ορισθεί η πρόσθεση 

των δύο αυτών µητρώων από την σχέση, 
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  A + C = 









a11 + c11 a12 + c12 L a1k + c1k

a21 + c21 a22 + c22 L a2k + c2k

M M O M

an1 + cn1 an2 + cn2 L ank  + cnk

   (3.7) 

 

Έστω λ βαθµωτό µέγεθος, τότε ορίζεται ο βαθµωτός πολλαπλασιασµός του λ µε το 

διάνυσµα x  

 

  λ x = 









λ x1

λ x2

M

 λ xn

   (3.8) 

 

και ο βαθµωτός πολλαπλασιασµός του λ µε το µητρώο Α 

 

  λ A = 









λ a11 λ a12 L λ a1k

λ a21 λ a22 L λ a2k

M M O M

λ an1 λ an2 L λ ank 

   (3.9) 

 

Αν A πίνακας διαστάσεων n × k και B πίνακας διαστάσεων k × l, τότε το γινόµενο 

των δύο πινάκων είναι ο πίνακας C διαστάσεων n × l.       

 

                              A(n × k)   ·    B(k × l)   =   C(n × l)      (3.10) 

 

 

 









α11 a12 L a1k

α21 a22 L a2k

M M O M

αn1 an2 L ank 

   ·    









b11 b12 L b1l

b21 b22 L b2l

M M O M

bk1 bk2 L bkl 

  =  









c11 c12 L c1l

c21 c22 L c2l

M M O M

cn1 cn2 L cnl 

  όπου, 

 

  cij = ∑
r = 1

k
 air brj    (3.11) 

A(n × k) B(k × l)    C(n × l) 
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Για τον πολλαπλασιασµό πινάκων ισχύει γενικά, 

 

  A (B C) = (A B) C    (3.12) 

 

  (A B)T = BT AT    (3.13) 

 

 

3.1.3 Έννοιες και ιδιότητες που πηγάζουν από τις πράξεις µητρώων 

 

Αν x και y διανύσµατα µεγέθους n, τότε µπορεί να οριστεί το εσωτερικό γινόµενο 

αυτών <x, y> από την σχέση, 

 

  <x, y> := xT y  (βαθµωτό µέγεθος) (3.14) 

 

H ευκλείδεια νόρµα του διανύσµατος x προκύπτει από την σχέση, 

 

  ║x║ = <x, x>1/2 := (xT x)1/2 (3.15) 

 

και είναι βαθµωτό µέγεθος. Η συνάρτηση της µορφής, 

 

    f(x) = <x, A x> := (xT A x)   (3.16) 

 

όπου Α τετραγωνικό µητρώο διαστάσεων n × n και x διάνυσµα µεγέθους n, 

ονοµάζεται τετραγωνική µορφή του Α και είναι βαθµωτό µέγεθος.  

Ένα τετραγωνικό µητρώο Α είναι θετικά ορισµένο στην περίπτωση που ισχύει, 

 

  <x, A x> > 0 ∀ x Є R n-{0}   (3.17) 

 

Ένα τετραγωνικό µητρώο Α είναι θετικά ηµιορισµένο στην περίπτωση που ισχύει 

  <x, A x> ≥ 0 ∀ x Є R n-{0}  (3.18) 
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Ένα τετραγωνικό µητρώο Α µεγέθους n × n ονοµάζεται οµαλό (non-singular), στην 

περίπτωση που υπάρχει ένα και µοναδικό αντίστροφο µητρώο Α-1 τέτοιο ώστε να 

ισχύει η σχέση 

 

  Α Α-1 = Α-1 Α = Ιn     (3.19) 

 

Στην αντίθετη περίπτωση το µητρώο Α ονοµάζεται µη-οµαλό (singular). Για την 

αντιστροφή µητρώων ισχύει ότι,  

 

  (Α Β)-1 = Β-1 Α-1    (3.20) 

 

 

3.1.4 Eπίλυση γραµµικών συστηµάτων 

 
Έστω το γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους της µορφής, 

 

   a11 x1 + a12 x2 + L + a1n xn = b1 

  M 

  an1 x1 + an2 x2 + L + ann xn = bn       (3.21) 

 

του οποίου η διανυσµατική έκφραση δίδεται από την σχέση, 

 

  Α x = b    (3.22) 

 

Στην περίπτωση που η ορίζουσα του πίνακα Α είναι διάφορη του µηδενός, 

 

  │Α│≠ 0   (3.23) 

 

τότε το µητρώο A είναι αντιστρέψιµο και το σύστηµα (3.22) έχει µία και µοναδική 

λύση που δίδεται από την εξίσωση, 

 

  x = A-1 b   (3.24) 
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Σύµφωνα µε την (3.24), η εύρεση της λύσεως του συστήµατος απαιτεί την 

αντιστροφή του πίνακα Α. Η εν λόγω αντιστροφή µπορεί να γίνει είτε µε τον κανόνα 

του Cramer που αποτελεί και την θεωρητική λύση στο πρόβληµα της αντιστροφής 

(Chapra et al., 2002, σελ. 234-235), είτε µε την επίλυση n στον αριθµό συστηµάτων 

της µορφής, 

 

  Α yi = ci   για   i = 1, 2, …, n    (3.25) 

 

όπου yi η στήλη i του πίνακα Α-1, και ci η στήλη i του µοναδιαίου πίνακα Ιn.  

Στην περίπτωση που γίνει χρήση του κανόνα του Cramer πρέπει να 

προσδιοριστούν όλες τις υπό-ορίζουσες του πίνακα Α, κάτι που σε καµία περίπτωση 

δεν συνιστάται λόγω του µεγάλου υπολογιστικού του φόρτου αλλά και του δύσκολου 

προγραµµατισµού του. Στην περίπτωση που επιλεγεί η δεύτερη µέθοδος, τότε το 

πρόβληµα παραµένει θεωρητικά το ίδιο (επίλυση συστήµατος) αλλά επιβαρύνεται 

πολύ υπολογιστικά.  

Οι µέθοδοι λοιπόν που προτείνονται από την βιβλιογραφία για την εύρεση της 

λύσεως του γραµµικού συστήµατος (3.22) είναι: 

1. Επαναληπτικές, όπως η µέθοδος Jacobi (Chapra et al., 2002, σελ. 291), η 

µέθοδος Gauss-Seidel (Chapra et al., 2002, σελ. 289- 299) κ.λ.π. 

2. Μη-επαναληπτικές, όπως η µέθοδος Gauss και οι παραλλαγές της (Chapra et 

al., 2002, σελ. 231-244), οι οποίες βασίζονται στον µετασχηµατισµό του 

πίνακα Α σε έναν πίνακα Β και η επίλυση ενός άλλου συστήµατος αρκετά 

απλούστερου της µορφής B y = d, όπου y διάνυσµα που συνδέεται µε γνωστή 

σχέση µε το διάνυσµα x. 

Για την ειδική περίπτωση που ο πίνακας Α είναι τρισδιαγώνιος, έχει αναπτυχθεί από 

τον Thomas ένας αρκετά γρήγορος αλγόριθµος για τον προσδιορισµό του 

διανύσµατος x (λύση του συστήµατος), στον οποίο θα αναφερθούµε στην συνέχεια 

λόγω του ότι χρησιµοποιείται από το µοντέλο που αναπτύσσεται στο κεφάλαιο 7. 

Έστω το τρισδιαγώνιο σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους της µορφής, 

 

         Αx = b    
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







a11 a12 0 0 L 0
a21 a22 a23 0 L 0
0 a32  a33 a34 L 0
0 0 a43  a44L 0
M M M M O M

0 0 0 0 L ann

 · 







x1

x2

 x3

M

xn

 = 







b1

b2

 b2

M

bn

 (3.26) 

 

Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο Τhomas (Chapra et al., 2002, σελ. 286-287), είναι 

δυνατή η κατασκευή δύο πινάκων L, U που το γινόµενό τους να δίνει τον αρχικό 

πίνακα Α του συστήµατος, 

 

  LU = A     (3.27) 

 

Ο πίνακας L έχει την µορφή, 

 

  L = 









l11 0 0 0 L 0
l21 l22 0 0 L 0
0 l32  l33 0 L 0
0 0 l43  l44L 0
M M M M O M

0 0 0 0 L lnn

  (3.28) 

 

 

Και ο πίνακας U την µορφή, 

 

  U = 









1 u12 0 0 L 0
0 1 u23 0 L 0
0 0  1 u34L 0
0 0 0 1 L 0
M M M M O M

0 0 0 0 L 1

  (3.29) 

 

Ο προσδιορισµός των στοιχείων των πινάκων L, U µπορεί να γίνει εύκολα 

εξισώνοντας τα στοιχεία του αρχικού πίνακα Α µε τα στοιχεία του γινοµένου των 
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πινάκων L, U. Οι τύποι υπολογισµού των στοιχείων των πινάκων L, U συναρτήσει 

των στοιχείων του πίνακα Α δίδονται από τις ακόλουθες αναδροµικές σχέσεις, 

 

  l1,1 = α1,1         (3.30) 

 

  u1,2 = 
α1,2
 l1,1

        (3.31) 

 

  ui,i = 1  για   i = 1, 2, …, n    (3.32) 

 

  li,i-1 = αi,i-1   για   i = 2, …, n    (3.33) 

 

  li,i = αi,i - li,i-1 ui-1,i   για   i = 2, …, n   (3.34) 

 

  ui,i+1 = 
αi,i+1
 li,i

    για   i = 2, …, n-1     (3.35) 

 

Επισηµαίνεται ότι όσα στοιχεία των πινάκων L, U δεν αναφέρονται στους παραπάνω 

αναδροµικούς τύπους είναι µηδενικά. 

Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στο αν τα στοιχεία lii του πίνακα L 

προκύπτουν µηδενικά. Στην περίπτωση που συµβαίνει κάτι τέτοιο, το σύστηµα έχει 

µηδενική ορίζουσα και δεν µπορεί να συνεχιστεί η επίλυση. 

Εφόσον λοιπόν µορφωθούν οι πίνακες L, U, το αρχικό σύστηµα λαµβάνει την 

µορφή, 

 

  LUx = b     (3.36) 

 

ή εναλλακτικά την µορφή, 

 

  Ly = b   και  Ux = y   (3.37) 

 

Η ειδική µορφή των πινάκων L, U δίνει την δυνατότητα του άµεσου υπολογισµού 

των διανυσµάτων y και έπειτα x. Συγκεκριµένα µε έµπροσθεν αντικατάσταση στο 
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σύστηµα Ly = b υπολογίζεται αρχικά το διάνυσµα y, και έπειτα µε πίσω 

αντικατάσταση στο σύστηµα Ux = y  υπολογίζεται το ζητούµενο διάνυσµα x.  

 

 

3.1.5 Αποσύνθεση συµµετρικών µητρώων µε τον αλγόριθµο Cholesky 

 
Το πρόβληµα της αποσυνθέσεως ενός συµµετρικού µητρώου (πρόβληµα 

ευρέσεως ρίζας πίνακα), στη γενική του µορφή δίδεται από την σχέση,  

 

  b bT = c     (3.38) 

 

όπου b ο προς προσδιορισµό n × n άγνωστος πίνακας (γνωστός και ως τετραγωνική 

ρίζα του πίνακα c), και c ο συµµετρικός n × n πίνακας του οποίου ζητείται η 

τετραγωνική ρίζα. 

Το παραπάνω πρόβληµα είναι αδύνατο (δεν έχει καµία λύση) στην περίπτωση 

που ο πίνακας c είναι µη θετικά ορισµένος, και αόριστο (έχει άπειρες λύσεις) στην 

περίπτωση που ο πίνακας c είναι θετικά ορισµένος. Στην δεύτερη των περιπτώσεων, 

µία εκ των απείρων λύσεων µπορεί να ευρεθεί µε την παραδοχή ότι το µητρώο b είναι 

κάτω τριγωνικό της µορφής, 

 

  b = 









b11 0 0 0 L 0
b21 b22 0 0 L 0
b31 b32  b33 0 L 0
b41 b42 b43  b44L 0
M M M M O M

 bn1 bn2 bn3 bn4 L bnn

   (3.39) 

 

Ο αλγόριθµος για τον προσδιορισµό των µη µηδενικών στοιχείων του κάτω 

τριγωνικού µητρώου (3.39), ονοµάζεται  αλγόριθµος Cholesky (Chapra et al., 2002, 

σελ. 287-288) και δίδεται από τις ακόλουθες αναδροµικές σχέσεις, 

 

  lki = 
αki - ∑

j =1

i-1

  lij lkj

 lii
    για  k =1, 2, …, n  ,   i= 1, 2, …, k-1   (3.40) 
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  lkk = αkk - ∑
j =1

k-1

  lkj
2   για  k= 1, 2, …, n     (3.41) 

 

 

3.1.6 ∆ιανύσµατα τυχαίων µεταβλητών και ροπές τους 

 
Έστω Χ, Υ διανύσµατα που αποτελούνται από n και k συνιστώσες αντίστοιχα 

κάθε µία εκ των οποίων αποτελεί τυχαία µεταβλητή, ήτοι 

 

  Χ = 









Χ1

Χ2

M

Χn

, Υ = 









Υ1

Υ2

M

Υk

    (3.42) 

 
Έχοντας ορίσει τις διανυσµατικές τυχαίες µεταβλητές Χ, Υ είναι δυνατόν να 

ορίσουµε τα διανύσµατα των µέσων τιµών αυτών, 

 

  Ε[Χ] = 









Ε[Χ1]

 Ε[Χ2]
M

 Ε[Χn]

,  Ε[Υ] = 









Ε[Υ1]

 Ε[Υ2]
M

 Ε[Υk]

    (3.43) 

 

τα διανύσµατα των διασπορών αυτών, 

 

  Var[Χ] = 









Var[Χ1]

 Var[Χ2]
M

 Var[Χn]

,  Var[Y] = 









Var[Y1]

 Var[Y2]
M

 Var[Yk]

   (3.44) 

 

τα διανύσµατα των τρίτων ροπών αυτών, 

 

  µ3[Χ] = 









µ3[Χ1]

 µ3[Χ2]
M

 µ3[Χn]

,  µ3[Υ] = 









µ3[Υ1]

 µ3[Υ2]
M

 µ3[Υk]

  (3.45) 
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ε
p0

p1

d 

x1 

x2 

x3 

 

και κατά όµοιο τρόπο τα διανύσµατα όλων των υψηλοτέρων ροπών των τυχαίων 

διανυσµατικών µεταβλητών Χ, Υ (Κουτσογιάννης 2003α). 

Επίσης, είναι δυνατόν να οριστεί το µητρώο των συνδιασπορών των τυχαίων 

διανυσµατικών µεταβλητών Χ, Υ, 

 

Cov[X, Y] = {Cov[Y, X]}T = E{(X - E[X]) (YT -  E[Y]T )}= 

 









Cov[X1, Y1]  Cov[X1, Y2] L  Cov[X1, Yk]

 Cov[X2, Y1]  Cov[X2, Y2] L  Cov[X2, Yk]
M M O M

 Cov[Xn, Y1]  Cov[Xn, Y2] L  Cov[Xn, Yk] 

    (3.46) 

 

 

3.2 Ευθείες επίπεδα και υπερεπίπεδα σε διανυσµατικούς χώρους 

 
Το διάνυσµα x = [x1, x2, …, xn]T στο χώρο n διαστάσεων παριστάνει ένα 

σηµείο p ή µία διεύθυνση d. 

Για να οριστεί µια ευθεία ε σε χώρο n διαστάσεων απαιτούνται δύο σηµεία 

(p0, p1) ή ένα σηµείο p0 και µια διεύθυνση d (Marlow, 1993, σελ. 69). Η εξίσωση της 

ευθείας δίδεται:  

1. µε βάση τα δύο σηµεία (p0, p1):  x = (1 – β) p0 + β p1, όπου β Є R (για το 

ευθύγραµµο τµήµα µεταξύ p0 και p1, β Є [0, 1]). 

2. µε βάση το σηµείο p0 και τη διεύθυνση d (παραµετρική µορφή): x = p0 + β d. 

3. µε βάση τη σχέση Ax = b, όπου A µητρώο µεγέθους (n – 1) × n και b 

διάνυσµα µεγέθους n – 1 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 3.1 Απεικόνιση ευθείας σε χώρο τριών διαστάσεων (Κουτσογιάννης 2003β) 
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Σε χώρο n διαστάσεων µπορούν να οριστούν επίπεδα k διαστάσεων, όπου      

1 ≤ k ≤ n – 1 (για k = 1 έχουµε ευθεία). Ένα k διαστάσεων επίπεδο καθορίζεται µε 

τρεις διαφορετικούς τρόπους και έχει τις αντίστοιχες εξισώσεις (Marlow, 1993, σελ. 

69-70): 

1. µε βάση k + 1 σηµεία (p0, p1, …, pk): x = P w, όπου P = [p0, p1, …, pk] 

µητρώο µεγέθους n × (k + 1) και w διάνυσµα µεγέθους k + 1 µε άθροισµα 

συνιστωσών ίσο µε 1. 

2. παραµετρικά, από την εξίσωση x = p0 + Q t, όπου p0 διάνυσµα µεγέθους n 

(σηµείο στο χώρο n διαστάσεων), t διάνυσµα µεγέθους k και Q µητρώο 

µεγέθους n × k. 

3. ως τοµή n – k διαφορετικών n – 1 διαστάσεων επιπέδων: A x = b, όπου A 

µητρώο µεγέθους (n – k) × n και b διάνυσµα µεγέθους n – k. 

 

 

3.3 Βελτιστοποίηση συναρτήσεων 

 
3.3.1 Πραγµατικές συναρτήσεις διανυσµατικής µεταβλητής 

 
Έστω µία πραγµατική συνάρτηση f διανυσµατικής µεταβλητής1, ήτοι 

(Marlow, 1993, σελ. 189) 

 

  f: R n → R     (3.47) 

 

Η παράγωγος της  f(x) ως προς την διανυσµατική µεταβλητή x δίδεται από το 

διάνυσµα (Marlow, 1993, σελ. 189), 

 

  
df
dx := 



 ∂f
∂x1

, 
∂f

∂x2
, …, 



∂f

∂xn
      (3.48) 

 

Η κλίση ή βαθµίδα (gradient) της  f(x) ως προς την διανυσµατική µεταβλητή x 

δίδεται από το διάνυσµα (Marlow, 1993, σελ. 190), 

                                                 
1 Για χάρη απλότητας, οι πραγµατικές συναρτήσεις διανυσµατικής µεταβλητής ονοµάζονται πολλές 
φορές και ως πραγµατικές πολυµεταβλητές συναρτήσεις. 



 71

 

  grad(f) := ∇f = 


 ∂f
∂x1

, 
∂f

∂x2
, …, 



∂f

∂xn

T

 = 



df

dx

T

    (3.49) 

 

Η δεύτερη παράγωγος της f(x) ως προς την διανυσµατική µεταβλητή x δίδεται 

από το Εσσιανό µητρώο (Hessian martrix) (Marlow, 1993, σελ. 198), 

 

  
d2f
dx2 = 











∂2f

∂x1
2

∂2f
∂x1∂x2

L
∂2f

∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2 L
∂2f

∂x2∂xn

M M O M

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

L
∂2f
∂xn

2

    (3.50) 

 

 

3.3.2 ∆ιανυσµατικές συναρτήσεις διανυσµατικής µεταβλητής 

 
Έστω µία διανυσµατική συνάρτηση f διανυσµατικής µεταβλητής, ήτοι 

(Marlow, 1993, σελ. 189) 

 

  f: R n → R m   (3.51) 

 

δηλαδή f(x) = [f1(x), f2(x), …, fk(x)]Τ όπου οι f1(x), f2(x), …, fk(x) είναι πραγµατικές 

συναρτήσεις της διανυσµατικής µεταβλητής x. 

Η παράγωγος της f(x) ως προς την διανυσµατική µεταβλητή x δίδεται από το 

Ιακωβιανό µητρώο (Jacobian matrix) (Marlow, 1993, σελ. 195), 

 

  
df
dx := 



∂f1

∂x, 
∂f2

∂x, …, 


∂fk

∂x

T

= 











∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
L

∂f1

∂xn

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
L

∂f2

∂xn

M M O M

∂fk

∂x1

∂fk

∂x2
L

∂fk

∂xn

   (3.52) 
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Στην συνέχεια παρατίθεται ένας πίνακας στοιχειωδών κανόνων παραγώγισης 

διανυσµατικών συναρτήσεων (Marlow, 1993, σελ. 214). Με a, x συµβολίζονται τα 

διανύσµατα διαστάσεως n, µε Α το µητρώο διαστάσεων m × n, µε Β το µητρώο 

διαστάσεων n × l, µε C το τετραγωνικό µητρώο διαστάσεων n × n, µε On το µηδενικό 

τετραγωνικό µητρώο διαστάσεων n × n, µε Omn  το µηδενικό µητρώο διαστάσεων 

mn×n και µε In το µοναδιαίο τετραγωνικό µητρώο διαστάσεων n × n. Επίσης γίνεται 

η παραδοχή ότι τα a, A, B, C, είναι ανεξάρτητα του x. 

 
Πίνακας 3.1 Στοιχειώδεις κανόνες παραγώγισης διανυσµατικών συναρτήσεων 

Συνάρτηση (f) Παράγωγος (df / dx) Συνάρτηση (f) Παράγωγος (df / dx) 
a ή aT On A x A 
A ή AΤ Omn xT B BT 
x ή xT In xT x 2 xT 
aT x aT xT C x xT C + xT CT 

 
 

 

3.3.3 Συνθήκες ακροτάτου χωρίς περιορισµούς 

 
Έστω η πραγµατική συνάρτηση διανυσµατικής µεταβλητής f(x), η οποία είναι 

συνεχής ∀ x Є R n. Σε αυτήν την περίπτωση το πρόβληµα ελαχιστοποιήσεως της 

συναρτήσεως f ανάγεται στην εύρεση ενός διανύσµατος x*, τέτοιου ώστε  

 

  f(x*) = min [f(x)]    (3.53) 

 

Οι αναγκαίες συνθήκες ώστε το σηµείο x*, να αποτελεί ολικό ελάχιστο της  

συναρτήσεως f , είναι: 

• To x* να αποτελεί στάσιµο σηµείο (stationary point) της συναρτήσεως f, ήτοι  

 

  



df(x*)

dx  = ΟΤ    (3.54) 

 

• To Εσσιανό µητρώο (Hessian matrix) της συναρτήσεως f στο σηµείο x*, να 

είναι θετικά ορισµένο, ήτοι    
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  yT 



d2f(x*)

dx2   y > 0 ∀ y Є R n-{0}    (3.55) 

 

Οι παραπάνω αναγκαίες συνθήκες ελαχίστου καθίστανται και ικανές στην 

περίπτωση που η συνάρτηση f είναι κυρτή, δηλαδή στην περίπτωση που το Εσσιανό 

µητρώο της είναι θετικά ορισµένο για κάθε x, 

 

  yT 



d2f(x)

dx2   y > 0     ∀ x Є R n, ∀ y Є R n-{0}    (3.56) 

 

Αν κάτι τέτοιο δεν συµβαίνει, η  f(x) µπορεί να έχει περισσότερα από ένα στάσιµα 

σηµεία τα οποία µπορεί να είναι είτε τοπικά ελάχιστα, είτε τοπικά µέγιστα, είτε τίποτε 

από τα δύο. Στην τελευταία των περιπτώσεων τα σηµεία αυτά ονοµάζονται σηµεία 

σέλλας (saddle points) (βλέπε και Σχήµα 3.2). 

Ολικό ελάχιστο

Τοπικό ελάχιστο

Σηµείο σέλας

Ολικό ελάχιστο

Τοπικό ελάχιστο

Σηµείο σέλας

 
Σχήµα 3.2 :Γραφική απεικόνιση της συνάρτησης f(x1, x2) = 0.5(1.1x1 – x2)4 + 0.5(x1 – 0.5)(x2 – 0.5). Η 
συνάρτηση έχει τρία στάσιµα σηµεία, εκ των οποίων δύο είναι τοπικά ελάχιστα και ένα σηµείο σέλας 

(Ευστρατιάδης, 2001) 
 

Η αναζήτηση λοιπόν του ολικού ελαχίστου µίας µη κυρτής συνάρτησης 

ανάγεται στην εύρεση όλων των στάσιµων σηµείων αυτής x*
i (i= 1, 2, …) και στην 

συνέχεια σύγκριση των τιµών της συναρτήσεως f(x*
i). 

Επισηµαίνεται ότι το πρόβληµα αναζήτησης ελαχίστου, µπορεί να µετατραπεί 

άµεσα σε πρόβληµα αναζήτησης µεγίστου λόγω της προφανούς ισχύος της σχέσεως, 
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  max [f(x)] = -min [-f(x)]    (3.57) 

 

 

3.3.4 Αλγόριθµοι αναζήτησης ελαχίστου συναρτήσεων µιας µεταβλητής 

 
Οι αλγόριθµοι αναζήτησης ελαχίστου συναρτήσεων µίας µεταβλητής 

βασίζονται στην γνωστή από την αριθµητική ανάλυση µέθοδο της διχοτόµησης. 

Έστω συνάρτηση f(x) η οποία είναι συνεχής στο διάστηµα [α, c]. Για να έχει η 

συνάρτηση f(x) ελάχιστο στο διάστηµα (α, c) πρέπει να υπάρχει b Є (α, c) τέτοιο ώστε 

να ισχύει f(b) < f(a) και f(b) < f(c). Αν τώρα επιλεγεί ένα σηµείο u Є (b, c), τότε στην 

περίπτωση που  f(b) < f(u) η θέση του ελαχίστου βρίσκεται στο διάστηµα (α, b, u), 

ενώ στην περίπτωση που f(u) < f(b) η θέση του ελαχίστου βρίσκεται στο διάστηµα (b, 

u, c). Η παραπάνω διαδικασία συνεχίζεται ως ότου το προκύπτον διάστηµα στο οποίο 

εντοπίζεται το ελάχιστο γίνει ικανοποιητικά µικρό (σύγκλιση της µεθόδου). 

Οι προτεινόµενοι από την βιβλιογραφία αλγόριθµοι διαφοροποιούνται ως 

προς τον τρόπο επιλογής του σηµείου u. Η µέθοδος της χρυσής τοµής (golden section 

method) (Press et al., 1992, σελ. 390-393) ορίζει το u ως το σηµείο που βρίσκεται σε 

απόσταση από το σηµείο b ίση µε (3- 5 )/2 = 0.38197 της µεγαλύτερης απόστασης 

που ορίζεται από τα διαστήµατα (α, b) και (b, c). Είναι προφανές πως το διάστηµα 

αναζήτησης σε κάθε επανάληψη της µεθόδου µειώνεται συνεχώς σύµφωνα µε τον 

λόγο (3- 5 )/2 που αποτελεί και την µικρότερη ρίζα της εξισώσεως που περιγράφει 

το πρόβληµα της χρυσής τοµής, 

 

  ω2 – 3ω + 1 = 0    (3.58) 

 

Η µέθοδος της χρυσής τοµής συγκλίνει πάντα (Press et al.,1992), αλλά µειονεκτεί ως 

προς την ταχύτητα σύγκλισης. Η µέθοδος της αντίστροφης παραβολικής παρεµβολής 

(inverse parabolic interpolation), εκµεταλλευόµενη το γεγονός ότι πολλές 

συναρτήσεις στην περιοχή του ακροτάτου τους παρουσιάζουν σχεδόν τετραγωνική 

µορφή2, θεωρεί ότι από την τριάδα των σηµείων (α, b, c) διέρχεται µία παραβολή της 

οποίας η κορυφή αποτελεί το προς προσδιορισµό σηµείο u, του οποίου η τετµηµένη 

δίδεται από την σχέση, 

                                                 
2 Η παραπάνω παρατήρηση πηγάζει από το ανάπτυγµα Taylor µίας συναρτήσεως. 
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  u = b – 
1
2  

(b – a)2 [f(b) – f(c)] – (b – c)2 [f(b) – f(a)]
(b – a) [f(b) – f(c)] – (b – c) [f(b) – f(a)]     (3.59) 

 

Η µέθοδος ης αντίστροφης παραβολικής παρεµβολής, αν και αρκετά γρήγορη όταν η 

συνάρτηση f(x) έχει τετραγωνική µορφή (π.χ. στην περιοχή του τοπικού ακροτάτου), 

παρουσιάζει προβλήµατα στην περίπτωση που η εν λόγω συνθήκη δεν τηρείται. Το 

παραπάνω γεγονός οδήγησε τον Brent σε ένα συνδυασµό των µεθόδων της χρυσής 

τοµής και της αντίστροφης παραβολικής παρεµβολής (Press et al., 1992, σελ. 395) 

κατά τον οποίο ελέγχεται αρχικά η παραβολική συµπεριφορά της συναρτήσεως και 

αν αυτή δεν εµφανίζεται ικανοποιητική, εφαρµόζεται η µέθοδος της χρυσής τοµής. 

 

 

3.3.5 Μέθοδος της πλέον απότοµης κατάβασης (Steepest Descent method) 

 
Η µέθοδος της πλέον απότοµης κατάβασης (Press et al., 1992, σελ. 414), 

αποτελεί µία εκ των µεθόδων έµµεσης3 αναζήτησης τοπικών ελαχίστων 

πολυµεταβλητών συναρτήσεων. Βασίζεται στο θεώρηµα του διαφορικού λογισµού 

σύµφωνα µε το οποίο το διάνυσµα κλίσης –∇f(x) µιας συνάρτησης f(x) σε ένα σηµείο 

x0 δίνει την κατεύθυνση κατά την οποία η f έχει το µεγαλύτερο βαθµό µείωσης στην 

περιοχή του x0 (Σχήµα 3.3). 

 

x

grad f(x)

x1

x2

x

grad f(x)

x1

x2

 
Σχήµα 3.3 Γραφική ερµηνεία του θεωρήµατος του διαφορικού λογισµού, πάνω στο οποίο βασίζεται η 

µέθοδος της πλέον απότοµης κατάβασης (Ευστρατιάδης, 2001) 

                                                 
3 Ό όρος «έµµεση» χρησιµοποιείται  µε σκοπό να υποδηλώσει ότι η αναζήτηση βελτίστου γίνεται 
έµµεσα µε χρήση του διανύσµατος της κλίσεως της προς βελτιστοποίηση συναρτήσεως. ∆ηλαδή την 
απαίτηση των µεθόδων για αναλυτικό ή αριθµητικό υπολογισµό της 1ης παραγώγου της συναρτήσεως. 
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Αν x[k] το σηµείο του πολυδιάσταστου χώρου στο οποίο βρίσκεται ο αλγόριθµος κατά 

την k επανάληψη, τότε είναι δυνατόν να ευρεθεί το σηµείο x[k+1] το οποίο 

ελαχιστοποιεί την συνάρτηση f(x) πάνω στην ευθεία µε εξίσωση, 

 

  x = x[k] – β ∇f(x[k])    (3.60) 

 

όπου µε β συµβολίζεται µία βαθµωτή παράµετρος. Το σηµείο x[k+1] δίδεται από την 

εξίσωση, 

 

  x[k+1] = x[k] – β[k] ∇f(x[k])    (3.61) 

 

όπου β[k] η βαθµωτή παράµετρος που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση της 

µονοµεταβλητής συναρτήσεως, 

 

  g(β[k]) = f(x[k] – β[k] ∇f(x[k]))  (3.62) 

 

Κατά αυτό τον τρόπο το πρόβληµα της ελαχιστοποιήσεως µίας συναρτήσεως 

πολλών µεταβλητών ανάγεται σε πρόβληµα ελαχιστοποιήσεως συναρτήσεως µίας 

µεταβλητής, που µπορεί να επιλυθεί µε κάποια από τις µεθόδους που περιγράφησαν 

στο εδάφιο 3.3.4. 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι σε κάθε βήµα της µεθόδου η διεύθυνση της 

µετακινήσεως είναι σχεδόν κάθετη στην διεύθυνση µετακινήσεως του προηγούµενου 

βήµατος και ακριβώς κάθετη στην περίπτωση που το ελάχιστο της συναρτήσεως  

f(x[k] – β[k] ∇f(x[k])) έχει προσδιοριστεί επακριβώς (θεωρητική λύση). 

 Το βασικό µειονέκτηµα της µεθόδου έγκειται στο ότι η ταχύτητα σύγκλισης 

εξαρτάται από τον βαθµό συντήρησης4 (condition number) του Εσσιανού µητρώου Η 

της συναρτήσεως f, ο οποίος αποτελεί ένα ποσοτικό µέτρο για το πόσο επιµήκεις 

είναι οι ισοσταθµικές του πεδίου τιµών της συναρτήσεως. Άλλωστε, όσο πιο 

επιµήκεις είναι οι ισοσταθµικές, τόσο µικρότερη είναι η παράµετρος β και τόσο πιο 

αργή καθίσταται η σύγκλιση του αλγορίθµου (βλέπε Σχήµα 3.4).  

  
                                                 
4 Βαθµός συντήρησης ενός µητρώου καλείται ο λόγος του µεγίστου προς το ελάχιστο ιδιοδιάνυσµα 
αυτού. 
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Σχήµα 3.4 Παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου πλέον απότοµης κατάβασης σε τετραγωνική 

συνάρτηση δύο διαστάσεων (Ευστρατιάδης, 2001) 
 
 

Στην οριακή περίπτωση που ο βαθµός συντήρησης του µητρώου Η είναι ίσος µε την 

µονάδα, τότε οι ισοσταθµικές της συναρτήσεως f είναι οµόκεντροι κύκλοι και η 

µέθοδος συγκλίνει σε ένα µόνο βήµα. Σε αντίθετη περίπτωση οι απαιτούµενες 

επαναλήψεις της µεθόδου, εξαρτώνται από τον βαθµό συντήρησης του µητρώου Η 

(Belegundu & Chandrupatla, 1999). 

 

 

3.3.6 Μέθοδος των συζυγών κλίσεων (Conjugate Gradient method) 

 
Η µέθοδος των συζυγών κλίσεων (Press et al.,1992, σελ. 414), η οποία 

προτάθηκε αρχικά από τους Fletchers & Reeves (1964), αποτελεί µία βελτιωµένη 

παραλλαγή της µεθόδου της πλέον απότοµης κατάβασης. Το µεγάλο πλεονέκτηµα της 

µεθόδου είναι ότι δύναται να εντοπίσει το ελάχιστο µίας τετραγωνικής συναρτήσεως 

n µεταβλητών µε n στον αριθµό επαναλήψεις. Μία συνάρτηση καλείται τετραγωνική 

στην περίπτωση που µπορεί να γραφεί υπό την µορφή, 

 

  f(x) = 
1
2 xT A x + bT x + c   (3.63) 

 

 

όπου Α µητρώο θετικά ορισµένο, b διάνυσµα και c βαθµωτή παράµετρος. 

Αποδεικνύεται θεωρητικά ότι στην περίπτωση που η προς βελτιστοποίηση 
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συνάρτηση είναι τετραγωνική, τότε η ταχύτερη διεύθυνση σύγκλισης δεν είναι η –

∇f(x), αλλά η συζυγής της ως προς το Εσσιανό µητρώο Α. Γενικά δύο µη παράλληλες 

διευθύνσεις ορίζονται ως συζυγείς προς ένα µητρώο Α, στην περίπτωση που ισχύει η 

συνθήκη: 

 

  di
T A dj = 0,   i ≠j,  0 ≤ i  και  j ≤ n    (3.64) 

 

 

Ο αλγόριθµος ξεκινά θεωρώντας ένα αρχικό σηµείο x[0] και µία αρχική 

διεύθυνση d[0] που ταυτίζεται µε την διεύθυνση –∇f(x[0]) της µεθόδου της πλέον 

απότοµης κατάβασης. Κάθε νέο σηµείο x[k+1] της επαναληπτικής µεθόδου προκύπτει 

µε ελαχιστοποίηση της συναρτήσεως  f(x) κατά µήκος της διευθύνσεως d[k], δηλαδή 

µε επίλυση του µονοδιάστατου προβλήµατος, 

 

  minimize g(α[k]) = f(x[k] – α[k] d[k])    (3.65) 

 

Παραγωγίζοντας την f ως προς α[k] προκύπτει, 

 

  α[k] = – 
d[k] g[k]

(d[k])Τ A d[k]      (3.66) 

 

όπου g = ∇f(x) = Αx + b . Το σηµείο x[k+1] µπορεί να ευρεθεί από την σχέση, 

 

  x[k+1]
 = x[k] – α[k] d[k]     (3.67) 

 

και η νέα διεύθυνση d[k+1] από την σχέση, 

 

  d[k+1] = – g[k+1] + β[k] d[k]   (3.68) 

 

∆ιαπιστώνουµε ότι η νέα διεύθυνση d[k+1] παρεκκλίνει της διευθύνσεως της µεθόδου 

της πλέον απότοµης κατάβασης κατά την ποσότητα β[k]d[k]. Ο προσδιορισµός της 

βαθµωτής παραµέτρου β[k] µπορεί να γίνει λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι οι διευθύνσεις 

d[k] και d[k+1] είναι συζυγείς ως προς το µητρώο A, οπότε προκύπτει 
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  β[k] = 
(gk + 1)T (gk + 1

 – gk)
 (gk)T gk

   (3.69) 

 

Στην περίπτωση που η συνάρτηση f(x) είναι τετραγωνική, τότε η n-στή 

επανάληψη του αλγορίθµου υπολογίζει το σηµείο x[n]  που αποτελεί και το ελάχιστο 

της τετραγωνικής συναρτήσεως. Στην περίπτωση όµως που η f(x) δεν είναι 

τετραγωνική, τότε αφενός η βαθµωτή παράµετρος α[k] πρέπει να υπολογιστεί 

αριθµητικά µε χρήση µεθόδων βελτιστοποιήσεως µίας µεταβλητής (βλέπε εδάφιο 

3.3.4) και αφετέρου απαιτούνται περισσότερες από n επαναλήψεις για τον εντοπισµό 

του βελτίστου. 

 

 

3.4 Το γενικευµένο αντίστροφο µητρώο 

 
Στο εδάφιο 3.1.4 είδαµε ότι το γραµµικό σύστηµα Αx = b έχει µία και 

µοναδική λύση στην περίπτωση που ο πίνακας A είναι τετραγωνικός και ταυτόχρονα 

οµαλός (non-singular). Σε αυτήν την ενότητα θα ασχοληθούµε µε το πώς θα 

µπορέσουµε να βρούµε µία λύση εκ των απείρων λύσεων του συστήµατος (αν αυτό 

είναι αόριστο), ή την καλύτερη δυνατή προσέγγιση του διανύσµατος x (αν το 

σύστηµα είναι αδύνατο).  

 

Αριθµός εξισώσεων (n) µικρότερος του αριθµού των αγνώστων (m) – εύρεση 

ελάχιστης λύσης 

Στην περίπτωση που ο αριθµός των εξισώσεων n του γραµµικού συστήµατος 

Αx = b είναι µικρότερος του αριθµού των αγνώστων m, τότε από την άλγεβρα 

µητρώων γνωρίζουµε ότι το γραµµικό σύστηµα είναι αόριστο, δηλαδή έχει άπειρες 

λύσεις. Στην ίδια ακριβώς περίπτωση υπάγεται και ένα σύστηµα n εξισώσεων µε n 

αγνώστους του οποίου ο πίνακας Α είναι µη-οµαλός, γεγονός που οφείλεται στο ότι 

κάποιες εξισώσεις του συστήµατος αποτελούν γραµµικό συνδυασµό άλλων. Μία εκ 

των απείρων λύσεων που µπορούν να αναζητηθούν είναι και η ελάχιστη λύση, δηλαδή 

η λύση x που εµφανίζει την µικρότερη δυνατή τιµή της ευκλείδειας νόρµας. Σύµφωνα 

µε αυτά που ειπώθηκαν, θα µπορούσαµε να διατυπώσουµε το εν λόγω πρόβληµα ως 

ένα πρόβληµα ελαχιστοποιήσεως της µορφής, 



 80

 

  minimize ║x║ = minimize (xT x)      (3.70) 

 

  s.t.   Αx – b =0         (3.71) 

 

µε την σχέση (3.71) να αποτελεί τους περιορισµούς του προβλήµατος. Αποδεικνύεται 

(Marlow, 1993, σελ. 263), ότι το εν λόγω πρόβληµα ελαχιστοποίησης έχει µοναδικό 

ελάχιστο x* που δίδεται από τις εξισώσεις, 

 

  C = A AT  (3.72) 

 

  C λ = b     (3.73) 

 

  x* = AT λ   (3.74) 

 

Για την εύρεση λοιπόν της ελάχιστης λύσεως, αρκεί να προσδιοριστεί το 

συµµετρικό µητρώο C (µε πολλαπλασιασµό δύο γνωστών µητρώων Α και ΑΤ ), στην 

συνέχεια να επιλυθεί ένα γραµµικό σύστηµα για τον προσδιορισµό του διανύσµατος λ 

και τέλος να γίνει ο πολλαπλασιασµός του πίνακα ΑΤ µε το διάνυσµα λ. 

Επισηµαίνεται ότι οι σχέσεις (3.72), (3.73) και (3.74) θα µπορούσαν να συνοψιστούν 

σε µία σχέση, 

 

  x* = AT (ΑAT )-1 b     (3.75) 

 

όπου το µητρώο AT (ΑAT )-1 ονοµάζεται και γενικευµένο αντίστροφο µητρώο 

ελάχιστης νόρµας. 

 

Αριθµός εξισώσεων (n) µεγαλύτερος του αριθµού των αγνώστων (m) – λύση 

ελαχίστων τετραγώνων 

Στην περίπτωση που ο αριθµός των εξισώσεων n του γραµµικού συστήµατος 

Αx = b είναι µεγαλύτερος του αριθµού των αγνώστων m, τότε από την άλγεβρα 

µητρώων γνωρίζουµε ότι το γραµµικό σύστηµα είναι αδύνατο, δηλαδή δεν έχει καµία 

λύση. Σε αυτήν την περίπτωση καλούµαστε να υπολογίσουµε µία προσεγγιστική 

λύση x, η οποία να ελαχιστοποιεί την ευκλείδεια νόρµα του διανύσµατος σφάλµατος. 
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Το εν λόγω πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί και ως πρόβληµα ελαχιστοποιήσεως 

χωρίς περιορισµούς υπό τη µορφή, 

 

  minimize||A x – b||      (3.76) 

 

της οποίας ισοδύναµη έκφραση αποτελεί η σχέση, 

 

  minimize[(A x – b)T (A x – b)]1/2     (3.77) 

 

από όπου µε αλγεβρικούς υπολογισµούς καταλήγουµε στην  σχέση, 

 

   minimize[ ](xT AT A x – xT AT b – bT A x + bT b)1/2       (3.78) 

 

Αποδεικνύεται (Marlow, 1993, σελ. 255), ότι το εν λόγω πρόβληµα ελαχιστοποίησης 

έχει µοναδικό ελάχιστο x* που δίδεται από την εξίσωση, 

 

  (ΑΤΑ)x* = AT b   (3.79) 

 

Για την εύρεση του ελαχίστου απαιτείται η επίλυση του συστήµατος της σχέσεως 

(3.79), του οποίου η λύση δίδεται από την σχέση, 

 

  x* = (AT A)–1 AT  b      (3.80) 

 

όπου (AT A)–1 AT  ονοµάζεται και γενικευµένο αντίστροφο µητρώο ελαχίστων 

τετραγώνων. 
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4 Στατιστική ανάλυση ιστορικών χρονοσειρών 

 

 

Στις σελίδες που ακολουθούν πραγµατοποιείται η παρουσίαση και η 

απαραίτητη στατιστική ανάλυση των ιστορικών χρονοσειρών που χρησιµοποιήθηκαν 

ως βάση για τα παραδείγµατα του κεφαλαίου 2, καθώς και για τον έλεγχο της 

απόδοσης των στοχαστικών µοντέλων που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της παρούσας 

εργασίας. Συγκεκριµένα οι χρονοσειρές που πρόκειται να αναλυθούν είναι: 

1. η χρονοσειρά των µέσων ετησίων θερµοκρασιών του Βορείου Ηµισφαιρίου, 

µήκους 992 ετών (Jones et al., 1998), 

2. η χρονοσειρά µηνιαίων υψών απορροής του Βοιωτικού Κηφισού στην θέση 

εξόδου του στην διώρυγα Καρδίτσας, 

3. η χρονοσειρά µηνιαίων υψών σηµειακής βροχοπτώσεως στον βροχοµετρικό 

σταθµό Αλιάρτου, ο οποίος είναι ο παλαιότερος σταθµός που λειτουργεί στην 

λεκάνη του Βοιωτικού Κηφισού. 

Επισηµαίνεται ότι οι χρονοσειρές 2 και 3 είναι συσχετισµένες, και έτσι µέρος της 

απαραίτητης στατιστικής ανάλυσης είναι και η εύρεση των από κοινού στατιστικών 

χαρακτηριστικών των δύο ιστορικών χρονοσειρών. 

 

4.1 Ιστορική χρονοσειρά µέσων ετησίων θερµοκρασιών (Jones et 

al., 1998) 

 
Στο Σχήµα 4.1 παρουσιάζεται το διάγραµµα των πραγµατοποιήσεων της 

ανακατασκευασµένης ιστορικής χρονοσειράς των µέσων ετησίων θερµοκρασιών του 

Βορείου Ηµισφαιρίου µήκους 992 ετών (Jones et al., 1998), καθώς και οι κυλιόµενοι 

µέσοι όροι αυτής για 10 και 25 έτη. 
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Σχήµα 4.1 Τιµές ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών Βορείου Ηµισφαιρίου 

 (Jones et al., 1998) 
  

Στον Πίνακα 4.1 παρουσιάζονται τα στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού 

δείγµατος και συγκεκριµένα η µέση τιµή, η τυπική απόκλιση και ο συντελεστής 

ασυµµετρίας αυτού. 

 
Πίνακας 4.1 Στατιστικά χαρακτηριστικά χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών Βορείου 

Ηµισφαιρίου (Jones et al., 1998) 
 

Μέση τιµή -0.3683
Τυπική 

απόκλιση 0.4397

Συντελεστής
ασυµµετρίας -0.0888

 

Στο Σχήµα 4.2 παρουσιάζεται το διάγραµµα που προέκυψε από την εφαρµογή της 

εξισώσεως (2.43) της ενότητας 2.6 στο ιστορικό δείγµα, και από το οποίο είναι 

δυνατός ο προσδιορισµός του συντελεστή Hurst της ιστορικής χρονοσειράς 

(Η=0.842). 

y = 0.842x + 0.0166
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Σχήµα 4.2 Προσδιορισµός του συντελεστή Hurst της ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετήσιων 

θερµοκρασιών Βορείου Ηµισφαιρίου (Jones et al., 1998) 
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Στο Σχήµα 4.3 παρουσιάζεται η οπτικοποιηµένη σύγκριση του εµπειρικού 

αυτοσυσχετογράµµατος της ανακατασκευασµένης ιστορικής χρονοσειράς µέσων 

ετησίων θερµοκρασιών του Βορείου Ηµισφαιρίου (Jones et al., 1998), του 

θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος FGN για συντελεστή Hurst ίσο µε τον 

προσδιορισθέντα για την αυτή ιστορική χρονοσειρά (Η= 0.842), και του θεωρητικού 

αυτοσυσχετογράµµατος του µοντέλου AR(1) για συντελεστή αυτοσυσχέτισης 1ης 

τάξεως ίσο µε  τον αντίστοιχο της ιστορικής χρονοσειράς (για περισσότερες 

πληροφορίες πάνω στις χρησιµοποιούµενες για τα θεωρητικά αυτοσυσχετογράµµατα 

σχέσεις ο αναγνώστης παραπέµπεται στην ενότητα 2.6). 
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Σχήµα 4.3 Σύγκριση αυτοσυσχετογράµµατος ιστορικού δείγµατος µέσων θερµοκρασιών Βορείου 

Ηµισφαιρίου και των θεωρητικών αυτοσυσχετογραµµάτων FGN και AR(1) 
 

 

4.2 Συσχετισµένες ιστορικές χρονοσειρές µηνιαίων υψών 

βροχόπτωσης και απορροής 

 
Στην συνέχεια θα αναφερθούµε στα στατιστικά χαρακτηριστικά δύο 

συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών που έχουν προέλθει από µετρήσεις στον 

Ελληνικό χώρο: (1) της ιστορικής χρονοσειράς µηνιαίων υψών απορροής του 

Βοιωτικού Κηφισού στην θέση εξόδου του στην διώρυγα Καρδίτσας, και (2) της 

ιστορικής χρονοσειράς µηνιαίων υψών σηµειακής βροχοπτώσεως στον βροχοµετρικό 
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σταθµό Αλιάρτου, ο οποίος είναι ο παλαιότερος σταθµός που λειτουργεί στην λεκάνη 

απορροής του Βοιωτικού Κηφισού. Οι εν λόγω συσχετισµένες ιστορικές χρονοσειρές 

επιλέχθηκαν ως τα πλέον µακρύτερα σε µήκος χρόνου ιστορικά δείγµατα 

βροχοπτώσεων και απορροών στον ελληνικό χώρο [91 κοινά έτη βροχοπτώσεων και 

απορροών (1907-1998)] (Κουτσογιάννης κ.α., 2001). 

 

 

Ιστορικό δείγµα απορροών Βοιωτικού Κηφισού 

 
Στα Σχήµατα 4.4, 4.5, 4.6 και 4.7 παρατίθενται υπό την µορφή διαγραµµάτων 

τα στατιστικά χαρακτηριστικά των µηνών του ιστορικού δείγµατος απορροών. 
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Σχήµα 4.4 Ραβδόγραµµα µηνιαίων µέσων τιµών ιστορικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 4.5 Ραβδόγραµµα µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων ιστορικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 4.6 Ραβδόγραµµα µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας ιστορικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 4.7 Ραβδόγραµµα συντελεστών συσχέτισης κάθε µήνα µε τον προηγούµενό του, για το 

ιστορικό δείγµα απορροών 
 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να τονίσουµε ότι όµοια µε το ραβδόγραµµα του 

Σχήµατος 4.7, θα µπορούσαν να εξαχθούν τα ραβδογράµµατα των συντελεστών 

συσχέτισης κάθε µήνα του ιστορικού δείγµατος µε όλους τους προηγούµενους αυτού 

µήνες. Κάτι τέτοιο αποφεύγεται για δύο λόγους: 

1. Η γνώση του συντελεστή συσχέτισης ενός µήνα µε προηγούµενούς του και 

για υστέρηση (lag) µεγαλύτερη του 1, αυξάνει σε µικρό βαθµό την 

πληροφορία που χρειαζόµαστε ώστε να περιγράψουµε επαρκώς το ιστορικό 

δείγµα (φειδωλή χρήση παραµέτρων περιγραφής του ιστορικού δείγµατος). 

2. Σε εποχιακή κλίµακα ενδιαφερόµαστε για την βραχυπρόθεσµη µνήµη της 

ιστορικής χρονοσειράς που µπορεί να περιγραφεί από τον 1ης τάξεως 

συντελεστή συσχέτισης κάθε µήνα. Η µακροπρόθεσµη µνήµη της 
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χρονοσειράς µελετάται σε ετήσια κλίµακα, όπου µπορεί να περιγραφεί 

επαρκώς µέσω του συντελεστή Hurst. 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο πίνακας των στατιστικών χαρακτηριστικών 

της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς απορροών1, 

 
Πίνακας 4.2 Στατιστικά χαρακτηριστικά ετήσιας χρονοσειράς απορροών 

 
Μέση τιµή 200.6026
Τυπική 

απόκλιση 80.3621

Συντελεστής 
ασυµµετρίας 0.3991 

Συντελεστής 
Hurst 0.7838 

 

καθώς και το διάγραµµα σύγκρισης του εµπειρικού αυτοσυσχετογράµµατος της 

ιστορικής χρονοσειράς, µε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα FGN για συντελεστή 

Hurst ίσο µε τον προσδιορισθέντα για την αυτή ιστορική χρονοσειρά (Η= 0.784) και 

µε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα του µοντέλου AR(1) για συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως ίσο µε  τον αντίστοιχο της ιστορικής χρονοσειράς (για 

περισσότερες πληροφορίες πάνω στις χρησιµοποιούµενες για τα θεωρητικά 

αυτοσυσχετογράµµατα σχέσεις, ο αναγνώστης παραπέµπεται στην ενότητα 2.6). 
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Σχήµα 4.8 Οπτικοποιηµένη σύγκριση αυτοσυσχετογραµµάτων για την ετήσια ιστορική χρονοσειρά 

απορροών 
                                                 
1 Στον πίνακα των στατιστικών χαρακτηριστικών της ετήσιας χρονοσειράς απορροών συµπεριλήφθη 
και ο συντελεστής Hurst αυτής, του οποίου ο προσδιορισµός έγινε µε την ίδια µέθοδο που 
εφαρµόστηκε στην ενότητα 4.1.   
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Ιστορικό δείγµα βροχοπτώσεων περιοχής Αλιάρτου. 

Στα Σχήµατα 4.9, 4.10, 4.11 και 4.12 παρατίθενται υπό την µορφή 

διαγραµµάτων τα στατιστικά χαρακτηριστικά των µηνών του ιστορικού δείγµατος 

βροχοπτώσεων. 
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Σχήµα 4.9 Ραβδόγραµµα µηνιαίων µέσων τιµών ιστορικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 4.10 Ραβδόγραµµα µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων ιστορικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 4.11 Ραβδόγραµµα µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας ιστορικού δείγµατος βροχοπτώσεων 

 

0.07

0.19

-0.06

0.07

-0.03 -0.03 -0.03 -0.03

0.26 0.24

0.02

-0.12

-0.15
-0.1

-0.05
0

0.05
0.1

0.15
0.2

0.25
0.3

Σεπ-
Οκτ

Οκτ-
Νοε

Νοε-
∆εκ

∆εκ-
Ιαν

Ιαν-
Φεβ

Φεβ-
Μαρ

Μαρ-
Απρ

Απρ-
Μαϊ

Μαϊ-
Ιουν

Ιουν-
Ιουλ

Ιουλ-
Αυγ

Αυγ-
Σεπ

 
Σχήµα 4.12 Ραβδόγραµµα συντελεστών συσχέτισης κάθε µήνα µε τον προηγούµενό του, για το 

ιστορικό δείγµα βροχοπτώσεων 
 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο πίνακας των στατιστικών χαρακτηριστικών της 

ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς βροχοπτώσεων2, 

 

 

 

 

 

                                                 
2 Στον πίνακα των στατιστικών χαρακτηριστικών της ετήσιας χρονοσειράς βροχοπτώσεων 
συµπεριλήφθη και ο συντελεστής Hurst αυτής, του οποίου ο προσδιορισµός έγινε µε την ίδια µέθοδο 
που εφαρµόστηκε στην ενότητα 4.1.   
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Πίνακας 4.3 Στατιστικά χαρακτηριστικά ετήσιας χρονοσειράς βροχοπτώσεων 

Μέση τιµή 660.4473

Τυπική 
απόκλιση 155.7759

Συντελεστής 
ασυµµετρίας 0.451978

Συντελεστής 
Hurst 0.642289

 

καθώς και το διάγραµµα σύγκρισης του εµπειρικού αυτοσυσχετογράµµατος της 

ιστορικής χρονοσειράς, µε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα FGN για συντελεστή 

Hurst ίσο µε τον προσδιορισθέντα για την αυτή ιστορική χρονοσειρά (Η= 0.642) και 

µε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα του µοντέλου AR(1) για συντελεστή 

αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως ίσο µε  τον αντίστοιχο της ιστορικής χρονοσειράς (για 

περισσότερες πληροφορίες πάνω στις χρησιµοποιούµενες για τα θεωρητικά 

αυτοσυσχετογράµµατα σχέσεις, ο αναγνώστης παραπέµπεται στην ενότητα 2.6). 
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Σχήµα 4.13 Οπτικοποιηµένη σύγκριση αυτοσυσχετογραµµάτων για την ετήσια ιστορική χρονοσειρά 

βροχοπτώσεων 
 

 

Από κοινού στατιστικά χαρακτηριστικά των υπό µελέτη χρονοσειρών 

Στην συνέχεια παρουσιάζονται υπό την µορφή διαγραµµάτων οι συντελεστές 

ετεροσυσχέτισης των δύο χρονοσειρών για µηδενικό και µοναδιαίο βήµα χρονικής 
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µετατόπισης. Ο λόγος που αποφεύγεται η παρουσίαση διαγραµµάτων για υψηλότερα 

χρονικά βήµατα µετατόπισης έχει αναλυθεί σε προηγούµενες σελίδες του κεφαλαίου. 
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Σχήµα 4.14 Ραβδόγραµµα συντελεστών ετεροσυσχέτισης των µηνών των δύο ιστορικών χρονοσειρών, 
για µηδενικό χρονικό βήµα µετατόπισης (συντελεστές ετεροσυσχέτισης των απορροών ενός µήνα µε 
τις βροχοπτώσεις του ιδίου µήνα) 
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Σχήµα 4.15 Ραβδόγραµµα συντελεστών ετεροσυσχέτισης των µηνών των δύο ιστορικών χρονοσειρών, 
για µοναδιαίο χρονικό βήµα µετατόπισης (συντελεστές ετεροσυσχέτισης των απορροών ενός µήνα µε 
τις βροχοπτώσεις του προηγούµενου µήνα) 
 

Αναφερόµενοι στο Σχήµα 4.15 αξίζει να επισηµάνουµε ότι κατά όµοιο τρόπο θα 

µπορούσαµε να παρουσιάσουµε και το ραβδόγραµµα των συντελεστών συσχέτισης 

µεταξύ των βροχοπτώσεων ενός µήνα µε τις απορροές του προηγούµενου µήνα. Κάτι 

τέτοιο όµως αποφεύγεται λόγω του ότι δεν παρουσιάζει κανένα απολύτως  

υδρολογικό ενδιαφέρον.  
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5 Ανάπτυξη πολυµεταβλητού µοντέλου που βασίζεται στη 

χρήση ενός µοντέλου MPAR(1) σε συνδυασµό µε φίλτρο 

SMA (MPARSMAF) 
 
 

 

5.1 Παρουσίαση µοντέλου 
 

Το µοντέλο MPARSMAF (Multivariate Periodic Autoregressive model with 

Symmetric Moving Average Filter) που θα αναπτυχθεί στις σελίδες που ακολουθούν, 

αποτελεί συνδυασµό δύο µοντέλων που αναλύθηκαν στο κεφάλαιο 2. Το πρώτο εκ των 

δύο µοντέλων είναι το πολυµεταβλητό κυκλοστάσιµο µοντέλο MPAR(1) και το δεύτερο 

είναι το µοντέλο συµµετρικού κινούµενου µέσου όρου (SMA) που χρησιµοποιείται ως 

µία µορφή φίλτρου αναπαραγωγής της µακροπρόθεσµης εµµονής πάνω στις συνθετικές 

χρονοσειρές που έχουν ήδη παραχθεί από το µοντέλο MPAR(1).   

Στην συνέχεια πρόκειται να αναφερθούµε σε µία ιδιότητα του φαινοµένου Hurst 

και σε µία ήδη γνωστή (από την ενότητα 2.5) ιδιότητα του µοντέλου MPAR(1), πάνω 

στις οποίες βασίστηκε η παρούσα προσέγγιση. 

 

Ιδιότητα 1: Το άθροισµα δύο στάσιµων στοχαστικών ανελίξεων που έχουν τον ίδιο 

συντελεστή Hurst, αποτελεί στάσιµη στοχαστική ανέλιξη µε συντελεστή Hurst ίσο 

µε τον αρχικό. 

Αν Qi στάσιµη στοχαστική ανέλιξη όπου µε τον δείκτη i συµβολίζεται το χρονικό 

διάστηµα αναφοράς, τότε η µακροπρόθεσµη εµµονή της στάσιµης στοχαστικής ανέλιξης 

Qi µπορεί να περιγραφεί ως ένα απλό µορφοκλασµατικό αντικείµενο (single fractal) από 

την εξίσωση [ενότητα 2.6, σχέση (2.41)], 

 

  ( )Qi
(k) – kµq  =d 



k

λ  
H

 ( )Qj
(λ) – λµq      (5.1) 

 

Με (=d) συµβολίζεται η ισότητα στην (πεπερασµένης διάστασης) από κοινού κατανοµή, 

µε Η συµβολίζεται ο συντελεστής Hurst της τυχαίας µεταβλητής Qi, µε µq η µέση τιµή 

της τυχαίας µεταβλητής Qi (δηλαδή µq = Ε[Qi]) και µε  Qi
(k) η τυχαία µεταβλητή που 

προκύπτει ως άθροισµα k διαδοχικών τυχαίων µεταβλητών Qi, ήτοι 
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  Qi
(k) = ∑

j=(i-1)k+1

ik
 Qj      (5.2) 

 

Ας θεωρήσουµε τώρα τις τυχαίες µεταβλητές Pi και Pi
(k), οι οποίες έχουν τον ίδιο 

συντελεστή Hurst µε τις µεταβλητές Qi και Qi
(k)  και για τις οποίες ισχύουν (όπως και για 

τις µεταβλητές Qi, Qi
(k)) οι σχέσεις, 

 

  Pi
(k) = ∑

j=(i-1)k+1

ik

 Pj     (5.3) 

 

  ( )Pi
(k) – kµp  =d 



k

λ  
H

 ( )Pj
(λ) – λµp     (5.4) 

 

Από τις (5.1) και (5.4), είναι προφανής η ισχύς της εξισώσεως, 

 

  ( )Qi
(k) + Pi

(k) –  kµq –  kµp  =d 



k

λ  
H

 ( )Qj
(λ) + Pj

(λ) – λµq – λµp      (5.5) 

 

που υποδηλώνει ότι αν δύο στάσιµες στοχαστικές ανελίξεις Qi, Pi έχουν τον ίδιο 

συντελεστή Hurst Η, τότε και το άθροισµά τους Qi + Pi αποτελεί στάσιµη στοχαστική 

ανέλιξη µε συντελεστή Hurst H ίσο µε αυτόν των Qi, Pi. Είναι προφανές ότι η παραπάνω 

απόδειξη µπορεί να γενικευθεί και για περισσότερες από δύο στοχαστικές ανελίξεις. 

 

Ιδιότητα 2: Αν Wj κυκλοστάσιµη στοχαστική ανέλιξη MPAR(1) µε περίοδο k, τότε η 

ανέλιξη W(j-1)k+s για δεδοµένο s (s = 1, …, k) και j= 1, … είναι στάσιµη µε 

αυτοσυσχέτιση που τείνει στο µηδέν εφόσον το k τείνει στο άπειρο. 

Αν Wj = [Wj
1, Wj

2, …, Wj
n]T είναι το διάνυσµα των n κυκλοστάσιµων 

στοχαστικών ανελίξεων µε περίοδο k (όπου k ο αριθµός των εποχών) κάθε µία εκ των 

οποίων αντιστοιχεί στην θέση που υποδηλώνεται µε τον άνω δείκτη l (l=1, 2, …, n) για 

δεδοµένη χρονική περίοδο j, τότε οι χρονοσειρές w(i-1)k+s για i = 1, ….  και δεδοµένο 

κάθε φορά s (s = 1, …, k) των πραγµατοποιήσεων της τυχαίας διανυσµατικής 

µεταβλητής Wj, είναι στάσιµες.    
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Ας θεωρήσουµε τώρα ότι η διανυσµατική τυχαία µεταβλητή Wj, της οποίας τα 

στοιχεία είναι κυκλοστάσιµες στοχαστικές ανελίξεις, περιγράφεται από ένα µοντέλο 

MPAR(1) της µορφής 

 

  Wj=aj Wj-1+ bj Vj    (5.6) 

 

όπου Vj = [Vj
1, Vj

2, …, Vj
n] το διάνυσµα των n κυκλοστάσιµων στοχαστικών ανελίξεων 

µε  περίοδο k, οι οποίες παρουσιάζουν µηδενική συσχέτιση τόσο ως προς τον χρόνο j όσο 

και ως προς τις θέσεις  ενδιαφέροντος l (l=1, 2, …, n) (δηλαδή Cov[Vi
l, Vj

k] = 0  για  l, k 

= 1, 2, …, n) και aj, bj περιοδικά µεταβαλλόµενες µητρωϊκές παράµετροι µε περίοδο k, 

διαστάσεων n × n. Στην περίπτωση που η περίοδος k της περιγραφόµενης από το 

µοντέλο ανελίξεως έχει υψηλή τιµή (π.χ. 12 αν αναφερόµαστε σε µηνιαία κλίµακα), τότε 

οι χρονοσειρές w(i-1)k+s για i = 1, ….  και δεδοµένο κάθε φορά s (s = 1, …, k) των 

πραγµατοποιήσεων της τυχαίας µεταβλητής Wj, παρουσιάζουν πολύ µικρούς 

συντελεστές αυτοσυσχέτισης γεγονός που οφείλεται στην βραχυπρόθεσµη µνήµη του 

µοντέλου MPAR(1) (βλέπε και ενότητα 2.5).  

Στο Σχήµα 5.1 παρουσιάζονται τα αυτοσυσχετογράµµατα των µηνών Οκτωβρίου 

και Ιουνίου της συνθετικής χρονοσειράς µηνιαίων υψών απορροής του Βοιωτικού 

Κηφισού που παρήχθη µε χρήση του µοντέλου MPAR(1) και η οποία χρησιµοποιήθηκε 

στο παράδειγµα της ενότητας 2.5.  
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Σχήµα 5.1 Αυτοσυσχετόγραµµα των µηνών Οκτωβρίου και Ιουνίου της συνθετικής χρονοσειράς απορροών 

που παρήχθη µε χρήση µοντέλου MPAR(1) 
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Όπως είναι φανερό, οι προκύπτοντες συντελεστές αυτοσυσχέτισης των µηνών για 

διάφορα βήµατα χρονικής µετατόπισης είναι πάρα πολύ µικροί, µε αποτέλεσµα οι 

χρονοσειρές των συνθετικών πραγµατοποιήσεων του εκάστοτε µήνα να µπορούν να 

χαρακτηρισθούν µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια ως χρονοσειρές λευκού θορύβου.   

 
Εξισώσεις µοντέλου 

Ορίζοντας k των αριθµό τον εποχών του έτους1, s (s = 1, …, k) τον αύξοντα 

αριθµό της εποχής αναφοράς2 και l (l = 1, …, n) την εκάστοτε θέση ενδιαφέροντος, 

µπορούµε να ορίσουµε τις στοχαστικές ανελίξεις Χl
(i-1)k+s που για σταθερό κάθε φορά s (s 

= 1, …, k) και i= 1, … είναι στάσιµες.  

Ακολούθως ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή Ζl
i που προκύπτει ως άθροισµα k 

διαδοχικών µεταβλητών Xl
i, 

 

  Ζi
l = ∑

j=(i-1)k+1

ik

 Χl
j     (5.7) 

 

Η στοχαστική ανέλιξη Ζi
l είναι στάσιµη, γεγονός που οφείλεται στο ότι κάθε τυχαία 

µεταβλητή Ζi
l προκύπτει ως άθροισµα των k διαδοχικών τυχαίων µεταβλητών Xl

i µίας 

περιόδου. Κατά αυτόν τον τρόπο, η κυκλοστασιµότητα της µεταβλητής Xl
i απαλείφεται 

µέσω της πραγµατοποιούµενης εποχιακής συναθροίσεως. 

Τροποποιώντας ελαφρά την (5.7) οδηγούµαστε στην σχέση, 

 

  Ζi
l = ∑

s=1

k

 Χl
(i-1)k+s     (5.8) 

 

της οποίας το δεύτερο µέλος εκφράζει την στοχαστική ανέλιξη Ζi
l ως άθροισµα k 

στάσιµων στοχαστικών ανελίξεων Χl
(i-1)k+s.  

Εκµεταλλευόµενοι την (5.8) σε συνδυασµό µε την ιδιότητα 1, είναι δυνατόν να 

επιτύχουµε αναπαραγωγή του συντελεστή Ηurst της στοχαστικής ανέλιξης Ζi
l αν 

εξασφαλίσουµε ότι οι στάσιµες στοχαστικές ανελίξεις Χl
(i-1)k+s για δεδοµένο s (s = 1, …, 

k) και i= 1, … έχουν τον ίδιο συντελεστή Hurst µε την στοχαστική ανέλιξη Ζi
l. Κάτι 

τέτοιο µπορεί εύκολα να επιτευχθεί µε την εφαρµογή του µοντέλου SMA υπό τη µορφή 

                                                 
1 π.χ. k = 12 για µηνιαία κλίµακα. 
2 π.χ. µε 1 συµβολίζουµε τον Οκτώβριο.  
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φίλτρου πάνω στις στάσιµες στοχαστικές ανελίξεις Wl
(i-1)k+s, που προκύπτουν από ένα 

µοντέλο MPAR(1) της µορφής (5.6), και οι οποίες σύµφωνα µε την ιδιότητα 2 είναι 

πρακτικά ασυσχέτιστες ως προς διαφορετικές περιόδους i. Το προαναφερθέν φίλτρο έχει 

την µορφή, 

 

  Χl
(i-1)k+s = ∑

j=-q

q

  αl
│j│ Wl

(i+j-1)k+s    για   s = 1, …, k  ,   l=1, 2, …, n     (5.9) 

 

όπου αl
j (j = 0, 1, …, q) οι παράµετροι του µοντέλου SMA για την θέση l (l= 1, 2, …, n). 

Στην συνέχεια γίνεται η παραδοχή ότι οι µεταβλητές Χl
(i-1)k+s (s = 1, …, k  ,  l=1, 

2, …, n) και Wl
(i+j-1)k+s  (s = 1, …, k  ,  l= 1, 2, …, n) έχουν µέση τιµή µηδέν και διασπορά 

ίση µε την µονάδα, δηλαδή 

 

  Ε[Χl
(i-1)k+s] = 0     για  s = 1, …, k  ,   l= 1, 2, …, n      (5.10) 

 

  Var[Χl
(i-1)k+s] = 1   για  s = 1, …, k  ,   l= 1, 2, …, n      (5.11) 

 

Επισηµαίνεται, ότι η παραπάνω θεώρηση δεν δηµιουργεί πρόβληµα στην συνθετική 

αναπαραγωγή των µέσων τιµών  και των τυπικών αποκλίσεων των εποχών (µηνών) s (s = 

1, …, k) των θέσεων ενδιαφέροντος l (l=1, 2, …, n), αφού µε εφαρµογή του γραµµικού 

µετασχηµατισµού 

 

  Yl
(i-1)k+s = σl

s Χl
(i-1)k+s + µl

s    για  s = 1, …, k  ,   l= 1, 2, …, n    (5.12) 

 

µπορούµε να αναπαράγουµε τις µέσες τιµές και τις τυπικές αποκλίσεις των εποχών s (s = 

1, …, k), καθώς και τις µέσες τιµές του έτους της κάθε θέσεως ενδιαφέροντος l (l= 1, 2, 

…, n). Με µl
s συµβολίζεται η µέση τιµή της εποχής s (s = 1, …, k) στην θέση 

ενδιαφέροντος l (l=1, 2, …, n) και µε σl
s η τυπική απόκλιση της εποχής s (s = 1, …, k) 

στην θέση ενδιαφέροντος l (l=1, 2, …, n). 

Στην περίπτωση που ισχύει η (5.11) είναι προφανές ότι οι παράµετροι αl
j (j = 0, 1, 

…, q) κάθε θέσεως l (l=1, 2, …, n) πρέπει να ικανοποιούν την σχέση, 

 

  ∑
j=-q

q

  ( ) αl
│j│  2 = 1   για    l= 1, 2, …, n     (5.13) 
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Ο προσδιορισµός των παραµέτρων αl
j (j = 0, 1, …, q) της κάθε θέσεως l (l= 1, 2, …, n) 

µπορεί να πραγµατοποιηθεί είτε µε χρήση του φάσµατος sl
ρ(ω) των επιθυµητών 

συντελεστών αυτοσυσχέτισης ρl
j (j = 0, 1, …, q) της µεταβλητής Ζi

l από τις εξισώσεις 

(βλέπε και ενότητα 2.7), 

 

sl
ρ(ω) := 2 + 4 ∑

j=1

 q

 ρl
j  cos(2πjω)   = 2 ∑

j=-q

 q

 ρl
j  cos(2πjω)  ,  ω Є [0, ½]  και  l= 1, 2, …, n    

   (5.14) 

 

   sl
α(ω)= 2 sl

ρ(ω)    για     l=1, 2, …, n    (5.15) 

 

  αl
j = ⌡⌠

0

1/2

 sl
α(ω) cos(2πjω)dω    για    j= 0, 1, 2, …, q  και  l= 1, 2, …, n      (5.16) 

 

είτε συναρτήσει του συντελεστή Hurst Ηl της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς της θέσεως 

l (l = 1, …, n) µε χρήση των εξισώσεων (βλέπε και ενότητα 2.7), 

 

 α0 = 
(2 – 2Hl ) 
1.5-Hl

 , αj = 
α0
2  [ ](j + 1)Hl +0.5 + (j - 1) Hl +0.5 – 2 jHl +0.5   για  j > 0 (5.17) 

 

Έχοντας προσδιορίσει τις παραµέτρους του φίλτρου SMA, αποµένει να ορίσουµε 

τα στατιστικά χαρακτηριστικά της τυχαίας διανυσµατικής µεταβλητής Wj = [Wj
1, Wj

2, 

…, Wj
n]T που περιγράφεται από το µοντέλο MPAR(1) της σχέσεως, 

 

  Wj=aj Wj-1+ bj Vj    (5.18) 

 

Ορίζουµε ως cj = Cov[Χj, Χj] και dj = Cov[Wj, Wj] τoυς πίνακες των διασπορών–

συνδιασπορών των τυχαίων διανυσµατικών µεταβλητών Χj και Wj αντίστοιχα, τα 

στοιχεία των οποίων δίδονται από τις σχέσεις 

 

  c jl, f = Cov[Χ lj, Χ fj]    για  l, f = 1, …, n   ,   j = 1, …, k      (5.19) 

 

  d jl, f = Cov[W lj, W fj]   για    l, f = 1, …, n    ,   j = 1, …, k    (5.20) 
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και g j = Cov[Χj, Χj-1], hj = Cov[Wj, Wj-1] τους πίνακες των συνδιασπορών για µοναδιαίο 

βήµα χρονικής µετατόπισης των τυχαίων διανυσµατικών µεταβλητών Χj και Wj 

αντίστοιχα, τα στοιχεία των οποίων δίδονται από τις σχέσεις 

 

  g j
l, f = Cov[Χ lj, Χ fj-1]   για   l, f = 1, …, n   ,   j = 1, …, k      (5.21) 

 

  h jl, f = Cov[W lj, W fj-1]   για   l, f = 1, …, n   ,   j = 1, …, k      (5.22) 

 

Κατόπιν αλγεβρικών υπολογισµών καταλήγουµε στις σχέσεις, 

 

  d jl, f = 
c jl, f

 ∑
r=-q

q

   αl
│r│ αf

│r│

    για     l, f = 1, …, n   ,   j = 1, …, k      (5.23) 

 

  h jl, f = 
g jl, f

∑
r=-q

q

   αl
│r│ αf

│r│

    για    l, f = 1, …, n   ,   j = 1, …, k      (5.24) 

 

από τις οποίες µπορούµε να προσδιορίσουµε τα στοιχεία των πινάκων dj και hj 

συναρτήσει των στοιχείων των πινάκων cj και g j. 

Το διάνυσµα των συντελεστών ασυµµετρίας ξwj = [ξw
1

j, ξw
2

j, …, ξw
n

j]T  ( j = 1, …, 

k) της τυχαίας διανυσµατικής µεταβλητής Wj = [Wj
1, Wj

2, …, Wj
n]T, είναι δυνατόν να 

προσδιοριστεί ως συνάρτηση του διανύσµατος ασυµµετρίας ξxj = [ξx
1

j, ξx
2

j, …, ξx
n

j]T ( j = 

1, …, k) της τυχαίας διανυσµατικής µεταβλητής Xj = [Xj
1, Xj

2, …, Xj
n]T µε χρήση του 

αναδροµικού τύπου, 

 

  ξw
l
j = 

ξx
l
j

 ∑
r=-q

q

  ( ) αl
│r│  3

   για    l = 1, …, n   ,   j = 1, …, k    (5.25) 

  

Σύµφωνα µε όσα µέχρι στιγµής αναφέρθηκαν, το µοντέλο (5.18) έχει οριστεί 

πλήρως και περιγράφεται από τις σχέσεις, 

 

  aj = hj{dj-1}-1   για    j = 1, …, k    (5.26) 
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  bj (bj)T =  dj – aj dj-1 (aj)T   για   j = 1, …, k    (5.27) 

  

  E[Vj] =  0   για   j = 1, …, k     (5.28) 

 

  Var[Vj] = [1, ...,1]T   για   j = 1, …, k     (5.29)    

 

  ξvj = µ3[Vj] = ( )bj
(3) -1

 { ξwj - µ3[aj Wj-1]}    για   j= 1, …, k     (5.30) 

 

 
Με τον άνω δείκτη Τ συµβολίζεται το ανάστροφο ενός µητρώου, µε bj

-1 το αντίστροφο 

του µητρώου bj και µε  bj
(3)  το µητρώο που έχει ως στοιχεία  τους κύβους των στοιχείων 

του µητρώου bj. Για τον υπολογισµό του µητρώου bj  από την (5.27) απαιτείται η 

επίλυση του προβλήµατος της ευρέσεως της τετραγωνικής ρίζας πίνακα, το οποίο 

αναλύεται στο εδάφιο 3.1.5. 

 

Χαρακτηριστικά µοντέλου MPARSMAF 

Με χρήση λοιπόν του µοντέλου MPAR(1) (5.18), σε συνδυασµό µε το φίλτρο 

SMA (5.9) και µε χρήση του γραµµικού µετασχηµατισµού (5.12), επιτυγχάνουµε: 

• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό (όπου k η βασική περίοδος της ανελίξεως) 

εποχιακών (µηνιαίων) µέσων τιµών των συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών 

των θέσεων ενδιαφέροντος l (l = 1, …, n), 

• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό (όπου k η βασική περίοδος της ανελίξεως) 

εποχιακών (µηνιαίων) τυπικών αποκλίσεων των συσχετισµένων ιστορικών 

χρονοσειρών των θέσεων ενδιαφέροντος l (l = 1, …, n), 

• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό (όπου k η βασική περίοδος της ανελίξεως) 

εποχιακών (µηνιαίων) συντελεστών ασυµµετρίας των συσχετισµένων ιστορικών 

χρονοσειρών των θέσεων ενδιαφέροντος l (l = 1, …, n), 

• την αναπαραγωγή των συντελεστών αυτοσυσχέτισης κάθε θέσεως ενδιαφέροντος 

l (l = 1, …, n) έως και για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης, 

• την αναπαραγωγή των συντελεστών ετεροσυσχέτισης κάθε θέσεως ενδιαφέροντος 

l (l = 1, …, n) µε όλες τις υπόλοιπες θέσεις ενδιαφέροντος έως και για µοναδιαίο 

βήµα χρονικής µετατόπισης, 
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• την αναπαραγωγή των µέσων τιµών των ετήσιων ιστορικών χρονοσειρών των 

θέσεων ενδιαφέροντος l (l = 1, …, n), 

• την αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας ιστορικής 

χρονοσειράς κάθε θέσεως ενδιαφέροντος l (l = 1, …, n) βάσει κάποιου 

θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. FGN). 

 

 

5.2 Εφαρµογή και έλεγχος του µοντέλου 
 

Στην συνέχεια παρατίθενται τα διαγράµµατα σύγκρισης των στατιστικών 

χαρακτηριστικών δύο συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών µε τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά των συσχετισµένων συνθετικών χρονοσειρών που παρήχθησαν µε 

χρήση των µοντέλων MPARSMAF και MPAR(1) για δύο θέσεις ενδιαφέροντος (δύο 

µεταβλητές). Σκοπός µας είναι ο έλεγχος του µοντέλου MPARSMAF, καθώς και η 

σύγκρισή του µε το απλό µοντέλο MPAR(1). Οι συσχετισµένες ιστορικές χρονοσειρές 

που χρησιµοποιήθηκαν είναι: (1) η ιστορική χρονοσειρά µηνιαίων υψών απορροής του 

Βοιωτικού Κηφισού στην θέση εξόδου του στην διώρυγα Καρδίτσας3 (θέση 1) και (2) η 

ιστορική χρονοσειρά µηνιαίων υψών σηµειακής βροχοπτώσεως στον σταθµό Αλιάρτου 

(θέση 2). Για την εφαρµογή και τον έλεγχο του µοντέλου MPARSMAF στη συνθετική 

αναπαραγωγή των βραχυπρόθεσµων και µακροπρόθεσµων στατιστικών 

χαρακτηριστικών συσχετισµένων κυκλοστάσιµων ιστορικών χρονοσειρών, αναπτύχθηκε 

πρόγραµµα που παρατίθεται στο παράρτηµα Ε. Tο πρόγραµµα του µοντέλου MPAR(1) 

που αναπτύχθηκε στα πλαίσια του παραδείγµατος της ενότητας 2.5, παρατίθεται στο 

παράτηµα ∆. Επισηµαίνεται ότι τα στατιστικά χαρακτηριστικά των συνθετικών 

χρονοσειρών έχουν προέλθει από στοχαστική προσοµοίωση µήκους 5000 ετών. 

Στα Σχήµατα 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 και 5.7 µπορούµε να παρατηρήσουµε την 

επιτυχή αναπαραγωγή των µέσων τιµών, των τυπικών αποκλίσεων και των συντελεστών 

ασυµµετρίας των µηνών των δύο θέσεων ενδιαφέροντος τόσο από το µοντέλο MPAR(1) 

όσο και από το µοντέλο MPARSMAF. 

                                                 
3 για περισσότερες πληροφορίες βλέπε ενότητα 4.2 
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Σχήµα 5.2 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 5.3 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 5.4 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 5.5 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 5.6 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 5.7 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Στα Σχήµατα 5.8 και 5.9 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα σύγκρισης των 

συντελεστών αυτοσυσχέτισης της κάθε θέσεως ενδιαφέροντος για µοναδιαίο βήµα 

χρονικής µετατόπισης, τόσο για το ιστορικό όσο και για το συνθετικό δείγµα. Όπως 

µπορούµε να διαπιστώσουµε τόσο το µοντέλο  MPARSMAF όσο και το µοντέλο 

MPAR(1) αναπαράγουν αξιόπιστα τα εν λόγω στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού 

δείγµατος. 
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Σχήµα 5.8 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 
µετατόπισης, των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος απορροών (συντελεστές συσχέτισης 
των απορροών ενός µήνα µε τις απορροές του προηγούµενου µήνα) 
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Σχήµα 5.9 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 
µετατόπισης, των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων (συντελεστές 
συσχέτισης των βροχοπτώσεων ενός µήνα µε τις βροχοπτώσεις του προηγούµενου µήνα)  
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Στα Σχήµατα 5.10 και 5.11 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα σύγκρισης των 

συντελεστών ετεροσυσχέτισης µεταξύ των θέσεων ενδιαφέροντος για µηδενικό και 

µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης, τόσο για το ιστορικό όσο και για το συνθετικό 

δείγµα. Όπως διαπιστώνεται, η αναπαραγωγή που επιτυγχάνουν τόσο το µοντέλο 

MPARSMAF όσο και το µοντέλο MPAR(1) είναι ιδιαίτερα ακριβής. 
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Σχήµα 5.10 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών ετεροσυσχέτισης για µηδενικό βήµα χρονικής 
µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος (συντελεστές ετεροσυσχέτισης των 
απορροών ενός µήνα µε τις βροχοπτώσεις του ιδίου µήνα) 
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Σχήµα 5.11 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών ετεροσυσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 
µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος (συντελεστές ετεροσυσχέτισης των 
απορροών ενός µήνα µε τις βροχοπτώσεις του προηγούµενου µήνα) 

 
 

Στη συνέχεια παρατίθενται τα διαγράµµατα σύγκρισης των µέσων τιµών, τυπικών 

αποκλίσεων και συντελεστών ασυµµετρίας των ετήσιων ιστορικών και συνθετικών 
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χρονοσειρών (Σχήµατα 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16 και 5.17). Αξίζει να παρατηρήσουµε 

(Σχήµατα 5.12 και 5.13), ότι η γραµµικότητα της εκτιµήτριας της µέσης τιµής επιτρέπει 

την αξιόπιστη αναπαραγωγή των µέσων τιµών των ετήσιων χρονοσειρών, µε µόνη 

µέριµνα την διατήρηση των µέσων τιµών των µηνών της εκάστοτε θέσεως. 
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Σχήµα 5.12 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 5.13 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 5.14 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
 

0
20
40
60
80

100
120
140
160
180

m
m

Ιστορικό δείγµα MPARSMAF MPAR(1)

 
Σχήµα 5.15 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος βροχοπτώσεων 
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Σχήµα 5.16 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 5.17 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος βροχοπτώσεων 
 

Αναφερόµενοι στα Σχήµατα 5.14 και 5.15 αξίζει να παρατηρήσουµε ότι ακόµα 

και αν τα µοντέλα MPARSMAF και MPAR(1) «θεωρητικά» δεν µπορούν να 

διατηρήσούν τις τυπικές αποκλίσεις των ετήσιων χρονοσειρών των θέσεων, κατά την 

εφαρµογή τους επιτυγχάνεται µία αρκετά καλή προσέγγιση των εν λόγω στατιστικών 

µεγεθών. Το προαναφερθέν γεγονός οφείλεται στην διατήρηση των συσχετίσεων µεταξύ 

των µηνών κάθε θέσεως για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης. Βέβαια, για την 

αξιόπιστη αναπαραγωγή των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων θα έπρεπε να εξασφαλίζεται 

η διατήρηση των συσχετίσεων µεταξύ των µηνών κάθε θέσεως έως και 12ης τάξεως βήµα 

χρονικής µετατόπισης, κάτι που είναι ιδιαίτερα δυσχερές. Το ανάλογο δεν θα µπορούσε 

να ειπωθεί για τους συντελεστές ασυµµετρίας των ετήσιων χρονοσειρών (Σχήµατα 5.16 

και 5.17), αφού µία τέτοια αναπαραγωγή θα απαιτούσε την διατήρηση των 

αναµενόµενων τιµών τρίτης τάξεως γινοµένων που σε καµία περίπτωση δεν µπορεί να 

εξασφαλιστεί από απλά µοντέλα MPAR.  

Στα Σχήµατα 5.18 και 5.19 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα σύγκρισης των 

εµπειρικών αυτοσυσχετογραµµάτων των ετήσιων ιστορικών χρονοσειρών, µε τα 

θεωρητικά αυτοσυσχετογράµµατα FGN (όπως αυτά προκύπτουν συναρτήσει του 

συντελεστή Hurst της κάθε θέσεως) και µε τα εµπειρικά αυτοσυσχετογράµµατα των 

ετήσιων συνθετικών χρονοσειρών που προέκυψαν από την εφαρµογή των µοντέλων 

MPARSMAF και MPAR(1). Εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε την επιτυχία του 

µοντέλου MPARSMAF στην διατήρηση της µακροπρόθεσµης εµµονής των ετήσιων 
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ιστορικών χρονοσειρών, σε αντίθεση µε το µοντέλο MPAR(1) που δεν µπορεί να 

επιτύχει µία τέτοια αναπαραγωγή. 
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Σχήµα 5.18 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των συντελεστών αυτοσυσχέτισης για τα πρώτα 20 βήµατα χρονικής 

µετατόπισης των ετήσιων ιστορικών και συνθετικών χρονοσειρών απορροών 
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Σχήµα 5.19 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των συντελεστών αυτοσυσχέτισης για τα πρώτα 20 βήµατα χρονικής 

µετατόπισης των ετήσιων ιστορικών και συνθετικών χρονοσειρών βροχοπτώσεων 
 

Αν και δεν είναι άµεσου ενδιαφέροντος, θα ήταν χρήσιµο να γνωρίζουµε τόσο για 

το ιστορικό όσο και για το συνθετικό δείγµα τη µορφή των διαγραµµάτων των 

συντελεστών συσχέτισης των µηνών της κάθε θέσεως µε προηγούµενους µήνες της ιδίας 

θέσεως. Στo Σχήµα 5.20 παρουσιάζεται το διάγραµµα των συντελεστών συσχέτισης του 

µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες τόσο για την ιστορική όσο και για τις 
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συνθετικές χρονοσειρές απορροών, και στο οποίο είναι δυνατόν να παρατηρήσουµε την 

επιρροή του φίλτρου SMA πάνω στο µοντέλο MPAR(1).  
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Σχήµα 5.20 ∆ιάγραµµα συντελεστών συσχέτισης του µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες, 

για την ιστορική και την συνθετική χρονοσειρά απορροών 
 

Ως γνωστόν, η µικρής τάξεως µνήµη του µοντέλου MPAR(1) έχει ως αποτέλεσµα των 

µηδενισµό των συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των µηνών ακόµα και για µικρά βήµατα 

χρονικής µετατόπισης (lags). Με την εφαρµογή του φίλτρου SMA πάνω στις συνθετικές 

χρονοσειρές των µηνών που έχουν ήδη παραχθεί µε το µοντέλο MPAR(1), 

πραγµατοποιείται περιοδική (δωδεκάµηνη) ανύψωση του διαγράµµατος των 

συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των µηνών, η οποία εξασφαλίζει την διατήρηση της 

µακροπρόθεσµης εµµονής των ιστορικών χρονοσειρών σε ετήσια κλίµακα. 

 

 

5.3 Σχόλια πάνω στο µοντέλο 
 

Το βασικό πλεονέκτηµα του µοντέλου MPARSMAF είναι ότι οι παράµετροι του 

εκτιµώνται αναλυτικά και άµεσα χωρίς να απαιτείται βελτιστοποίηση, κάτι που το 

καθιστά ιδιαίτερα γρήγορο στην παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών σε µηνιαία κλίµακα 

ακόµη και στην περίπτωση που ο αριθµός των θέσεων (αριθµός µεταβλητών) είναι 

µεγάλος. Επιτυγχάνει αναπαραγωγή της κυκλοστασιµότητας και της βραχυπρόθεσµης 

µνήµης κατά τρόπο απλό, ενώ οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης των ετήσιων συνθετικών 
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χρονοσειρών παραµένουν υψηλοί ακόµα και για µεγάλα βήµατα χρονικής µετατόπισης 

(ανάλογα µε τον χρησιµοποιούµενο αριθµό παραµέτρων του φίλτρου SMA4).  

Τα µειονεκτήµατα του υπό µελέτη µοντέλου θα µπορούσαν να συνοψιστούν στη 

µη διατήρηση των τυπικών αποκλίσεων5 και των συντελεστών ασυµµετρίας των ετήσιων 

χρονοσειρών, καθώς και στην ιδιάζουσα µορφή (δωδεκάµηνη περιοδικότητα) του 

διαγράµµατος των συντελεστών συσχέτισης των µηνών της κάθε θέσεως µε τους 

προηγούµενους µήνες της ίδιας θέσεως (Σχήµα 5.20).  

Κάτι που πρέπει να προσεχθεί ιδιαίτερα κατά την εφαρµογή του µοντέλου 

MPARSMAF, έχει σχέση µε τις συνθετικές χρονοσειρές των εποχών κάθε θέσεως που 

παράγονται µε χρήση του µοντέλου MPAR(1) και οι οποίες πρέπει να παρουσιάζουν 

µικρούς συντελεστές αυτοσυσχέτισης ώστε να είναι δυνατή η εφαρµογή, χωρίς κάποιο 

συστηµατικό σφάλµα, του φίλτρου SMA. Για να επιτευχθεί κάτι τέτοιο πρέπει ο αριθµός 

των εποχών k να είναι υψηλός και σίγουρα ίσος ή µεγαλύτερος του 4 (k ≥ 4).   

 Πάντως, τα µειονεκτήµατα του µοντέλου MPARSMAF µπορούν να θεωρηθούν 

σχετικά µικρής σηµασίας αν λάβουµε υπ’ όψιν την απλότητά του, την ταχύτητά του και 

την αξιοπιστία αναπαραγωγής της κυκλοστασιµότητας και της µακροπρόθεσµης εµµονής 

των ιστορικών χρονοσειρών.  

 
 

 

                                                 
4 Βλέπε και ενότητα 2.7. 
5 Όπως είδαµε, κατά την εφαρµογή του µοντέλου επιτυγχάνεται µία ικανοποιητική προσέγγιση των 
τυπικών αποκλίσεων των ετήσιων χρονοσειρών (Σχήµατα 5.14 και 5.15). 
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6 Ανάπτυξη µονοµεταβλητού µοντέλου SMA µε περιοδικά 

µεταβαλλόµενες παραµέτρους (PSMA) 
 
 
 

Στις ενότητες 2.7 και 2.8, αναφερθήκαµε στην αναπαραγωγή της 

µακροπρόθεσµης εµµονής στάσιµων στοχαστικών ανελίξεων µε χρήση του µοντέλου 

SMA (Symmetric Moving Average model). Κατά παρόµοιο τρόπο, θα µπορούσαµε να 

θεωρήσουµε ότι είναι δυνατόν να αναπαράγουµε την κυκλοστασιµότητα, την 

βραχυπρόθεσµη µνήµη και την µακροπρόθεσµη εµµονή κυκλοστάσιµων στοχαστικών 

ανελίξεων µε την υιοθέτηση ενός µοντέλου συµµετρικά κινούµενου µέσου όρου µε 

περιοδικά µεταβαλλόµενες παραµέτρους PSMA (Periodic Symmetric Moving Average 

model). Στην συνέχεια θα παρουσιαστεί, θα εφαρµοστεί και θα ελεγχθεί το µοντέλο 

PSMA που αναπτύχθηκε στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. 

 

 

6.1 Παρουσίαση µοντέλου 
 

Έστω κυκλοστάσιµη στοχαστική ανέλιξη Χi µε περίοδο k (ίση µε τον αριθµό των 

εποχών του έτους), όπου i το χρονικό διάστηµα αναφοράς. Αν s (s = 1, …, k) ο αύξων 

αριθµός της εποχής, τότε για σταθερό κάθε φορά s και i = 1, 2, … η στοχαστική ανέλιξη 

Χ(i-1)k+s είναι στάσιµη και µπορεί κατ’ αναλογία µε το απλό µοντέλο SMA να περιγραφεί 

από την εξίσωση, 

 

  Χ(i-1)k+s = ∑
j=-q

q

   αs
│j│ V(i-1)k+j+s-1   για  s = 1, …, k    (6.1) 

 

όπου αs
j (j = 0, …, q) είναι οι παράµετροι του µοντέλου PSMA της εποχής s (s = 1, …, k) 

και Vi στάσιµη στοχαστική ανέλιξη µε µηδενική συσχέτιση ως προς τον χρόνο i (δηλαδή 

Cov[Vi, Vj] = 0  για  i ≠ j) (µεταβλητή λευκού θορύβου). 

Θεωρούµε, ότι οι τυχαίες µεταβλητές Χ(i-1)k+s και Vi έχουν µέση τιµή  µηδέν, ήτοι 

 

  Ε[Χ(i-1)k+s] = 0     για  s = 1, …, k   (6.2) 
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  Ε[Vi] = 0    (6.3) 

 

Επισηµαίνεται ότι η παραπάνω θεώρηση δεν δηµιουργεί πρόβληµα στην συνθετική 

αναπαραγωγή των µέσων τιµών των εποχών s (s = 1, …, k), αφού µε εφαρµογή του 

γραµµικού µετασχηµατισµού 

 

  Υ(i-1)k+s =Χ(i-1)k+s + µs    για  s = 1, …, k    (6.4) 

 

µπορούµε να αναπαράγουµε τόσο τις εποχιακές µέσες τιµές µs (s = 1, …, k), όσο και την 

ετήσια µέση τιµή1.  

Γίνεται επίσης η παραδοχή ότι η τυχαία µεταβλητή λευκού θορύβου Vi έχει 

µοναδιαία διασπορά, 

 

  Var[Vi] = 1    (6.5) 

 

και τρίτη ροπή, 

 

  µ3[Vi] = ξv     (6.6) 

 

Στην συνέχεια θα παρουσιάσουµε τις εξισώσεις που πρέπει να τηρούνται ώστε το 

µοντέλο PSMA να επιτυγχάνει αξιόπιστη αναπαραγωγή: 

• της τυπικής αποκλίσεως κάθε εποχής s (s = 1, …, k), 

• του συντελεστή ασυµµετρίας κάθε εποχής s (s = 1, …, k), 

• του συντελεστή αυτοσυσχέτισης κάθε εποχής s (s = 1, …, k) µε την προηγούµενή 

της s-1, 

• της τυπικής αποκλίσεως της ετήσιας χρονοσειράς, 

• της ασυµµετρίας της ετήσιας χρονοσειράς, 

• της µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας χρονοσειράς. 

 

 

                                                 
1 Λόγω της γραµµικότητας που διέπει την εκτιµήτρια της µέσης τιµής, είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι η 
διατήρηση των εποχιακών µέσων τιµών συνεπάγεται την διατήρηση της µέσης τιµής του έτους.  
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Εξίσωση διατήρησης διασποράς εποχών 

Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, η διασπορά κάθε εποχής s (s = 1, …, k) του 

µοντέλου (6.1) δίδεται από την εξίσωση, 

 

  Var[Χ(i-1)k+s] = ∑
j=-q

q

  ( )αs
│j│  2    για   s = 1, …, k    (6.7) 

 

Απόδειξη 

Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s = 








 ∑
j=-q

q

  αs
│j│ V(i-1)k+j+s-1  

2
     για   s = 1, …, k      (6.7.1) 

 

Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι Var[Vi] = 1 και Cov[Vi, Vj] = 0  για  i ≠ j, κατόπιν αλγεβρικών 

υπολογισµών καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

Ε[Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s]= Cov[Χ(i-1)k+s, Χ(i-1)k+s] = ∑
j=-q

q

  ( ) αs
│j│  2   για   s = 1, …, k     (6.7.2) 

  

που ισοδυναµεί µε την εξίσωση, 

 

Var[Χ(i-1)k+s] = ∑
j=-q

q

  ( )αs
│j│  2    για   s = 1, …, k    (6.7.3) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης ασυµµετρίας εποχών 

Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, η ασυµµετρία κάθε εποχής s (s = 1, …, k) 

του µοντέλου (6.1) δίδεται από την εξίσωση 

 

  µ3[Χ(i-1)k+s] =








 ∑
j=-q

q

  ( )αs
│j│  3    ξv    για    s = 1, …, k    (6.8) 

 

Απόδειξη 

µ3[Χ(i-1)k+s] = µ3








 ∑
j=-q

q

  αs
│j│ V(i-1)k+j+s-1    για   s = 1, …, k    (6.8.1) 
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Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι µ3[Vi] = ξv και Cov[Vi, Vj] = 0  για  i ≠ j, κατόπιν αλγεβρικών 

υπολογισµών καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

µ3[Χ(i-1)k+s] = 








 ∑
j=-q

q

  ( )αs
│j│  3   ξv   για   s = 1, …, k    (6.8.2) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης της συνδιασποράς µίας εποχής µε την προηγούµενή της 

Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, η συνδιασπορά της κάθε εποχής s (s = 1, …, 

k) µε την προηγούµενή της s-1 δίδεται από την εξίσωση, 

 

 Cov[Χ(i-1)k+s, Χ(i-1)k+s-1]= ∑
j=0

q-1

  ( )αs-1
│j│ αs

│j+1│ + αs
│j│ αs-1

│j+1│   για  s = 1, …, k    (6.9) 

 

Απόδειξη 

Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s-1 = 








 ∑
j=-q

q

  αs
│j│ V(i-1)k+j+s-1  









 ∑
j=-q

q

  αs-1
│j│ V(i-1)k+j+s-2    για   s = 1, …, k    (6.9.1) 

 
Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι Var[Vi] = 1 και Cov[Vi, Vj] = 0  για  i ≠ j, κατόπιν αλγεβρικών 

υπολογισµών καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

Ε[Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s-1] = Cov[Χ(i-1)k+s, Χ(i-1)k+s-1] = ∑
j=0

q-1

  ( )αs-1
│j│ αs

│j+1│ + αs
│j│ αs-1

│j+1│   

  για  s = 1, …, k     (6.9.2)  

 

 

Εξίσωση διατήρησης ετήσιας διασποράς και ετήσιων αυτοσυνδιασπορών 

(διατήρηση µακροπρόθεσµης εµµονής) 

Έχοντας ορίσει την τυχαία µεταβλητή Xi, µπορούµε να ορίσουµε την τυχαία 

µεταβλητή Ζi που προκύπτει ως άθροισµα k διαδοχικών τυχαίων µεταβλητών Xi, 

 

  Ζi = ∑
j=(i-1)k+1

ik

 Χj        (6.10) 
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Η στοχαστική ανέλιξη Ζi είναι στάσιµη, γεγονός που οφείλεται στο ότι κάθε τυχαία 

µεταβλητή Ζi προκύπτει ως άθροισµα των k διαδοχικών τυχαίων µεταβλητών Xi µίας 

περιόδου. Κατά αυτόν τον τρόπο η κυκλοστασιµότητα της µεταβλητής Xi απαλείφεται 

µέσω της πραγµατοποιούµενης εποχιακής συναθροίσεως. 

Τροποποιώντας ελαφρά την (6.10) οδηγούµαστε στην σχέση, 

 

  Ζi = ∑
s=1

k

 Χ(i-1)k+s     (6.11) 

 

της οποίας το δεύτερο µέλος εκφράζει την στοχαστική ανέλιξη Ζi ως άθροισµα k 

στασίµων στοχαστικών ανελίξεων Χ(i-1)k+s.  

Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, οι αυτοσυνδιασπορές της τυχαίας 

µεταβλητής Ζi για διάφορα βήµατα χρονικής µετατόπισης p (p ≥ 0) δίδονται από την 

εξίσωση, 

 

  γp = Cov[Ζi, Ζi-p] = ∑
l=1

2q+k(1-p)

   gl gl+kp    για   p = 0, 1, ….  (6.12) 

 

όπου, 

 

  gl = ∑
s=1

k

   αs
│q+s-l│ U(q -│q+s-l│)    (6.13) 

 

Με U(x) συµβολίζεται η βηµατική συνάρτηση Heaviside για την οποία ισχύει U(x) = 1 ∀ 

x Є [0, ∞) και U(x) = 0 ∀ x Є (-∞, 0). 

 

Απόδειξη 

Ζi Ζi-p = 








∑
s=1

k

  ∑
j=-q

q

   αs
│j│ V(i-1)k+j+s-1  









∑
s=1

k

  ∑
j=-q

q

   αs
│j│ V(i-p-1)k+j+s-1      (6.12.1) 

 

Λαµβάνοντας υπ όψιν ότι Var[Vi] = 1 και Cov[Vi, Vj] = 0  για  i ≠ j, κατόπιν αλγεβρικών 

υπολογισµών καταλήγουµε στην εξίσωση 
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γp = Cov[Ζi, Ζi-p] = ∑
l=1

2q+k(1-p)

   gl gl+kp    για   p = 0, 1, ….     (6.12.2) 

 

όπου, 

 

gl = ∑
s=1

k

   αs
│q+s-l│ U(q -│q+s-l│)     (6.12.3) 

 

 

∆ιατήρηση ασυµµετρίας έτους 

Λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι µ3[Vi] = ξv και Cov[Vi, Vj] = 0  για  i ≠ j, αποδεικνύεται 

ότι η ασυµµετρία της τυχαίας µεταβλητής Ζi (ασυµµετρία έτους) δίδεται από την 

εξίσωση, 

 

  µ3[Ζi] = 








∑
l=1

2q+k

  ( ) gl  3    ξv   (6.14) 

όπου, 

 

  gl = ∑
s=1

k

   αs
│q+s-l│ U(q -│q+s-l│)   (6.15) 

 

 
Προσδιορισµός παραµέτρων µοντέλου 

Έχοντας πλέον διατυπώσει τις απαραίτητες εξισώσεις που πρέπει να τηρούνται 

ώστε το µοντέλο PSMA να επιτυγχάνει αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών 

ενδιαφέροντος της ιστορικής χρονοσειράς, το επόµενο βήµα είναι ο προσδιορισµός των 

παραµέτρων του µοντέλου αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k) καθώς και ο προσδιορισµός 

του συντελεστή ασυµµετρίας του λευκού θορύβου ξv.  

Αν υποθέσουµε ότι θέλουµε να διατηρήσουµε τις αυτοσυνδιασπορές της τυχαίας 

µεταβλητής Zi έως και χρονικό βήµα µετατόπισης p = n (δηλαδή γ0, γ1, …, γn) µε βάση 

κάποιο δεδοµένο αυτοσυσχετόγραµµα (π.χ. FGN)2, το πρόβληµα του προσδιορισµού των 

παραµέτρων του µοντέλου ανάγεται στην επίλυση ενός µη γραµµικού συστήµατος 

3k+n+2 εξισώσεων µε k(q+1)+1 αγνώστους. Ένας τρόπος προσδιορισµού µίας λύσεως 

                                                 
2  Βλέπε και ενότητα 2.6 
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του παραπάνω συστήµατος είναι η εφαρµογή κάποιας από τις έµµεσες µεθόδους µη 

γραµµικής βελτιστοποιήσεως που περιγράφησαν στα εδάφια 3.3.5 και 3.3.6. Σε αυτήν 

την περίπτωση, είναι απαραίτητος ο ορισµός ενός µέτρου επιδόσεως της λύσεως που έχει 

επιτευχθεί σε κάθε βήµα του αλγορίθµου της εφαρµοζόµενης µεθόδου 

βελτιστοποιήσεως. Το εν λόγω µέτρο (αντικειµενική συνάρτηση), θα λαµβάνει τιµή ίση 

µε µηδέν στην περίπτωση που οι εξισώσεις (6.7) – (6.15) τηρούνται επακριβώς και µία 

θετική τιµή στην αντίθετη περίπτωση. Στην συνέχεια θα παρουσιασθεί η προτεινόµενη 

για το µοντέλο PSMA αντικειµενική συνάρτηση, καθώς και η αναλυτική έκφραση της 

παραγώγου της. Ο λόγος για τον οποίο παρατίθεται η παράγωγος της αντικειµενικής 

συναρτήσεως, οφείλεται στο ότι η γνώση της αναλυτικής εκφράσεως αυτής αυξάνει κατά 

πολύ την ταχύτητα των έµµεσων µεθόδων µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως. Ως γνωστόν, 

ο αριθµητικός προσδιορισµός της παραγώγου εµφανίζεται ιδιαίτερα αργός στην 

περίπτωση που υπάρχει ένας αξιόλογος αριθµός µεταβλητών ελέγχου, καθώς και 

ανακριβής στην περίπτωση προβληµάτων µε τραχεία εφικτή περιοχή.  

 

Αντικειµενική συνάρτηση 

Ορίζουµε ζ το προς βελτιστοποίηση διάνυσµα των παραµέτρων του µοντέλου 

διαστάσεως k(q+1)+1, 

 

 ζ = [α0
1, α1

1, …, αq
1, α0

2, α1
2, …, αq

2, …, …, α0
k, α1

k, …, αq
k, ξv]T   (6.16) 

 

όπου µε τον άνω δείκτη T συµβολίζεται το ανάστροφο ενός διανύσµατος ή πίνακα.  

Ορίζουµε ακόµη τα µεγέθη 

 

  θ1 = [Var[X1], Var[X2], …, Var[Xk]]T      (6.17) 
 

  θ2 = [µ3[X1], µ3[X2], …, µ3[Xk]]T      (6.18) 

 

  θ3 = [Cov[Xk, X1], Cov[X1, X2], …, Cov[Xk-1, Xk]]T    (6.19) 

 

  θ4 = [γ0, γ1, …, γn]T = [Cov[Zi, Zi], Cov[Zi, Zi-1], …, Cov[Zi, Zi-n]]T
     (6.20) 

 

  θ5 = µ3[Ζi]    (6.21) 
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των στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού δείγµατος, καθώς και τα µεγέθη  θ1(ζ),   

θ2(ζ), θ3(ζ), θ4(ζ), θ5(ζ) που ορίζονται κατ’ αντιστοιχία µε τα µεγέθη θ1, θ2, θ3, θ4 ,θ5 και 

µπορούν να προσδιοριστούν από τις εξισώσεις (6.7) – (6.15) του µοντέλου (6.1). 

Στην περίπτωση αυτή η προς ελαχιστοποίηση αντικειµενική συνάρτηση λαµβάνει 

την µορφή 

 

f(ζ*) = min[f(ζ)] = λ1║θ1(ζ) - θ1║2 + λ2║θ2(ζ) – θ2║2 + λ3║θ3(ζ) – θ3║2 + λ4║θ4(ζ) – θ4║2+  

 λ5 {θ5(ζ) – θ5}2         (6.22) 

 

όπου λ1, λ2, λ3, λ4 και λ5 θετικοί συντελεστές βάρους της αντικειµενικής συναρτήσεως και 

║.║ η ευκλείδεια νόρµα διανύσµατος. Η αντικειµενική συνάρτηση f(ζ) λαµβάνει την 

τιµή µηδέν στην περίπτωση που οι εξισώσεις (6.7) – (6.15) τηρούνται επακριβώς και µία 

θετική τιµή στην αντίθετη περίπτωση, το µέτρο της οποίας εξαρτάται από το τους 

υιοθετούµενους συντελεστές βάρους λ1, λ2, λ3, λ4 και λ5 καθώς και από την απόκλιση των 

µεγεθών θ1(ζ), θ2(ζ), θ3(ζ), θ4(ζ), θ5(ζ) από τα θεωρητικά µεγέθη (όπως προκύπτουν από 

τα στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος) θ1, θ2, θ3, θ4, θ5. 

 

Παράγωγος αντικειµενικής συναρτήσεως 

Η αναλυτική έκφραση της παραγώγου της αντικειµενικής συναρτήσεως (6.22) 

δίδεται από την εξίσωση, 

 

df(ζ)
dζ  = 2 λ1{θ1(ζ)-θ1}T p1 + 2 λ2{θ2(ζ)-θ2}T p2 + 2 λ3{θ3(ζ)-θ3}T p3 + 2 λ4{θ4(ζ)-θ4}T p4 +  

 2 λ5{θ5(ζ)-θ5}φ5
Τ     (6.23) 

 

όπου p1, p2 και p3, πίνακες διαστάσεων k × k(q+1)+1, p4 πίνακας διαστάσεων n+1 × 

k(q+1)+1 και φ5 διάνυσµα διαστάσεως k(q+1)+1. Στην συνέχεια παρατίθενται τα 

στοιχεία των πινάκων p1, p2, p3, p4 καθώς και του διανύσµατος φ5, όπως αυτά 

προέκυψαν µετά από αλγεβρικούς υπολογισµούς. 

Τα στοιχεία του πίνακα p1 δίδονται από τον τύπο, 

 

p1
i, j = 

hij

2  [2 – U{-│j – q(i – 1)-i│}]  για   i = 1, …, k  και   j = 1, …, k(q+1)+1 (6.24) 

 

όπου, 
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  hij = 4 ai
j-q(i-1)-i U{i(q+1)-j} U{j-q(i-1)-i}   (6.25) 

 

και U(x) η βηµατική συνάρτηση Heaviside για την οποία ισχύει U(x) = 1 ∀ x Є [0, ∞) και 

U(x) = 0 ∀ x Є (-∞, 0). 

Τα στοιχεία του πίνακα p2 δίδονται από τον τύπο, 

 

p2
i, j = 

gij

2  [2 – U{-│j – q(i – 1)-i│}] + U{j-k(q+1)-1} ∑
l=-q

q

  ( )αi
│l│  3    για  i = 1, …, k  και  

  j = 1, …, k(q+1)+1         (6.26) 

 

όπου, 

 

  gij = 6 ξv ( )ai
j-q(i-1)-i  2  U{i(q+1)-j} U{j-q(i-1)-i}     (6.27) 

 

Τα στοιχεία του πίνακα p3 δίδονται από τον τύπο, 

 

p3
i, j = U(1-i)[{αj

k U(q-j) + αk
│j-2│ U(j-2)}U(q+1-j) + {α1

j-(k-1) (q+1) U(k(q+1)-j-1) + 

 α1
│j-(k-1) (q+1)-2│ U(j-(k-1)(q+1)-2)} U(j-(k-1)(q+1)-1) U(k(q+1)-j)] + 

 U(i-2) [{ai
j-(i-2)(q+1) U(q-j+(i-2)(q+1)) + ai

│j-(i-2)(q+1)-2│ U(j-(i-2)(q+1)-2)} 

 U(j-(i-2)(q+1) –1) U((i-1)(q+1)-j) + { ai-1
j-(i-1)(q+1) U(q- j+(i-1)(q+1)) + 

 ai-1
│j-(i-1)(q+1)-2│U(j-(i-1)(q+1)-2)} U( j-(i-1)(q+1)-1) U(i(q+1)-j)] 

 για  i = 1, …, k  και   j = 1, …, k(q+1)+1          (6.28) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p4 δίδονται από τους τύπους, 

 

 j = q(s-1) + s + m   για   m = 0, 1, …, q   και   s = 1, …, k     (6.29) 

 

 p4
i+1, j = 

λij

2  [2 – U{-│j – q(s – 1)-s│}]   για   i = 0, 1, …, n     (6.30) 

 

όπου, 
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λij = ∑
l=1

k

  [ al
│ki-s+m+l│U(q-│ ki-s+m+l │) + al

│ki-s-m+l│U(q-│ ki-s-m+l │) + 

 al
│ki+s-m-l│ U(q-│ ki+s-m-l │) + al

│ki+s+m-l│U(q-│ ki+s+m-l │)]   (6.31) 

 

Τα στοιχεία του διανύσµατος φ5 δίδονται από τους τύπους, 

 

  j = q(s-1) + s + m  για   m = 0, 1, …, q   και   s = 1, …, k     (6.32) 

 

  φ5 
j = = 

δ j
2  [2 – U{-│j – q(s – 1)-s│}]       (6.33) 

 

όπου, 

 

δ j = 3 ξv 











 ∑
l=1

k

   al
│m-s+l│ U(q-│m – s + l│)  

2
 + 












 ∑
l=1

k

   al
│m+s-l│ U(q-│m + s - l│)  

2
    (6.34) 

 

και 

 

  φ5
k(q+1)+1 = ∑

l=1

2q+k

  








 ∑
s=1

k

   as
│q+1-l│ U(q-│q + 1 - l│)  

3
     (6.35) 

 
 
 
Χαρακτηριστικά µοντέλου PSMA 

Με χρήση του µοντέλου PSMA (6.1) σε συνδυασµό µε τον γραµµικό 

µετασχηµατισµό (6.4) επιτυγχάνουµε: 

• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό εποχιακών µέσων τιµών της ιστορικής 

χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή των k αριθµό εποχιακών τυπικών αποκλίσεων της ιστορικής 

χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό εποχιακών συντελεστών ασυµµετρίας της 

ιστορικής χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή των συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των εποχών της ιστορικής 

χρονοσειράς για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης (συντελεστής συσχέτισης 

µίας αποχής µε την προηγούµενή της), 
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• την αναπαραγωγή της ετήσιας µέσης τιµής της ιστορικής χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή της ετήσιας τυπικής απόκλισης της ιστορικής χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή του ετήσιου συντελεστή ασυµµετρίας της ιστορικής 

χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας ιστορικής 

χρονοσειράς βάσει κάποιου θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. FGN). 

 

 

6.2 Εφαρµογή και έλεγχος του µοντέλου 
 

Το µοντέλο PSMA εφαρµόστηκε στην αναπαραγωγή των βραχυπρόθεσµων και 

µακροπρόθεσµων στατιστικών χαρακτηριστικών της ιστορικής χρονοσειράς µηνιαίων 

υψών απορροής του Βοιωτικού Κηφισού στην θέση εξόδου του στην διώρυγα 

Καρδίτσας. Στα πλαίσια της εν λόγω εφαρµογής αναπτύχθηκε πρόγραµµα που 

παρατίθεται στο παράρτηµα ΣΤ, και το οποίο χρησιµοποιεί τις εξισώσεις (6.1) – (6.35) 

για την βελτιστοποίηση των παραµέτρων του µοντέλου και την παραγωγή  µηνιαίων 

συνθετικών χρονοσειρών δεδοµένων στατιστικών χαρακτηριστικών. Ο αριθµός των 

παραµέτρων αs
j του µοντέλου για κάθε µήνα s (s = 1, …, 12) λήφθηκε ίσος µε 121 (q = 

120). Για τον προσδιορισµό των παραµέτρων αs
j (s = 1, …, 12 και j =0, 1, …, 120) 

καθώς και της ασυµµετρίας του λευκού θορύβου  ξv, χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος των 

συζυγών κλίσεων στην οποία αναφερθήκαµε στο εδάφιο 3.3.6. Στην συνέχεια 

παρατίθενται τα διαγράµµατα σύγκρισης των στατιστικών χαρακτηριστικών του 

ιστορικού δείγµατος µε τα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής χρονοσειράς που 

παρήχθη µε χρήση του µοντέλου (6.1). Επισηµαίνεται ότι τα στατιστικά χαρακτηριστικά 

της συνθετικής χρονοσειράς έχουν προέλθει από στοχαστική προσοµοίωση µήκους 5000 

ετών. 

 Στα Σχήµατα 6.1, 6.2 και 6.3 µπορούµε να παρατηρήσουµε την αξιόπιστη 

αναπαραγωγή των µέσων τιµών, των τυπικών αποκλίσεων και των συντελεστών 

ασυµµετρίας των µηνών του ιστορικού δείγµατος από το µοντέλο PSMA.   
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Σχήµα 6.1 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 6.2 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 6.3 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Στο Σχήµα 6.4 παρουσιάζονται οι συντελεστές συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 

µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος απορροών. Η 

αναπαραγωγή των εν λόγω στατιστικών µεγεθών από το µοντέλο PSMA είναι αρκετά 

ακριβής. 
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Σχήµα 6.4 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 
µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος απορροών (συντελεστές συσχέτισης 
των απορροών ενός µήνα µε τις απορροές του προηγούµενου µήνα) 

 

Στα Σχήµατα 6.5, 6.6 και 6.7 πραγµατοποιείται η σύγκριση της µέσης τιµής, της τυπικής 

απόκλισης και του συντελεστή ασυµµετρίας της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς µε τα 

αντίστοιχα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής χρονοσειράς.  
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Σχήµα 6.5 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 6.6 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 6.7 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
 

Στο Σχήµα 6.8 παρουσιάζεται το διάγραµµα σύγκρισης του εµπειρικού 

αυτοσυσχετογράµµατος της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς, µε το θεωρητικό 

αυτοσυσχετόγραµµα FGN (όπως αυτό προκύπτει συναρτήσει του συντελεστή Hurst της 

χρονοσειράς των απορροών) και µε το εµπειρικό αυτοσυσχετόγραµµα της ετήσιας 

συνθετικής χρονοσειράς που προέκυψε από την εφαρµογή του µοντέλου PSMA. Εύκολα 

µπορούµε να διαπιστώσουµε την επιτυχία του µοντέλου στην διατήρηση της 

µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς. 
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Σχήµα 6.8 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των συντελεστών αυτοσυσχέτισης για τα πρώτα 20 βήµατα χρονικής 

µετατόπισης, της ετήσιας ιστορικής και συνθετικής χρονοσειράς απορροών 
 

Αν και όχι άµεσου ενδιαφέροντος, θα ήταν χρήσιµο να γνωρίζουµε τόσο για το ιστορικό 

όσο και για το συνθετικό δείγµα τη µορφή των διαγραµµάτων των συντελεστών 

συσχέτισης κάθε µήνα µε τους προηγούµενους αυτού µήνες. Στo Σχήµα 6.9 

παρουσιάζεται το διάγραµµα των συντελεστών συσχέτισης του µήνα Οκτωβρίου µε 

προηγούµενους αυτού µήνες τόσο για την ιστορική όσο και για τη συνθετική χρονοσειρά 

απορροών. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το διάγραµµα των συντελεστών συσχέτισης της 

συνθετικής χρονοσειράς παρουσιάζει µία εν γένει οµαλή µορφή που οφείλεται στην 

εξίσωση (6.1) του µοντέλου PSMA, σύµφωνα µε την οποία κάθε πραγµατοποίηση της 

µηνιαίας συνθετικής χρονοσειράς προκύπτει ως γραµµική συσχέτιση διαδοχικών 

πραγµατοποιήσεων του λευκού θορύβου. 
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Σχήµα 6.9 ∆ιάγραµµα συντελεστών συσχέτισης του µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες, για 

την ιστορική και την συνθετική χρονοσειρά απορροών 
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Αρκετές πληροφορίες για την συµπεριφορά του υπό µελέτη µοντέλου µπορούµε 

να αντλήσουµε από τα διαγράµµατα των παραµέτρων του αs
j (s = 1, …, 12 και j =0, 1, 

…, 120). Στο Σχήµα 6.10 παρατίθενται ενδεικτικά τα διαγράµµατα των παραµέτρων αs
j 

(s = 1, 2, 3 και j =0, 1, …, 120) του µοντέλου PSMA για τους µήνες Οκτώβριο, 

Νοέµβριο και ∆εκέµβριο όπως αυτά προέκυψαν κατόπιν βελτιστοποιήσεως για τα 

στατιστικά χαρακτηριστικά της ιστορικής χρονοσειράς µηνιαίων υψών απορροής του 

Βοιωτικού Κηφισού.  
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Σχήµα 6.10 ∆ιάγραµµα των παραµέτρων αs

j µοντέλου για τους µήνες Οκτώβριος, Νοέµβριος και 
∆εκέµβριος 

 

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι τα διαγράµµατα των παραµέτρων του µοντέλου 

παρουσιάζουν µία οµοιότητα µεταξύ των µηνών. Το εν λόγω γεγονός µπορεί να µας 

οδηγήσει στο συµπέρασµα ότι είναι πιθανόν δυνατή η εύρεση µίας παραµετρικής 

εκφράσεως βάσει της οποίας θα είναι δυνατός ο προσδιορισµός των παραµέτρων του 

µοντέλου για κάθε µήνα. Κατά αυτόν τον τρόπο, θα µπορούσαµε να ανάγουµε το 

πρόβληµα βελτιστοποιήσεως των παραµέτρων του µοντέλου σε πρόβληµα 

βελτιστοποιήσεως των παραµέτρων της χρησιµοποιούµενης µαθηµατικής εκφράσεως. Το 

όφελος από µία τέτοια προσέγγιση είναι η σαφής µείωση των προς βελτιστοποίηση 

µεταβλητών ελέγχου, που συνεπάγεται σηµαντική µείωση του απαιτούµενου 

υπολογιστικού φόρτου. 
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6.3  Σχόλια πάνω στο µοντέλο 
 

Από τα Σχήµατα 6.1 - 6.9 µπορούµε να διαπιστώσουµε την µεγάλη αξιοπιστία 

του µοντέλου PSMA στην διατήρηση των εποχιακών µέσων τιµών, τυπικών αποκλίσεων, 

συντελεστών ασυµµετρίας και 1ης τάξεως συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των εποχών, 

καθώς και στην αναπαραγωγή της ετήσιας µέσης τιµής, της ετήσιας τυπικής απόκλισης, 

του ετήσιου συντελεστή ασυµµετρίας και της µακροπρόθεσµης εµµονής ιστορικών 

κυκλοστάσιµων χρονοσειρών.  

Αν και αρκετά ακριβές το µοντέλο PSMA απαιτεί βελτιστοποίηση των 

παραµέτρων του αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k) γεγονός που το καθιστά αργό στην 

περίπτωση που ο αριθµός q είναι ιδιαίτερα υψηλός. Κάτι τέτοιο  είναι δυνατόν να συµβεί 

στην περίπτωση που θελήσουµε να διατηρήσουµε τις αυτοσυσχετίσεις της ετήσιας 

συνθετικής χρονοσειράς για µεγάλα βήµατα χρονικής µετατόπισης (lags) βάσει κάποιου 

θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. FGN). Η παραπάνω παρατήρηση δεν φαίνεται 

να δηµιουργεί ιδιαίτερο πρόβληµα καθώς οι βελτιστοποιηµένες παράµετροι δύνανται να 

αποθηκευθούν, µε άµεση συνέπεια την απαίτηση µίας και µόνο βελτιστοποιήσεως για 

ένα δεδοµένο ιστορικό δείγµα και την µετέπειτα κατ’ επανάληψη χρήση των 

βελτιστοποιηµένων παραµέτρων για παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών δεδοµένων 

στατιστικών χαρακτηριστικών. 

Λόγω της µεγάλης ακρίβειας του µοντέλου και δεδοµένου ότι οι παράµετροι αs
j 

(j= 0, …, q και s = 1, …, k) του µοντέλου PSMA παρουσιάζουν οµοιότητα µεταξύ των 

µηνών (βλέπε Σχήµα 6.10), έγιναν αρκετές προσπάθειες εξεύρεσης µίας µαθηµατικής 

εκφράσεως βάσει της οποίας θα ήταν δυνατός ο προσδιορισµός των παραµέτρων αs
j (j = 

0, …, q και s = 1, …, k). Σκοπός των εν λόγω προσπαθειών ήταν η αναγωγή του 

προβλήµατος βελτιστοποιήσεως των παραµέτρων του µοντέλου σε πρόβληµα 

βελτιστοποιήσεως των παραµέτρων της χρησιµοποιούµενης µαθηµατικής εκφράσεως. Το 

όφελος από µία τέτοια προσέγγιση είναι η σαφής µείωση των προς βελτιστοποίηση 

παραµέτρων που συνεπάγεται σηµαντική µείωση του απαιτούµενου υπολογιστικού 

φόρτου. Μία πρώτη τέτοια προσπάθεια παρατίθεται στο παράρτηµα Α, η οποία είχε ως 

αποτέλεσµα την εξεύρεση µίας µαθηµατικής εκφράσεως που επιτυγχάνει την 

αναπαραγωγή όλων των στατιστικών χαρακτηριστικών ενδιαφέροντος (βλέπε ενότητα 

6.2) πλην των εποχιακών ασυµµετριών και της ετήσιας ασυµµετρίας. Απαιτείται, λοιπόν, 

µεγαλύτερη διερεύνηση, κάτι που δεν είναι εφικτό µέσα στα περιορισµένα χρονικά 

πλαίσια της παρούσας εργασίας. 
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7 Ανάπτυξη µονοµεταβλητού µοντέλου που βασίζεται στον 

διαχωρισµό της κυκλοστασιµότητας και της 

µακροπρόθεσµης µνήµης (Splitmodel) 
 
 
 

Το µοντέλο που αναπτύσσεται στο κεφάλαιο αυτό βασίζεται στην θεώρηση ότι 

είναι δυνατόν να αναπαράγουµε την κυκλοστασιµότητα και την µακροπρόθεσµη εµµονή 

µίας χρονοσειράς ως ένα σταθµισµένο άθροισµα µίας στάσιµης στοχαστικής ανελίξεως 

που διατηρεί µακρά µνήµη και µίας κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανελίξεως που διατηρεί 

βραχυπρόθεσµη µνήµη. Κατά αυτόν τον τρόπο, αναπτύχθηκε ένα µονοµεταβλητό 

µοντέλο που  αναπαράγει την κυκλοστασιµότητα, την βραχυπρόθεσµη µνήµη και την 

µακροπρόθεσµη εµµονή κυκλοστάσιµων στοχαστικών ανελίξεων (Splitmodel), το οποίο 

παρουσιάζεται και ελέγχεται στις σελίδες που ακολουθούν. 

 

 

7.1 Παρουσίαση µοντέλου 
 

Έστω κυκλοστάσιµη στοχαστική ανέλιξη Χi µε περίοδο k (ίση µε τον αριθµό των 

εποχών του έτους), όπου i το χρονικό διάστηµα αναφοράς. Αν s (s = 1, …, k) ο αύξων 

αριθµός της εποχής, τότε για i = 1, ….  και σταθερό κάθε φορά s η στοχαστική ανέλιξη 

Χ(i-1)k+s είναι στάσιµη. Στην συνέχεια γίνεται η παραδοχή ότι η τυχαία µεταβλητή Χi έχει 

µέση τιµή µηδέν, ήτοι    

 

  Ε[Χ(i-1)k+s] = 0     για  s = 1, …, k   (7.1) 

 

Επισηµαίνεται ότι η παραπάνω παραδοχή, δεν δηµιουργεί πρόβληµα στην συνθετική 

αναπαραγωγή των µέσων τιµών των εποχών s (s = 1, …, k), αφού µε εφαρµογή του 

γραµµικού µετασχηµατισµού, 

 

  Q(i-1)k+s =Χ(i-1)k+s + µs    για   s = 1, …, k    (7.2) 

 

µπορούµε να αναπαράγουµε τόσο τις εποχιακές µέσες τιµές µs (s = 1, …, k), όσο και την 

ετήσια µέση τιµή. 
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Θεωρούµε τώρα ότι η κυκλοστάσιµη στοχαστική ανέλιξη Χi µπορεί να 

επιµεριστεί σε δύο συνιστώσες στοχαστικές ανελίξεις σύµφωνα µε την εξίσωση, 

 

  Xi = ei Yi + Wi  (7.3) 

 

όπου ei περιοδικά µεταβαλλόµενη παράµετρος του µοντέλου, για την οποία ισχύει 

 

  ei = ei+kl   για  i = 1, …, k  και  l Є Ζ. (7.4) 

 

Η στοχαστική ανέλιξη Yi είναι στάσιµη, στοχαστικά ανεξάρτητη από την ανέλιξη Wi, 

οπότε 

 

  Cov[Yi, Wj] = 0   ∀  i, j (7.5) 

 

µε µακρά “µνήµη”, οπότε  

  γp = Cov[Yi, Yi-p] ≠ 0  (7.6) 

 

(για µεγάλες τιµές της υστέρησης p), και µηδενική µέση τιµή, ήτοι  

 

  Ε[Υi] = 0 (7.7) 

 

Η στοχαστική ανέλιξη Wi είναι κυκλοστάσιµη µε περίοδο k (ίση µε τον αριθµό των 

εποχών του έτους), διατηρεί µόνο µηδενικής και πρώτης τάξεως αυτοσυσχετίσεις (µικρής 

τάξεως µνήµη), 

 

  δs
p = Cov[W(i-1)k+s, W(i-1)k+s-p] ≠ 0  για  s = 1, …., k  και   p = 0, 1 (7.8) 

 

  δs
p = Cov[W(i-1)k+s, W(i-1)k+s-p] = 0  για  s = 1, …., k  και   p = 2, …. (7.9) 

 

και έχει µηδενική µέση τιµή 

 

  Ε[W(i-1)k+s] = 0  για  s = 1, …., k (7.10) 
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Στην συνέχεια θα παρουσιάσουµε τις εξισώσεις προσδιορισµού των στατιστικών 

χαρακτηριστικών των µεταβλητών Wi και Υi, καθώς και των παραµέτρων ei (i = 1, …, k) 

ώστε το Splitmodel να επιτυγχάνει αξιόπιστη αναπαραγωγή: 

• της τυπικής αποκλίσεως κάθε εποχής s (s = 1, …, k), 

• του συντελεστή ασυµµετρίας κάθε εποχής s (s = 1, …, k), 

• του συντελεστή αυτοσυσχέτισης κάθε εποχής s (s = 1, …, k), µε την προηγούµενή 

της s-1, 

• της τυπικής αποκλίσεως της ετήσιας χρονοσειράς, 

• της µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας χρονοσειράς βάσει κάποιου 

θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. FGN1). 

 

 

Εξίσωση διατήρησης διασποράς εποχών 

Όπως αποδεικνύεται στη συνέχεια, η διασπορά κάθε εποχής s (s = 1, …, k) του 

µοντέλου (7.3) δίδεται από την εξίσωση, 

 

  Var[Χ(i-1)k+s] = (es)2 γ0 + δs
0   για  s = 1, …, k (7.11) 

 

Απόδειξη 

Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s = (e(i-1)k+s Y(i-1)k+s + W(i-1)k+s) (e(i-1)k+s Y(i-1)k+s + W(i-1)k+s) (7.11.1) 

 

δεδοµένου ότι οι µεταβλητές Y(i-1)k+s και W(i-1)k+s είναι στοχαστικά ανεξάρτητες (7.5), 

οδηγούµαστε στην σχέση, 

 

Ε[Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s] = (e(i-1)k+s)2 Ε[Υ(i-1)k+s Υ(i-1)k+s] + Ε[W(i-1)k+s W(i-1)k+s] (7.11.2) 

 

λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι η στοχαστική ανέλιξη Υi είναι στάσιµη, καθώς και ότι η 

παράµετρος ei είναι περιοδικά µεταβαλλόµενη µε περίοδο k, οδηγούµαστε στην σχέση 

 

Ε[Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s] = (es)2 Ε[Υi Υi] + Ε[W(i-1)k+s W(i-1)k+s] (7.11.3) 

 

οπότε  

 

                                                 
1 Βλέπε και ενότητα 2.6 
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Cov[Χ(i-1)k+s, Χ(i-1)k+s] = (es)2 Cov[Υi, Υi] + Cov[W(i-1)k+s, W(i-1)k+s] (7.11.4) 

 

και 

 

Var[Χ(i-1)k+s] = (es)2 Var[Υi] + Var[W(i-1)k+s] = (es)2 γ0 + δs
0    για   s = 1, …, k  (7.11.5) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης ασυµµετρίας εποχών 

∆εδοµένου ότι οι µεταβλητές Y(i-1)k+s και W(i-1)k+s είναι στοχαστικά ανεξάρτητες 

(7.5), η στοχαστική ανέλιξη Υi είναι στάσιµη, καθώς και ότι η παράµετρος ei είναι 

περιοδικά µεταβαλλόµενη µε περίοδο k, αποδεικνύεται εύκολα ότι  

 

  µ3[Χ(i-1)k+s] = (es)3 µ3[Υi] + µ3[W(i-1)k+s]   για   s = 1, …, k (7.12) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης της συνδιασποράς µίας εποχής µε την προηγούµενή της 

Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, η συνδιασπορά της κάθε εποχής s (s = 1, …, 

k) µε την προηγούµενή της s-1 δίδεται από την εξίσωση 

 

  Cov[Χ(i-1)k+s, Χ(i-1)k+s-1] = es es-1 γ1 + δs
1   για    s = 1, …, k (7.13) 

 

Απόδειξη 

Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s-1 = (e(i-1)k+s Y(i-1)k+s + W(i-1)k+s) (e(i-1)k+s-1 Y(i-1)k+s-1 + W(i-1)k+s-1) (7.13.1) 

 

Λαµβάνοντας υπ’ όψιν την (7.5) καταλήγουµε στην εξίσωση, 

 

Ε[Χ(i-1)k+s Χ(i-1)k+s-1] = e(i-1)k+s e(i-1)k+s-1 Ε[Υ(i-1)k+s Υ(i-1)k+s-1] + Ε[W(i-1)k+s W(i-1)k+s-1] (7.13.2) 

 

∆εδοµένου ότι η στοχαστική ανέλιξη Υi είναι στάσιµη, καθώς και ότι η παράµετρος ei 

είναι περιοδικά µεταβαλλόµενη µε περίοδο k, οδηγούµαστε στην σχέση 

 

Cov[Χ(i-1)k+s, Χ(i-1)k+s-1] = es es-1 Cov[Υi, Υi-1] + Cov[W(i-1)k+s, W(i-1)k+s-1] (7.13.3) 

 

ή ισοδύναµα 
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Cov[Χ(i-1)k+s, Χ(i-1)k+s-1] = es es-1 γ1 + δs
1   για    s = 1, …, k (7.13.4) 

  

 

Εξίσωση διατήρησης ετήσιας διασποράς 

Έχοντας ορίσει την τυχαία µεταβλητή Xi, µπορούµε να ορίσουµε την τυχαία 

µεταβλητή Ζi που προκύπτει ως άθροισµα k διαδοχικών τυχαίων µεταβλητών Xi, 

 

  Ζi = ∑
j=(i-1)k+1

ik
 Χj      (7.14) 

 

Η στοχαστική ανέλιξη Ζi είναι στάσιµη, γεγονός που οφείλεται στο ότι κάθε τυχαία 

µεταβλητή Ζi προκύπτει ως άθροισµα των k διαδοχικών τυχαίων µεταβλητών Xi µίας 

περιόδου. Κατά αυτόν τον τρόπο, η κυκλοστασιµότητα της µεταβλητής Xi απαλείφεται 

µέσω της πραγµατοποιούµενης εποχιακής συναθροίσεως. 

Τροποποιώντας ελάχιστα την (7.14) οδηγούµαστε στην σχέση, 

 

  Ζi = ∑
s=1

k

 Χ(i-1)k+s     (7.15) 

 

της οποίας το δεύτερο µέλος εκφράζει την στοχαστική ανέλιξη Ζi ως άθροισµα k 

στασίµων στοχαστικών ανελίξεων Χ(i-1)k+s. Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, η 

διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Ζi, δίδεται από την εξίσωση  

 

Var[Ζi] = γ0 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + 2 ∑
s=1

k-1

  








 ∑
j=s+1

k

   es ej γj-s   + 








 ∑
s=1

k

   δs
0   + 2 









 ∑
s=2

k

   δs
1   (7.16) 

 

Απόδειξη 

Ζi Ζi = 






 ∑

j=(i-1)k+1

ik
 Χj   







 ∑

j=(i-1)k+1

ik
 Χj     (7.16.1) 

 

Ζi Ζi = 






 ∑

j=(i-1)k+1

ik
 (ej Yj + Wj)  







 ∑

j=(i-1)k+1

ik
 (ej Yj + Wj)   (7.16.2) 

 



 133

Λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις (7.5) και (7.9) σε συνδυασµό µε το ότι η στοχαστική ανέλιξη 

Υi είναι στάσιµη, καθώς και ότι η παράµετρος ei είναι περιοδικά µεταβαλλόµενη µε 

περίοδο k, οδηγούµαστε στην σχέση 

 

Ε[Ζi Ζi] = Ε[Υi Υi] 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + 2 ∑
s=1

k-1

  








 ∑
j=s+1

k

   es ej Ε[Υi Υi-(j-s)]   + 








 ∑
s=1

k

  E[Ws Ws]   + 

 2 








 ∑
s=2

k

   E[Ws Ws-1]    (7.16.3) 

 

ή ισοδύναµα στις σχέσεις 

 

Var[Ζi] = Cov[Ζi, Ζi] = Cov[Υi, Υi] 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + 2 ∑
s=1

k-1

  








 ∑
j=s+1

k

   es ej Cov[Υi, Υi-(j-s)]   +  

 








 ∑
s=1

k

  Cov[Ws, Ws]   + 2 








 ∑
s=2

k

   Cov[Ws, Ws-1]   (7.16.4) 

 

Var[Ζi] = Cov[Ζi, Ζi] = γ0 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + 2 ∑
s=1

k-1

  








 ∑
j=s+1

k

   es ej γj-s   + 








 ∑
s=1

k

   δs
0   +  

 2 








 ∑
s=2

k

   δs
1    (7.16.5) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης ετήσιων αυτοσυνδιασπορών (διατήρηση µακροπρόθεσµης 

εµµονής) 

Λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις (7.5) και (7.9) σε συνδυασµό µε το ότι η στοχαστική 

ανέλιξη Υi είναι στάσιµη καθώς και ότι η παράµετρος ei είναι περιοδικά µεταβαλλόµενη 

µε περίοδο k, αποδεικνύεται ότι οι αυτοσυνδιασπορές της µεταβλητής Ζi για διάφορα 

βήµατα χρονικής µετατόπισης p > 0 δίδονται από την εξίσωση, 

 

Cov[Ζi, Ζi-p] = Cov[Ζi, Ζi+p] = ∑
j=1

k

  ∑
s=1

k

  ( )ej es γkp-s+j   + U(1-p) δ1
1   για    p > 0 (7.17)  
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όπου U(x) η βηµατική συνάρτηση Heaviside για την οποία ισχύει U(x) = 1 ∀ x Є [0, ∞) 

και U(x) = 0 ∀ x Є (-∞, 0).  

Από την  (7.17) µε αλγεβρικές πράξεις καταλήγουµε στην εξίσωση, 

 

 Cov[Ζi, Ζi-p] = ∑
j=1

k

  ∑
s=1

k

  ( )ej ek+1-s γk(p-1)+s+j-1   + U(1-p) δ1
1  για   p > 0  (7.18) 

 

και στην συνέχεια στην εξίσωση, 

 

Cov[Ζi, Ζi-p] = ∑
l=1

k-1

  
















 ∑
s=1

k-l

  es es+l   (γkp-l + γkp+l)  + γkp 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + U(1-p) δ1
1   

  για    p > 0  (7.19) 

 

η οποία είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση, 

 

Cov[Ζi, Ζi-p] = 






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





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





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l=1

k-1

  
















 ∑
s=1

k-l

  es es+l   γkp+l    +  

 γkp 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + U(1-p) δ1
1    για    p > 0 (7.20) 

 

 

7.1.1 Προσδιορισµός των παραµέτρων του Splitmodel 

Έχοντας διατυπώσει τις απαραίτητες εξισώσεις που πρέπει να τηρούνται ώστε το 

Splitmodel να επιτυγχάνει αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών 

ενδιαφέροντος της ιστορικής χρονοσειράς, το επόµενο βήµα είναι ο προσδιορισµός των 

στατιστικών χαρακτηριστικών των τυχαίων µεταβλητών Yi και Wi, καθώς και των 

παραµέτρων es (s = 1, …, k), ώστε να οριστεί πλήρως το µοντέλο (7.3).  

Αν υποθέσουµε ότι θέλουµε να διατηρήσουµε τις αυτοσυνδιασπορές της τυχαίας 

µεταβλητής Zi έως και χρονικό βήµα µετατόπισης p = n ≥ 1 (δηλαδή Cov[Ζi, Ζi], Cov[Ζi, 
Ζi-1], …, Cov[Ζi, Ζi-n]) µε βάση κάποιο θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα (π.χ. FGN), το 

πρόβληµα του προσδιορισµού των στατιστικών χαρακτηριστικών των µεταβλητών Yi, Wi 

και των παραµέτρων es (s = 1, …, k) του µοντέλου ανάγεται στην επίλυση ενός µη 

γραµµικού συστήµατος 3k+n+1 εξισώσεων µε k(n+5)+1 αγνώστους. Ένας τρόπος 

προσδιορισµού µίας λύσεως του παραπάνω συστήµατος είναι η εφαρµογή κάποιας από 
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τις έµµεσες µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως που περιγράφησαν στα εδάφια 

3.3.5 και 3.3.6. Σε αυτήν την περίπτωση, είναι απαραίτητος ο ορισµός ενός µέτρου 

επιδόσεως της λύσεως που έχει επιτευχθεί σε κάθε βήµα του αλγορίθµου. Το εν λόγω 

µέτρο επιδόσεως (αντικειµενική συνάρτηση) θα λαµβάνει τιµή ίση µε το µηδέν µόνο 

στην περίπτωση που οι εξισώσεις (7.11) - (7.20) τηρούνται επακριβώς και ταυτόχρονα οι 

προσδιορισθείσες κατά την βελτιστοποίηση µεταβλητές ελέγχου βρίσκονται εντός του 

χώρου των δυνατών λύσεων. Στην περίπτωση που δεν συµβαίνει κάτι τέτοιο, η 

αντικειµενική συνάρτηση λαµβάνει µία θετική τιµή. Ο εν λόγω τρόπος µόρφωσης της 

αντικειµενικής συναρτήσεως αποσκοπεί στην µετατροπή ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης µε περιορισµούς σε πρόβληµα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς. 

Κατά αυτόν τον τρόπο, οι περιορισµοί του προβλήµατος που ορίζουν το χώρο των 

δυνατών λύσεων αυτού ενσωµατώνονται υπό την µορφή ποινών στην αντικειµενική 

συνάρτηση (µέθοδος των ποινών). Στην συνέχεια θα παρουσιαστoύν οι απαιτούµενοι για 

το Splitmodel περιορισµοί, η αντικειµενική συνάρτηση που προτείνεται για αυτό, καθώς 

και η αναλυτική έκφραση της παραγώγου αυτής2.  

 

Περιορισµοί 

Λόγω του ότι η βελτιστοποίηση των στατιστικών χαρακτηριστικών των 

µεταβλητών Yi και Wi του µοντέλου (7.3) δεν παρουσιάζει κάποιο φυσικό νόηµα, είναι 

δυνατόν κατά την βελτιστοποίηση να προκύψουν µη δυνατές τιµές αυτών των µεγεθών. 

Έτσι, κρίθηκε αναγκαία η εισαγωγή κάποιων περιορισµών υπό την µορφή ποινών στην 

αντικειµενική συνάρτηση, ώστε να αποκλειστεί έµµεσα ο χώρος των λύσεων που δεν 

έχουν φυσικό νόηµα.  

Ως γνωστόν, οι k σε αριθµό διασπορές της κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανέλιξης 

Wi πρέπει να λαµβάνουν τιµές στο διάστηµα (0, ∞). Έτσι ένας πρώτος περιορισµός 

δίδεται από την σχέση, 

 

  Var[Ws] = δs
0 ≥  ε1  για  s = 1, …, k  και  ε1 > 0 (7.21) 

 

Επίσης, η διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Υi πρέπει να λαµβάνει τιµή στο 

διάστηµα (0, ∞), ήτοι 

 

                                                 
2 Η αναλυτική έκφραση της παραγώγου της αντικειµενικής συναρτήσεως παρατίθεται µε σκοπό την 
αποφυγή αριθµητικής παραγώγισης που επιβραδύνει τον αλγόριθµό των έµµεσων µεθόδων 
βελτιστοποιήσεως.   
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  Var[Υi] = γ0 ≥  ε1,   ε1 > 0 (7.22) 

    

Ακόµη, οι k σε αριθµό 1ης τάξεως συντελεστές αυτοσυσχέτισης της 

κυκλοστάσιµης τυχαίας µεταβλητής Wi πρέπει να λαµβάνουν τιµές  στο διάστηµα (-1, 1), 

 

   






δs

1

δs
0 δs-1

0 
  ≤ rmax  για  s = 1, …, k  και   rmax Є [0, 1) (7.23) 

 

όπου  µε | . | συµβολίζεται η απόλυτη τιµή. 

Ο τέταρτος κατά σειρά περιορισµός, σχετίζεται µε τις αυτοσυνδιασπορές της 

στάσιµης τυχαίας µεταβλητής Υi για τα πρώτα k(n+1)-1 βήµατα χρονικής µετατόπισης 

(δηλαδή γ0, γ1, …, γk(n+1)-1). Ως γνωστόν, οι αυτοσυνδιασπορές γp (p = 1, …, k(n+1)-1) 

της τυχαίας µεταβλητής Υi πρέπει να είναι κατά απόλυτη τιµή µικρότερες ή ίσες της 

διασποράς αυτής γ0, ήτοι 

 

  | γp | ≤ γ0  για  p = 1, …, k(n+1)-1 (7.24) 

 

Εµείς, όµως, κάνουµε χρήση ενός πιο αυστηρού περιορισµού που δίδεται από τη σχέση 

 

  ε2 ≤ γp ≤ rmax γ0   για  p = 1, …, k(n+1)-1 ,   rmax Є [0, 1)  και  ε2 ≥ 0 (7.25) 

 

Ο περιορισµός (7.25) υιοθετήθηκε µε σκοπό οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης της τυχαίας 

µεταβλητής Υi να είναι µικρότεροι της µονάδος και ταυτόχρονα θετικοί. Στόχος µας είναι 

το αυτοσυσχετόγραµµα µίας εποχής s (s = 1, …, k) της τυχαίας µεταβλητής Χ(i-1)k+s, µε 

προηγούµενες αυτής εποχές3 να παρουσιάζει θετικές τιµές και κατά το δυνατόν οµαλή 

µορφή (βλέπε Σχήµα 7.12). 

Ένας επιπλέον περιορισµός που πρέπει να τεθεί, σχετίζεται µε τους k σε αριθµό 

συντελεστές ασυµµετρίας της κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανελίξεως Wi,  

 

  | ξw
s | = 



µ3[Ws]

(δs
0)3/2  ≤ ξmax   για   s = 1, …, k  και  ξmax > 0 (7.26) 

 

                                                 
3 Βλέπε Σχήµατα 5.20 και 6.9 των ενοτήτων 5.2 και 6.2 αντίστοιχα. 
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οι απόλυτες τιµές των οποίων πρέπει να έχουν ένα άνω όριο ξmax µε σκοπό να είναι 

δυνατή4 η συνθετική αναπαραγωγή τους από το µοντέλο του εδαφίου 7.1.4. 

Όσον αφορά τα όρια ε1, ε2, rmax, και ξmax επισηµαίνουµε ότι δεν µπορούν να 

οριστούν κάποιες σταθερές τιµές. Κατά την εφαρµογή του µοντέλου (ενότητα 7.2) 

υιοθετήθηκαν οι τιµές ε1 = 0.05, ε2 = 0.001, rmax = 0.9 και ξmax = 5 που έδωσαν 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα κατά την βελτιστοποίηση. Αξίζει να τονίσουµε ότι το όριο 

ξmax είναι το πιο ευαίσθητο από όλα τα προαναφερθέντα όρια, αφού εξαρτάται σε µεγάλο 

βαθµό από τα στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος του οποίου τις 

ασυµµετρίες θέλουµε να αναπαράγουµε συνθετικά. Μάλιστα, το όριο ξmax πρέπει να είναι 

µεγαλύτερο του µεγαλύτερου κατά απόλυτη τιµή εποχιακού συντελεστή ασυµµετρίας 

της ιστορικής χρονοσειράς. 

 

Αντικειµενική συνάρτηση 

Ορίζουµε ως ζ το προς βελτιστοποίηση διάνυσµα, διαστάσεως k(n+5)+1, των 

στατιστικών χαρακτηριστικών των µεταβλητών Yi, Wi και των παραµέτρων es (s = 1, …, 

k) του µοντέλου (7.3),  

 

ζ = [e1, …, ek, δ1
0, …, δk

0, δ1
1, …, δk

1, µ3[Υ], µ3[W1], …, µ3[Wk], γ0, γ1, …, γk(n+1)-1]T  

 για  n ≥ 1  (7.27) 

 

όπου µε τον άνω δείκτη T συµβολίζεται το ανάστροφο ενός διανύσµατος ή πίνακα.  

Ορίζουµε ακόµη τα µεγέθη, 

 

  θ1 = [Var[X1], Var[X2], …, Var[Xk]]T     (7.28) 
 

  θ2 = [µ3[X1], µ3[X2], …, µ3[Xk]]T     (7.29) 

 

  θ3 = [Cov[Xk, X1], Cov[X1, X2], …, Cov[Xk-1, Xk]]T    (7.30) 

 

  θ4 = [Cov[Zi, Zi], Cov[Zi, Zi-1], …, Cov[Zi, Zi-n]]T
     (7.31) 

 

                                                 
4 Αφύσικα υψηλοί συντελεστές ασυµµετρίας είναι δύσκολο να αναπαραχθούν λόγω του πεπερασµένου 
µήκους των πραγµατοποιήσεων του λευκού θορύβου που είναι δυνατόν να παράγουµε συνθετικά (Todini 
1980).  



 138

των στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού δείγµατος, καθώς και τα µεγέθη  θ1(ζ),   

θ2(ζ), θ3(ζ), θ4(ζ), που ορίζονται κατ’ αντιστοιχία µε τα µεγέθη θ1, θ2, θ3, θ4 και µπορούν 

να προσδιοριστούν από τις εξισώσεις (7.11) - (7.20), του µοντέλου (7.3). 

Σε αυτήν την περίπτωση, η προς ελαχιστοποίηση αντικειµενική συνάρτηση 

λαµβάνει την µορφή, 

 

J(ζ*) = min[J(ζ)] = λ1║θ1(ζ) - θ1║2 + λ2║θ2(ζ) – θ2║2 + λ3║θ3(ζ) – θ3║2 +  

 λ4║θ4(ζ) – θ4║2+ h1(ζ) + h2(ζ) + h3(ζ) + h4(ζ) + h5(ζ)    (7.32) 

 

όπου λ1, λ2, λ3 και λ4 θετικοί συντελεστές βάρους της αντικειµενικής συναρτήσεως, ║.║ η 

ευκλείδεια νόρµα διανύσµατος και h1(ζ), h2(ζ), h3(ζ), h4(ζ), h5(ζ) όροι ποινής για την µη 

τήρηση των περιορισµών (7.21), (7.22), (7.23), (7.25) και (7.26).         

Ο όρος h1(ζ) εξασφαλίζει την τήρηση των περιορισµών (7.21), (7.22) και δίδεται 

από την εξίσωση, 

 

  h1(ζ) = κ1 








 ∑
s=1

k

  ( )U(ε1 - δs
0) (δs

0 - ε1)2   + U(ε1 - γ0) (γ0 - ε1)2    (7.33) 

 

όπου κ1 ένας υψηλός θετικός συντελεστής ποινής και U(x) η βηµατική συνάρτηση 

Heaviside, για την οποία ισχύει U(x) = 1 ∀ x Є [0, ∞) και U(x) = 0 ∀ x Є (-∞, 0). 

Ο όρος h2(ζ) εξασφαλίζει την τήρηση του περιορισµού (7.23) και δίδεται από την 

εξίσωση, 

  h2(ζ) = κ2 ║θ5(ζ)║2 (7.34) 

 

όπου κ2 ένας υψηλός θετικός συντελεστής ποινής και θ5(ζ) διάνυσµα µε k στοιχεία, τα 

οποία λαµβάνονται από τον αναδροµικό τύπο 

 

  θ5 
j = U{(δ1

j)2 – (rmax)2 δ0
j
 δ0

j-1} {(δ1
j)2 – (rmax)2 δ0

j
 δ0

j-1}   για   j = 1, …, k (7.35) 

 

Οι όροι h3(ζ) και h4(ζ) εξασφαλίζούν την τήρηση του περιορισµού (7.25). Ο όρος 

h3(ζ)  δίδεται από την σχέση, 

 

  h3(ζ) = κ3 ∑
j=1

k(n+1)-1

  ( )U(ε2 - γj) (γj - ε2)2   (7.36) 
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όπου κ3 ένας υψηλός θετικός συντελεστής ποινής, και ο όρος h4(ζ) από την σχέση, 

 

  h4(ζ) = κ4 ∑
j=1

k(n+1)-1

  ( )U(γj - rmax γ0) (γj - rmax γ0)2   (7.37) 

 

όπου κ4 ένας επίσης υψηλός θετικός συντελεστής ποινής. 

Ο όρος h5(ζ) εξασφαλίζει την τήρηση του περιορισµού (7.26) και δίδεται από την 

εξίσωση, 

 

  h5(ζ) = κ5 ∑
s=1

k

  [ ]U{(µ3[Ws])2 - (ξmax)2 (δ0
s)3 } {(µ3[Ws])2 - (ξmax)2 (δ0

s)3}   (7.38) 

 

όπου κ5 ένας υψηλός θετικός συντελεστής ποινής. 

Η αντικειµενική συνάρτηση J(ζ) λαµβάνει την τιµή µηδέν µόνο στην περίπτωση 

που οι εξισώσεις (7.11) - (7.20) τηρούνται επακριβώς, ενώ ταυτόχρονα τηρούνται οι 

περιορισµοί (7.21), (7.22), (7.23), (7.25) και (7.26). Στην αντίθετη περίπτωση, η 

αντικειµενική συνάρτηση λαµβάνει θετική τιµή, το µέτρο της οποίας εξαρτάται από τους 

υιοθετούµενους συντελεστές βάρους λ1, λ2, λ3 και λ4, τους υιοθετούµενους συντελεστές 

ποινής κ1, κ2, κ3, κ4 και κ5, την απόκλιση των µεγεθών  θ1(ζ), θ2(ζ), θ3(ζ), θ4(ζ) από τα 

µεγέθη του ιστορικού δείγµατος θ1, θ2, θ3, θ4 και τέλος από την τήρηση ή όχι των 

περιορισµών του προβλήµατος.  

 

Παράγωγος αντικειµενικής συναρτήσεως 

Η αναλυτική έκφραση της παραγώγου της αντικειµενικής συναρτήσεως (7.32) 

δίδεται από την εξίσωση, 

 

dJ(ζ)
dζ  = 2 λ1{θ1(ζ)-θ1}T p1 + 2 λ2{θ2(ζ)-θ2}T p2 + 2 λ3{θ3(ζ)-θ3}T p3 + 2 λ4{θ4(ζ)-θ4}T p4 + 

 φ1
T + 2 κ2 θ5(ζ)T p5 + φ3

T + φ4
T + φ5

T    (7.39) 

 

όπου p1, p2, p3 και p5 πίνακες διαστάσεων k × k(n+5)+1, p4 πίνακας διαστάσεων n+1 × 

k(n+5)+1 και φ1, φ3, φ4, φ5 διανύσµατα διαστάσεως k(n+5)+1. Στην συνέχεια 

παρατίθενται οι τύποι προσδιορισµού των στοιχείων των πινάκων p1, p2, p3, p4, p5 καθώς 
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και των διανυσµάτων φ1, φ3, φ4 και φ5, όπως αυτοί προέκυψαν µετά από αλγεβρικούς 

υπολογισµούς. 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p1 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p1
i, i = 2 ei γ0   για  i = 1, …, k (7.40) 

 

  p1
i, i+k = 1   για  i = 1, …, k (7.41) 

 

  p1
i, 4k+2 = (ei)2   για  i = 1, …, k (7.42) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p2 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p2
i, i = 3 (ei)2 µ3[Y]   για   i = 1, …, k (7.43) 

 

  p2
i, 3k+1 = (ei)3   για   i = 1, …, k (7.44) 

   

  p2
i, 3k+i+1 = 1   για   i = 1, …, k (7.45) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p3 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p3
1, 1 = ek γ1 (7.46) 

 

  p3
1, k = e1 γ1 (7.47) 

 

  p3
1, 2k+1 = 1 (7.48) 

   

  p3
1, 4k+3 = e1 ek (7.49) 

 

  p3
i, i = ei-1 γ1   για   i = 2, …, k (7.50) 

   

  p3
i, i-1 = ei γ1   για   i = 2, …, k (7.51) 

 

  p3
i, i+2k = 1   για   i = 2, …, k (7.52) 
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  p3
i, 4k+3 = ei-1 ei   για   i = 2, …, k (7.53) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p4 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p4
1, j = 2 









 ej γ0 + 








 ∑
l=j+1

k

   el γl-j   + 








 ∑
l=1

j-1

   el γj-l      για   j = 1, …, k (7.54) 

 

  p4
1, j = 1   για   j = k+1, …, 2k (7.55) 

 

  p4
1, j = 2   για   j =2k+2, …, 3k (7.56) 

 

  p4
1, 4k+2 = ∑

l=1

k

   (el)2 (7.57)   

   

  p4
1, j = ∑

l=1

5k-j+2

   el el+j-4k-2   για   j =4k+3, …, 5k+1 (7.58) 

 

  p4
2, 2k+1 = 1 (7.59) 

 

  p4
i, j = ∑

l=1

k

  {el (γk(i-1)+j-l + γk(i-1)-j+l)}  για  i = 2, …., n+1 ,  j = 1, …, k   (7.60) 

   

p4
i, k(i+2)+l+2 = U(k-1-l) 









 ∑
s=1

l

   es ek+s-l  +U(-│k-l│) 








 ∑
s=1

k

   (es)2  + U(l-k-1) 








 ∑
s=l-k+1

k

   es es-l+k     

 για   i = 2, …., n+1 ,  l = 1, …., 2k-1 (7.61)  

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p5 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p5
1, k+1 = - (rmax)2 δ0

k (7.62) 

 

  p5
i, k+i =  - (rmax)2 δ0

i-1   για    i = 2, …., k (7.63) 

 

    p5
1, 2k = - (rmax)2 δ0

1 (7.64) 

 

  p5
i, k+i-1 = - (rmax)2 δ0

i   για    i = 2, …., k (7.65) 
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  p5
i, 2k+i = 2 δ1

i   για    i = 1, …., k (7.66) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του διανύσµατος φ1 δίδονται από τους τύπους, 

 

  φ1
i+k = 2 κ1 U(ε1 -  δ0

i) (δ0
i - ε1)   για    i = 1, …., k (7.67) 

 

  φ1
4k+2 = 2 κ1 U(ε1 -  γ0) (γ0 - ε1) (7.68) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του διανύσµατος φ3 δίδονται από τον τύπο, 

 

  φ3
4k+2+i = 2 κ3 U(ε2 -  γi) (γi – ε2)   για    i = 1, …., k(n+1)-1 (7.69) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του διανύσµατος φ4 δίδονται από τους τύπους, 

 

  φ4
4k+2 = -2 κ4 ∑

l=1

k(n+1)-1

  [ rmax U(γl - rmax γ0) (γl - rmax γ0)] (7.70) 

 

  φ4
4k+2+i = 2 κ4 U(γi - rmax γ0) (γi - rmax γ0)   για    i = 1, …., k(n+1)-1 (7.71) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του διανύσµατος φ5 δίδονται από τους αναδροµικούς τύπους, 

 

  φ5
k+i = -3 κ5 (ξmax)2  (δ0

i)2 U{(µ3[Wi])2 - (ξmax)2 (δ0
i)3 }    για    i = 1, …., k (7.72) 

 

  φ5
3k+i+1 = 2 κ5 µ3[Wi] U{(µ3[Wi])2 - (ξmax)2 (δ0

i)3 }    για    i = 1, …., k (7.73) 

 

 

7.1.2 Ελαχιστοποίηση του αριθµού των προς βελτιστοποίηση παραµέτρων του 

µοντέλου, µε χρήση του γενικευµένου αντίστροφου µητρώου ελάχιστης 

νόρµας 

Στις προηγούµενες σελίδες παρουσιάστηκαν η προτεινόµενη αντικειµενική 

συνάρτηση καθώς και η αναλυτική παράγωγός αυτής, µε σκοπό τον προσδιορισµό του 

διανύσµατος ζ των στατιστικών χαρακτηριστικών των µεταβλητών Yi, Wi και των 
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παραµέτρων es (s = 1, …, k) του µοντέλου (7.3), µε χρήση έµµεσων µεθόδων µη 

γραµµικής βελτιστοποιήσεως.  

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το πλήθος των προς βελτιστοποίηση στοιχείων του 

διανύσµατος ζ εξαρτάται τόσο από τον αριθµό των εποχών k της κυκλοστάσιµης 

στοχαστικής ανελίξεως, καθώς και από τον επιθυµητό αριθµό n ≥ 1 των 

αυτοσυνδιασπορών της µεταβλητής Zi (δηλαδή Cov[Ζi, Ζi-1], …, Cov[Ζi, Ζi-n]) που 

θέλουµε να διατηρήσουµε βάσει κάποιου θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. 

FGN). ∆εδοµένου ότι ο αριθµός των στοιχείων  του διανύσµατος ζ δίδεται από τον τύπο 

k(n+5)+1 µπορούµε να διαπιστώσουµε το µεγάλο πρόβληµα που ανακύπτει όταν ο 

αριθµός n λάβει υψηλή τιµή µε σκοπό την διατήρηση των αυτοσυνδιασπορών της 

µεταβλητής Zi για µεγάλο αριθµό βηµάτων χρονικής µετατόπισης. Για παράδειγµα αν k = 

12 (µηνιαία κλίµακα) και n = 100, τότε το διάνυσµα ζ έχει 1261 στοιχεία προς 

βελτιστοποίηση, για τα οποία απαιτείται σχετικά αυξηµένος υπολογιστικός χρόνος. 

Σύµφωνα µε όσα έχουν ήδη ειπωθεί, θα ήταν επιθυµητή ανεξαρτητοποίηση του πλήθους 

των στοιχείων του διανύσµατος ζ από το πλήθος των προς αναπαραγωγή 

αυτοσυσχετίσεων της µεταβλητής Zi µε κύριο στόχο την µείωση του υπολογιστικού 

χρόνου της βελτιστοποιήσεως. 

 Στην συνέχεια προτείνεται µία µέθοδος επέκτασης του αυτοσυσχετογράµµατος 

της στάσιµης τυχαίας µεταβλητής Yi  χωρίς την χρήση βελτιστοποιήσεως. Έχοντας 

προσδιορίσει µέσω βελτιστοποιήσεως την διασπορά και τις συνδιασπορές της 

µεταβλητής Yi έως και χρονικό βήµα µετατόπισης k(n+1)-1, µε  n ≥ 1 (δηλαδή γ0, γ1, …, 
γk(n+1)-1), είναι δυνατός ο προσδιορισµός των άγνωστων αυτοσυνδιασπορών της 

µεταβλητής Yi για τα χρονικά βήµατα µετατόπισης k(n+1), …, k(m+1)-1 µε m > n 

(δηλαδή γk(n+1), …, γk(m+1)-1) χωρίς την χρήση βελτιστοποιήσεως. Το µεγάλο όφελός που 

αποκοµίζουµε από την εν λόγω προσέγγιση είναι η ανεξαρτητοποίηση του πλήθους των 

προς βελτιστοποίηση στοιχείων του διανύσµατος ζ από τον αριθµό των προς διατήρηση 

αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας µεταβλητής Zi. Κατά αυτόν τον τρόπο, είναι δυνατόν να 

βελτιστοποιήσουµε το διάνυσµα ζ µε τον ελάχιστο δυνατό αριθµό αυτοσυνδιασπορών 

της τυχαίας µεταβλητής Υi  (δηλαδή γ0, γ1, …, γ2k-1), που δίδεται για min(n) = 1, και στην 

συνέχεια να υπολογίσουµε τις επιπλέον απαιτούµενες αυτοσυνδιασπορές της µεταβλητής 

Υi (δηλαδή γ2k, …, γk(m+1)-1) ώστε να επιτύχουµε διατήρηση των αυτοσυνδιασπορών της 

τυχαίας µεταβλητής Zi, βάσει κάποιου θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. FGN), 

έως και χρονικό βήµα µετατόπισης m (δηλαδή Cov[Ζi, Ζi], Cov[Ζi, Ζi-1], …, Cov[Ζi, Ζi-m]). 
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Η µέθοδος η οποία προτείνεται είναι η επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος m-n 

εξισώσεων µε k(m-n) αγνώστους που περιγράφεται από την εξίσωση, 

 

  c γ = d (7.74) 

 

όπου c πίνακας διαστάσεων m-n × k(m-n), γ = [γk(n+1), γk(n+1)+1, …, γk(m+1)-1]T το διάνυσµα 

των άγνωστων αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας µεταβλητής Yi και d γνωστό διάνυσµα 

διαστάσεως m-n. Στην συνέχεια παρατίθενται οι τύποι υπολογισµού των στοιχείων του 

πίνακα c καθώς και του διανύσµατος d, όπως αυτοί προέκυψαν κατόπιν αλγεβρικών 

υπολογισµών από την (7.20). 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα c δίδονται από τύπους 

 

c1, j = U(1-j) 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + U(j-2) U(k-j) 








 ∑
s=1

k-j+1

  es es+j-1     για    j = 1, …, k(m-n) (7.75)  

 

ci, (i-2)k+l+1 = U(k-1-l) 








 ∑
s=1

l

  es es+k-l   + U(-│k-l│) 








 ∑
s=1

k

  (es)2   + U(l-k-1) 








 ∑
s=1

2k-l

  es es+l-k     

  για    i = 2, …, m-n   και   l = 1, …, 2k-1  (7.76) 

 

όπου U(x) η βηµατική συνάρτηση Heaviside. 

Τα στοιχεία του διανύσµατος d δίδονται από τον τύπο, 

 

 d j = Cov[Zi, Zi-(n+j)] -U(1-j) ∑
l=1

k-1

  








 








 ∑
s=1

k-l

  es es+l   γkn+l   για  j = 1, …, m-n (7.77) 

 

όπου οι όροι Cov[Zi, Zi-(n+j)] (j = 1, …, m-n) µπορούν να προσδιοριστούν βάσει κάποιου 

θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. FGN), και ο όρος ∑
l=1

k-1

  








 








 ∑
s=1

k-l

  es es+l   γkn+l   

µπορεί να υπολογιστεί από τις αυτοσυνδιασπορές της µεταβλητής Yi που έχουν ήδη 

προσδιοριστεί από την βελτιστοποίηση του διανύσµατος ζ. 
Η επίλυση του γραµµικού συστήµατος (7.74) µπορεί να γίνει µε χρήση του 

γενικευµένου αντίστροφου µητρώου ελάχιστης νόρµας που περιγράφηκε στην ενότητα 

3.4. Στην περίπτωση αυτή επιλύεται αρχικά το γραµµικό σύστηµα, 
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  c λ = d (7.78) 

 

όπου 

 

  c = c cT (7.79) 

 

µε στόχο τον προσδιορισµό του διανύσµατος λ, και στην συνέχεια προσδιορίζεται το 

διάνυσµα γ από την εξίσωση 

 

  γ = cT λ (7.80) 

 

Όπως εύκολα µπορεί να αποδειχθεί, λόγω της ειδικής µορφή του πίνακα c ο προκύπτων 

πίνακας c είναι τρισδιαγώνιος και έτσι η επίλυση του συστήµατος (7.78) µπορεί να γίνει 

µε την µέθοδο Thomas που περιγράφηκε στο εδάφιο 3.1.4 και η οποία απαιτεί ελάχιστο 

χρόνο για την επίλυση ακόµα και πολύ µεγάλης διαστάσεως τρισδιαγώνιων συστηµάτων. 

 

 

7.1.3 Αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών της στάσιµης τυχαίας 

µεταβλητής Yi 

Έχοντας πλέον προσδιορίσει την τρίτη ροπή της τυχαίας µεταβλητής Yi µέσω 

βελτιστοποιήσεως,  καθώς  και τις αυτοσυνδιασπορές αυτής γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1) µε 

εφαρµογή µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως σε συνδυασµό µε το γενικευµένο αντίστροφο 

µητρώο, είναι δυνατόν να περιγράψουµε την εν λόγω τυχαία µεταβλητή µέσω ενός 

µονοµεταβλητού µοντέλου SMA της µορφής 5, 

 

  Υi = ∑
j=-k(m+1)+1

k(m+1)-1

  α│j│ Vi+j  (7.81) 

 

όπου αj  (j = 0, …, k(m+1)-1) οι παράµετροι του µοντέλου SMA και  Vi στάσιµη 

στοχαστική ανέλιξη µε µηδενική συσχέτιση ως προς τον χρόνο i,  

 

   Cov[Vi, Vj] = 0 για i ≠ j (7.82) 

 
                                                 
5 Βλέπε και ενότητα 2.7 
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 µηδενική µέση τιµή6, 

 

  Ε[Vi] = 0  (7.83) 

 

µοναδιαία διασπορά, 

 

  Var[Vi] = 1 (7.84) 

 

 

και συντελεστή ασυµµετρίας ξv που δίδεται από την σχέση, 

 

 

  










∑
j= -k(m+1)+1

k(m+1)-1

  αj
3   ξv = µ3[Υi]            (7.85) 

 

Ο προσδιορισµός των παραµέτρων αj  (j = 0, …, k(m+1)-1) του µοντέλου SMA 

είναι δυνατόν να γίνει αναλυτικά7 µε χρήση του φάσµατος sγ(ω) των αυτοσυνδιασπορών 

γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1) της τυχαίας µεταβλητής Υi. Αρχικά προσδιορίζεται το sγ(ω) 

από τον τύπο, 

 

 sγ(ω) := 2 γ0 + 4 ∑
j=1

k(m+1)-1

 γj  cos(2πjω)   = 2 ∑
j=-k(m+1)+1

k(m+1)-1

 γj  cos(2πjω)  ,  ω Є [0, ½]   (7.86) 

 

στην συνέχεια προσδιορίζεται το φάσµα sα(ω) των παραµέτρων αj  (j = 0, …, k(m+1)-1) 

του µοντέλου SMA από την εξίσωση, 

 

  sα(ω) = 2 sγ(ω)      (7.87) 

 

και τέλος µε ολοκλήρωση του φάσµατος sα(ω) στο πεδίο των συχνοτήτων (αντίστροφος 

µετασχηµατισµός Fourier), 

 

                                                 
6 ως συνέπεια της (7.7) 
7 Βλέπε και ενότητα 2.7 
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  αj = ⌡⌠
0

1/2

 sα(ω) cos(2πjω)dω     για    j= 0, 1, 2, …, k(m+1)-1    (7.88) 

 

προσδιορίζονται οι παράµετροι αj  (j = 0, …, k(m+1)-1) του µοντέλου SMA. Απαραίτητη 

προϋπόθεση για τον αναλυτικό προσδιορισµό των παραµέτρων αj του µοντέλου, είναι ο 

πίνακας των αυτοσυνδιασπορών της στάσιµης τυχαίας µεταβλητής Yi να είναι θετικά 

ορισµένος ή θετικά  ηµιορισµένος, ώστε 

 

  sγ(ω) ≥ 0   ∀ ω Є [0, ½] (7.89) 

 

Στην αντίθετη περίπτωση, ο προσδιορισµός των παραµέτρων του µοντέλου SMA µπορεί 

να γίνει µέσω µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως που περιγράφηκε στην ενότητα 2.7.  

Στο σηµείο αυτό αξίζει να τονίσουµε ότι κατά την εφαρµογή του Splitmodel σε 

φυσικές χρονοσειρές ο πίνακας των αυτοσυνδιασπορών της µεταβλητής Yi προέκυψε µη 

θετικά ορισµένος, µε αποτέλεσµα το φάσµα των αυτοσυνδιασπορών sγ(ω) να 

παρουσιάζει λίγες στο πλήθος και µικρές κατά απόλυτη τιµή αρνητικές τιµές (βλέπε 

Σχήµα 7.1).  
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Σχήµα 7.1 Φάσµα ισχύος sγ(ω) όπως αυτό προκύπτει για τα δεδοµένα της εφαρµογής της ενότητας 7.2  

 

Σε αυτήν την περίπτωση, ο προσδιορισµός των παραµέτρων αj  (j = 0, …, k(m+1)-1) του 

µοντέλου SMA θα µπορούσε να γίνει µέσω µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως. Κάτι τέτοιο 

όµως δεν συνιστάται αφού: 
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• Ο αριθµός των παραµέτρων του µοντέλου είναι ιδιαίτερα υψηλός8, µε αποτέλεσµα 

αφενός πολύ µεγάλο υπολογιστικό φόρτο και αφετέρου χαµηλή αξιοπιστία λόγω 

µη κυρτότητας. 

• Tο φάσµα sγ(ω) των αυτοσυνδιασπορών της τυχαίας µεταβλητής Yi παρουσιάζει 

λίγες στο πλήθος και µικρές κατά απόλυτη τιµή αρνητικές τιµές, κάτι που 

σηµαίνει ότι τροποποιώντας ελάχιστα τις αυτοσυνδιασπορές γp (p = 0, 1, …, 

k(m+1)-1) της τυχαίας µεταβλητής Yi και χωρίς να εισάγουµε κάποιο συστηµατικό 

σφάλµα, µπορούµε να εξασφαλίσουµε την τήρηση του περιορισµού sγ(ω) ≥ 0 ∀ ω 

Є [0, ½] 

• Λόγω του ότι το µητρώο των αυτοσυνδιασπορών είναι µη θετικά ορισµένο και 

δεν υφίσταται δυνατή λύση, ακόµα και αν εφαρµοζόταν µη γραµµική 

βελτιστοποίηση, η αντικειµενική συνάρτηση δεν θα µπορούσε να λάβει σε καµία 

περίπτωση την µηδενική τιµή. Αποτέλεσµα του παραπάνω είναι η ύπαρξη και 

πάλι κάποιου σφάλµατος που σίγουρα δεν θα ήταν µεγαλύτερο από το σφάλµα 

που εισάγεται από την τροποποίηση των αυτοσυνδιαπορών γp (p = 0, 1, …, 

k(m+1)-1). 

Θέλοντας λοιπόν να αποφύγουµε τον προσδιορισµό των παραµέτρων αj  (j = 0, …, 

k(m+1)-1) του µοντέλου SMA µε χρήση µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως, έγινε µία 

προσπάθεια εξεύρεσης µίας µεθόδου τροποποίησης των αυτοσυνδιασπορών γp (p = 0, 1, 

…, k(m+1)-1) της τυχαίας µεταβλητής Yi µε στόχο τον προσδιορισµό µίας σειράς 

αυτοσυνδιασπορών γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1), η οποία διαφέρει ελάχιστα της γp (p = 0, 1, 

…, k(m+1)-1), τηρεί τον περιορισµό sγ(ω) ≥ 0 ∀ ω Є [0, ½] και ταυτόχρονα µηδενίζει την 

απόκλιση των τροποποιηµένων αυτοσυνδιασπορών γ0 και γ1 από τις συνδιασπορές γ0 και 

γ1. Ο λόγος για τον οποίο επιζητάται ο µηδενισµός της αποκλίσεως των 

αυτοσυνδιασπορών  γ0 και γ1 από τις αντίστοιχες γ0 και γ1, οφείλεται στο ότι τα εν λόγω 

µεγέθη επηρεάζουν εκτός των ετήσιων αυτοσυνδιασπορών τις διασπορές των µηνών, 

καθώς και τις συνδιασπορές µεταξύ των µηνών για µοναδιαίο βήµα χρονικής 

µετατόπισης. Κατά αυτό τον τρόπο, επιζητούµε η εν λόγω τροποποίηση να επηρεάσει 

µόνο τις ετήσιες αυτοσυνδιασπορές και όχι τα εποχιακά στατιστικά χαρακτηριστικά της 

χρονοσειράς. Η προτεινόµενη διαδικασία για τον προσδιορισµό της σειράς των 

τροποποιηµένων αυτοσυνδιασπορών γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1) από την σειρά γp (p = 0, 

1, …, k(m+1)-1) είναι η ακόλουθη: 

1) Προσδιορίζεται το φάσµα sγ(ω) των αυτοσυνδιασπορών γp (p= 0, 1, …, k(m+1)-1). 

                                                 
8 π.χ. για k = 12 και m = 100, ο αριθµός των παραµέτρων του µοντέλου προκύπτει 12(100+1)-1 = 1211 
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2) Προσδιορίζεται το φάσµα sγ(ω) των αυτοσυνδιασπορών γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1) 

µε χρήση της εξισώσεως, 

   

  sγ(ω) = max{sγ(ω), ε3} ,  ∀ ω Є [0, ½]  και  ε3 ≥ 0 (7.90) 

 

όπου ε3 ένας µικρός θετικός αριθµός (π.χ. ε3 = 0.001). 

3) Προσδιορίζεται η σειρά των τροποποιηµένων αυτοσυνδιασπορών γp (p = 0, 1, …, 

k(m+1)-1) µε ολοκλήρωση του φάσµατος sγ(ω) στο πεδίο των συχνοτήτων 

(αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier), 

 

  γj = ⌡⌠
0

1/2

 sγ(ω) cos(2πjω)dω     για    j= 0, 1, 2, …, k(m+1)-1    (7.91) 

 

4) Αντικαθίστανται τα στοιχεία γ0 και γ1 της σειράς γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1) µε τα 

στοιχεία γ0 και γ1 της σειράς γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1). 

5) Αντικαθιστώντας την σειρά γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1) µε την σειρά γp (p = 0, 1, 

…, k(m+1)-1) που προέκυψε από το βήµα 4, επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 1- 4 

έως ότου η απόκλιση των µεγεθών γ0 και γ1 από τα µεγέθη γ0 και γ1 βρεθεί εντός 

ανεκτών ορίων.     

Στην συνέχεια παρουσιάζεται το διάγραµµα σύγκρισης της σειράς των 

αυτοσυνδιασπορών  γp (p = 0, 1, …, k(m+1)-1)  µε την τροποποιηµένη σειρά γp (p = 0, 1, 

…, k(m+1)-1). 
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Σχήµα 7.2 ∆ιάγραµµα σύγκρισης αυτοσυνδιασπορών πριν και µετά την προτεινόµενη τροποποίηση, για τα 

δεδοµένα της εφαρµογής της ενότητας 7.2 
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Όπως γίνεται αντιληπτό, η προτεινόµενη τροποποίηση της σειράς των 

αυτοσυνδιασπορών εισάγει αµελητέο σφάλµα, µε αποτέλεσµα να είναι δυνατή η 

υιοθέτησή της µε κύριο στόχο την αποφυγή µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως για τον 

προσδιορισµό των παραµέτρων αj  (j = 0, …, k(m+1)-1) του µοντέλου SMA. 

 

 

7.1.4 Αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών της κυκλοστάσιµης 

στοχαστικής ανέλιξης Wi 

Έχοντας πλέον προσδιορίσει (µέσω µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως του 

διανύσµατος ζ), τις k σε αριθµό διασπορές (δηλαδή δ1
0, …, δk

0) της τυχαίας µεταβλητής 

Wi, τις k σε αριθµό τρίτες ροπές αυτής (δηλαδή µ3[W1], …, µ3[Wk]), τις k σε αριθµό 

αυτοσυνδιασπορές αυτής για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης (δηλαδή δ1
1, …, δk

1) 

και δεδοµένης της ισχύος της (7.9), η κυκλοστάσιµη τυχαία µεταβλητή Wi, είναι δυνατόν 

να περιγραφεί από ένα περιοδικό µοντέλο εµπρός κινούµενου µέσου όρου PFMA 

(Periodic Forward Moving Average model) της µορφής, 

 

  Wi = f0
i Ri+ f1

i Ri+1  (7.92) 

 

όπου i το χρονικό διάστηµα αναφοράς, f0
i
 και f1

i περιοδικά µεταβαλλόµενες παράµετροι 

του µοντέλου PFMA για τις οποίες ισχύει  

 

  fj
i = fj

i+kl   για  j= 0, 1  ,  i = 1, …, k  και  l Є Ζ. (7.93) 

 

και Ri κυκλοστάσιµη στοχαστική ανέλιξη9,  

 

  Ri =d Ri+kl   για   i = 1, …, k  και  l Є Ζ (7.94) 

 

µε µηδενική συσχέτιση ως προς τον χρόνο i, 

 

  Cov[Ri, Rj] = 0   για   i ≠ j (7.95) 

 

 

                                                 
9 Με το σύµβολο (=d) υποδηλώνεται το στατιστικά όµοιο. 
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µηδενική µέση τιµή10, 

 

  Ε[Ri] = 0  για   i = 1, …, k (7.96) 

 

µοναδιαία διασπορά, 

 

  Var[Ri] = 1  για   i = 1, …, k (7.97) 

 

και τρίτη ροπή, 

 

  µ3[Ri] = ξr
i  για   i = 1, …, k (7.98) 

 

Στην συνέχεια παρατίθενται οι εξισώσεις που πρέπει να τηρούνται ώστε το 

µοντέλο PFMA να αναπαράγει, τις k σε αριθµό διασπορές (δηλαδή δ1
0, …, δk

0) της 

κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανέλιξης Wi, τις k σε αριθµό τρίτες ροπές αυτής (δηλαδή 

µ3[W1], …, µ3[Wk]) και τις k σε αριθµό αυτοσυνδιασπορές αυτής για µοναδιαίο βήµα 

χρονικής µετατόπισης (δηλαδή δ1
1, …, δk

1)   

 

 

Εξίσωση διατήρησης διασποράς εποχών  

Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, η διασπορά κάθε εποχής i (i = 1, …, k) του 

µοντέλου (7.92) δίδεται από την εξίσωση, 

 

  Var[Wi] = δi
0 = (f0

i)2 + (f1
i)2  για  i = 1, …, k (7.99) 

 

Απόδειξη 

Wi Wi = (f0
i Ri+ f1

i Ri+1) (f0
i Ri+ f1

i Ri+1)  (7.99.1) 

 

µε χρήση της (7.95) οδηγούµαστε στην εξίσωση, 

 

Ε[Wi Wi] = Var[Wi] = (f0
i)2 Ε[Ri Ri] + (f1

i)2 Ε[Ri+1 Ri+1] = 

 (f0
i)2 Var[Ri] + (f1

i)2 Var[Ri+1]  (7.99.2) 

 

                                                 
10 Ως συνέπεια της (7.10). 
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και δεδοµένης της ισχύος της (7.97) καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

   Var[Wi] = δi
0 = (f0

i)2 + (f1
i)2  για  i = 1, …, k  (7.99.3) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης ασυµµετρίας εποχών  

∆εδοµένου ότι οι τυχαία µεταβλητή Ri είναι ασυσχέτιστη ως προς τον χρόνο i 

(7.95), µπορεί να εύκολα να αποδειχθεί ότι οι k σε αριθµό τρίτες ροπές της 

κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανέλιξης Wi δίδονται από την εξίσωση, 

 

  µ3[Wi] = (f0
i)3 ξr

i + (f1
i)3 ξr

i+1   για   i = 1, …, k (7.100) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης της συνδιασποράς µίας εποχής µε την προηγούµενή της 

Όπως αποδεικνύεται στην συνέχεια, η συνδιασπορά της κάθε εποχής i (i = 1, …, 

k) µε την προηγούµενή της i-1 δίδεται από την εξίσωση 

 

  Cov[Wi, Wi-1] = δi
1 = f0

i  f1
i-1   για    i = 1, …, k (7.101) 

 

Απόδειξη 

Wi Wi-1 = (f0
i Ri+ f1

i Ri+1) (f0
i-1 Ri-1+ f1

i-1 Ri)  (7.101.1) 

 

µε χρήση της (7.95) οδηγούµαστε στην εξίσωση, 

 

Ε[Wi Wi-1] = Cov[Wi, Wi-1] = δi
1 = f0

i  f1
i-1Ε[Ri Ri] = f0

i  f1
i-1Var[Ri] (7.101.2) 

 

και δεδοµένης της ισχύος της (7.97), καταλήγουµε στην εξίσωση, 

 

Cov[Wi, Wi-1] = δi
1 = f0

i  f1
i-1   για    i = 1, …, k (7.101.3) 

 

 

Προσδιορισµός παραµέτρων µοντέλου PFMA 

Έχοντας διατυπώσει τις απαραίτητες εξισώσεις που πρέπει να τηρούνται ώστε το 

µοντέλο PFMA να επιτυγχάνει αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών 
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ενδιαφέροντος της κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανέλιξης Wi, το επόµενο βήµα είναι ο 

προσδιορισµός των παραµέτρων f0
i και  f1

i  (i = 1, …, k) του µοντέλου PFMA καθώς και 

των συντελεστών ασυµµετρίας ξr
i (i = 1, …, k) της τυχαίας µεταβλητής Ri (µεταβλητή 

λευκού θορύβου).  

Το παραπάνω πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση ενός µη γραµµικού συστήµατος 

3k εξισώσεων µε 3k αγνώστους. Το προαναφερθέν σύστηµα θα µπορούσε να επιλυθεί µε 

µεθόδους αριθµητικής επιλύσεως µη γραµµικών συστηµάτων αν δεν απαιτείτο η 

υιοθέτηση περιορισµών ως προς τους προκύπτοντες συντελεστές ασυµµετρίας ξr
i (i = 1, 

…, k) της τυχαίας µεταβλητής Ri, οι οποίοι επιζητούµε να µην υπερβαίνουν κατά 

απόλυτη τιµή κάποιο µέγιστο ανεκτό όριο. Άλλωστε, αφύσικα υψηλοί συντελεστές 

ασυµµετρίας είναι δύσκολο να αναπαραχθούν λόγω του πεπερασµένου µήκους των 

πραγµατοποιήσεων του λευκού θορύβου που είναι δυνατόν να παράγουµε συνθετικά 

(Todini 1980). Έτσι για τον προσδιορισµό των παραµέτρων f0
i και  f1

i (i = 1, …, k) του 

µοντέλου PFMA καθώς και των συντελεστών ασυµµετρίας ξr
i (i = 1, …, k) της 

κυκλοστάσιµης τυχαίας µεταβλητής Ri, προτείνεται η χρήση κάποιας από τις έµµεσες 

µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως που περιγράφησαν στα εδάφια 3.3.5 και 3.3.6. 

Στην συνέχεια παρατίθενται ο απαιτούµενος περιορισµός για τους συντελεστές 

ασυµµετρίας ξr
i (i = 1, …, k), η προτεινόµενη αντικειµενική συνάρτηση για το µοντέλο 

PFMA, καθώς και η αναλυτική έκφραση της παραγώγου της. 

 

 

Περιορισµός για τους προκύπτοντες συντελεστές ασυµµετρίας. 

Με σκοπό η απόλυτη τιµή των προκυπτόντων κατά την βελτιστοποίηση 

συντελεστών ασυµµετρίας ξr
i (i = 1, …, k) να µην υπερβαίνει κάποιο άνω ανεκτό όριο ε4, 

υιοθετείται ο περιορισµός 

 

  | ξr
i | ≤ ε4   για  i = 1, …, k  και  ε4 > 0 (7.102)      

   

 

Αντικειµενική συνάρτηση 

Ορίζουµε ως η το προς βελτιστοποίηση διάνυσµα, διαστάσεως 3k των 

παραµέτρων f0
i και  f1

i (i = 1, …, k) του µοντέλου PFMA, καθώς και των συντελεστών 

ασυµµετρίας ξr
i (i = 1, …, k) της µεταβλητής λευκού θορύβου Ri. 
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  η = [ f0
1, …, f0

k, f1
1, …, f1

k, ξr
1, …, ξr

k]T  (7.103) 

 

όπου µε τον άνω δείκτη T συµβολίζεται το ανάστροφο ενός διανύσµατος ή πίνακα.  

Ορίζουµε ακόµη τα µεγέθη, 

 

  θ6 = [δ0
1, δ0

2, …, δ0
k]T     (7.104) 

 

  θ7 = [δ1
1, δ1

2, …, δ1
k]T (7.105) 

 

  θ8 = [ξr
1, ξr

2, …, ξr
k]T       (7.106) 

 

των στατιστικών χαρακτηριστικών της κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανέλιξης Wi, καθώς 

και τα µεγέθη  θ6(η),  θ7(η), θ8(η), που ορίζονται κατ’ αντιστοιχία µε τα µεγέθη θ6, θ7, θ8 

και µπορούν να προσδιοριστούν από τις εξισώσεις (7.99) – (7.101) του µοντέλου (7.92). 

Σε αυτήν την περίπτωση, η προς ελαχιστοποίηση αντικειµενική συνάρτηση 

λαµβάνει την µορφή, 

 

g(η*) = min[g(η)] = λ6║θ6(η) – θ6║2 + λ7║θ7(η) – θ7║2 + λ8║θ8(η) – θ8║2 + h6(η)   (7.107) 

 

όπου λ6, λ7 και λ8 θετικοί συντελεστές βάρους της αντικειµενικής συναρτήσεως, ║.║ η 

ευκλείδεια νόρµα διανύσµατος και h6(η) όρος ποινής για την µη τήρηση του περιορισµού 

(7.102) που µπορεί να προσδιοριστεί από την εξίσωση  

 

  h6(η) = κ6 








 ∑
s=1

k

  ( )U{(ξr
s)2 - (ε4)2} {(ξr

s)2 - (ε4)2}     (7.108) 

 

όπου κ6 ένας υψηλός θετικός συντελεστής ποινής και U(x) η βηµατική συνάρτηση 

Heaviside για την οποία ισχύει U(x) = 1 ∀ x Є [0, ∞) και U(x) = 0 ∀ x Є (-∞, 0). 

 

Παράγωγος αντικειµενικής συναρτήσεως 

Η αναλυτική έκφραση της παραγώγου της αντικειµενικής συναρτήσεως (7.107) 

δίδεται από την εξίσωση, 

 

 
dg(η)

dη  = 2 λ6{θ6(η)-θ6}T p6 + 2 λ7{θ7(η)-θ7}T p7 + 2 λ8{θ8(η)-θ8}T p8 + φ6
T   (7.109) 
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όπου p6, p7, p8 πίνακες διαστάσεων k × 3k και φ6 διάνυσµα διαστάσεως 3k. Στην 

συνέχεια παρατίθενται οι τύποι προσδιορισµού των στοιχείων των πινάκων p6, p7, p8 

καθώς και του διανύσµατος φ6, όπως αυτοί προέκυψαν µετά από αλγεβρικούς 

υπολογισµούς. 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p6 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p6
i, i = 2 f0

i    για   i = 1, …, k (7.110) 

 

  p6
i, i+k= 2 f1

i    για   i = 1, …, k (7.111) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p7 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p7
1, 1 = f1

k   (7.112) 

 

  p7
i, i=  f1

i-1    για   i = 2, …, k (7.113) 

 

  p7
1, 2k = f0

1 (7.114) 

 

  p7
i, i+k-1=  f0

i    για   i = 2, …, k (7.115) 

 

Τα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα p8 δίδονται από τους τύπους, 

 

  p8
i, i = 3(f0

i)2 ξr
i   για    i = 1, …, k (7.116) 

 

  p8
i, i+k = 3(f1

i)2 ξr
i+1   για    i = 1, …, k-1 (7.117) 

 

  p8
k, 2k = 3(f1

k)2 ξr
1  (7.118) 

 

  p8
i, i+2k = (f0

i)3   για    i = 1, …, k (7.119) 

 

  p8
i, i+2k+1 = (f1

i)3   για    i = 1, …, k-1 (7.120) 

 

  p8
k, 2k+1 = (f1

k)3  (7.121) 
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Τα µη µηδενικά στοιχεία του διανύσµατος φ6 δίδονται από τον τύπο, 

 

  φ6
2k+i = 2 κ6 ξr

i U{(ξr
i)2 – (ε4)2}   για    i = 1, …, k (7.122) 

 

 

7.2 Εφαρµογή και έλεγχος του µοντέλου 
 

Το Splitmodel εφαρµόστηκε στην αναπαραγωγή των βραχυπρόθεσµων και 

µακροπρόθεσµων στατιστικών χαρακτηριστικών της ιστορικής χρονοσειράς µηνιαίων 

υψών απορροής του Βοιωτικού Κηφισού στην θέση εξόδου του στην διώρυγα 

Καρδίτσας. Στα πλαίσια της εν λόγω εφαρµογής αναπτύχθηκε πρόγραµµα που 

παρατίθεται στο παράρτηµα Ζ, το οποίο: (1) βελτιστοποιεί τις παραµέτρους es (s = 1, …, 

k) καθώς και τα στατιστικά χαρακτηριστικά των µεταβλητών Yi, Wi του µοντέλου (7.3) 

µε χρήση της µεθόδου των συζυγών κλίσεων, (2) προσδιορίζει την σειρά των 

αυτοσυνδιασπορών της µεταβλητής Yi µε χρήση του γενικευµένου αντίστροφου µητρώου 

(εδάφιο 7.1.2), (3) προσδιορίζει τις παραµέτρους του µοντέλου SMA για την 

αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών της τυχαίας µεταβλητής Yi (εδάφιο 

7.1.3), (4) βελτιστοποιεί µε χρήση της µεθόδου των συζυγών κλίσεων τις παραµέτρους f0
i 

και  f1
i (i = 1, …, k) του µοντέλου PFMA, καθώς και τους συντελεστές ασυµµετρίας ξr

i (i 

= 1, …, k) της µεταβλητής λευκού θορύβου Ri (εδάφιο 7.1.4), και (5) παράγει συνθετικές 

χρονοσειρές σε µηνιαία κλίµακα (k = 12) που διατηρούν τα στατιστικά χαρακτηριστικά 

ενδιαφέροντος του ιστορικού δείγµατος. Ο αριθµός m των βηµάτων χρονικής 

µετατόπισης που πραγµατοποιείται αναπαραγωγή των ετήσιων αυτοσυνδιασπορών 

επιλέχθηκε ίσος µε 300 (m = 300). Επίσης κατά την εκτέλεση του προγράµµατος 

λήφθηκε µέριµνα ελαχιστοποιήσεως των στοιχείων του προς βελτιστοποίηση 

διανύσµατος ζ, µε υιοθέτηση της ελάχιστης τιµής του n (min(n) = 1). Συνεπώς, οι 

αυτοσυνδιασπορές γp (p = 0, …, 23) της τυχαίας µεταβλητής Yi υπολογίστηκαν µέσω 

βελτιστοποιήσεως, ενώ οι αυτοσυνδιασπορές γp (p = 24, …, 3611) υπολογίστηκαν µε 

χρήση της µεθόδου που περιγράφηκε στο εδάφιο 7.1.2. Στην συνέχεια παρατίθενται τα 

διαγράµµατα σύγκρισης των στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού δείγµατος µε 

τα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής χρονοσειράς που παρήχθη µε χρήση του 

Splitmodel. Επισηµαίνεται ότι τα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής 

χρονοσειράς έχουν προέλθει από στοχαστική προσοµοίωση µήκους 5000 ετών. 
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Στα Σχήµατα 7.3, 7.4 και 7.5 µπορούµε να παρατηρήσουµε την αξιόπιστη 

αναπαραγωγή των µέσων τιµών, των τυπικών αποκλίσεων και των συντελεστών 

ασυµµετρίας των µηνών του ιστορικού δείγµατος από το Splitmodel. 
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Σχήµα 7.3 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 7.4 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 7.5 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
 
 

Στο Σχήµα 7.6 παρουσιάζονται οι συντελεστές συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 

µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος απορροών. Η 

αναπαραγωγή των εν λόγω στατιστικών µεγεθών από το Splitmodel είναι ακριβής. 
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Σχήµα 7.6 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 
µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος απορροών (συντελεστές συσχέτισης 
των απορροών ενός µήνα µε τις απορροές του προηγούµενου µήνα) 

 

Στα Σχήµατα 7.7, 7.8 και 7.9 πραγµατοποιείται η σύγκριση της µέσης τιµής, της τυπικής 

απόκλισης και του συντελεστή ασυµµετρίας της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς µε τα 

αντίστοιχα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής χρονοσειράς. 
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Σχήµα 7.7 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 7.8 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα 7.9 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
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Όπως είναι προφανές το Splitmodel διατηρεί µε µεγάλη ακρίβεια την ετήσια µέση τιµή 

και την ετήσια τυπική απόκλιση του ιστορικού δείγµατος αλλά δεν είναι σε θέση να 

διατηρήσει τον ετήσιο συντελεστή ασυµµετρίας. Κάτι τέτοιο ήταν αναµενόµενο, αφού 

κατά τον ορισµό του µοντέλου δεν συµπεριλάβαµε την ετήσια ασυµµετρία στα προς 

αναπαραγωγή, από το µοντέλο, στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος. 

Στα Σχήµατα 7.10 και 7.11 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα σύγκρισης του 

εµπειρικού αυτοσυσχετογράµµατος της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς µε το θεωρητικό 

αυτοσυσχετόγραµµα FGN (όπως αυτό προκύπτει συναρτήσει του συντελεστή Hurst της 

χρονοσειράς των απορροών) και µε το εµπειρικό αυτοσυσχετόγραµµα της ετήσιας 

συνθετικής χρονοσειράς που προέκυψε από την εφαρµογή του Splitmodel.  
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Σχήµα 7.10 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των συντελεστών αυτοσυσχέτισης για τα 20 πρώτα  βήµατα χρονικής 

µετατόπισης της ετήσιας ιστορικής και συνθετικής χρονοσειράς απορροών 
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Σχήµα 7.11 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των συντελεστών αυτοσυσχέτισης της ετήσιας συνθετικής χρονοσειράς 

απορροών µε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα FGN 
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Εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε την επιτυχία του µοντέλου στην διατήρηση της 

µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς. 

Στo Σχήµα 7.12 παρουσιάζεται το διάγραµµα των συντελεστών συσχέτισης του 

µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες, τόσο για την ιστορική όσο και για τη 

συνθετική χρονοσειρά απορροών. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το εν λόγω διάγραµµα 

της συνθετικής χρονοσειράς παρουσιάζει µόνο θετικές τιµές και γενικά οµαλή µορφή, 

όπως άλλωστε ήταν αναµενόµενο από την υιοθέτηση του περιορισµού (7.25). 
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Σχήµα 7.12 ∆ιάγραµµα συντελεστών συσχέτισης του µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες για 

την ιστορική και την συνθετική χρονοσειρά απορροών 
 

 

7.3 Σχόλια πάνω στο µοντέλο. 
 

Το Splitmodel είναι ένα κυκλοστάσιµο στοχαστικό µοντέλο που εξασφαλίζει την 

διατήρηση της βραχυπρόθεσµης µνήµης και της µακροπρόθεσµης εµµονής 

κυκλοστάσιµων στοχαστικών ανελίξεων. Μπορεί να αναπαράγει µε ακρίβεια τις 

εποχιακές µέσες τιµές, τυπικές αποκλίσεις, συντελεστές ασυµµετρίας και 1ης τάξεως 

συντελεστές αυτοσυσχέτισης µεταξύ των εποχών, καθώς και την ετήσια µέση τιµή, την 

ετήσια τυπική απόκλιση και την µακροπρόθεσµη µνήµη (εµµονή) της ετήσιας ιστορικής 

χρονοσειράς (µε χρήση κάποιου θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος). Το µαθηµατικό 

υπόβαθρο του µοντέλου είναι αρκετά πολύπλοκο, αλλά κάτι τέτοιο δεν αφορά τον απλό 

χρήστη, αφού όλες οι απαραίτητες για την εφαρµογή του µοντέλου εξισώσεις δίδονται 

και µπορούν να προγραµµατιστούν κατά τρόπο απλό. Το µοντέλο απαιτεί δύο µη 

γραµµικές βελτιστοποιήσεις παραµέτρων και την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος 
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µε την µέθοδο του γενικευµένου αντίστροφου µητρώου. Παρόλα αυτά οι απαιτούµενοι 

υπολογιστικοί χρόνοι είναι ιδιαίτερα µικροί αφού: (1) οι βελτιστοποιήσεις απαιτούν 

ελάχιστο χρόνο (της τάξεως των µερικών λεπτών), (2) η επίλυση του γραµµικού 

συστήµατος απαιτεί µερικά δευτερόλεπτα, λόγω του ότι το προς επίλυση σύστηµα είναι 

τρισδιαγώνιο και µπορεί να επιλυθεί εύκολα και γρήγορα µε την µέθοδο Thomas, και (3) 

η παραγωγή των συνθετικών χρονοσειρών γίνεται γρήγορα απαιτώντας και αυτή µερικά 

δευτερόλεπτα.  

Ως αυτήν την στιγµή έχει αναπτυχθεί και ελεγχθεί το Splitmodel ως 

µονοµεταβλητό. Λόγω όµως του ότι το υπό µελέτη µοντέλο παρουσιάζεται ιδιαίτερα 

ακριβές και γρήγορο, γίνονται προσπάθειες για να επεκταθεί σε πολυµεταβλητό. Τα 

αποτελέσµατα είναι µέχρι στιγµής ιδιαίτερα ικανοποιητικά και ελπίζουµε ότι σε σύντοµο 

χρόνο το Splitmodel θα µπορεί να εφαρµοστεί και για την αναπαραγωγή των 

στατιστικών χαρακτηριστικών συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.  
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8 Σύγκριση  µοντέλων 
 
 
  
 Στα προηγούµενα κεφάλαια αναπτύξαµε και εφαρµόσαµε τρία κυκλοστάσιµα 

στοχαστικά µοντέλα που αναπαράγουν τη βραχυπρόθεσµη µνήµη και τη µακροπρόθεσµη 

εµµονή κυκλοστάσιµων στοχαστικών ανελίξεων. Στο παρόν κεφάλαιο θα 

πραγµατοποιηθεί η σύγκριση των µοντέλων αυτών µεταξύ τους, καθώς και µε τα 

µοντέλα AR(1) (σε συνδυασµό µε κυκλική τυποποίηση) και MPAR(1), στα οποία 

αναφερθήκαµε στις ενότητες 2.3 και 2.5 αντίστοιχα. Στόχος της εν λόγω συγκρίσεως 

είναι η συνοπτική παρουσίαση των χαρακτηριστικών του κάθε µοντέλου (π.χ. 

µονοµεταβλητό ή πολυµεταβλητό, απαίτηση για βελτιστοποίηση, απαιτούµενοι 

υπολογιστικοί χρόνοι κ.λ.π.), καθώς και των στατιστικών χαρακτηριστικών του 

ιστορικού δείγµατος που δύνανται αυτά να αναπαράγουν αξιόπιστα.  

Στην συνέχεια, παρατίθεται ο συγκριτικός πίνακας των χαρακτηριστικών του 

κάθε µοντέλου (Πίνακας 8.1), καθώς και τα διαγράµµατα σύγκρισης των στατιστικών 

χαρακτηριστικών που είναι δυνατόν αυτά να αναπαράγουν (Σχήµατα 8.1, 8.2, 8.3, 8.4, 

8.5, 8.6, 8.7 και 8.8). ∆εδοµένου ότι όλα τα µοντέλα δεν είναι πολυµεταβλητά και µε 

σκοπό την συγκριτική παρουσίαση των στατιστικών χαρακτηριστικών που δύνανται να 

διατηρήσουν, επιλέχθηκε η εφαρµογή τους στην αναπαραγωγή των στατιστικών 

χαρακτηριστικών του ιστορικού δείγµατος µηνιαίων υψών απορροής του Βοιωτικού 

Κηφισού στην θέση εξόδου του στην διώρυγα Καρδίτσας (βλέπε και ενότητες 2.3, 2.5, 

5.2, 6.2 και 7.2). Επισηµαίνεται ότι τα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής 

χρονοσειράς έχουν προέλθει από στοχαστική προσοµοίωση µήκους 5000 ετών. Ειδικά 

για το µοντέλο AR(1) (σε συνδυασµό µε κυκλική τυποποίηση) και λόγω του ότι µπορεί 

να αναπαράγει µόνο έναν εποχιακό συντελεστή ασυµµετρίας και µόνο έναν εποχιακό 

συντελεστή αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως (βλέπε και ενότητα 2.3), επιλέχθηκε η διατήρηση 

του συντελεστή ασυµµετρίας του µήνα Οκτωβρίου και του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 

του µήνα Οκτωβρίου µε τον µήνα Σεπτέµβριο. 
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Πίνακας 8.1 Συγκριτική παρουσίαση χαρακτηριστικών µοντέλων 

Μοντέλο 
  AR(1)+ κυκλική 

τυποποίηση MPAR(1) MPARSMAF PSMA Splitmodel 

Τύπος µοντέλου  µονοµεταβλητό πολυµεταβλητό πολυµεταβλητό µονοµεταβλητό 
µονοµεταβλητό 

(Υπό ανάπτυξη το 
πολυµεταβλητό) 

Απαίτηση για 
βελτιστοποίηση 
παραµέτρων 

Όχι Όχι Όχι Ναι Ναι 

Χρόνος βελτιστοποίησης 
(αν απαιτείται) - - - 

Σχετικά 
αυξηµένος 

(λίγες ώρες) 

Αρκετά µικρός 
(µερικά λεπτά) 

∆υνατότητα αποθήκευσης 
των παραµέτρων για 

µελλοντική χρήση 
Ναι Ναι Ναι Ναι Ναι 

Χα
ρα

κτ
ηρ

ισ
τι
κά

 µ
ον
τέ
λο
υ 

Χρόνος παραγωγής 
συνθετικών χρονοσειρών 

Ελάχιστος (µερικά 
δευτερόλεπτα) 

Ελάχιστος 
(µερικά 

δευτερόλεπτα) 

Ελάχιστος 
(µερικά 

δευτερόλεπτα) 

Ελάχιστος 
(µερικά 

δευτερόλεπτα) 

Ελάχιστος (µερικά 
δευτερόλεπτα) 

Αναπαραγωγή εποχιακών 
µέσων τιµών (Σχήµα 8.1) Ναι Ναι Ναι Ναι Ναι 

Αναπαραγωγή εποχιακών 
τυπικών αποκλίσεων 

(Σχήµα 8.2) 
Ναι Ναι Ναι Ναι Ναι 

Αναπαραγωγή εποχιακών 
συντελεστών ασυµµετρίας 

(Σχήµα 8.3) 
Όχι Ναι Ναι Ναι Ναι 

Αναπαραγωγή εποχιακών 
συντελεστών 

αυτοσυσχέτισης για 
µοναδιαία υστέρηση (Σχήµα 

8.4) 

Όχι Ναι Ναι Ναι Ναι 

Αναπαραγωγή εποχιακών 
συντελεστών 

ετεροσυσχέτισης για 
µηδενική υστέρηση     (µόνο 
για πολυµεταβλητά µοντέλα) 

- Ναι Ναι - Υπό ανάπτυξη 

Αναπαραγωγή εποχιακών 
συντελεστών 

ετεροσυσχέτισης για 
µοναδιαία υστέρηση    (µόνο 
για πολυµεταβλητά µοντέλα) 

- Ναι Ναι - Υπό ανάπτυξη 

Αναπαραγωγή ετήσιας 
µέσης τιµής (Σχήµα 8.5) Ναι Ναι Ναι Ναι Ναι 

Αναπαραγωγή ετήσιας 
τυπικής απόκλισης (Σχήµα 

8.6) 
Όχι Όχι Όχι Ναι Ναι 

Αναπαραγωγή ετήσιου 
συντελεστή ασυµµετρίας 

(Σχήµα 8.7) 
Όχι Όχι Όχι Ναι Όχι 

Στ
ατ
ισ
τι
κά

 χ
αρ

ακ
τη
ρι
στ
ικ
ά 
π
ου

 α
να

π
αρ

άγ
ον
τα
ι 

Αναπαραγωγή 
µακροπρόθεσµης εµµονής 

(Σχήµα 8.8) 
Όχι Όχι Ναι Ναι Ναι 
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 Στο σηµείο αυτό αξίζει να επισηµάνουµε την µεγάλη ευκολία που µας παρέχει η 

δυνατότητα αποθήκευσης των βελτιστοποιηµένων παραµέτρων των µοντέλων PSMA και 

Splitmodel. Κατά αυτόν τον τρόπο απαιτείται µία και µόνο βελτιστοποίηση των 

παραµέτρων του εκάστοτε χρησιµοποιούµενου µοντέλου για ένα δεδοµένο ιστορικό 

δείγµα, µε άµεση συνέπεια την δυνατότητα ανεξαρτητοποίησης του χρόνου της 

βελτιστοποιήσεως από τον χρόνο παραγωγής των συνθετικών χρονοσειρών. Έτσι ο προς 

βελτιστοποίηση υπολογιστικός χρόνος δαπανάται µία και µόνο φορά και στην συνέχεια 

οι βελτιστοποιηµένες παράµετροι µπορούν να χρησιµοποιούνται κατ’ επανάληψη για την 

παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών δεδοµένων στατιστικών χαρακτηριστικών. 
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Σχήµα 8.1 Ραβδόγραµµα σύγκρισης µηνιαίων µέσων τιµών 
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Σχήµα 8.2 Ραβδόγραµµα σύγκρισης µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων 
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Σχήµα 8.3 Ραβδόγραµµα σύγκρισης εποχιακών συντελεστών ασυµµετρίας 
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Σχήµα 8.4 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των µηνών για µοναδιαίο βήµα 
χρονικής µετατόπισης (συντελεστές συσχέτισης των απορροών ενός µήνα µε τις απορροές του 
προηγούµενου µήνα) 
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Σχήµα 8.5 Ραβδόγραµµα σύγκρισης ετήσιων µέσων τιµών  
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Σχήµα 8.6 Ραβδόγραµµα σύγκρισης ετήσιων τυπικών αποκλίσεων 
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Σχήµα 8.7 Ραβδόγραµµα σύγκρισης ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας 
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Σχήµα 8.8 ∆ιάγραµµα σύγκρισης συντελεστών αυτοσυσχέτισης ετήσιων χρονοσειρών 

 



 168

 Ένα διάγραµµα µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον ως προς την συµπεριφορά των υπό 

µελέτη µοντέλων είναι αυτό των συντελεστών συσχέτισης ενός µήνα µε τους 

προηγούµενους αυτού µήνες. Το εν λόγω διάγραµµα µπορεί να µας δώσει πληροφορίες 

για την µακροπρόθεσµη εποχιακή µνήµη των µοντέλων, η οποία αν και όχι άµεσου 

ενδιαφέροντος θα θέλαµε να περιγράφεται από ένα οµαλής µορφής συσχετόγραµµα. Στο 

Σχήµα 8.9 παρουσιάζεται το συγκριτικό διάγραµµα των συντελεστών συσχέτισης του 

µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες τόσο για την ιστορική όσο και για τις 

συνθετικές χρονοσειρές.   
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Σχήµα 8.9 Συγκριτικό διάγραµµα συντελεστών συσχέτισης του µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού 

µήνες 
 

Όπως είναι εύκολο να διαπιστώσουµε, τα διαγράµµατα των συντελεστών συσχέτισης 

των µοντέλων AR(1) (σε συνδυασµό µε κυκλική τυποποίηση) και MPAR(1) φθίνουν 

ταχύτατα για χρονικά βήµατα µετατόπισης µεγαλύτερα της µονάδος, γεγονός που 

υποδηλώνει την µικρής τάξεως εποχιακή µνήµη των µοντέλων. Το µοντέλο 

MPARSMAF παρουσιάζει µία περιοδική (δωδεκάµηνη) ανύψωση του διαγράµµατος των 

συντελεστών συσχέτισης, γεγονός που οφείλεται στην επιρροή του φίλτρου SMA πάνω 

στην µικρής τάξεως εποχιακή µνήµη του µοντέλου MPAR(1) (βλέπε και ενότητα 5.2). 

Αναφερόµενοι στο µοντέλο PSMA, αξίζει να τονίσουµε ότι το συσχετόγραµµά του 

παρουσιάζει µία γενικά οµαλή µορφή µε θετικές και αρνητικές τιµές. Αντιθέτως το 

Splitmodel παρουσιάζει µία οµαλή µορφή διαγράµµατος συντελεστών συσχέτισης µε 

µόνο θετικές τιµές, γεγονός που οφείλεται στον περιορισµό (7.25) του εδαφίου 7.1.1.  
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9 Συµπεράσµατα - Προτάσεις 
 
 
  

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας επιχειρήθηκε η ανάπτυξη εύχρηστων 

υδρολογικών κυκλοστάσιµων στοχαστικών µοντέλων εποχιακής (µηνιαίας) κλίµακας 

που διατηρούν τις περιθώριες κατανοµές πιθανοτήτων του ιστορικού δείγµατος σε 

περισσότερες από µία χρονικές κλίµακες (ετήσια και εποχιακή) και ταυτόχρονα 

αναπαράγουν την βραχυπρόθεσµη µνήµη και την µακροπρόθεσµη εµµονή των υπό 

µελέτη ιστορικών χρονοσειρών.  

Έχοντας αναπτύξει, εφαρµόσει και ελέγξει τρία τέτοια µοντέλα και δεδοµένου ότι 

µέχρι στιγµής δεν υφίστανται άλλα παρόµοια, µπορεί να ειπωθεί ότι ο στόχος της 

παρούσας εργασίας εστέφθη µε επιτυχία.  

Το µοντέλο 3MPAR1 που βασίζεται στην επαλληλία τυχαίων διακυµάνσεων 

πολλαπλής κλίµακας, οι οποίες υλοποιούνται µέσω του αθροίσµατος ενός 

κυκλοστάσιµου στοχαστικού µοντέλου MPAR(1) (Multivariate Periodic Autoregressive 

model) και δύο στάσιµων στοχαστικών µοντέλων MAR(1) (Multivariate Autoregressive 

model), αποτέλεσε την πρώτη προσπάθεια της παρούσας εργασίας η οποία όµως δεν 

ολοκληρώθηκε καθώς η προκύπτουσες εξισώσεις παρουσιάζονται ιδιαίτερα πολύπλοκες 

µε άµεσο αποτέλεσµα την απαίτηση για µία σύνθετης µορφής αντικειµενική συνάρτηση. 

Πάντως σε µελλοντικό χρόνο, σκοπεύεται να γίνει µία προσπάθεια εφαρµογής και 

ελέγχου του εν λόγω µοντέλου για  δύο κυρίως λόγους: (1) δεδοµένου ότι όλες οι 

απαιτούµενες για το µοντέλο εξισώσεις παρατίθενται, η επιπλέον απαιτούµενη εργασία 

περιορίζεται µόνο στην µόρφωση του προβλήµατος ως προβλήµατος βελτιστοποίησης, 

και (2) οι προς βελτιστοποίηση παράµετροι του µοντέλου έχουν σταθερό αριθµό 

ανεξάρτητο από τις απαιτήσεις της εκάστοτε συνθετικής αναπαραγωγής, µε αποτέλεσµα 

ο απαιτούµενος για βελτιστοποίηση υπολογιστικός χρόνος να παραµένει σταθερός. 

Το πολυµεταβλητό µοντέλο MPARSMAF (Multivariate Periodic Autoregressive 

model with Symmetric Moving Average Filter) το οποίο βασίζεται στον συνδυασµό ενός 

µοντέλου MPAR(1) (Multivariate Periodic Autoregressive model) και ενός µοντέλου 

SMA (Symmetric Moving Average model), δύναται να αναπαράγει την 

κυκλοστασιµότητα την βραχυπρόθεσµη µνήµη και την µακροπρόθεσµη εµµονή 

κυκλοστάσιµων στοχαστικών ανελίξεων κατά τρόπο απλό και µάλιστα χωρίς απαίτηση 

για βελτιστοποίηση των παραµέτρων του, κάτι που το καθιστά ιδιαίτερα εύχρηστο.  
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Το µονοµεταβλητό µοντέλο PSMA (Periodic Symmetric Moving Average model) 

όντας ένα µοντέλο Συµµετρικά Κινούµενου Μέσου όρου αλλά µε περιοδικά 

µεταβαλλόµενες παραµέτρους, δύναται να αναπαράγει την κυκλοστασιµότητα, την 

βραχυπρόθεσµη µνήµη και την µακροπρόθεσµη εµµονή κυκλοστάσιµων στοχαστικών 

ανελίξεων. Αν και η ακρίβεια του εν λόγω µοντέλου είναι εξαιρετική, η απαιτούµενη 

βελτιστοποίηση των παραµέτρων του, ο αριθµός των οποίων αυξάνεται ανάλογα του 

αριθµού των διατηρούµενων από το µοντέλο ετήσιων αυτοσυσχετίσεων, οδηγεί σε 

αυξηµένους υπολογιστικούς χρόνους. Η παραπάνω παρατήρηση δεν φαίνεται να 

δηµιουργεί ιδιαίτερο πρόβληµα καθώς οι βελτιστοποιηµένες παράµετροι δύνανται να 

αποθηκευθούν, µε άµεση συνέπεια την απαίτηση µίας και µόνο βελτιστοποιήσεως για 

ένα δεδοµένο ιστορικό δείγµα και την µετέπειτα κατ’ επανάληψη χρήση των 

βελτιστοποιηµένων παραµέτρων για παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών δεδοµένων 

στατιστικών χαρακτηριστικών. Πάντως, έγινε προσπάθεια τροποποίησης του µοντέλου 

PSMA, µε κύριο στόχο την µείωση των προς βελτιστοποίηση µεταβλητών ελέγχου µέσω 

της χρήσεως µίας µαθηµατικής εκφράσεως βάση της οποίας είναι δυνατός ο 

προσδιορισµός των παραµέτρων του µοντέλου. Κατά αυτόν τον τρόπο µειώθηκε ο 

απαιτούµενος για βελτιστοποίηση υπολογιστικός χρόνος, αφού το πρόβληµα 

βελτιστοποιήσεως των παραµέτρων του µοντέλου µετετράπη σε πρόβληµα 

βελτιστοποιήσεως των παραµέτρων της χρησιµοποιούµενης µαθηµατικής εκφράσεως, το 

πλήθος των οποίων εµφανίζεται σαφώς µειωµένο. Τα αποτελέσµατα της εν λόγω 

προσπάθειας µπορεί να ειπωθεί ότι ήταν ιδιαίτερα ικανοποιητικά, αν εξαιρεθεί η 

αδυναµία της µαθηµατικής εκφράσεως να επιτύχει αναπαραγωγή των εποχιακών 

συντελεστών ασυµµετρίας και του ετήσιου συντελεστή ασυµµετρίας. Έτσι µία 

δυνατότητα για µελλοντική έρευνα είναι η εξεύρεση µίας πληρέστερης, της ήδη 

ευρεθείσας, µαθηµατικής εκφράσεως που θα επιτυγχάνει διατήρηση τόσο των εποχιακών 

ασυµµετριών όσο και της ετήσιας ασυµµετρίας. 

Το Splitmodel αποτελεί ένα ιδιαίτερα ενδιαφέρον µοντέλο λόγω του ότι βασίζεται 

στον διαχωρισµό της αναπαραγωγής της κυκλοστασιµότητας και της βραχυπρόθεσµης 

µνήµης από την µακροπρόθεσµη εµµονή. Το µοντέλο απαιτεί δύο µη γραµµικές 

βελτιστοποιήσεις παραµέτρων και την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος µε την 

µέθοδο του γενικευµένου αντίστροφου µητρώου. Παρόλα αυτά οι απαιτούµενοι 

υπολογιστικοί χρόνοι είναι ιδιαίτερα µικροί αφού: (1) οι βελτιστοποιήσεις απαιτούν 

ελάχιστο χρόνο (της τάξεως των µερικών λεπτών), (2) η επίλυση του γραµµικού 

συστήµατος απαιτεί µερικά δευτερόλεπτα, και (3) η παραγωγή των συνθετικών 
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χρονοσειρών γίνεται γρήγορα απαιτώντας και αυτή µερικά δευτερόλεπτα. Στο πλαίσιο 

αυτής της εργασίας το µοντέλο Splitmodel έχει αναπτυχθεί ως µονοµεταβλητό. Λόγω 

όµως του ότι το υπό µελέτη µοντέλο παρουσιάζεται ιδιαίτερα ακριβές και γρήγορο 

γίνονται ήδη προσπάθειες για να επεκταθεί σε πολυµεταβλητό. Τα αποτελέσµατα είναι 

µέχρι στιγµής ιδιαίτερα ικανοποιητικά και ελπίζουµε ότι σε σύντοµο χρόνο το Splitmodel 

θα µπορεί να εφαρµοστεί και για την αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών 

συσχετισµένων ιστορικών χρονοσειρών. 
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Παράρτηµα A 
 
 
 

Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζεται µία παραλλαγή του µοντέλου PSMA 

(Periodic Symmetric Moving Average model) που αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 6, στην 

οποία ο προσδιορισµός των παραµέτρων αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k) του µοντέλου 

δεν γίνεται µε απευθείας βελτιστοποίηση, αλλά µε την βελτιστοποίηση των παραµέτρων 

µίας µαθηµατικής εκφράσεως βάσει της οποίας µπορούν να προσδιοριστούν οι 

παράµετροι αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k). Στην συνέχεια αναπτύσσεται, εφαρµόζεται 

και ελέγχεται η προαναφερθείσα παραλλαγή του µοντέλου PSMA η οποία καλείται 

µοντέλο PPSMA (Parametric Periodic Symmetric Moving Average model). 

 

 

A.1 Παρουσίαση µοντέλου PPSMA 
 

Το µοντέλο PPSMA (Parametric Periodic Symmetric Moving Average model) 

αποτελεί µία παραλλαγή του µοντέλου PSMA (Periodic Symmetric Moving Average 

model), στην οποία ο προσδιορισµός των παραµέτρων αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k) 

του µοντέλου (6.1), δεν πραγµατοποιείται µε πλήρη βελτιστοποίηση αλλά µε 

βελτιστοποίηση των παραµέτρων κάποιας µαθηµατικής εκφράσεως από την οποία είναι 

δυνατός ο προσδιορισµός των αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k). Σύµφωνα µε όσα 

αναφέρθηκαν, οι εξισώσεις (6.1) – (6.15) που ισχύουν για το µοντέλο PSMA ισχύουν και 

για το µοντέλο PPSMA µόνο που οι παράµετροι  αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k) 

προσδιορίζονται µε χρήση κάποιας συναρτήσεως.  

Κατόπιν πολλών δοκιµών, µε στόχο τον προσδιορισµό της καταλληλότερης 

µαθηµατικής έκφρασης, καταλήξαµε στην εξίσωση 

 

αs
j = U(c-1-j) βs

j + U(j-c) ∑
l=c

d

  βl
s

j-2c+l+1  για  j = 0, …, q   s = 1, …, k  και  0 < c ≤ d  (A.1) 

 

όπου βl
s (l = 0, …, d και s = 1, …, k) είναι οι προς βελτιστοποίηση παράµετροι της 

µαθηµατικής εκφράσεως που αναφέρονται στην εποχή s (s = 1, …, k), c ένας θετικός 

ακέραιος και U(x) η βηµατική συνάρτηση Heaviside για την οποία ισχύει U(x) = 1 ∀ x Є 

[0, ∞) και U(x) = 0 ∀ x Є (-∞, 0). 
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Κατά αυτόν τον τρόπο είναι δυνατόν να προσδιοριστεί το διάνυσµα ζ = [α0
1, α1

1, …, αq
1, 

α0
2, α1

2, …, αq
2, …, …, α0

k, α1
k, …, αq

k, ξv]T διαστάσεως k(q+1)+1, συναρτήσει του 

διανύσµατος β διαστάσεως k(d+1)+1, 

 

 β = [β0
1, β1

1, …, βd
1, β0

2, β1
2, …, βd

2, …, …, β0
k, β1

k, …, βd
k, ξv]T    (A.2) 

 

Στην οριακή περίπτωση όπου c = d = q+1, το διάνυσµα β ταυτίζεται µε το διάνυσµα ζ, 

ήτοι 

 

 c = d = q+1   ⇒   β ≡ ζ     (A.3) 

 

Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν, αντί να βελτιστοποιήσουµε το διάνυσµα ζ των 

παραµέτρων  αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k), µπορούµε να βελτιστοποιήσουµε το 

διάνυσµα β των παραµέτρων βl
s (l = 0, …, d και s = 1, …, k). Αξίζει βέβαια να 

παρατηρήσουµε ότι η βελτιστοποίηση του διανύσµατος β αντί του διανύσµατος ζ και η 

χρήση της µαθηµατικής εκφράσεως (A.1) αποκτούν νόηµα  στην περίπτωση όπου d < q. 

Άλλωστε, µόνο τότε οι προς βελτιστοποίηση παράµετροι είναι λιγότερες, και ο 

απαιτούµενος για την βελτιστοποίηση υπολογιστικός χρόνος σαφώς µειωµένος.     

 

Προσδιορισµός των παραµέτρων της µαθηµατικής εκφράσεως 

Ο προσδιορισµός του διανύσµατος β, απαιτεί την επίλυση ενός µη γραµµικού 

συστήµατος 3k+n+2 εξισώσεων µε k(d+1)+1 αγνώστους. Ένας τρόπος προσδιορισµού 

µίας λύσεως του παραπάνω συστήµατος, είναι η εφαρµογή κάποιας από τις έµµεσες 

µεθόδους µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως που περιγράφησαν στα εδάφια 3.3.5 και 3.3.6. 

Στην συνέχεια παρουσιάζονται η προτεινόµενη για το µοντέλο PPSMA αντικειµενική 

συνάρτηση καθώς και η αναλυτική έκφραση της παραγώγου της, µε σκοπό την αποφυγή 

αριθµητικής παραγώγισης που επιβραδύνει τους αλγορίθµους των έµµεσων µεθόδων µη 

γραµµικής βελτιστοποιήσεως (βλέπε και ενότητα 6.1). 

 

Αντικειµενική συνάρτηση 

∆εδοµένου ότι ζ := ζ(β), η αντικειµενική συνάρτηση του µοντέλου PPSMA 

παραµένει ακριβώς η ίδια µε την αντικειµενική συνάρτηση του µοντέλου PSMA και 

περιγράφεται από την εξίσωση, 
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f(ζ*) = min[f(ζ)] = λ1║θ1(ζ) - θ1║2 + λ2║θ2(ζ) – θ2║2 + λ3║θ3(ζ) – θ3║2 + λ4║θ4(ζ) – θ4║2+ 

 λ5 {θ5(ζ) – θ5}2          (A.4) 

 

µε τα µεγέθη θ1(ζ), θ2(ζ), θ3(ζ), θ4(ζ), θ5(ζ), θ1, θ2, θ3, θ4 και θ5 του µοντέλου PPSMA να 

ορίζονται όµοια µε τα αντίστοιχα µεγέθη του µοντέλου PSMA. 

 

Παράγωγος αντικειµενικής συναρτήσεως 

∆εδοµένου ότι η αντικειµενική συνάρτηση του µοντέλου PPSMA είναι η ίδια µε 

την αντικειµενική συνάρτηση του µοντέλου PSMA, η αναλυτική έκφραση της 

παραγώγου αυτής ως προς το διάνυσµα β θα δίδεται από την εξίσωση, 

 

 
df(ζ)
dβ  = 

df(ζ)
dζ  

dζ
dβ = 

df(ζ)
dζ  p6      (A.5) 

 

όπου 
df(ζ)
dζ  η παράγωγος της αντικειµενικής συναρτήσεως που µπορεί να προσδιοριστεί 

από την εξίσωση (6.23) του µοντέλου PSMA και p6 πίνακας διαστάσεων k(q+1)+1 × 

k(d+1)+1 τα µη µηδενικά στοιχεία του οποίου δίδονται από τους τύπους, 

 

 i = s(q+1)+l    για   s = 1, …, k-1 ,  l = 1, …, q+1      (A.6) 

 

 j= s(d+1)+m   για   s = 1, …, k-1  ,   m = 1, …, d+1    (A.7) 

 

 p6
i,j = U(-│l-m│) U(c-l) + U(l-c-1) U(m-c-1) 

1
l+m-2c-1      (A.8) 

 

 p6 k(q+1)+1, k(d+1)+1 = 1     (A.9) 

 
Χαρακτηριστικά µοντέλου PPSMA 

Με χρήση του µοντέλου PPSMA µπορούµε «θεωρητικά» να επιτύχουµε: 

• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό εποχιακών µέσων τιµών της ιστορικής 

χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό εποχιακών τυπικών αποκλίσεων της ιστορικής 

χρονοσειράς, 
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• την αναπαραγωγή των k σε αριθµό εποχιακών συντελεστών ασυµµετρίας της 

ιστορικής χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή των συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των εποχών, της 

ιστορικής χρονοσειράς για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης (συντελεστής 

συσχέτισης µίας εποχής µε την προηγούµενή της), 

• την αναπαραγωγή της ετήσιας µέσης τιµής της ιστορικής χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή της ετήσιας τυπικής απόκλισης της ιστορικής χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή του ετήσιου συντελεστή ασυµµετρίας της ιστορικής 

χρονοσειράς, 

• την αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας ιστορικής 

χρονοσειράς, βάσει κάποιου θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. FGN). 

Η χρήση όµως της µαθηµατικής εκφράσεως (A.1) δηµιουργεί κάποια 

προβλήµατα στην αναπαραγωγή των ασυµµετριών, τα οποία θα παρουσιαστούν κατά την 

εφαρµογή του µοντέλου. 

 

Α.2 Εφαρµογή και έλεγχος µοντέλου 
 

Το µοντέλο PPSMA, εφαρµόστηκε στην αναπαραγωγή των βραχυπρόθεσµων και 

µακροπρόθεσµων στατιστικών χαρακτηριστικών της ιστορικής χρονοσειράς µηνιαίων 

υψών απορροής του Βοιωτικού Κηφισού στην θέση εξόδου του στην διώρυγα 

Καρδίτσας1. Στα πλαίσια της εν λόγω εφαρµογής, αναπτύχθηκε πρόγραµµα που 

παρατίθεται στο παράρτηµα ΣΤ και το οποίο χρησιµοποιεί τις εξισώσεις του µοντέλου 

PPSMA για την απαιτούµενη βελτιστοποίηση και στην συνέχεια παραγωγή των 

µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών δεδοµένων στατιστικών χαρακτηριστικών. Ο αριθµός 

των παραµέτρων αs
j του µοντέλου για κάθε µήνα s (s = 1, …, 12) λήφθηκε ίσος µε 961  

(q = 960), µε σκοπό την αναπαραγωγή των αυτοσυσχετίσεων της ετήσιας συνθετικής 

χρονοσειράς έως και χρονικό βήµα µετατόπισης p = n = 80. Ο αριθµός των παραµέτρων 

βl
s της µαθηµατικής εκφράσεως (A.1) για κάθε µήνα s (s = 1, …, 12) λήφθηκε ίσος µε 49 

(d = 48) και η παράµετρος c επιλέχθηκε ίση µε 24 (c = 24). Όπως είναι αντιληπτό, µε 

χρήση της (A.1) καταφέραµε να ανεξαρτητοποιήσουµε τον αριθµό των παραµέτρων αs
j 

του µοντέλου από τον αριθµό των προς βελτιστοποίηση παραµέτρων, που στην 

περίπτωση του  µοντέλου PPSMA είναι οι παράµετροι βl
s της µαθηµατικής εκφράσεως. 

Για να γίνει αντιληπτό το µεγάλο όφελος που επιτύχαµε, αξίζει να τονίσουµε ότι για τα 

                                                 
1 για περισσότερες πληροφορίες βλέπε ενότητα 4.2 
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δεδοµένα της παρούσας εφαρµογής αλλά για χρήση του µοντέλου PSMA, οι προς 

βελτιστοποίηση παράµετροι θα ήταν 12(960+1)+1 = 11533, ενώ µε χρήση του µοντέλου 

PPSMA οι προς βελτιστοποίηση παράµετροι είναι 12(48+1)+1 = 589, γεγονός που 

µειώνει κατά πολύ τον απαιτούµενο υπολογιστικό χρόνο της βελτιστοποίησης.  

Για τον προσδιορισµό των παραµέτρων βl
s (s = 1, …, 12 και l = 0, 1, …, 48) 

καθώς και της ασυµµετρίας του λευκού θορύβου ξv, χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος των 

συζυγών κλίσεων στην οποία αναφερθήκαµε στο εδάφιο 3.3.6. Στην συνέχεια 

παρατίθενται τα διαγράµµατα σύγκρισης των στατιστικών χαρακτηριστικών του 

ιστορικού δείγµατος, µε τα στατιστικά χαρακτηριστικά των συνθετικών χρονοσειρών 

µήκους 5000 ετών που παρήχθησαν µε χρήση του µοντέλου PPSMA. 

Στα Σχήµατα Α.1 και Α.2, µπορούµε να παρατηρήσουµε την αξιόπιστη 

αναπαραγωγή των µέσων τιµών και των τυπικών αποκλίσεων των µηνών του ιστορικού 

δείγµατος από το µοντέλο PPSMA.   
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Σχήµα Α.1 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα Α.2 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
  

Στο Σχήµα Α.3 παρατηρούµε την αδυναµία του µοντέλου PPSMA να διατηρήσει στη 

συνθετική χρονοσειρά τους εποχιακούς συντελεστές ασυµµετρίας του ιστορικού 

δείγµατος. Το εν λόγω γεγονός, οφείλεται στην µαθηµατική έκφραση (A.1) των 

παραµέτρων του µοντέλου αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, k) που δεν αποδεικνύεται 

κατάλληλη για την αναπαραγωγή των εποχιακών συντελεστών ασυµµετρίας. 
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Σχήµα Α.3 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των µηνιαίων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
 

Στο Σχήµα Α.4 παρουσιάζονται οι συντελεστές συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα 

χρονικής µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος 
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απορροών. Η αναπαραγωγή των εν λόγω στατιστικών µεγεθών από το µοντέλο PPSMA, 

είναι αρκετά ακριβής. 
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Σχήµα Α.4 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των συντελεστών συσχέτισης για µοναδιαίο βήµα χρονικής 
µετατόπισης των µηνών του ιστορικού και του συνθετικού δείγµατος απορροών (συντελεστές συσχέτισης 
των απορροών ενός µήνα µε τις απορροές του προηγούµενου µήνα) 

 

Στα Σχήµατα Α.5, Α.6 και Α.7 πραγµατοποιείται η σύγκριση της µέσης τιµής, της 

τυπικής απόκλισης και του συντελεστή ασυµµετρίας της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς, 

µε τα αντίστοιχα στατιστικά χαρακτηριστικά της συνθετικής χρονοσειράς. Είναι 

προφανές ότι το µοντέλο PPSMA µπορεί να διατηρήσει την ετήσια µέση τιµή και τυπική 

απόκλιση, ενώ δεν µπορεί να αναπαράγει τον ετήσιο συντελεστή ασυµµετρίας.  
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Σχήµα Α.5 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων µέσων τιµών του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα Α.6 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων τυπικών αποκλίσεων του ιστορικού και του συνθετικού 

δείγµατος απορροών 
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Σχήµα Α.7 Ραβδόγραµµα σύγκρισης των ετήσιων συντελεστών ασυµµετρίας του ιστορικού και του 

συνθετικού δείγµατος απορροών 
 

Στα Σχήµατα Α.8 και Α.9 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα σύγκρισης του εµπειρικού 

αυτοσυσχετογράµµατος της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς, µε το θεωρητικό 

αυτοσυσχετόγραµµα FGN (όπως αυτό προκύπτει συναρτήσει του συντελεστή Hurst της 

χρονοσειράς των απορροών) και µε το εµπειρικό αυτοσυσχετόγραµµα της ετήσιας 

συνθετικής χρονοσειράς που προέκυψε από την εφαρµογή του µοντέλου PPSMA. 

Εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε την επιτυχία του µοντέλου στην διατήρηση της 

µακροπρόθεσµης εµµονής της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς. 
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Σχήµα Α.8 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των συντελεστών αυτοσυσχέτισης για τα 20 πρώτα  βήµατα χρονικής 

µετατόπισης της ετήσιας ιστορικής και συνθετικής χρονοσειράς απορροών 
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Σχήµα Α.9 ∆ιάγραµµα σύγκρισης των συντελεστών αυτοσυσχέτισης της ετήσιας συνθετικής χρονοσειράς 

απορροών µε το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα FGN 
 

 

Στo Σχήµα Α.10, παρουσιάζεται το διάγραµµα των συντελεστών συσχέτισης του µήνα 

Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες, τόσο για την ιστορική όσο και για τη 

συνθετική χρονοσειρά απορροών. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το εν λόγω διάγραµµα 

της συνθετικής χρονοσειράς έχει παρόµοια µορφή µε το αντίστοιχο διάγραµµα του 

µοντέλου PSMA (Σχήµα 6.9). 
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Σχήµα Α.10 ∆ιάγραµµα συντελεστών συσχέτισης του µήνα Οκτωβρίου µε προηγούµενους αυτού µήνες για 

την ιστορική και την συνθετική χρονοσειρά απορροών 
 

 

 

A.3 Σχόλια πάνω στο µοντέλο 
  

Όπως µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε από τα Σχήµατα Α.1-Α.10, το 

µοντέλο PPSMA είναι ιδιαίτερα ακριβές στη διατήρηση των εποχιακών µέσων τιµών, 

τυπικών αποκλίσεων και 1ης τάξεως συντελεστών συσχέτισης µεταξύ των εποχών, καθώς 

και στην αναπαραγωγή της ετήσιας µέσης τιµής, της ετήσιας τυπικής απόκλισης και της 

µακροπρόθεσµης εµµονής ιστορικών χρονοσειρών. Ταυτόχρονα, το µοντέλο PPSMA 

υπερέχει ως προς το µοντέλο PSMA στο ότι ελαχιστοποιεί τις προς βελτιστοποίηση 

παραµέτρους, αφού ανάγει το πρόβληµα προσδιορισµού των παραµέτρων αs
j (j = 0, …, q 

και s = 1, …, k) του µοντέλου, σε πρόβληµα προσδιορισµού των παραµέτρων βl
s (l = 0, 

…, d και s = 1, …, k) της µαθηµατικής εκφράσεως Α.1, οι οποίες είναι σαφώς λιγότερες 

σε αριθµό. Πάντως, η µαθηµατική έκφραση Α.1 των παραµέτρων αs
j (j = 0, …, q και s = 

1, …, k) του µοντέλου αποδεικνύεται ανεπαρκής τόσο ως προς την διατήρηση των 

εποχιακών συντελεστών ασυµµετρίας όσο και του ετήσιου συντελεστή ασυµµετρίας. 

Συνεπώς, προτείνεται η συνέχιση της αναζητήσεως για µία πληρέστερη της Α.1, 

µαθηµατικής εκφράσεως. 
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Παράρτηµα Β 
 
 
 

B.1 Ανάπτυξη πολυµεταβλητού µοντέλου βασιζόµενου σε τυχαίες 

διακυµάνσεις πολλαπλής κλίµακας (3MPAR1) 
 
 Σύµφωνα µε τον Koutsoyiannis (2002b), αποδεικνύεται ότι είναι δυνατή η 

συνθετική αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής µίας στάσιµης στοχαστικής 

ανελίξεως µε την θεώρησή της ως ένα άθροισµα τυχαίων διακυµάνσεων πολλαπλής 

κλίµακας (multiple time-scale fluctuation). Η παραπάνω προσέγγιση εφαρµόστηκε µε 

επιτυχία για την συνθετική αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής στάσιµης 

χρονοσειράς µέσω του αθροίσµατος τριών µοντέλων AR(1).  

Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν, διερευνούµε τη δυνατότητα να επιτευχθεί 

αναπαραγωγή της κυκλοστασιµότητας και της µακροπρόθεσµης εµµονής µίας 

κυκλοστάσιµης χρονοσειράς, µέσω του αθροίσµατος ενός κυκλοστάσιµου 

πολυµεταβλητού µοντέλου MPAR(1) και δύο απλών πολυµεταβλητών µοντέλων 

MAR(1).  

Το κυκλοστάσιµο πολυµεταβλητό µοντέλο MPAR(1) περιγράφεται από την 

εξίσωση, 

 

  Hs = as Hs-1 + bsVs     (B.1) 

 

όπου Ηs = [Ηs
1, Ηs

2, …, Ηs
n]T είναι το διάνυσµα των n κυκλοστάσιµων στοχαστικών 

ανελίξεων µε περίοδο1 k κάθε µία εκ των οποίων αντιστοιχεί στην θέση που 

υποδηλώνεται µε τον άνω δείκτη l (l=1, 2, …, n)  για δεδοµένη χρονική περίοδο s, as 

περιοδικά µεταβαλλόµενες µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων n × n µε περίοδο ίση µε 

την περίοδο k της ανελίξεως, Vs = [Vs
1, Vs

2, …, Vs
n] το διάνυσµα των n κυκλοστάσιµων 

στοχαστικών ανελίξεων µε  περίοδο k, οι οποίες έχουν µηδενική συσχέτιση ως προς τον 

χρόνο s όσο και ως προς τις θέσεις  ενδιαφέροντος l (δηλαδή Cov[Vi
l, Vj

k] = 0  για  l, k = 

1, 2, …, n) και  bs επίσης περιοδικά µεταβαλλόµενες µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων 

n × n µε περίοδο ίση µε την περίοδο k της ανελίξεως.  

 Τα δύο απλά πολυµεταβλητά  µοντέλα MAR(1) περιγράφονται από τις εξισώσεις,  

                                                 
1 Η περίοδος της στοχαστικής ανελίξεως είναι ίση µε τον αριθµό των εποχών που απαρτίζουν το έτος. 
∆ηλαδή για µηνιαίες ανελίξεις έχουµε k=12. 
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  Js = c Js-1 + dWs     (B.2) 

 

και 

 

  Fs = e Fs-1 + gUs    (B.3) 

 

όπου Js = [Js
1, Js

2, …, Js
n]T και Fs = [Fs

1, Fs
2, …, Fs

n]T είναι τα διανύσµατα των n τυχαίων 

µεταβλητών κάθε µία εκ των οποίων αντιστοιχεί στην θέση που υποδηλώνεται µε τον 

άνω δείκτη l (l=1, 2, …, n) για δεδοµένη χρονική περίοδο s, c και e µητρωϊκές 

παράµετροι διαστάσεων n × n, Ws = [Ws
1, Ws

2, …, Ws
n]T και Us = [Us

1, Us
2, …, Us

n]T τα 

διανύσµατα των n τυχαίων µεταβλητών οι οποίες είναι ασυσχέτιστες τόσο ως προς τον 

χρόνο s όσο και ως προς τις θέσεις  ενδιαφέροντος l (δηλαδή Cov[Wi
l, Wj

k], Cov[Ui
l, Uj

k]  

= 0  για  l, k = 1, 2, …, n) και d, g επίσης µητρωϊκές παράµετροι διαστάσεων n × n. 

 Έχοντας ορίσει τις διανυσµατικές τυχαίες µεταβλητές Hs, Js και  Fs µπορούµε να 

ορίσουµε την διανυσµατική τυχαία µεταβλητή Χs = [Χs
1, Χs

2, …, Χs
n]T ως το άθροισµα 

των µεταβλητών Hs, Js και  Fs, ήτοι 

 

  Χs = Hs + Js + Fs    (B.4) 

 

ή ισοδύναµα 

 

  Χs = as Hs-1 + c Js-1 + e Fs-1 + bs Vs + d Ws + g Us   (B.5) 

 

 Θεωρούµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές Hs, Js και Fs έχουν µέση τιµή ίση µε το 

µηδενικό διάνυσµα διαστάσεως n, ήτοι 

 

  Ε[Hs] = Ε[Js] = Ε[Fs] = 0   (B.6) 

 

οπότε 

 

  Ε[Vs] = Ε[Ws] = Ε[Us] = 0    (B.7) 

 

και έτσι 
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  Ε[Xs] = 0    (B.8) 

 

Επισηµαίνεται ότι η παραπάνω θεώρηση, δεν δηµιουργεί πρόβληµα στην συνθετική 

αναπαραγωγή των µέσων τιµών των εποχών (µηνών) των θέσεων ενδιαφέροντος l (l=1, 

2, …, n), αφού η γραµµικότητα της εκτιµήτριας που διέπει την µέση τιµή µας επιτρέπει 

µε εφαρµογή του γραµµικού µετασχηµατισµού, 

 

  Χ´s = Xs + µs   (B.9) 

 

να αναπαράγουµε τις µέσες τιµές τόσο των εποχών όσο και του έτους της κάθε θέσεως 

ενδιαφέροντος l (l=1, 2, …, n). Με Χ´s συµβολίζεται η διανυσµατική τυχαία µεταβλητή 

που έχει όµοια στατιστικά χαρακτηριστικά µε την µεταβλητή  Xs, αλλά διάνυσµα µέσων 

τιµών ίσο µε αυτό των ιστορικών χρονοσειρών των θέσεων l (l=1 ,2, …, n) για κάθε 

χρονική περίοδο s, και µε µs το διάνυσµα των µέσων τιµών των ιστορικών χρονοσειρών 

των θέσεων για κάθε χρονική περίοδο s. 

 Θεωρούµε, επίσης, ότι οι τυπικές αποκλίσεις όλων των µεταβλητών του λευκού 

θορύβου είναι ίσες µε την µονάδα (δηλαδή Var[Vs
l] = Var[Ws

l] = Var[Us
l] =1, l=1, 2, …, 

n), οπότε είναι προφανής η ισχύς της σχέσεως, 

 

  Cov[Vs, Vs] = Cov[Ws, Ws] = Cov[Ws, Ws] = In    (B.10) 

 

όπου Ιn ο µοναδιαίος n × n πίνακας. 

 Τέλος γίνεται η παραδοχή, ότι τα µητρώα as (s = 1, …, k), c και e είναι διαγώνια, 

ήτοι 

 

  as = diag(as
11, as

22, …, as
nn)   για    s = 1, …, k     (B.11) 

 

  c = diag(c11, c22, …, cnn)     (B.12) 

 

  e = diag(e11, e22, …, enn)      (B.13) 

 

Τονίζεται ότι η εν λόγω παραδοχή έγινε µε σκοπό το µοντέλο να είναι φειδωλό ως προς 

τις παραµέτρους που χρησιµοποιεί. Έτσι αποδεχθήκαµε ότι θα διατηρήσουµε την 
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ετεροσυσχέτιση µεταξύ διαφορετικών θέσεων l µόνο για µηδενικό βήµα χρονικής 

µετατόπισης, δηλαδή 

 

Cov[Ηi
l, Ηj

k] = Cov[Ji
l, Jj

k] = Cov[Fi
l, Fj

k] = Cov[Xi
l, Xj

k] = 0  για   l, k = 1, 2, …,n   

 και  i ≠ j, l ≠ k      (B.14) 

 

 Στην συνέχεια παρατίθενται οι εξισώσεις που πρέπει να τηρούνται ώστε το εν 

λόγω µοντέλο να επιτυγχάνει: 

• την διατήρηση των συνδιασπορών των εποχών (µηνών) της εκάστοτε θέσεως 

ενδιαφέροντος l (l = 1, …, n) για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης, 

• την διατήρηση των συνδιασπορών των εποχών (µηνών) µεταξύ ιδίων ή 

διαφορετικών θέσεων ενδιαφέροντος l (l = 1, …, n) για µηδενικό βήµα χρονικής 

µετατόπισης, 

• την διατήρηση των ασυµµετριών των εποχών (µηνών) κάθε θέσης ενδιαφέροντος 

l (l = 1, …, n), 

• την διατήρηση των ετήσιων διασπορών κάθε θέσεως ενδιαφέροντος l (l = 1, …, 

n), 

• την διατήρηση των ετήσιων αυτοσυνδιασπορών κάθε θέσεως ενδιαφέροντος l (l = 

1, …, n) για διάφορα χρονικά βήµατα µετατόπισης λ (διατήρηση της 

µακροπρόθεσµης εµµονής κάθε θέσεως ενδιαφέροντος l). 

 

 

Εξίσωση διατήρησης των εποχιακών (µηνιαίων) συνδιασπορών της εκάστοτε 

θέσεως ενδιαφέροντος για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης 

 
 Κατόπιν αλγεβρικών υπολογισµών που παρατίθενται στην συνέχεια, 

αποδεικνύεται ότι, 

 

diag(Cov[Xs
1, Xs-1

1], …., Cov[Xs
n, Xs-1

n]) = Đ(as Cov[Hs-1, Hs-1] + c Cov[Js, Js]+  

 e Cov[Fs, Fs])   για   s = 1, …, k  (B.15) 

 

όπου µε Đ(p) συµβολίζεται ο πίνακας που έχει ίδιες διαστάσεις µε τον τετραγωνικό 

πίνακα p, µηδενικά µη διαγώνια στοιχεία, και διαγώνια στοιχεία που είναι ίσα µε τα 

αντίστοιχα του πίνακα p.   

 



 191

Απόδειξη 

Xs Xs-1
T = as Hs-1 (Hs-1

T + Js-1
T + Fs-1

T ) + c Js-1 (Hs-1
T + Js-1

T + Fs-1
T ) + e Fs-1 (Hs-1

T + 

  Js-1
T + Fs-1

T ) + bsVs (Hs-1
T + Js-1

T + Fs-1
T ) + d Ws (Hs-1

T + Js-1
T + Fs-1

T ) +  

 g Us (Hs-1
T + Js-1

T + Fs-1
T )        (B.15.1)    

 

E[Xs Xs-1
T] = as ( ) E[Hs-1 Hs-1

T] + E[Hs-1 Js-1
T] + E[Hs-1 Fs-1

T]  + 

 c ( ) E[Js-1 Hs-1
T] + E[Js-1 Js-1

T] + E[Js-1 Fs-1
T]   + 

 e ( ) E[Fs-1 Hs-1
T] + E[Fs-1 Js-1

T] + E[Fs-1 Fs-1
T]   + 

 bs ( ) E[Vs Hs-1
T] + E[Vs Js-1

T] + E[Vs Fs-1
T]   + 

 d ( ) E[Ws Hs-1
T] + E[Ws Js-1

T] + E[Ws Fs-1
T]   + 

 g ( ) E[Us Hs-1
T] + E[Us Js-1

T] + E[Us Fs-1
T]          (B.15.2)    

 

Από την (B.15.2)  και δεδοµένου ότι, 

 

E[Hs-1 Js-1
T] = E[Hs-1 Fs-1

T] = E[Js-1 Hs-1
T] = E[Js-1 Fs-1

T] = E[Fs-1 Hs-1
T] = E[Fs-1 Js-1

T] =  

 E[Vs Hs-1
T] = E[Vs Js-1

T] = E[Vs Fs-1
T] = E[Ws Hs-1

T] = E[Ws Js-1
T] =  

 E[Ws Fs-1
T] = E[Us Hs-1

T] = E[Us Js-1
T] = E[Us Fs-1

T] = 0       (B.15.3) 

 

καταλήγουµε στην εξίσωση, 

 

E[Xs Xs-1
T] = as E[Hs-1 Ηs-1

T] + c E[Js-1 Js-1
T] + e E[Fs-1 Fs-1

T]      (B.15.4)    

 

που ισοδυναµεί µε την εξίσωση, 

 

Cov[Xs, Xs-1] = as Cov[Hs-1, Ηs-1] + c Cov[Js-1, Js-1] + e Cov[Fs-1, Fs-1]    (B.15.5) 

 

Από την (B.15.5) και δεδοµένου ότι ενδιαφερόµαστε µόνο για τα διαγώνια στοιχεία του 

πίνακα Cov[Xs, Xs-1] καταλήγουµε στην εξίσωση, 

 

diag(Cov[Xs
1, Xs-1

1], …., Cov[Xs
n, Xs-1

n]) = Đ(as Cov[Hs-1, Hs-1] + c Cov[Js-1, Js-1]+  

 e Cov[Fs-1, Fs-1])     (B.15.6) 

 

και επειδή τα στοιχεία των διανυσµάτων Js, Fs είναι στάσιµες στοχαστικές ανελίξεις, 

ισχύει ότι 
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diag(Cov[Xs
1, Xs-1

1], …., Cov[Xs
n, Xs-1

n]) = Đ(as Cov[Hs-1, Hs-1] + c Cov[Js, Js]+  

 e Cov[Fs, Fs])  για  s = 1, …, k    (B.15.7) 

 

Εξίσωση διατήρησης των εποχιακών (µηνιαίων) συνδιασπορών µεταξύ των θέσεων, 

για µηδενικό βήµα χρονικής µετατόπισης 

 
 Κατόπιν αλγεβρικών υπολογισµών που παρατίθενται στην συνέχεια, 

αποδεικνύεται ότι, 

 

Cov[Xs, Xs] = as
 Cov[Hs-1, Hs-1] as

T + c Cov[Js, Js] cT + e Cov[Fs, Fs] eT + bsbs
T +  

 ddT + ggT    για   s = 1, …, k  (B.16) 

 

όπου as
T ο ανάστροφος του πίνακα as.  

 

Απόδειξη 

Xs Xs
T = as Hs-1 (Hs

T + Js
T + Fs

T ) + c Js-1 (Hs
T + Js

T + Fs
T ) + e Fs-1 (Hs

T + Js
T + Fs

T ) + 

  bsVs (Hs
T + Js

T + Fs
T ) + d Ws (Hs

T + Js
T + Fs

T ) + g Us (Hs
T + Js

T + Fs
T ) (B.16.1) 

 

από την (B.16.1), µε χρήση των εξισώσεων των µοντέλων (B.1), (B.2), (B.3) και 

δεδοµένου ότι, 

 

E[Hs-1 Js
T] = E[Hs-1 Fs

T] = E[Js-1 Hs
T] = E[Js-1 Fs

T] = E[Fs-1 Hs
T] = E[Fs-1 Js

T] = 

  E[Hs-1 Vs
T] = E[Js-1 Ws

T] = E[Fs-1 Us
T] = E[Vs Hs-1

T] = E[Vs Js
T] =  

 E[Vs Fs
T] = E[Ws Hs

T] = E[Ws Js-1
T] = E[Ws Fs

T] = E[Us Hs
T] =  

 E[Us Js
T] = E[Us Fs-1

T] = 0        (B.16.2) 

 

κατόπιν αλγεβρικών υπολογισµών καταλήγουµε στην εξίσωση, 

 

E[Xs Xs
T] = as E[Ηs-1 Ηs-1

T] as
T + c E[Js-1 Js-1

T] cT + e E[Fs-1 Fs-1
T] eT + bs E[Vs Vs

T] bs
T +  

 d E[Ws Ws
T] dT + g E[Us Us

T] gT       (B.16.3) 

 

που ισοδυναµεί µε την εξίσωση, 
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Cov[Xs, Xs] = as Cov[Ηs-1, Ηs-1] as
T + c Cov[Js-1, Js-1] cT + e Cov[Fs-1, Fs-1] eT +  

 bs Cov[Vs, Vs] bs
T + d Cov[Ws, Ws] dT + g Cov[Us, Us] gT     (B.16.4) 

 

∆εδοµένης της ισχύος της (B.16.4) και λαµβάνοντας υπ’ όψιν την υπόθεση (B.10), καθώς 

και το γεγονός ότι τα στοιχεία των διανυσµάτων Js, Fs είναι στάσιµες στοχαστικές 

ανελίξεις, καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

Cov[Xs, Xs] = as
 Cov[Hs-1, Hs-1] as

T + c Cov[Js, Js] cT + e Cov[Fs, Fs] eT + bsbs
T +  

 ddT + ggT    για   s = 1, …, k         (B.16.5) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης των διανυσµάτων των τρίτων ροπών των εποχών (µηνών) 

 
Από την (B.4) είναι προφανές ότι, 

 

  µ3 [Xs] = µ3 [Ηs] + µ3 [Js] + µ3 [Fs]    (B.17) 

 

Με χρήση των (B.1), (B.2), (B.3) και δεδοµένου ότι τα στοιχεία των διανυσµάτων Js, Fs 

είναι στάσιµες στοχαστικές ανελίξεις, καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

µ3 [Xs] = as
(3) µ3 [Hs-1] + c(3) µ3 [Js] + e(3) µ3 [Fs] + bs

(3) µ3 [Vs] + d(3) µ3 [Ws] +  

 g(3) µ3 [Us]   για   s = 1, …, k  (B.18) 

 

 

Εξίσωση διατήρησης των ετήσιων διασπορών των θέσεων 

 Ορίζουµε την διανυσµατική τυχαία µεταβλητή Ζp = [Zp
1, Zp

2, …, Zp
n]T που 

προκύπτει από την συνάθροιση των τυχαίων διανυσµατικών µεταβλητών Χs των k 

υποπεριόδων (π.χ. εποχών, µηνών) µίας περιόδου (π.χ. έτος). Σε αυτήν την περίπτωση ο 

τύπος που συνδέει τις µεταβλητές Ζp µε τις µεταβλητές Χs δίδεται από την σχέση, 

 

  Zp = ∑
j=(p-1)k+1

pk
 Χj       (B.19) 

 

∆εδοµένου ότι, 
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 Zp Zp
T = (Xk(p-1)+1 + Xk(p-1)+2 + …+ Xkp) (Xk(p-1)+1 + Xk(p-1)+2 + …+ Xkp)T    (B.20) 

 

και λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι οι πίνακες as, c, e είναι διαγώνιοι, κατόπιν αλγεβρικών 

υπολογισµών καταλήγουµε στην εξίσωση 

 

diag(Cov[Zp
1, Zp

1], …., Cov[Zp
n, Zp

n]) =  Đ



 








a1
(2) 









 Ι + 2 ∑
i=2

k

  








∏
j=2

i

  aj     Cov[Ηk, Ηk] +  

  ∑
l=1

k-1

  








al+1
(2) 









 Ι + 2 ∑
i=l+2

k

  








∏
j=l+2

i

  aj    Cov[Ηl, Ηl]   + 








12 c(2) + 2 ∑
i=1

k

  ∑
j=1

k-i

   c(2+j)    

 Cov[Js, Js] + 








12 e(2) + 2 ∑
i=1

k

  ∑
j=1

k-i

   e(2+j)   Cov[Fs, Fs] +  

 ∑
l=1

k

  








 








 Ι + 2 ∑
i=l+1

k

  








∏
j=l+1

i

  aj    blbl
T   + 









∑
i=1

k

  








I + 2 ∑
j=1

k-i

   c(j)    ddT + 

  












∑
i=1

k

  








I + 2 ∑
j=1

k-i

   e(j)    ggT       (B.21) 

 

από όπου µπορούν να προσδιοριστούν τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα των ετήσιων 

συνδιασπορών των θέσεων για µηδενικό βήµα χρονικής µετατόπισης.  

 

 

Εξίσωση διατήρησης των αυτοσυνδιασπορών των ετήσιων χρονοσειρών των 

θέσεων (διατήρηση µακροπρόθεσµης εµµονής) 

 

∆εδοµένου ότι, 

 

Zp Zp-λ
T = (Xk(p-1)+1 + Xk(p-1)+2 + …+ Xkp) (Xk(p-λ-1)+1 + Xk(p-λ-1)+2 + …+ Xk(p-λ))T     

 για  λ ≥ 1   (B.22) 

 

και λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι οι πίνακες as, c, e είναι διαγώνιοι, κατόπιν αλγεβρικών 

υπολογισµών καταλήγουµε στην εξίσωση 
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diag(Cov[Zp-λ
1, Zp-λ

1], …., Cov[Zp-λ
n, Zp-λ

n]) = 

  Đ



 








∏
s=1

k

  as
(s-1)  









∑
s=1

k

  
















∏
j=s+1

k

  aj   








∑
l=1

k

  








∏
m=1

l

  am   Cov[Ηs, Ηs]    + 

  








∑
s=0

k-1

  ∑
l=0

k-1

   c(kλ+s-l)   Cov[Js, Js] + 












∑
s=0

k-1

  ∑
l=0

k-1

   e(kλ+s-l)   Cov[Fs, Fs]   (B.23) 

 

από όπου µπορούν να προσδιοριστούν τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα των ετήσιων 

συνδιασπορών των θέσεων για βήµα χρονικής µετατόπισης  λ ≥ 1. 

 

 Στο σηµείο αυτό αξίζει να τονίσουµε ότι οι παράµετροι των τριών επιµέρους 

µοντέλων (B.1), (B.2) και (B.3) µπορούν να προσδιοριστούν από τις εξισώσεις (B.15) - 

(B.23) µε χρήση µη γραµµικής βελτιστοποιήσεως. Η πολυπλοκότητα, όµως, των (B.21) 

και (B.23), κάνει ιδιαίτερα δύσκολη την εφαρµογή βελτιστοποιήσεως, λόγω του ότι 

απαιτείται µία ιδιαίτερα σύνθετης µορφής αντικειµενική συνάρτηση. Ως εκ τούτου 

πρέπει να αναζητηθεί κάποιο άλλο µοντέλο που είτε δεν θα απαιτεί βελτιστοποίηση για 

τον προσδιορισµό των παραµέτρων του, είτε θα απαιτεί κάποια µορφή βελτιστοποίησης 

που θα είναι όµως κατά το δυνατόν απλή. 
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Παράρτηµα Γ 
 
 

Για την συνθετική αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής της 

ανακατασκευασµένης ιστορικής χρονοσειράς µέσων ετησίων θερµοκρασιών του 

παραδείγµατος εφαρµογής της ενότητας 2.7, αναπτύχθηκε πρόγραµµα σε γλώσσα 

Fortran που χρησιµοποιεί το στοχαστικό µοντέλο «Συµµετρικά Κινούµενου Μέσου 

Όρου» [Symmetric Moving Average model, (SMA)].  

 

 

Γ.1  Πρόγραµµα για την εφαρµογή του µοντέλου SMA 
  

Περιγραφή  του προγράµµατος 

Το πρόγραµµα ζητά από τον χρήστη να εισάγει: 

• τον αριθµό των χρονικών βηµάτων µετατόπισης (lags) στα οποία θα περιοριστεί η 

συνθετική αναπαραγωγή του θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος FGN που 

περιγράφηκε στην ενότητα 2.6 

• τον συντελεστή ακρίβειας επίτευξης της εν λόγω αναπαραγωγής, 

• τον συντελεστή Hurst της στοχαστικής ανέλιξης που θέλει ο χρήστης να 

αναπαράγει συνθετικά, 

• την µέση τιµή της στοχαστικής ανέλιξης που θέλει ο χρήστης να αναπαράγει 

συνθετικά, 

• την διασπορά της στοχαστικής ανέλιξης που θέλει ο χρήστης να αναπαράγει 

συνθετικά, 

• την ασυµµετρία της στοχαστικής ανέλιξης που θέλει ο χρήστης να αναπαράγει 

συνθετικά, 

• τον αριθµό των συνθετικών πραγµατοποιήσεων που θέλει ο χρήστης να παράγει 

µε χρήση του µοντέλου SMA. 

 

Το πρόγραµµα εκτυπώνει το αρχείο SMA.TXT στο οποίο περιέχονται οι συνθετικές 

πραγµατοποιήσεις της στοχαστικής ανελίξεως ενδιαφέροντος. 

 
 
Κυρίως πρόγραµµα 
 
PROGRAM MAIN 
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USE MSIMSL 
REAL*8 T,B,H,Q,G,M3,ME 
INTEGER*4 M,N 
WRITE(*,*)'SMA' 
WRITE(*,*) 
WRITE(*,*)'NUMBER OF AUTOCORRELATIONS TO BE PRESERVED' 
READ(*,*)T 
WRITE(*,*)'PRECISION COEFFICIENT' 
READ(*,*)B 
WRITE(*,*)'HURST COEFFICIENT' 
READ(*,*)H 
WRITE(*,*)'MEAN OF THE STOCHASTIC PROCESS' 
READ(*,*)ME 
WRITE(*,*)'VARIANCE OF THE STOCHASTIC PROCESS' 
READ(*,*)G 
WRITE(*,*)'SKEWNESS OF THE STOCHASTIC PROCESS' 
READ(*,*)M3 
 
Q=MAX(T,(2.*B/(H**2.-0.25))**(1./(H-1.5))) 
 
WRITE(*,*)'THE LEAST NUMBER OF PARAMETERS NEEDED IS' 
WRITE(*,*)Q 
WRITE(*,*)'INPUT YOUR PREFERABLE NUMBER OF PARAMETERS' 
READ(*,*)M 
M=2*M+1 
WRITE(*,*)'NUMBER OF SYNTHETIC REALISATIONS TO BE GENERATED' 
READ(*,*)N 
 
CALL SMA(M,N,G,H,M3,ME) 
WRITE(*,*)' ' 
WRITE(*,*)' ' 
WRITE(*,*)'THANK YOU FOR USING THIS PROGRAM MADE BY' 
WRITE(*,*)'       ANDREAS LAGOUSSIS                ' 
READ(*,*) 
 
 
STOP 
END 
 
 
Υπορουτίνα κυρίως υπολογισµών µοντέλου SMA 
 
SUBROUTINE SMA(M,N,G,H,M3,ME) 
INTEGER*4 M,N 
REAL*8 G,H,M3,ME,M31 
REAL*8 V(M-1+N),X(N),A(M),AO,J,SUM 
INTEGER*4 I 
 
OPEN(10,FILE='SMA.TXT') 
 
 
AO=SQRT((2.-2.*H)*G)/(1.5-H) 
A((M-1)/2+1)=AO 
 
J=0. 
DO 10 I=(M-1)/2+2,M,1 
 J=J+1. 
 A(I)=AO/2.*((J+1.)**(H+0.5)+(J-1.)**(H+0.5)-2.*J**(H+0.5)) 
 A(m+1-I)=A(I) 
10 CONTINUE 
 
SUM=0. 
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DO 15 I=1,M,1 
 SUM=SUM+A(I)**3. 
15 CONTINUE 
 
M31=M3/SUM 
 
CALL GAMA(DABS(M31),V,M-1+N) 
 
IF(M31.LT.0.)THEN 
 DO 17 I=1,M-1+N,1 
  V(I)=-V(I) 
 17 CONTINUE 
ENDIF 
 
DO 20 I=1,N,1 
 SUM=0. 
  DO 30 J=1,M,1 
   SUM=SUM+A(J)*V(I-1+J) 
  30 CONTINUE 
 X(I)=SUM 
20 CONTINUE 
 
DO 35 I=1,N,1 
 X(I)=X(I)+ME 
35 CONTINUE 
 
DO 40 I=1,N,1 
 WRITE(10,*)X(I) 
40 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού διανύσµατος λευκού θορύβου που ακολουθεί κατανοµή 
Γάµα µε µηδενική µέση τιµή, µοναδιαία τυπική απόκλιση και δεδοµένο συντελεστή 
ασυµµετρίας  
 
SUBROUTINE GAMA(M3,R,N) 
REAL*8 M3 
INTEGER*4 N 
 
REAL*8 L,K,C,R(N) 
INTEGER*4 I 
 
L=2./M3 
K=L**2. 
C=-L 
 
DO 10 I=1,N,1 
 R(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
CALL DRNGAM(N,K,R) 
 
DO 20 I=1,N,1 
R(I)=R(I)/L+C 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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∆εδοµένα για το παράδειγµα εφαρµογής της ενότητας 2.7 
 
Μέση τιµή = -0.36829  (ίση µε αυτή του ιστορικού δείγµατος) 

Τυπική απόκλιση = 0.439738 (ίση µε αυτή του ιστορικού δείγµατος) 

Συντελεστής ασυµµετρίας = -0.08877 (ίσος µε αυτόν του ιστορικού δείγµατος) 

Συντελεστής Hurst = 0.842 (ίσος µε αυτόν του ιστορικού δείγµατος) 

Μήκος συνθετικής χρονοσειράς: 5000 έτη 
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Παράρτηµα  ∆ 
 
 
 
 Για την κατασκευή των συνθετικών χρονοσειρών µηνιαίων υψών βροχής και 

απορροής των ενοτήτων 2.5 και 5.2, αναπτύχθηκε πρόγραµµα  σε γλώσσα Fortran το 

οποίο αναλύει τις ιστορικές χρονοσειρές βροχοπτώσεων και απορροών και εφαρµόζει 

πολυµεταβλητό κυκλοστάσιµο µοντέλο MPAR(1) (Multivariate Periodic Autoregressive 

model). 

 

 

∆.1  Πρόγραµµα για την εφαρµογή του µοντέλου MPAR(1) 
  

Περιγραφή προγράµµατος 

Το πρόγραµµα που αναπτύχθηκε πραγµατοποιεί: 

• ανάλυση ιστορικών χρονοσειρών µηνιαίων τιµών υδρολογικών µεταβλητών που 

διατηρούν µηδενικής και 1ης τάξεως αυτοσυσχέτιση και ετεροσυσχέτιση, 

• παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών των υδρολογικών µεταβλητών που 

αναλύθηκαν οι οποίες θα διατηρούν την µέση τιµή, την τυπική απόκλιση  και την 

ασυµµετρία των ιστορικών χρονοσειρών, µε µέριµνα τα παραπάνω στατιστικά 

χαρακτηριστικά να είναι διαφορετικά σε κάθε µήνα του έτους. Επίσης λαµβάνεται 

µέριµνα για την διατήρηση στις συνθετικές χρονοσειρές µηδενικής και 1ης τάξεως 

αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης. 

Για την παραγωγή των συνθετικών χρονοσειρών γίνεται χρήση  πολυµεταβλητού 

κυκλοστάσιµου µοντέλου MPAR(1).  

 

Λειτουργία του προγράµµατος 

Αρχικά, εισάγουµε στο αρχείο HISTORIC.TXT τις ιστορικές χρονοσειρές των 

µηνιαίων τιµών των υδρολογικών µεταβλητών που θέλουµε να αναπαράγουµε 

συνθετικά. Οι στήλες αντιπροσωπεύουν τους µήνες και οι γραµµές τα έτη. Οι ιστορικές 

χρονοσειρές των υδρολογικών µεταβλητών πρέπει να έχουν των ίδιο αριθµό ετών. Μετά 

το πέρας κάθε ιστορικής χρονοσειράς τοποθετείται µία γραµµή που πληρείται µε 

αστερίσκους (*****************).  

Στην συνέχεια εκτελούµε το πρόγραµµα. Το πρόγραµµα µας ρωτάει για το 

πλήθος των µεταβλητών που έχουµε εισάγει, για τον αριθµό των ετών του ιστορικού 
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δείγµατος και για τον επιθυµητό αριθµό ετών των συνθετικών χρονοσειρών των 

υδρολογικών µεταβλητών που θέλουµε να αναπαράγουµε συνθετικά. 

Το πρόγραµµα παράγει δύο αρχεία, το αρχείο SYNTHETIC1.TXT και το αρχείο 

SYNTHETIC2.TXT. Στο αρχείο SYNTHETIC1.TXT περιέχονται οι συνθετικές 

χρονοσειρές υπό την µορφή στηλών, ενώ στο αρχείο  SYNTHETIC2.TXT περιέχονται 

οι συνθετικές χρονοσειρές υπό την µορφή πινάκων, των οποίων οι γραµµές 

αντιπροσωπεύουν τα έτη και οι στήλες τους µήνες. 

 
 
Κυρίως πρόγραµµα 
!********************************************************************** 
!     MPAR(1) 
!********************************************************************** 
!HISTORIC.TXT MUST CONTAIN THE HISTORIC SERIES OF ALL THE VARIABLES. 
!THE COLUMNS REPRESENT MONTHS AND THE SERIES REPRESENT THE YEARS 
!THE SERIES OF THE VARIABLES MUST BE SEPARATED BY ONE LINE FULL 
!OF(******) 
 
PROGRAM MAIN 
USE MSIMSL 
INTEGER*4 N,M,N1 
 
OPEN(10,FILE='HISTORIC.TXT') 
OPEN(20,FILE='SYNTHETIC1.TXT') 
OPEN(30,FILE='SYNTHETIC2.TXT') 
 
 
WRITE(*,*)'GIVE NUMBER OF VARIABLES (PLACES)' 
READ(*,*)M 
WRITE(*,*)'GIVE NUMBER OF YEARS OF THE HISTORIC SAMPLE' 
WRITE(*,*)'(MUST BE THE SAME FOR ALL VARIABLES)' 
READ(*,*)N 
WRITE(*,*)'GIVE NUMBER OF SYNTHETIC YEARS TO BE GENERATED' 
READ(*,*)N1 
 
CALL SUBGEN(N,M,N1) 
 
CLOSE(10) 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
 
STOP 
END 
 
 
Κύρια υπορουτίνα καλέσµατος όλων των υπολοίπων υπορουτινών 
SUBROUTINE SUBGEN(N,M,N1) 
INTEGER*4 N,M,N1 
 
REAL*8 HIST(N,12*M) 
 
REAL*8 ASTOT(M,12*M),BSTOT(M,12*M),M3VSTOT(M,12) 
REAL*8 EXM(M,12),SYNTHETIC(N1,M*12) 
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! READING HISTORIC SAMPLE 
CALL READING(HIST,N,M) 
 
!FORMATING MATRIXES ASTOT,BSTOT,EVSTOT,M3VSTOT 
CALL ASBSMATR(N,M,ASTOT,BSTOT,HIST,M3VSTOT)  
 
 
! FORMATING MATRIXES OF MONTHLY AVERAGES 
CALL EX(N,M,HIST,EXM) 
 
! CONSTRUCTING SYNTHETIC SERIES 
CALL SYN(M,N1,ASTOT,BSTOT,M3VSTOT,EXM,SYNTHETIC) 
 
!PRINTING TO FILE 
CALL PRIN(N1,M,SYNTHETIC) 
 
RETURN  
END 
 
 
Υπορουτίνα ανάγνωσης ιστορικών χρονοσειρών 
SUBROUTINE READING(HIST,N,M) 
INTEGER*4 N,M 
REAL*8 HIST(N,12*M) 
 
INTEGER*4 K,I,J 
 
DO 10 K=0,M-1,1 
 DO 20 I=1,N,1 
 READ(10,*)(HIST(I,J),J=K*12+1,(K+1)*12,1) 
 20 CONTINUE 
READ(10,*) 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα κατασκευής πινάκων as, bs και vs 
SUBROUTINE ASBSMATR(N,M,ASTOT,BSTOT,HIST,M3VSTOT) 
INTEGER*4 N,M 
REAL*8 ASTOT(M,12*M),HIST(N,12*M),BSTOT(M,12*M),M3VSTOT(M,12) 
 
INTEGER*4 S,I,J 
REAL*8 CXSXS(M,M),CXSXS1(M,M),CXS1XS1(M,M) 
REAL*8 INV(M,M),AS(M,M),BS(M,M),C(M,M),AST(M,M),MUL(M,M),MUL1(M,M) 
REAL*8 M3VS(M) 
 
DO 10 S=1,12,1 
 
!CONSTRUCTING AS 
 
 ! FORMATING MATRIX COV[X{S},X{S-1}] 
 CALL XSXS1(S,HIST,CXSXS1,N,M) 
  
 
 ! FORMATING MATRIX COV[X{S-1},X{S-1}] 
 CALL XS1XS1(S,HIST,CXS1XS1,N,M) 
 
 !INVERTING MATRIX COV[X{S-1},X{S-1}] 
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  CALL DLINRG(M,CXS1XS1,M,INV,M) 
 
 !CONSTRUCTING AS 
 CALL MULTAB(M,M,CXSXS1,M,M,INV,AS) 
 
! CONSTRUCTING BS 
 
 ! CALCULATING THE TRANSPOSE OF AS 
 CALL TRAN(M,M,AS,AST) 
 
 !CALCULATING [CXS1XS1]*[AST]=[MUL] 
 CALL MULTAB(M,M,CXS1XS1,M,M,AST,MUL) 
 
 !CALCULATING [AS]*[MUL]=[MUL1] 
 CALL MULTAB(M,M,AS,M,M,MUL,MUL1) 
 
 !CALCULATING MATRIX COV[XS,XS] 
 CALL XSXS(S,HIST,CXSXS,N,M) 
 
 !CALCULATING MATRIX C 
 DO 20 I=1,M,1 
  DO 30 J=1,M,1 
   C(I,J)=CXSXS(I,J)-MUL1(I,J) 
  30 CONTINUE 
 20 CONTINUE 
  
 ! CALCULATING BS 
 CALL CHOL(M,C,BS) 
  
! CALCULATING SKEW OF THE NOISE 
 CALL M3V(S,HIST,M3VS,N,M,AS,BS) 
  
    
!FORMATING ASTOT,BSTOT,M3VSTOT 
 DO 40 I=1,M,1 
  DO 50 J=1,M,1 
   ASTOT(I,(S-1)*M+J)=AS(I,J) 
   BSTOT(I,(S-1)*M+J)=BS(I,J) 
  50 CONTINUE 
 
 M3VSTOT(I,S)=M3VS(I) 
 
 40 CONTINUE 
 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού µέσων τιµών µηνών 
SUBROUTINE EX(N,M,HIST,EXM) 
INTEGER*4 N,M 
REAL*8 HIST(N,12*M),EXM(M,12) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 X(N),XM 
 
DO 10 K=0,M-1,1 
 DO 20 J=1,12,1 
  DO 30 I=1,N,1 
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   X(I)=HIST(I,K*12+J) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL AVER(N,X,XM) 
  EXM(K+1,J)=XM 
 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα παραγωγής του συνθετικού δείγµατος 
SUBROUTINE SYN(M,N1,ASTOT,BSTOT,M3VSTOT,EXM,SYNTHETIC) 
INTEGER*4 M,N1 
REAL*8 ASTOT(M,12*M),BSTOT(M,12*M),M3VSTOT(M,12) 
REAL*8 EXM(M,12),SYNTHETIC(N1,M*12) 
 
INTEGER*4 K,S,I,J  
REAL*8 XS(M),XS1(M),VS(M),AS(M,M),BS(M,M),BSVS(M),ASXS1(M) 
REAL*8 D 
DATA D/0./ 
 
DO 10 I=1,M,1 
 XS1(I)=0. 
 XS(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING SYNTHETIC SERIES 
DO 20 K=1,N1,1 
 DO 30 S=1,12,1 
 
 !SELECTING MATRIXES AS,BS,VS 
   DO 40 I=1,M,1 
    CALL GAMA(M3VSTOT(I,S),VS(I)) 
     DO 50 J=1,M,1 
      AS(I,J)=ASTOT(I,(S-1)*M+J) 
      BS(I,J)=BSTOT(I,(S-1)*M+J) 
     50 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
 
 ! CALCULATING VECTOR [BSVS]=[BS]*[VS] 
  CALL MULTAX(M,M,BS,VS,BSVS) 
 
 ! CALCULATING VECTOR [ASXS1]=[AS]*[XS1] 
  CALL MULTAX(M,M,AS,XS1,ASXS1) 
 
 ! CALCULATING VECTOR XS 
   DO 60 I=1,M,1 
    XS(I)=ASXS1(I)+BSVS(I) 
   60 CONTINUE 
 ! CALCULATING MATRIX SYNTHETIC 
   DO 70 I=0,M-1,1 
    D=D 
   
 !SYNTHETIC(K,I*12+S)=DMAX1(D,XS(I+1)+EXM(I+1,S)) 
    SYNTHETIC(K,I*12+S)=XS(I+1)+EXM(I+1,S) 
   70 CONTINUE 
 
  DO 80 I=1,M,1 
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   XS1(I)=XS(I) 
  80 CONTINUE 
 
 30 CONTINUE  
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END   

 
 
Υπορουτίνα εκτύπωσης αποτελεσµάτων 
SUBROUTINE PRIN(N1,M,SYNTHETIC) 
INTEGER*4 N1,M 
REAL*8 SYNTHETIC(N1,12*M) 
 
INTEGER*4 K,I,J 
 
DO 20 I=1,N1,1 
 DO 30 J=1,12,1 
  WRITE(20,1000)(SYNTHETIC(I,K*12+J),K=0,M-1) 
 30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
DO 40 I=1,N1,1 
 WRITE(30,2000)(SYNTHETIC(I,J),J=1,12*M,1) 
40 CONTINUE 
 
1000 FORMAT(10(1X,F9.4)) 
2000 FORMAT(120(1X,F9.4)) 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού πίνακα συνδιασπορών του µήνα αναφοράς µε τον 

προηγούµενο του 
SUBROUTINE XSXS1(S,HIST,CXSXS1,N,M) 
INTEGER*4 N,M,S 
REAL*8 HIST(N,12*M),CXSXS1(M,M) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 XI1(N-1),XJ1(N-1),XIS(N),XJS(N) 
 
SELECT CASE(S) 
CASE(1:1) 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=1,M,1 
  DO 30 K=2,N,1 
   XI1(K-1)=HIST(K,12*I+1) 
   XJ1(K-1)=HIST(K-1,12*J) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N-1,XI1,XJ1,CXSXS1(I+1,J)) 
 
 20 CONTINUE  
10 CONTINUE 
 
CASE(2:12) 
DO 40 I=0,M-1,1 
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 DO 50 J=0,M-1,1 
  DO 60 K=1,N,1 
   XIS(K)=HIST(K,12*I+S) 
   XJS(K)=HIST(K,12*J+S-1) 
  60 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N,XIS,XJS,CXSXS1(I+1,J+1)) 
 
 50 CONTINUE  
40 CONTINUE 
ENDSELECT 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού πίνακα συνδιασπορών του προηγούµενου µήνα από τον 

µήνα αναφοράς 
SUBROUTINE XS1XS1(S,HIST,CXS1XS1,N,M) 
INTEGER*4 N,M,S 
REAL*8 HIST(N,12*M),CXS1XS1(M,M) 
 
INTEGER*4 I,J,K,S1 
REAL*8 XIS(N),XJS(N) 
 
S1=S-1 
 IF(S1.EQ.0)THEN 
  S1=12 
 ENDIF 
 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=0,M-1,1 
  DO 30 K=1,N,1 
   XIS(K)=HIST(K,12*I+S1) 
   XJS(K)=HIST(K,12*J+S1) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N,XIS,XJS,CXS1XS1(I+1,J+1)) 
 
 20 CONTINUE  
10 CONTINUE 
 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού πίνακα συνδιασπορών του µήνα αναφοράς 
SUBROUTINE XSXS(S,HIST,CXS1XS1,N,M) 
INTEGER*4 N,M,S 
REAL*8 HIST(N,12*M),CXS1XS1(M,M) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 XIS(N),XJS(N) 
 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=0,M-1,1 
  DO 30 K=1,N,1 
   XIS(K)=HIST(K,12*I+S) 
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   XJS(K)=HIST(K,12*J+S) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N,XIS,XJS,CXS1XS1(I+1,J+1)) 
 
 20 CONTINUE  
10 CONTINUE 
 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού της ασυµµετρίας των διανυσµάτων του λευκού θορύβου 
SUBROUTINE M3V(S,HIST,M3VS,N,M,AS,BS) 
INTEGER*4 S,N,M 
REAL*8 HIST(N,12*M),AS(M,M),BS(M,M),M3VS(M) 
 
INTEGER*4 S1,I,J 
REAL*8 XS(M,N),XS1(M,N),ASXS(M,N) 
REAL*8 M3XS(M),M3ASXS(M),SBS(M) 
REAL*8 INV(M,M),BS3(M,M) 
 
S1=S-1 
 IF(S1.EQ.0)THEN 
  S1=12 
 ENDIF 
 
! FORMATING XS 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=1,N,1 
  XS(I+1,J)=HIST(J,I*12+S) 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
! FORMATING X(S-1) 
DO 30 I=0,M-1,1 
 DO 40 J=1,N,1 
  XS1(I+1,J)=HIST(J,I*12+S1) 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
! CALCULATING [AS]*X(S-1)=[ASXS] 
CALL MULTAB(M,M,AS,M,N,XS1,ASXS) 
 
!CALCULATING M3XS 
CALL SKEWA(M,N,XS,M3XS) 
 
!CALCULATING M3ASXS 
CALL SKEWA(M,N,ASXS,M3ASXS) 
 
!CALCULATING M3XS-M3ASXS=SBS 
 DO 50 I=1,M,1 
  SBS(I)=M3XS(I)-M3ASXS(I) 
 50 CONTINUE 
 
! CALCULATING BS3 
 DO 60 I=1,M,1 
  DO 70 J=1,M,1 
   BS3(I,J)=BS(I,J)**3. 
  70 CONTINUE 
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 60 CONTINUE 
 
! CALCULATING INVERSE OF BS3 
  CALL DLINRG(M,BS3,M,INV,M) 
 
! CALCULATING M3VS 
  CALL MULTAX(M,M,INV,SBS,M3VS) 
 
 RETURN  
 END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού ασυµµετρίας διανύσµατος 
SUBROUTINE SKEWA(N,M,A,SKA) 
INTEGER*4 N,M 
REAL*8 A(N,M),SKA(N) 
 
INTEGER*4 I,J 
REAL*8 X(M),SK 
  
 DO 10 I=1,N,1 
 DO 20 J=1,M,1 
  X(J)=A(I,J) 
 20 CONTINUE 
   
 CALL SKEW(M,X,SK) 
 
 SKA(I)=SK 
 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 

 
Υπορουτίνα υπολογισµού µέσης τιµής µίας σειράς τιµών 
SUBROUTINE AVER(N,X,AV) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 X(N),AV 
 
REAL*8 SUM 
INTEGER*4 I 
 
SUM=0. 
 DO 10 I=1,N,1 
  SUM=SUM+X(I) 
 10 CONTINUE 
AV=SUM/N 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού συνδιασποράς δύο σειρών τιµών 
SUBROUTINE COVXY(N,X,Y,CV) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 X(N),Y(N),CV 
 
REAL*8 XM,YM,SUM 
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INTEGER*4 I 
 
CALL AVER(N,X,XM) 
CALL AVER(N,Y,YM) 
 
SUM=0. 
 DO 10 I=1,N,1 
  SUM=SUM+(X(I)-XM)*(Y(I)-YM) 
 10 CONTINUE 
CV=SUM/N 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού ασυµµετρίας µίας σειράς τιµών 
SUBROUTINE SKEW(N,X,SK) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 X(N),SK 
 
REAL*8 SUM,XM 
INTEGER*4 I 
 
CALL AVER(N,X,XM) 
 
SUM=0. 
DO 10 I=1,N,1 
 SUM=SUM+(X(I)-XM)**3. 
10 CONTINUE 
SK=SUM/N 
 
RETURN 
END 
 

 
Υπορουτίνα υπολογισµού γινοµένου δύο πινάκων 
SUBROUTINE MULTAB(NA,MA,A,NB,MB,B,C) 
INTEGER*4 NA,NB,MA,MB 
REAL*8 A(NA,MA),B(NB,MB),C(NA,MB) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 SUM 
 
IF(MA.NE.NB)THEN 
WRITE(*,*)'CANNOT MULTIPLY MATRIXES' 
STOP 
ENDIF 
 
DO 10 I=1,NA,1 
 DO 20 J=1,MB,1 
  SUM=0. 
   DO 30 K=1,NB,1 
    SUM=SUM+A(I,K)*B(K,J) 
   30 CONTINUE 
  C(I,J)=SUM 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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Υπορουτίνα υπολογισµού του γινοµένου πίνακα µε διάνυσµα 
SUBROUTINE MULTAX(NA,MA,A,X,Y) 
INTEGER*4 NA,MA 
REAL*8 A(NA,MA),X(MA),Y(NA) 
 
INTEGER*4 I,K 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 I=1,NA,1 
 SUM=0. 
  DO 20 K=1,MA,1 
   SUM=SUM+A(I,K)*X(K) 
  20 CONTINUE 
 Y(I)=SUM 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού ανάστροφου πίνακα 
SUBROUTINE TRAN(NA,MA,A,AT) 
INTEGER*4 NA,MA 
REAL*8 A(NA,MA),AT(MA,NA) 
 
DO 10 I=1,NA,1 
 DO 20 J=1,MA,1 
  AT(J,I)=A(I,J) 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα που πραγµατοποιεί αποσύνθεση Cholesky 
SUBROUTINE CHOL(N,C,B) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 C(N,N),B(N,N) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 SUM 
 
! ZEROING THE MATRIX B 
DO 10 I=1,N,1 
 DO 20 J=1,N,1 
  B(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
! CHECKING IF THE MATRIX IS POSITIVE DEFINED 
IF(C(1,1).LE.0.)THEN 
 WRITE(*,*)'C MATRIX IS NOT POSITIVE DEFINED' 
 STOP 
ENDIF 
 
!CONSTRUCTION OF THE ELEMENT B(1,1) 
B(1,1)=SQRT(C(1,1)) 
 
!CONSTRUCTING ELEMENTS 
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DO 30 I=2,N,1 
 
!CONSTRUCTING ELEMENTS B(I,J) 
 DO 40 J=1,I-1,1 
 SUM=0. 
  DO 50 K=1,J-1,1 
   SUM=SUM+B(J,K)*B(I,K) 
  50 CONTINUE 
  B(I,J)=(C(I,J)-SUM)/B(J,J) 
 40 CONTINUE 
 
!CONSTRUCTING ELEMENTS B(I,I) 
 SUM=0. 
 DO 60 K=1,I-1,1 
  SUM=SUM+B(I,K)**2. 
 60  CONTINUE 
 B(I,I)=C(I,I)-SUM 
  ! CHECKING IF THE MATRIX IS POSITIVE DEFINED 
  IF(B(I,I).LE.0.)THEN 
   WRITE(*,*)'C MATRIX IS NOT POSITIVE DEFINED' 
   STOP 
  ENDIF 
 B(I,I)=SQRT(B(I,I)) 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 

Υπορουτίνα υπολογισµού τυχαίων αριθµών που ακολουθούν κατανοµή Γάµα µε 

µηδενική µέση τιµή, µοναδιαία τυπική απόκλιση και δεδοµένο συντελεστή 

ασυµµετρίας 
SUBROUTINE GAMA(M3,G) 
REAL*8 M3,G 
 
REAL*8 L,K,C,R(1) 
 
L=2./M3 
K=L**2. 
C=-L 
 
CALL DRNGAM(1,K,R) 
G=R(1) 
G=G/L+C 
 
 
RETURN 
END 
  
 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται το αρχείο δεδοµένων HISTORIC.TXT που 

περιέχει τις ιστορικές χρονοσειρές όπως αυτές χρησιµοποιήθηκαν από το πρόγραµµα. 

Επισηµαίνεται ότι από τις ιστορικές χρονοσειρές των µηνιαίων τιµών των δύο 

υδρολογικών µεταβλητών χρησιµοποιήθηκαν µόνο οι τιµές της κοινής περιόδου του 

ιστορικού δείγµατος δηλαδή οι µηνιαίες τιµές των ετών 1907-1908 ως και 1997-1998.  
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Αρχείο δεδοµένων 
14.8 15.6 16.9 20.4 16.6 17.3 12.3 5.4 2.9 1.3 2.1 4.4 
14.1 13.0 44.1 58.3 37.1 30.9 33.6 14.0 12.0 2.6 1.4 6.1 
7.6 10.0 13.2 19.5 53.5 38.7 34.5 19.4 16.1 0.6 2.5 7.0 
10.6 13.0 16.2 19.4 13.9 20.8 19.9 11.5 9.0 2.9 4.0 10.2 
9.3 28.0 21.7 36.5 34.7 25.3 19.6 16.6 7.7 5.5 2.6 6.6 
9.2 33.6 49.9 21.8 45.5 80.5 38.5 17.1 13.9 3.4 3.9 6.9 
24.7 14.0 18.6 43.4 22.3 23.1 13.6 4.9 5.2 3.6 3.3 9.1 
9.8 31.3 28.0 47.3 40.3 39.3 32.2 18.2 7.1 3.6 2.3 10.1 
14.9 12.4 12.9 13.1 18.5 15.9 4.6 8.2 1.8 0.6 0.8 3.3 
6.7 7.8 8.9 10.5 15.1 12.3 1.4 0.6 0.5 0.4 0.4 1.2 
5.7 8.3 10.6 13.0 19.5 28.7 21.5 4.9 2.9 1.3 2.1 4.5 
9.3 26.8 37.5 53.0 62.1 50.4 33.0 26.3 16.6 3.2 1.4 11.7 
12.1 16.7 21.7 20.2 19.8 38.7 19.2 12.9 12.3 0.2 1.3 6.0 
23.9 55.2 65.1 56.1 50.2 38.8 27.3 19.7 13.4 3.8 2.8 10.6 
22.0 37.0 81.5 81.2 56.7 40.4 23.7 14.7 8.6 1.3 0.7 5.9 
10.0 23.6 22.2 49.9 34.8 37.8 30.6 32.7 22.6 7.3 2.9 8.5 
10.6 12.2 17.1 34.1 44.0 33.7 20.3 8.4 6.6 0.3 0.0 5.6 
8.6 39.5 31.1 22.9 31.5 46.2 34.1 22.9 14.1 4.9 0.0 4.0 
10.4 10.7 16.1 27.4 24.0 35.1 14.9 1.5 3.1 0.0 0.0 2.3 
7.1 6.7 10.6 24.9 25.5 29.0 19.8 5.7 0.0 0.0 0.0 2.3 
19.8 16.4 29.9 56.7 63.5 74.7 57.7 22.2 11.2 1.2 0.0 3.5 
17.9 26.7 40.8 36.8 50.2 49.6 31.9 13.7 10.4 1.3 0.0 13.9 
13.9 28.1 21.2 24.0 52.0 54.0 34.6 19.9 11.0 10.2 0.0 5.8 
11.5 12.2 20.0 39.7 59.4 42.1 61.5 24.3 17.5 0.1 0.0 8.5 
11.5 10.7 32.9 31.7 29.3 70.5 40.1 13.2 3.8 0.6 0.5 8.9 
11.2 17.8 14.2 24.6 36.3 21.6 19.2 11.3 11.6 1.9 3.6 8.9 
7.9 7.7 25.6 37.5 55.4 56.1 28.5 9.5 13.0 3.4 0.8 4.8 
8.4 11.1 22.6 44.0 38.8 32.7 19.3 9.2 6.3 0.6 0.0 2.0 
5.9 11.6 34.2 26.3 30.9 13.7 8.7 19.3 7.2 5.2 0.1 4.0 
9.5 15.7 30.8 19.8 34.4 18.9 16.5 9.8 4.4 0.9 0.0 6.0 
19.3 18.7 40.4 46.8 78.2 46.7 85.3 38.9 12.7 3.6 1.6 12.6 
15.6 13.8 40.6 42.3 26.2 86.3 46.0 17.2 22.0 8.2 0.0 9.7 
12.1 11.9 20.2 56.4 35.8 31.9 24.3 26.1 14.5 3.6 6.1 9.9 
10.3 9.4 33.7 41.8 39.0 27.4 14.9 34.0 29.4 24.8 15.1 9.5 
16.5 18.8 18.9 35.5 67.7 58.2 34.8 13.0 10.8 6.7 4.3 10.5 
14.5 20.9 15.2 15.8 14.1 18.8 13.2 15.8 4.5 3.8 3.8 11.3 
10.8 16.8 14.2 25.0 34.1 31.2 25.6 13.7 6.5 3.8 6.9 10.2 
10.7 11.3 20.7 38.9 27.5 31.7 25.1 10.8 3.4 1.3 1.3 11.4 
11.4 21.9 35.4 64.2 31.4 34.7 28.7 17.7 2.3 2.2 1.9 9.0 
12.8 14.7 48.8 70.9 66.5 34.2 17.0 13.0 11.6 3.6 4.6 12.3 
13.7 20.6 27.5 18.6 18.8 22.9 23.2 17.1 7.1 4.7 4.6 9.3 
10.8 11.7 18.7 24.6 30.6 32.8 24.3 12.8 11.4 0.0 7.2 11.6 
14.5 21.5 16.3 21.7 20.6 38.1 27.5 17.0 5.1 5.1 6.8 11.0 
11.7 12.1 16.5 26.8 23.4 24.9 16.2 6.6 6.7 7.0 3.4 6.8 
21.6 32.1 21.5 39.4 39.4 23.7 13.4 9.7 5.9 2.9 0.0 6.3 
7.5 7.7 17.4 28.7 18.3 18.5 14.5 8.9 7.8 0.0 0.0 6.7 
11.2 29.3 15.6 31.2 44.4 36.9 26.6 13.9 5.5 3.8 5.0 7.7 
9.8 13.1 32.9 28.9 13.6 20.0 27.6 14.0 4.1 0.0 6.1 9.6 
19.1 21.5 16.9 24.2 82.2 65.5 33.0 13.5 8.3 0.0 0.0 9.6 
9.8 9.7 11.9 16.2 12.8 16.4 6.6 6.2 6.2 19.4 0.0 7.6 
24.2 42.0 31.8 35.9 19.2 28.5 22.0 11.3 8.1 0.0 9.7 28.0 
12.7 21.5 24.4 25.8 19.8 30.5 22.4 16.8 8.0 0.0 7.9 10.4 
12.3 17.2 17.8 33.3 28.3 33.8 22.5 13.9 4.6 0.0 1.1 11.3 
11.5 11.3 18.5 19.3 20.0 48.6 18.1 9.9 1.0 0.0 0.0 3.6 
10.7 10.8 16.3 12.5 18.8 22.5 7.1 0.0 0.0 0.0 0.0 4.2 
13.3 24.7 91.1 49.0 66.9 45.3 27.9 21.3 6.9 0.0 0.0 6.9 
21.7 17.2 24.6 34.0 33.4 41.1 22.7 8.3 0.0 0.0 0.0 9.5 
10.6 8.7 13.3 28.5 36.8 40.1 25.7 15.2 8.3 2.8 2.0 5.7 
9.2 9.4 9.0 23.4 11.5 37.7 23.7 12.7 7.2 2.2 1.8 6.8 
9.0 16.5 23.4 21.3 20.4 30.0 21.5 9.8 4.7 1.4 2.3 7.6 
14.9 17.7 28.2 31.1 32.5 34.2 19.5 9.6 5.2 1.5 1.5 7.6 
19.6 23.5 104.9 75.3 37.6 46.4 30.4 13.1 0.0 0.0 5.1 13.9 
16.3 15.4 26.4 28.0 20.0 31.7 10.7 12.9 0.0 0.0 0.0 9.2 
12.7 13.0 13.2 24.0 24.1 46.7 30.7 11.6 0.0 0.0 0.0 11.5 
13.8 19.6 18.6 48.9 43.2 42.1 34.5 27.0 0.0 0.0 4.1 11.3 
16.4 25.4 14.4 32.8 31.3 35.4 25.7 0.0 6.8 0.0 0.0 0.0 
0.0 14.8 22.4 25.6 34.9 53.8 29.3 12.8 0.0 0.0 0.0 11.8 
19.9 18.2 18.9 20.6 25.9 27.6 5.3 0.0 0.0 0.0 0.0 6.5 
13.7 15.0 29.7 25.7 45.5 33.0 28.6 7.3 0.0 0.0 0.0 3.4 
9.6 12.1 12.3 10.3 1.8 8.4 8.1 2.8 2.5 0.5 1.1 5.8 
2.4 3.8 14.4 34.1 38.5 23.9 15.7 4.9 0.1 0.0 0.0 3.0 
7.7 9.3 22.2 19.6 18.4 13.9 6.8 3.8 0.4 0.0 0.0 3.9 
14.5 23.3 19.6 32.4 26.1 47.9 25.8 17.4 4.8 0.0 0.0 5.1 
21.5 16.0 28.2 58.7 51.4 31.8 25.6 8.1 1.8 0.7 2.0 8.9 
9.7 11.1 15.8 13.5 28.0 48.7 45.1 28.1 11.5 2.1 3.2 6.5 
7.5 11.5 17.0 14.2 14.2 21.7 5.8 2.5 4.1 0.2 0.0 0.0 
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3.8 6.5 27.0 22.4 34.8 39.3 40.9 18.3 2.2 1.9 1.8 6.1 
6.0 10.1 13.9 52.8 22.9 33.5 26.2 9.0 3.6 0.0 0.3 3.2 
9.2 13.6 15.9 14.1 20.6 21.5 9.7 5.2 1.1 0.0 0.0 1.0 
9.2 11.1 10.2 22.3 20.4 40.8 37.5 19.3 3.7 0.0 0.0 2.0 
6.5 9.6 9.9 11.6 21.4 34.1 15.2 5.1 0.5 0.0 0.0 0.4 
3.7 9.4 22.4 13.7 9.1 26.7 11.6 1.8 0.0 0.0 0.0 0.0 
4.3 5.4 6.7 7.6 4.7 1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 1.4 2.7 
3.6 5.5 19.2 21.3 19.4 28.0 24.5 12.4 1.6 0.0 0.0 3.0 
5.6 7.9 10.2 10.6 11.8 13.8 6.9 2.1 0.4 0.0 0.0 1.7 
4.0 5.2 6.2 7.8 8.6 9.4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
0.8 3.6 5.3 13.2 38.1 22.1 12.7 4.1 0.0 0.0 0.0 0.0 
10.2 10.7 13.6 30.4 19.2 25.1 18.9 2.8 0.0 0.0 0.0 1.1 
5.6 7.7 15.9 23.8 38.8 35.9 22.8 5.4 5.6 0.1 0.0 2.6 
6.0 7.6 9.4 41.0 13.6 23.5 18.7 10.3 0.4 0.0 0.0 0.9 
4.8 10.6 19.4 11.8 14.7 20.7 20.2 13.9 2.0 0.7 0.0 0.0 
*************************************************************************************** 
0.0 115.2 66.3 58.8 37.9 38.0 6.3 23.6 0.0 15.0 5.1 118.0 
60.5 79.7 227.5 80.6 58.5 27.4 38.9 84.7 10.7 0.0 5.5 72.6 
46.4 56.1 61.4 130.0 145.8 92.8 40.2 88.1 37.1 1.5 20.8 55.4 
22.6 76.7 95.1 58.3 48.8 51.7 87.6 70.4 74.4 20.9 23.4 105.6 
4.1 138.2 98.1 59.1 97.5 40.2 33.0 33.3 61.2 17.5 0.0 2.5 
30.4 209.1 121.3 43.1 198.2 55.9 7.4 20.0 15.9 0.0 7.8 24.1 
94.3 48.0 133.6 179.8 32.7 22.3 15.0 23.4 23.6 16.0 51.5 1.8 
23.4 235.7 104.1 60.4 129.4 18.3 106.1 12.6 24.9 10.2 9.5 51.7 
46.5 34.1 44.5 79.8 95.3 22.1 43.9 56.7 0.0 0.0 51.1 35.1 
15.0 28.4 59.8 64.8 75.8 24.6 50.2 25.6 16.5 0.0 0.0 8.4 
101.0 100.3 103.0 17.0 123.1 195.6 4.5 24.6 18.3 0.0 17.5 0.0 
269.9 233.8 117.3 179.3 128.4 104.9 6.6 90.6 18.2 0.0 0.8 42.9 
110.4 67.1 103.3 93.1 109.2 47.7 16.8 66.2 23.3 10.9 8.9 0.0 
216.6 160.2 172.0 74.4 113.2 17.3 79.2 20.6 54.5 0.8 0.0 142.4 
65.2 177.2 211.6 114.9 53.1 17.8 8.9 26.4 0.0 0.0 2.0 0.0 
77.7 139.4 97.4 154.0 70.0 61.3 56.9 77.5 167.8 10.2 0.0 1.0 
20.0 39.2 142.7 158.0 79.8 71.7 0.0 29.2 17.6 0.0 7.6 91.0 
103.3 104.0 40.3 30.5 90.6 176.9 43.2 80.8 29.2 46.9 0.0 0.0 
45.5 112.0 31.9 130.4 67.4 39.3 11.4 27.9 6.6 2.3 6.1 3.8 
1.3 46.7 221.5 70.2 81.3 51.6 61.9 19.8 0.0 0.0 5.8 18.0 
237.4 9.4 138.8 331.8 67.3 141.7 34.0 5.8 0.0 0.0 0.0 7.9 
19.7 219.8 99.1 79.2 127.2 37.5 17.1 8.9 4.6 0.0 0.0 124.2 
73.1 112.0 65.5 90.1 233.4 49.4 111.0 87.3 83.5 50.5 0.0 55.6 
70.1 82.9 131.4 92.0 135.6 74.6 77.2 75.0 30.2 0.0 1.3 13.7 
63.5 44.0 210.1 52.8 118.2 159.1 11.2 24.4 26.7 0.0 41.1 0.5 
14.7 60.4 16.6 139.2 78.4 13.5 35.6 37.0 41.8 6.6 6.9 12.7 
44.7 42.6 169.7 138.2 153.4 114.9 18.3 22.4 15.5 11.4 0.0 1.0 
34.4 45.2 114.6 184.9 71.2 99.8 8.4 4.3 20.6 2.5 0.0 0.0 
58.4 56.7 122.5 114.8 98.4 32.0 34.5 69.6 74.8 11.7 1.3 2.0 
47.3 138.6 180.8 51.2 95.9 9.4 46.2 49.0 43.4 13.4 2.5 22.6 
152.2 125.5 152.0 76.0 120.3 53.3 165.6 3.6 0.0 0.0 5.6 36.1 
63.5 30.5 229.1 102.7 52.6 186.3 57.6 8.9 73.6 0.0 20.1 56.6 
24.6 54.2 135.4 139.0 74.6 68.9 53.3 159.1 23.6 6.4 11.3 1.0 
52.6 41.8 172.9 98.5 95.6 32.0 32.3 21.1 5.9 1.5 0.0 13.0 
107.4 105.3 57.8 139.6 126.9 102.6 38.5 2.3 15.2 15.5 4.8 0.0 
91.9 111.9 23.3 56.7 37.0 95.2 33.3 69.3 15.2 0.0 0.0 95.9 
58.8 83.0 46.0 92.1 135.2 66.7 86.3 22.0 3.2 8.6 209.4 0.0 
48.0 2.1 120.7 98.2 49.8 31.0 40.2 0.0 4.1 0.0 15.1 72.8 
36.2 154.6 159.5 193.2 24.9 95.9 41.4 33.1 13.9 5.7 0.5 5.3 
42.2 32.7 271.0 145.0 67.0 8.0 11.0 2.0 7.0 1.0 20.0 20.0 
73.0 113.0 122.0 51.0 119.0 51.0 84.0 27.0 35.0 4.0 0.0 47.0 
15.0 103.0 110.0 86.0 54.0 71.0 29.0 14.0 8.0 18.0 1.0 36.0 
78.0 100.0 49.0 100.0 35.0 143.0 70.0 35.0 5.0 0.0 2.0 56.0 
30.0 39.0 153.0 152.0 50.0 82.0 6.0 11.0 11.0 3.0 8.0 98.0 
166.0 178.0 94.0 93.0 75.0 51.0 8.0 58.0 16.0 29.0 0.0 21.0 
27.0 141.0 174.0 171.0 30.0 55.0 31.0 77.0 21.0 5.0 10.0 5.0 
160.2 136.1 58.0 155.2 95.1 67.3 51.0 43.4 6.3 0.0 0.0 6.5 
65.9 147.5 144.9 82.9 19.2 72.8 128.4 2.0 12.7 4.8 21.0 76.8 
201.3 160.4 50.1 67.5 181.4 108.6 39.1 13.0 8.6 0.0 0.0 17.5 
18.2 62.7 35.9 118.1 22.6 54.4 29.3 32.9 15.8 1.5 2.5 41.1 
206.0 75.8 97.4 85.9 3.0 91.2 26.8 12.3 42.3 1.3 0.0 119.1 
67.3 127.7 25.6 76.6 24.5 61.4 64.6 20.7 21.8 10.0 4.5 57.6 
91.8 79.7 47.5 126.4 71.4 66.4 43.4 42.2 24.3 8.9 22.7 44.7 
13.6 43.9 194.3 95.5 50.9 154.2 24.3 13.0 11.0 4.6 4.1 0.4 
37.7 60.7 139.5 37.0 117.0 156.0 7.0 25.0 1.0 0.0 0.0 126.0 
174.0 159.0 155.0 38.3 70.4 72.2 31.7 72.2 40.6 16.4 1.8 0.7 
234.0 52.1 38.1 162.7 43.5 60.5 8.5 16.0 50.0 1.0 3.0 56.0 
20.5 6.5 86.0 125.0 110.0 87.8 34.2 55.9 35.1 5.1 9.6 0.0 
37.1 31.6 55.2 109.3 11.5 152.2 30.9 36.5 36.1 0.0 11.3 32.4 
20.1 120.9 101.5 38.5 57.8 83.0 43.5 13.7 15.1 3.5 61.7 39.6 
137.2 67.1 124.3 81.1 82.7 69.0 19.4 21.9 26.6 0.0 5.3 60.4 
164.9 113.3 216.9 80.6 20.8 94.3 25.0 0.0 0.8 0.0 0.0 14.5 
1.5 40.6 192.6 43.1 41.5 84.8 1.9 69.4 28.8 27.8 1.7 32.3 



 214

85.7 12.0 76.0 52.0 84.3 98.7 24.2 11.8 6.7 18.0 51.3 29.6 
112.5 61.3 69.7 181.4 82.2 24.5 113.9 27.3 8.1 22.3 15.6 20.7 
111.1 25.7 33.7 123.3 53.2 35.5 12.2 2.7 36.4 19.9 6.1 54.5 
58.1 53.6 70.6 97.0 119.7 89.6 31.8 44.7 12.2 0.0 0.3 6.2 
21.9 112.2 28.1 87.3 148.2 26.4 7.9 27.1 57.3 4.0 20.0 10.2 
18.6 70.7 169.4 78.6 187.0 52.5 52.8 15.8 7.2 2.3 14.5 0.2 
75.5 59.2 59.6 13.0 7.3 22.0 39.7 1.1 33.7 0.0 1.4 21.1 
27.0 49.1 178.4 145.3 76.5 53.3 48.2 10.5 1.2 0.0 8.1 63.5 
63.7 46.1 168.9 42.1 60.1 26.7 34.3 38.9 1.7 25.3 41.9 16.8 
224.1 148.7 49.4 75.1 86.2 117.8 71.9 39.5 22.6 0.0 2.9 17.3 
118.4 33.6 141.1 212.4 53.5 5.7 53.7 8.4 0.0 0.0 15.2 28.7 
43.4 101.4 81.5 74.8 122.4 114.1 120.7 39.3 9.6 1.5 2.3 3.7 
43.3 119.5 39.4 21.1 94.6 45.0 2.9 22.6 94.4 4.8 11.2 0.0 
14.0 66.0 168.6 86.8 89.7 92.1 125.2 10.0 0.5 6.0 32.4 1.9 
0.8 81.7 108.2 125.3 37.6 80.3 29.5 8.6 1.1 1.4 0.0 10.7 
62.5 94.5 53.2 38.6 86.2 26.9 6.3 61.7 10.4 0.2 0.0 0.3 
110.9 15.3 62.8 54.6 58.4 89.7 89.9 5.3 10.8 5.8 15.9 0.0 
86.2 70.1 55.7 64.4 58.4 65.0 21.8 11.7 12.6 0.0 0.0 9.2 
50.5 157.1 130.7 5.0 25.3 69.1 11.0 25.9 3.3 12.5 0.0 5.3 
70.6 37.5 63.2 5.9 23.0 28.6 26.4 15.9 9.5 3.3 73.7 8.0 
38.4 96.0 135.5 137.4 65.9 97.8 99.7 53.5 0.1 3.7 64.8 0.4 
61.4 69.5 127.7 32.1 64.0 48.9 17.9 45.6 33.4 3.4 6.2 0.8 
46.6 30.9 7.0 44.0 66.9 23.6 16.6 111.7 0.4 0.6 0.4 0.9 
0.0 195.7 19.4 165.3 204.5 37.8 33.3 49.8 0.5 36.2 1.5 0.0 
146.3 83.6 83.9 117.5 5.8 88.2 33.4 9.4 2.3 0.0 0.0 30.7 
31.9 83.5 102.4 84.8 106.2 62.6 21.3 69.4 0.0 2.5 22.9 49.6 
44.6 23.4 50.9 130.9 46.7 102.8 51.1 8.0 5.5 0.0 7.4 0.6 
33.7 44.1 142.4 22.7 20.4 141.3 14.7 61.2 10.1 0.0 0.0 32.2 
**************************************************************************************** 
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Παράρτηµα E 
 
 
 
 Για την εφαρµογή και τον έλεγχο του µοντέλου MPARSMAF (Multivariate 

Periodic Autoregressive model with Symmetric Moving Average Filter) του κεφαλαίου 

5, αναπτύχθηκε πρόγραµµα  σε γλώσσα Fortran το οποίο παρουσιάζεται στην συνέχεια. 

 

 

Ε.1  Πρόγραµµα για την εφαρµογή του µοντέλου MPARSMAF 

  
Περιγραφή προγράµµατος 

Το πρόγραµµα που αναπτύχθηκε πραγµατοποιεί: 

• Ανάλυση ιστορικών χρονοσειρών µηνιαίων τιµών υδρολογικών µεταβλητών που 

διατηρούν µηδενικής και 1ης τάξεως αυτοσυσχέτιση και ετεροσυσχέτιση. 

• Παραγωγή µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών των υδρολογικών µεταβλητών που 

αναλύθηκαν οι οποίες θα διατηρούν την µέση τιµή, την τυπική απόκλιση  και την 

ασυµµετρία των ιστορικών χρονοσειρών, µε µέριµνα τα παραπάνω στατιστικά 

χαρακτηριστικά να είναι διαφορετικά σε κάθε µήνα του έτους. Επίσης λαµβάνεται 

µέριµνα για την διατήρηση στις µηνιαίες συνθετικές χρονοσειρές µηδενικής και 

1ης τάξεως αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης, ενώ ταυτόχρονα αναπαράγεται 

η µακροπρόθεσµη εµµονή των ετήσιων ιστορικών χρονοσειρών µε χρήση φίλτρου 

SMA. 

 

Για την παραγωγή των συνθετικών χρονοσειρών γίνεται χρήση πολυµεταβλητού 

κυκλοστάσιµου µοντέλου MPAR(1) σε συνδυασµό µε φίλτρο SMA.  

 

Λειτουργία του προγράµµατος 

Αρχικά, εισάγουµε στο αρχείο HISTORIC.TXT τις ιστορικές χρονοσειρές των 

µηνιαίων τιµών των υδρολογικών µεταβλητών που θέλουµε να αναπαράγουµε 

συνθετικά. Οι στήλες αντιπροσωπεύουν τους µήνες και οι γραµµές τα έτη. Οι ιστορικές 

χρονοσειρές των υδρολογικών µεταβλητών πρέπει να έχουν τον ίδιο αριθµό ετών. Μετά 

το πέρας κάθε ιστορικής χρονοσειράς τοποθετείται µία γραµµή που πληρείται µε 

αστερίσκους (*****************).  
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Στην συνέχεια εκτελούµε το πρόγραµµα. Το πρόγραµµα ρωτάει για το πλήθος 

των µεταβλητών που έχουµε εισάγει, για τον αριθµό των ετών του ιστορικού δείγµατος 

και για τον επιθυµητό αριθµό ετών των συνθετικών χρονοσειρών των υδρολογικών 

µεταβλητών που θέλουµε να αναπαράγουµε συνθετικά. Ακολούθως το πρόγραµµα 

ζητάει από τον χρήστη να εισάγει: (1) τον αριθµό των χρονικών βηµάτων µετατόπισης 

(lags) στα οποία θα περιοριστεί η συνθετική αναπαραγωγή του θεωρητικού 

αυτοσυσχετογράµµατος FGN, (2) τον συντελεστή ακρίβειας επίτευξης της εν λόγω 

αναπαραγωγής, (3) τους συντελεστές Hurst των ιστορικών χρονοσειρών που εισήχθησαν 

στο αρχείο HISTORIC.TXT. 

Το πρόγραµµα παράγει τρία αρχεία, το αρχείο SYNTHETIC1.TXT, το αρχείο 

SYNTHETIC2.TXT και το αρχείο YEAR.TXT. Στο αρχείο SYNTHETIC1.TXT 

περιέχονται οι µηνιαίες συνθετικές χρονοσειρές υπό την µορφή στηλών, στο αρχείο  

SYNTHETIC2.TXT περιέχονται οι µηνιαίες συνθετικές χρονοσειρές υπό την µορφή 

πινάκων των οποίων οι γραµµές αντιπροσωπεύουν τα έτη και οι στήλες τους µήνες και 

στο αρχείο YEAR.TXT περιέχονται οι ετήσιες συνθετικές χρονοσειρές υπό την µορφή 

στηλών. 

 
 
Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM MAIN 
USE MSIMSL 
INTEGER*4 N,M,N1 
 
OPEN(10,FILE='HISTORIC.TXT') 
OPEN(20,FILE='SYNTHETIC1.TXT') 
OPEN(30,FILE='SYNTHETIC2.TXT') 
OPEN(40,FILE='YEAR.TXT') 
 
WRITE(*,*)'GIVE NUMBER OF VARIABLES (PLACES)' 
READ(*,*)M 
WRITE(*,*)'GIVE NUMBER OF YEARS OF THE HISTORIC SAMPLE' 
WRITE(*,*)'(MUST BE THE SAME FOR ALL THE VARIABLES)' 
READ(*,*)N 
WRITE(*,*)'GIVE NUMBER OF SYNTHETIC YEARS TO BE GENERATED' 
READ(*,*)N1 
 
CALL HDIALOG(N,M,N1) 
 
CLOSE(10) 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
CLOSE(40) 
STOP 
END 
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Υπορουτίνα διαλόγου σχετικά µε την διατήρηση της µακροπρόθεσµης εµµονής 
SUBROUTINE HDIALOG(N,M,N1) 
INTEGER*4 N,M,N1 
 
REAL*8 T,B,H(M),Q 
INTEGER*4 A 
 
! HURST DIALOG 
WRITE(*,*)'NUMBER OF AUTOCORRELATIONS TO BE PRESERVED' 
READ(*,*)T 
WRITE(*,*)'PRECISION COEFFICIENT' 
READ(*,*)B 
 
DO 10 I=1,M,1 
 WRITE(*,*)'HURST COEFFICIENT FOR TIME SERIES',I 
 READ(*,*)H(I) 
10 CONTINUE 
 
Q=0. 
DO 20 I=1,M,1 
 Q=MAX(Q,MAX(T,(2.*B/(H(I)**2.-0.25))**(1./(H(I)-1.5)))) 
20 CONTINUE 
 
WRITE(*,*)'THE LEAST NUMBER OF PARAMETERS NEEDED IS' 
WRITE(*,*)Q 
WRITE(*,*)'INPUT YOUR PREFERABLE NUMBER OF PARAMETERS' 
READ(*,*)A 
A=2*A+1 
 
CALL SUBGEN(N,M,A-1+N1,A,N1,H) 
 
RETURN 
END 
 
 
Κύρια υπορουτίνα καλέσµατος όλων των υπολοίπων υπορουτινών 
SUBROUTINE SUBGEN(N,M,N1,MH,NH,H) 
INTEGER*4 N,M,N1,MH,NH 
REAL*8 H(M) 
 
REAL*8 HIST(N,12*M) 
 
REAL*8 ASTOT(M,12*M),BSTOT(M,12*M),M3VSTOT(M,12) 
REAL*8 EXM(M,12),SYNTHETIC(N1,M*12),SDM(M,12),HPR(NH,12*M) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
 
! READING HISTORIC SAMPLE 
CALL READING(HIST,N,M) 
 
! FORMATING MATRIXES OF MONTHLY AVERAGES 
CALL EX(N,M,HIST,EXM) 
 
!FORMATING MATRIXES OF MONTHLY VAR 
CALL VAR(N,M,HIST,SDM) 
 
DO 10 K=1,M,1 
 DO 20 J=1,12,1 
  DO 30 I=1,N,1 
 HIST(I,(K-1)*12+J)=(HIST(I,(K-1)*12+J)-EXM(K,J))/SDM(K,J)**0.5 
  30 CONTINUE 
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 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FORMATING MATRIXES ASTOT,BSTOT,EVSTOT,M3VSTOT 
CALL ASBSMATR(N,M,ASTOT,BSTOT,HIST,M3VSTOT)  
 
!CALCULATING SKEW FOR HURST 
CALL SKHU(M,MH,H,M3VSTOT) 
 
! CONSTRUCTING SYNTHETIC SERIES 
CALL SYN(M,N1,ASTOT,BSTOT,M3VSTOT,SYNTHETIC) 
 
!HURST 
CALL HURST(M,N1,MH,NH,H,SYNTHETIC,HPR,EXM,SDM) 
 
!PRINTING TO FILE 
CALL PRIN(NH,M,HPR) 
 
RETURN  
END 
 
 
Υπορουτίνα ανάγνωσης ιστορικών χρονοσειρών 
SUBROUTINE READING(HIST,N,M) 
INTEGER*4 N,M 
REAL*8 HIST(N,12*M) 
 
INTEGER*4 K,I,J 
 
DO 10 K=0,M-1,1 
 DO 20 I=1,N,1 
 READ(10,*)(HIST(I,J),J=K*12+1,(K+1)*12,1) 
 20 CONTINUE 
READ(10,*) 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα κατασκευής πινάκων as, bs και vs 
SUBROUTINE ASBSMATR(N,M,ASTOT,BSTOT,HIST,M3VSTOT) 
INTEGER*4 N,M 
REAL*8 ASTOT(M,12*M),HIST(N,12*M),BSTOT(M,12*M),M3VSTOT(M,12) 
 
INTEGER*4 S,I,J 
REAL*8 CXSXS(M,M),CXSXS1(M,M),CXS1XS1(M,M) 
REAL*8 INV(M,M),AS(M,M),BS(M,M),C(M,M),AST(M,M),MUL(M,M),MUL1(M,M) 
REAL*8 M3VS(M) 
 
DO 10 S=1,12,1 
 
!CONSTRUCTING AS 
 
 ! FORMATING MATRIX COV[X{S},X{S-1}] 
 CALL XSXS1(S,HIST,CXSXS1,N,M) 
  
 
 ! FORMATING MATRIX COV[X{S-1},X{S-1}] 
 CALL XS1XS1(S,HIST,CXS1XS1,N,M) 
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 !INVERTING MATRIX COV[X{S-1},X{S-1}] 
  CALL DLINRG(M,CXS1XS1,M,INV,M) 
 
 !CONSTRUCTING AS 
 CALL MULTAB(M,M,CXSXS1,M,M,INV,AS) 
 

! CONSTRUCTING BS 
 
 ! CALCULATING THE TRANSPOSE OF AS 
 CALL TRAN(M,M,AS,AST) 
 
 !CALCULATING [CXS1XS1]*[AST]=[MUL] 
 CALL MULTAB(M,M,CXS1XS1,M,M,AST,MUL) 
 
 !CALCULATING [AS]*[MUL]=[MUL1] 
 CALL MULTAB(M,M,AS,M,M,MUL,MUL1) 
 
 !CALCULATING MATRIX COV[XS,XS] 
 CALL XSXS(S,HIST,CXSXS,N,M) 
 
 !CALCULATING MATRIX C 
 DO 20 I=1,M,1 
  DO 30 J=1,M,1 
   C(I,J)=CXSXS(I,J)-MUL1(I,J) 
  30 CONTINUE 
 20 CONTINUE 
  
 ! CALCULATING BS 
 CALL CHOL(M,C,BS) 
  

! CALCULATING SKEW OF THE NOISE 
 CALL M3V(S,HIST,M3VS,N,M,AS,BS) 
  
    

!FORMATING ASTOT,BSTOT,M3VSTOT 
 DO 40 I=1,M,1 
  DO 50 J=1,M,1 
   ASTOT(I,(S-1)*M+J)=AS(I,J) 
   BSTOT(I,(S-1)*M+J)=BS(I,J) 
  50 CONTINUE 
 
 M3VSTOT(I,S)=M3VS(I) 
 
 40 CONTINUE 
 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού µέσων τιµών µηνών 
SUBROUTINE EX(N,M,HIST,EXM) 
INTEGER*4 N,M 
REAL*8 HIST(N,12*M),EXM(M,12) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 X(N),XM 
 
DO 10 K=0,M-1,1 
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 DO 20 J=1,12,1 
  DO 30 I=1,N,1 
   X(I)=HIST(I,K*12+J) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL AVER(N,X,XM) 
  EXM(K+1,J)=XM 
 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα παραγωγής του συνθετικού δείγµατος  
SUBROUTINE SYN(M,N1,ASTOT,BSTOT,M3VSTOT,SYNTHETIC) 
INTEGER*4 M,N1 
REAL*8 ASTOT(M,12*M),BSTOT(M,12*M),M3VSTOT(M,12) 
REAL*8 SYNTHETIC(N1,M*12) 
 
INTEGER*4 K,S,I,J  
REAL*8 XS(M),XS1(M),VS(M),AS(M,M),BS(M,M),BSVS(M),ASXS1(M) 
 
DO 10 I=1,M,1 
 XS1(I)=0. 
 XS(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING SYNTHETIC SERIES 
DO 20 K=1,N1,1 
 DO 30 S=1,12,1 
 
 !SELECTING MATRIXES AS,BS,VS 
   DO 40 I=1,M,1 
    CALL GAMA(M3VSTOT(I,S),VS(I)) 
     DO 50 J=1,M,1 
      AS(I,J)=ASTOT(I,(S-1)*M+J) 
      BS(I,J)=BSTOT(I,(S-1)*M+J) 
     50 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
 
  ! CALCULATING VECTOR [BSVS]=[BS]*[VS] 
  CALL MULTAX(M,M,BS,VS,BSVS) 
 
  ! CALCULATING VECTOR [ASXS1]=[AS]*[XS1] 
  CALL MULTAX(M,M,AS,XS1,ASXS1) 
 
  ! CALCULATING VECTOR XS 
   DO 60 I=1,M,1 
    XS(I)=ASXS1(I)+BSVS(I) 
   60 CONTINUE 
  ! CALCULATING MATRIX SYNTHETIC 
   DO 70 I=0,M-1,1 
    SYNTHETIC(K,I*12+S)=XS(I+1) 
   70 CONTINUE 
 
  DO 80 I=1,M,1 
   XS1(I)=XS(I) 
  80 CONTINUE 
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 30 CONTINUE  
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END     

 
 
Υπορουτίνα εκτύπωσης των αποτελεσµάτων 
SUBROUTINE PRIN(N1,M,SYNTHETIC) 
INTEGER*4 N1,M 
REAL*8 SYNTHETIC(N1,12*M),ET(N1,M) 
 
INTEGER*4 K,I,J 
REAL*8 SUM 
 
DO 20 I=1,N1,1 
 DO 30 J=1,12,1 
  WRITE(20,1000)(SYNTHETIC(I,K*12+J),K=0,M-1) 
 30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
DO 40 I=1,N1,1 
 WRITE(30,2000)(SYNTHETIC(I,J),J=1,12*M,1) 
40 CONTINUE 
 
DO 35 K=1,M,1 
 DO 50 I=1,N1,1 
 SUM=0. 
   DO 60 J=1,12,1 
    SUM=SUM+SYNTHETIC(I,(K-1)*12+J) 
   60 CONTINUE 
  ET(I,K)=SUM 
 50 CONTINUE 
35 CONTINUE 
 
DO 70 I=1,N1,1 
 WRITE(40,1000)(ET(I,K),K=1,M,1) 
70 CONTINUE 
 
1000 FORMAT(10(1X,F13.4)) 
2000 FORMAT(120(1X,F9.4)) 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού πίνακα συνδιασπορών του µήνα αναφοράς µε τον 

προηγούµενο του 
SUBROUTINE XSXS1(S,HIST,CXSXS1,N,M) 
INTEGER*4 N,M,S 
REAL*8 HIST(N,12*M),CXSXS1(M,M) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 XI1(N-1),XJ1(N-1),XIS(N),XJS(N) 
 
SELECT CASE(S) 
CASE(1:1) 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=1,M,1 
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  DO 30 K=2,N,1 
   XI1(K-1)=HIST(K,12*I+1) 
   XJ1(K-1)=HIST(K-1,12*J) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N-1,XI1,XJ1,CXSXS1(I+1,J)) 
 
 20 CONTINUE  
10 CONTINUE 
 
CASE(2:12) 
DO 40 I=0,M-1,1 
 DO 50 J=0,M-1,1 
  DO 60 K=1,N,1 
   XIS(K)=HIST(K,12*I+S) 
   XJS(K)=HIST(K,12*J+S-1) 
  60 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N,XIS,XJS,CXSXS1(I+1,J+1)) 
 
 50 CONTINUE  
40 CONTINUE 
ENDSELECT 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού πίνακα συνδιασπορών του προηγούµενου µήνα από τον 

µήνα αναφοράς 
SUBROUTINE XS1XS1(S,HIST,CXS1XS1,N,M) 
INTEGER*4 N,M,S 
REAL*8 HIST(N,12*M),CXS1XS1(M,M) 
 
INTEGER*4 I,J,K,S1 
REAL*8 XIS(N),XJS(N) 
 
S1=S-1 
 IF(S1.EQ.0)THEN 
  S1=12 
 ENDIF 
 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=0,M-1,1 
  DO 30 K=1,N,1 
   XIS(K)=HIST(K,12*I+S1) 
   XJS(K)=HIST(K,12*J+S1) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N,XIS,XJS,CXS1XS1(I+1,J+1)) 
 
 20 CONTINUE  
10 CONTINUE 
 
 
RETURN 
END 
 
 



 223

Υπορουτίνα υπολογισµού πίνακα συνδιασπορών του µήνα αναφοράς 
SUBROUTINE XSXS(S,HIST,CXS1XS1,N,M) 
INTEGER*4 N,M,S 
REAL*8 HIST(N,12*M),CXS1XS1(M,M) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 XIS(N),XJS(N) 
 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=0,M-1,1 
  DO 30 K=1,N,1 
   XIS(K)=HIST(K,12*I+S) 
   XJS(K)=HIST(K,12*J+S) 
  30 CONTINUE 
 
  CALL COVXY(N,XIS,XJS,CXS1XS1(I+1,J+1)) 
 
 20 CONTINUE  
10 CONTINUE 
 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού της ασυµµετρίας των διανυσµάτων του λευκού θορύβου 
SUBROUTINE M3V(S,HIST,M3VS,N,M,AS,BS) 
INTEGER*4 S,N,M 
REAL*8 HIST(N,12*M),AS(M,M),BS(M,M),M3VS(M) 
 
INTEGER*4 S1,I,J 
REAL*8 XS(M,N),XS1(M,N),ASXS(M,N) 
REAL*8 M3XS(M),M3ASXS(M),SBS(M) 
REAL*8 INV(M,M),BS3(M,M) 
 
S1=S-1 
 IF(S1.EQ.0)THEN 
  S1=12 
 ENDIF 
 
! FORMATING XS 
DO 10 I=0,M-1,1 
 DO 20 J=1,N,1 
  XS(I+1,J)=HIST(J,I*12+S) 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
! FORMATING X(S-1) 
DO 30 I=0,M-1,1 
 DO 40 J=1,N,1 
  XS1(I+1,J)=HIST(J,I*12+S1) 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
! CALCULATING [AS]*X(S-1)=[ASXS] 
CALL MULTAB(M,M,AS,M,N,XS1,ASXS) 
 
!CALCULATING M3XS 
CALL SKEWA(M,N,XS,M3XS) 
 
!CALCULATING M3ASXS 
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CALL SKEWA(M,N,ASXS,M3ASXS) 
 
!CALCULATING M3XS-M3ASXS=SBS 
 DO 50 I=1,M,1 
  SBS(I)=M3XS(I)-M3ASXS(I) 
 50 CONTINUE 
 
! CALCULATING BS3 
 DO 60 I=1,M,1 
  DO 70 J=1,M,1 
   BS3(I,J)=BS(I,J)**3. 
  70 CONTINUE 
 60 CONTINUE 
 
! CALCULATING INVERSE OF BS3 
  CALL DLINRG(M,BS3,M,INV,M) 
 
! CALCULATING M3VS 
  CALL MULTAX(M,M,INV,SBS,M3VS) 
 
 RETURN  
 END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού ασυµµετρίας διανύσµατος 
 SUBROUTINE SKEWA(N,M,A,SKA) 
 INTEGER*4 N,M 
 REAL*8 A(N,M),SKA(N) 
 
 INTEGER*4 I,J 
 REAL*8 X(M),SK 
  
 DO 10 I=1,N,1 
 DO 20 J=1,M,1 
  X(J)=A(I,J) 
 20 CONTINUE 
   
 CALL SKEW(M,X,SK) 
 
 SKA(I)=SK 
 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού µέσης τιµής µίας σειράς τιµών 
SUBROUTINE AVER(N,X,AV) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 X(N),AV 
 
REAL*8 SUM 
INTEGER*4 I 
 
SUM=0. 
 DO 10 I=1,N,1 
  SUM=SUM+X(I) 
 10 CONTINUE 
AV=SUM/N 
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RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού συνδιασποράς δύο σειρών τιµών 
SUBROUTINE COVXY(N,X,Y,CV) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 X(N),Y(N),CV 
 
REAL*8 XM,YM,SUM 
INTEGER*4 I 
 
CALL AVER(N,X,XM) 
CALL AVER(N,Y,YM) 
 
SUM=0. 
 DO 10 I=1,N,1 
  SUM=SUM+(X(I)-XM)*(Y(I)-YM) 
 10 CONTINUE 
CV=SUM/N 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού ασυµµετρίας µίας σειράς τιµών 
SUBROUTINE SKEW(N,X,SK) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 X(N),SK 
 
REAL*8 SUM,XM 
INTEGER*4 I 
 
CALL AVER(N,X,XM) 
 
SUM=0. 
DO 10 I=1,N,1 
 SUM=SUM+(X(I)-XM)**3. 
10 CONTINUE 
SK=SUM/N 
 
RETURN 
END 
 

 
Υπορουτίνα υπολογισµού γινοµένου δύο πινάκων 
SUBROUTINE MULTAB(NA,MA,A,NB,MB,B,C) 
INTEGER*4 NA,NB,MA,MB 
REAL*8 A(NA,MA),B(NB,MB),C(NA,MB) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 SUM 
 
IF(MA.NE.NB)THEN 
WRITE(*,*)'CANNOT MULTIPLY MATRIXES' 
STOP 
ENDIF 
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DO 10 I=1,NA,1 
 DO 20 J=1,MB,1 
  SUM=0. 
   DO 30 K=1,NB,1 
    SUM=SUM+A(I,K)*B(K,J) 
   30 CONTINUE 
  C(I,J)=SUM 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού του γινοµένου πίνακα µε διάνυσµα 
SUBROUTINE MULTAX(NA,MA,A,X,Y) 
INTEGER*4 NA,MA 
REAL*8 A(NA,MA),X(MA),Y(NA) 
 
INTEGER*4 I,K 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 I=1,NA,1 
 SUM=0. 
  DO 20 K=1,MA,1 
   SUM=SUM+A(I,K)*X(K) 
  20 CONTINUE 
 Y(I)=SUM 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 

Υπορουτίνα υπολογισµού ανάστροφου πίνακα 
SUBROUTINE TRAN(NA,MA,A,AT) 
INTEGER*4 NA,MA 
REAL*8 A(NA,MA),AT(MA,NA) 
 
DO 10 I=1,NA,1 
 DO 20 J=1,MA,1 
  AT(J,I)=A(I,J) 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα που πραγµατοποιεί αποσύνθεση Cholesky 
SUBROUTINE CHOL(N,C,B) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 C(N,N),B(N,N) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 SUM 
 
! ZEROING THE MATRIX B 
DO 10 I=1,N,1 
 DO 20 J=1,N,1 
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  B(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
! CHECKING IF THE MATRIX IS POSITIVE DEFINED 
IF(C(1,1).LE.0.)THEN 
 WRITE(*,*)'C MATRIX IS NOT POSITIVE DEFINED' 
 STOP 
ENDIF 
 
!CONSTRUCTION OF THE ELEMENT B(1,1) 
B(1,1)=SQRT(C(1,1)) 
 
!CONSTRUCTING ELEMENTS 
DO 30 I=2,N,1 
 
!CONSTRUCTING ELEMENTS B(I,J) 
 DO 40 J=1,I-1,1 
 SUM=0. 
  DO 50 K=1,J-1,1 
   SUM=SUM+B(J,K)*B(I,K) 
  50 CONTINUE 
  B(I,J)=(C(I,J)-SUM)/B(J,J) 
 40 CONTINUE 
 
!CONSTRUCTING ELEMENTS B(I,I) 
 SUM=0. 
 DO 60 K=1,I-1,1 
  SUM=SUM+B(I,K)**2. 
 60  CONTINUE 
 B(I,I)=C(I,I)-SUM 
  ! CHECKING IF THE MATRIX IS POSITIVE DEFINED 
  IF(B(I,I).LE.0.)THEN 
   WRITE(*,*)'C MATRIX IS NOT POSITIVE DEFINED' 
   STOP 
  ENDIF 
 B(I,I)=SQRT(B(I,I)) 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 

Υπορουτίνα υπολογισµού τυχαίων αριθµών που ακολουθούν κατανοµή Γάµα µε 

µηδενική µέση τιµή, µοναδιαία τυπική απόκλιση και δεδοµένο συντελεστή 

ασυµµετρίας 

 
SUBROUTINE GAMA(M3,G) 
REAL*8 M3,G 
 
REAL*8 L,K,C,R(1) 
 
L=2./M3 
K=L**2. 
C=-L 
 
CALL DRNGAM(1,K,R) 
G=R(1) 
G=G/L+C 
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RETURN 
END 
  
 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται το αρχείο δεδοµένων HISTORIC.TXT που 

περιέχει τις ιστορικές χρονοσειρές όπως αυτές χρησιµοποιήθηκαν από το πρόγραµµα. 

Επισηµαίνεται ότι από τις ιστορικές χρονοσειρές των µηνιαίων τιµών των δύο 

υδρολογικών µεταβλητών χρησιµοποιήθηκαν µόνο οι τιµές της κοινής περιόδου του 

ιστορικού δείγµατος δηλαδή οι µηνιαίες τιµές των ετών 1907-1908 ως και 1997-1998.  

 
 
Αρχείο δεδοµένων 
14.8 15.6 16.9 20.4 16.6 17.3 12.3 5.4 2.9 1.3 2.1 4.4 
14.1 13.0 44.1 58.3 37.1 30.9 33.6 14.0 12.0 2.6 1.4 6.1 
7.6 10.0 13.2 19.5 53.5 38.7 34.5 19.4 16.1 0.6 2.5 7.0 
10.6 13.0 16.2 19.4 13.9 20.8 19.9 11.5 9.0 2.9 4.0 10.2 
9.3 28.0 21.7 36.5 34.7 25.3 19.6 16.6 7.7 5.5 2.6 6.6 
9.2 33.6 49.9 21.8 45.5 80.5 38.5 17.1 13.9 3.4 3.9 6.9 
24.7 14.0 18.6 43.4 22.3 23.1 13.6 4.9 5.2 3.6 3.3 9.1 
9.8 31.3 28.0 47.3 40.3 39.3 32.2 18.2 7.1 3.6 2.3 10.1 
14.9 12.4 12.9 13.1 18.5 15.9 4.6 8.2 1.8 0.6 0.8 3.3 
6.7 7.8 8.9 10.5 15.1 12.3 1.4 0.6 0.5 0.4 0.4 1.2 
5.7 8.3 10.6 13.0 19.5 28.7 21.5 4.9 2.9 1.3 2.1 4.5 
9.3 26.8 37.5 53.0 62.1 50.4 33.0 26.3 16.6 3.2 1.4 11.7 
12.1 16.7 21.7 20.2 19.8 38.7 19.2 12.9 12.3 0.2 1.3 6.0 
23.9 55.2 65.1 56.1 50.2 38.8 27.3 19.7 13.4 3.8 2.8 10.6 
22.0 37.0 81.5 81.2 56.7 40.4 23.7 14.7 8.6 1.3 0.7 5.9 
10.0 23.6 22.2 49.9 34.8 37.8 30.6 32.7 22.6 7.3 2.9 8.5 
10.6 12.2 17.1 34.1 44.0 33.7 20.3 8.4 6.6 0.3 0.0 5.6 
8.6 39.5 31.1 22.9 31.5 46.2 34.1 22.9 14.1 4.9 0.0 4.0 
10.4 10.7 16.1 27.4 24.0 35.1 14.9 1.5 3.1 0.0 0.0 2.3 
7.1 6.7 10.6 24.9 25.5 29.0 19.8 5.7 0.0 0.0 0.0 2.3 
19.8 16.4 29.9 56.7 63.5 74.7 57.7 22.2 11.2 1.2 0.0 3.5 
17.9 26.7 40.8 36.8 50.2 49.6 31.9 13.7 10.4 1.3 0.0 13.9 
13.9 28.1 21.2 24.0 52.0 54.0 34.6 19.9 11.0 10.2 0.0 5.8 
11.5 12.2 20.0 39.7 59.4 42.1 61.5 24.3 17.5 0.1 0.0 8.5 
11.5 10.7 32.9 31.7 29.3 70.5 40.1 13.2 3.8 0.6 0.5 8.9 
11.2 17.8 14.2 24.6 36.3 21.6 19.2 11.3 11.6 1.9 3.6 8.9 
7.9 7.7 25.6 37.5 55.4 56.1 28.5 9.5 13.0 3.4 0.8 4.8 
8.4 11.1 22.6 44.0 38.8 32.7 19.3 9.2 6.3 0.6 0.0 2.0 
5.9 11.6 34.2 26.3 30.9 13.7 8.7 19.3 7.2 5.2 0.1 4.0 
9.5 15.7 30.8 19.8 34.4 18.9 16.5 9.8 4.4 0.9 0.0 6.0 
19.3 18.7 40.4 46.8 78.2 46.7 85.3 38.9 12.7 3.6 1.6 12.6 
15.6 13.8 40.6 42.3 26.2 86.3 46.0 17.2 22.0 8.2 0.0 9.7 
12.1 11.9 20.2 56.4 35.8 31.9 24.3 26.1 14.5 3.6 6.1 9.9 
10.3 9.4 33.7 41.8 39.0 27.4 14.9 34.0 29.4 24.8 15.1 9.5 
16.5 18.8 18.9 35.5 67.7 58.2 34.8 13.0 10.8 6.7 4.3 10.5 
14.5 20.9 15.2 15.8 14.1 18.8 13.2 15.8 4.5 3.8 3.8 11.3 
10.8 16.8 14.2 25.0 34.1 31.2 25.6 13.7 6.5 3.8 6.9 10.2 
10.7 11.3 20.7 38.9 27.5 31.7 25.1 10.8 3.4 1.3 1.3 11.4 
11.4 21.9 35.4 64.2 31.4 34.7 28.7 17.7 2.3 2.2 1.9 9.0 
12.8 14.7 48.8 70.9 66.5 34.2 17.0 13.0 11.6 3.6 4.6 12.3 
13.7 20.6 27.5 18.6 18.8 22.9 23.2 17.1 7.1 4.7 4.6 9.3 
10.8 11.7 18.7 24.6 30.6 32.8 24.3 12.8 11.4 0.0 7.2 11.6 
14.5 21.5 16.3 21.7 20.6 38.1 27.5 17.0 5.1 5.1 6.8 11.0 
11.7 12.1 16.5 26.8 23.4 24.9 16.2 6.6 6.7 7.0 3.4 6.8 
21.6 32.1 21.5 39.4 39.4 23.7 13.4 9.7 5.9 2.9 0.0 6.3 
7.5 7.7 17.4 28.7 18.3 18.5 14.5 8.9 7.8 0.0 0.0 6.7 
11.2 29.3 15.6 31.2 44.4 36.9 26.6 13.9 5.5 3.8 5.0 7.7 
9.8 13.1 32.9 28.9 13.6 20.0 27.6 14.0 4.1 0.0 6.1 9.6 
19.1 21.5 16.9 24.2 82.2 65.5 33.0 13.5 8.3 0.0 0.0 9.6 
9.8 9.7 11.9 16.2 12.8 16.4 6.6 6.2 6.2 19.4 0.0 7.6 
24.2 42.0 31.8 35.9 19.2 28.5 22.0 11.3 8.1 0.0 9.7 28.0 
12.7 21.5 24.4 25.8 19.8 30.5 22.4 16.8 8.0 0.0 7.9 10.4 
12.3 17.2 17.8 33.3 28.3 33.8 22.5 13.9 4.6 0.0 1.1 11.3 
11.5 11.3 18.5 19.3 20.0 48.6 18.1 9.9 1.0 0.0 0.0 3.6 
10.7 10.8 16.3 12.5 18.8 22.5 7.1 0.0 0.0 0.0 0.0 4.2 
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13.3 24.7 91.1 49.0 66.9 45.3 27.9 21.3 6.9 0.0 0.0 6.9 
21.7 17.2 24.6 34.0 33.4 41.1 22.7 8.3 0.0 0.0 0.0 9.5 
10.6 8.7 13.3 28.5 36.8 40.1 25.7 15.2 8.3 2.8 2.0 5.7 
9.2 9.4 9.0 23.4 11.5 37.7 23.7 12.7 7.2 2.2 1.8 6.8 
9.0 16.5 23.4 21.3 20.4 30.0 21.5 9.8 4.7 1.4 2.3 7.6 
14.9 17.7 28.2 31.1 32.5 34.2 19.5 9.6 5.2 1.5 1.5 7.6 
19.6 23.5 104.9 75.3 37.6 46.4 30.4 13.1 0.0 0.0 5.1 13.9 
16.3 15.4 26.4 28.0 20.0 31.7 10.7 12.9 0.0 0.0 0.0 9.2 
12.7 13.0 13.2 24.0 24.1 46.7 30.7 11.6 0.0 0.0 0.0 11.5 
13.8 19.6 18.6 48.9 43.2 42.1 34.5 27.0 0.0 0.0 4.1 11.3 
16.4 25.4 14.4 32.8 31.3 35.4 25.7 0.0 6.8 0.0 0.0 0.0 
0.0 14.8 22.4 25.6 34.9 53.8 29.3 12.8 0.0 0.0 0.0 11.8 
19.9 18.2 18.9 20.6 25.9 27.6 5.3 0.0 0.0 0.0 0.0 6.5 
13.7 15.0 29.7 25.7 45.5 33.0 28.6 7.3 0.0 0.0 0.0 3.4 
9.6 12.1 12.3 10.3 1.8 8.4 8.1 2.8 2.5 0.5 1.1 5.8 
2.4 3.8 14.4 34.1 38.5 23.9 15.7 4.9 0.1 0.0 0.0 3.0 
7.7 9.3 22.2 19.6 18.4 13.9 6.8 3.8 0.4 0.0 0.0 3.9 
14.5 23.3 19.6 32.4 26.1 47.9 25.8 17.4 4.8 0.0 0.0 5.1 
21.5 16.0 28.2 58.7 51.4 31.8 25.6 8.1 1.8 0.7 2.0 8.9 
9.7 11.1 15.8 13.5 28.0 48.7 45.1 28.1 11.5 2.1 3.2 6.5 
7.5 11.5 17.0 14.2 14.2 21.7 5.8 2.5 4.1 0.2 0.0 0.0 
3.8 6.5 27.0 22.4 34.8 39.3 40.9 18.3 2.2 1.9 1.8 6.1 
6.0 10.1 13.9 52.8 22.9 33.5 26.2 9.0 3.6 0.0 0.3 3.2 
9.2 13.6 15.9 14.1 20.6 21.5 9.7 5.2 1.1 0.0 0.0 1.0 
9.2 11.1 10.2 22.3 20.4 40.8 37.5 19.3 3.7 0.0 0.0 2.0 
6.5 9.6 9.9 11.6 21.4 34.1 15.2 5.1 0.5 0.0 0.0 0.4 
3.7 9.4 22.4 13.7 9.1 26.7 11.6 1.8 0.0 0.0 0.0 0.0 
4.3 5.4 6.7 7.6 4.7 1.2 0.0 0.0 0.0 0.0 1.4 2.7 
3.6 5.5 19.2 21.3 19.4 28.0 24.5 12.4 1.6 0.0 0.0 3.0 
5.6 7.9 10.2 10.6 11.8 13.8 6.9 2.1 0.4 0.0 0.0 1.7 
4.0 5.2 6.2 7.8 8.6 9.4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
0.8 3.6 5.3 13.2 38.1 22.1 12.7 4.1 0.0 0.0 0.0 0.0 
10.2 10.7 13.6 30.4 19.2 25.1 18.9 2.8 0.0 0.0 0.0 1.1 
5.6 7.7 15.9 23.8 38.8 35.9 22.8 5.4 5.6 0.1 0.0 2.6 
6.0 7.6 9.4 41.0 13.6 23.5 18.7 10.3 0.4 0.0 0.0 0.9 
4.8 10.6 19.4 11.8 14.7 20.7 20.2 13.9 2.0 0.7 0.0 0.0 
*************************************************************************************** 
0.0 115.2 66.3 58.8 37.9 38.0 6.3 23.6 0.0 15.0 5.1 118.0 
60.5 79.7 227.5 80.6 58.5 27.4 38.9 84.7 10.7 0.0 5.5 72.6 
46.4 56.1 61.4 130.0 145.8 92.8 40.2 88.1 37.1 1.5 20.8 55.4 
22.6 76.7 95.1 58.3 48.8 51.7 87.6 70.4 74.4 20.9 23.4 105.6 
4.1 138.2 98.1 59.1 97.5 40.2 33.0 33.3 61.2 17.5 0.0 2.5 
30.4 209.1 121.3 43.1 198.2 55.9 7.4 20.0 15.9 0.0 7.8 24.1 
94.3 48.0 133.6 179.8 32.7 22.3 15.0 23.4 23.6 16.0 51.5 1.8 
23.4 235.7 104.1 60.4 129.4 18.3 106.1 12.6 24.9 10.2 9.5 51.7 
46.5 34.1 44.5 79.8 95.3 22.1 43.9 56.7 0.0 0.0 51.1 35.1 
15.0 28.4 59.8 64.8 75.8 24.6 50.2 25.6 16.5 0.0 0.0 8.4 
101.0 100.3 103.0 17.0 123.1 195.6 4.5 24.6 18.3 0.0 17.5 0.0 
269.9 233.8 117.3 179.3 128.4 104.9 6.6 90.6 18.2 0.0 0.8 42.9 
110.4 67.1 103.3 93.1 109.2 47.7 16.8 66.2 23.3 10.9 8.9 0.0 
216.6 160.2 172.0 74.4 113.2 17.3 79.2 20.6 54.5 0.8 0.0 142.4 
65.2 177.2 211.6 114.9 53.1 17.8 8.9 26.4 0.0 0.0 2.0 0.0 
77.7 139.4 97.4 154.0 70.0 61.3 56.9 77.5 167.8 10.2 0.0 1.0 
20.0 39.2 142.7 158.0 79.8 71.7 0.0 29.2 17.6 0.0 7.6 91.0 
103.3 104.0 40.3 30.5 90.6 176.9 43.2 80.8 29.2 46.9 0.0 0.0 
45.5 112.0 31.9 130.4 67.4 39.3 11.4 27.9 6.6 2.3 6.1 3.8 
1.3 46.7 221.5 70.2 81.3 51.6 61.9 19.8 0.0 0.0 5.8 18.0 
237.4 9.4 138.8 331.8 67.3 141.7 34.0 5.8 0.0 0.0 0.0 7.9 
19.7 219.8 99.1 79.2 127.2 37.5 17.1 8.9 4.6 0.0 0.0 124.2 
73.1 112.0 65.5 90.1 233.4 49.4 111.0 87.3 83.5 50.5 0.0 55.6 
70.1 82.9 131.4 92.0 135.6 74.6 77.2 75.0 30.2 0.0 1.3 13.7 
63.5 44.0 210.1 52.8 118.2 159.1 11.2 24.4 26.7 0.0 41.1 0.5 
14.7 60.4 16.6 139.2 78.4 13.5 35.6 37.0 41.8 6.6 6.9 12.7 
44.7 42.6 169.7 138.2 153.4 114.9 18.3 22.4 15.5 11.4 0.0 1.0 
34.4 45.2 114.6 184.9 71.2 99.8 8.4 4.3 20.6 2.5 0.0 0.0 
58.4 56.7 122.5 114.8 98.4 32.0 34.5 69.6 74.8 11.7 1.3 2.0 
47.3 138.6 180.8 51.2 95.9 9.4 46.2 49.0 43.4 13.4 2.5 22.6 
152.2 125.5 152.0 76.0 120.3 53.3 165.6 3.6 0.0 0.0 5.6 36.1 
63.5 30.5 229.1 102.7 52.6 186.3 57.6 8.9 73.6 0.0 20.1 56.6 
24.6 54.2 135.4 139.0 74.6 68.9 53.3 159.1 23.6 6.4 11.3 1.0 
52.6 41.8 172.9 98.5 95.6 32.0 32.3 21.1 5.9 1.5 0.0 13.0 
107.4 105.3 57.8 139.6 126.9 102.6 38.5 2.3 15.2 15.5 4.8 0.0 
91.9 111.9 23.3 56.7 37.0 95.2 33.3 69.3 15.2 0.0 0.0 95.9 
58.8 83.0 46.0 92.1 135.2 66.7 86.3 22.0 3.2 8.6 209.4 0.0 
48.0 2.1 120.7 98.2 49.8 31.0 40.2 0.0 4.1 0.0 15.1 72.8 
36.2 154.6 159.5 193.2 24.9 95.9 41.4 33.1 13.9 5.7 0.5 5.3 
42.2 32.7 271.0 145.0 67.0 8.0 11.0 2.0 7.0 1.0 20.0 20.0 
73.0 113.0 122.0 51.0 119.0 51.0 84.0 27.0 35.0 4.0 0.0 47.0 
15.0 103.0 110.0 86.0 54.0 71.0 29.0 14.0 8.0 18.0 1.0 36.0 
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78.0 100.0 49.0 100.0 35.0 143.0 70.0 35.0 5.0 0.0 2.0 56.0 
30.0 39.0 153.0 152.0 50.0 82.0 6.0 11.0 11.0 3.0 8.0 98.0 
166.0 178.0 94.0 93.0 75.0 51.0 8.0 58.0 16.0 29.0 0.0 21.0 
27.0 141.0 174.0 171.0 30.0 55.0 31.0 77.0 21.0 5.0 10.0 5.0 
160.2 136.1 58.0 155.2 95.1 67.3 51.0 43.4 6.3 0.0 0.0 6.5 
65.9 147.5 144.9 82.9 19.2 72.8 128.4 2.0 12.7 4.8 21.0 76.8 
201.3 160.4 50.1 67.5 181.4 108.6 39.1 13.0 8.6 0.0 0.0 17.5 
18.2 62.7 35.9 118.1 22.6 54.4 29.3 32.9 15.8 1.5 2.5 41.1 
206.0 75.8 97.4 85.9 3.0 91.2 26.8 12.3 42.3 1.3 0.0 119.1 
67.3 127.7 25.6 76.6 24.5 61.4 64.6 20.7 21.8 10.0 4.5 57.6 
91.8 79.7 47.5 126.4 71.4 66.4 43.4 42.2 24.3 8.9 22.7 44.7 
13.6 43.9 194.3 95.5 50.9 154.2 24.3 13.0 11.0 4.6 4.1 0.4 
37.7 60.7 139.5 37.0 117.0 156.0 7.0 25.0 1.0 0.0 0.0 126.0 
174.0 159.0 155.0 38.3 70.4 72.2 31.7 72.2 40.6 16.4 1.8 0.7 
234.0 52.1 38.1 162.7 43.5 60.5 8.5 16.0 50.0 1.0 3.0 56.0 
20.5 6.5 86.0 125.0 110.0 87.8 34.2 55.9 35.1 5.1 9.6 0.0 
37.1 31.6 55.2 109.3 11.5 152.2 30.9 36.5 36.1 0.0 11.3 32.4 
20.1 120.9 101.5 38.5 57.8 83.0 43.5 13.7 15.1 3.5 61.7 39.6 
137.2 67.1 124.3 81.1 82.7 69.0 19.4 21.9 26.6 0.0 5.3 60.4 
164.9 113.3 216.9 80.6 20.8 94.3 25.0 0.0 0.8 0.0 0.0 14.5 
1.5 40.6 192.6 43.1 41.5 84.8 1.9 69.4 28.8 27.8 1.7 32.3 
85.7 12.0 76.0 52.0 84.3 98.7 24.2 11.8 6.7 18.0 51.3 29.6 
112.5 61.3 69.7 181.4 82.2 24.5 113.9 27.3 8.1 22.3 15.6 20.7 
111.1 25.7 33.7 123.3 53.2 35.5 12.2 2.7 36.4 19.9 6.1 54.5 
58.1 53.6 70.6 97.0 119.7 89.6 31.8 44.7 12.2 0.0 0.3 6.2 
21.9 112.2 28.1 87.3 148.2 26.4 7.9 27.1 57.3 4.0 20.0 10.2 
18.6 70.7 169.4 78.6 187.0 52.5 52.8 15.8 7.2 2.3 14.5 0.2 
75.5 59.2 59.6 13.0 7.3 22.0 39.7 1.1 33.7 0.0 1.4 21.1 
27.0 49.1 178.4 145.3 76.5 53.3 48.2 10.5 1.2 0.0 8.1 63.5 
63.7 46.1 168.9 42.1 60.1 26.7 34.3 38.9 1.7 25.3 41.9 16.8 
224.1 148.7 49.4 75.1 86.2 117.8 71.9 39.5 22.6 0.0 2.9 17.3 
118.4 33.6 141.1 212.4 53.5 5.7 53.7 8.4 0.0 0.0 15.2 28.7 
43.4 101.4 81.5 74.8 122.4 114.1 120.7 39.3 9.6 1.5 2.3 3.7 
43.3 119.5 39.4 21.1 94.6 45.0 2.9 22.6 94.4 4.8 11.2 0.0 
14.0 66.0 168.6 86.8 89.7 92.1 125.2 10.0 0.5 6.0 32.4 1.9 
0.8 81.7 108.2 125.3 37.6 80.3 29.5 8.6 1.1 1.4 0.0 10.7 
62.5 94.5 53.2 38.6 86.2 26.9 6.3 61.7 10.4 0.2 0.0 0.3 
110.9 15.3 62.8 54.6 58.4 89.7 89.9 5.3 10.8 5.8 15.9 0.0 
86.2 70.1 55.7 64.4 58.4 65.0 21.8 11.7 12.6 0.0 0.0 9.2 
50.5 157.1 130.7 5.0 25.3 69.1 11.0 25.9 3.3 12.5 0.0 5.3 
70.6 37.5 63.2 5.9 23.0 28.6 26.4 15.9 9.5 3.3 73.7 8.0 
38.4 96.0 135.5 137.4 65.9 97.8 99.7 53.5 0.1 3.7 64.8 0.4 
61.4 69.5 127.7 32.1 64.0 48.9 17.9 45.6 33.4 3.4 6.2 0.8 
46.6 30.9 7.0 44.0 66.9 23.6 16.6 111.7 0.4 0.6 0.4 0.9 
0.0 195.7 19.4 165.3 204.5 37.8 33.3 49.8 0.5 36.2 1.5 0.0 
146.3 83.6 83.9 117.5 5.8 88.2 33.4 9.4 2.3 0.0 0.0 30.7 
31.9 83.5 102.4 84.8 106.2 62.6 21.3 69.4 0.0 2.5 22.9 49.6 
44.6 23.4 50.9 130.9 46.7 102.8 51.1 8.0 5.5 0.0 7.4 0.6 
33.7 44.1 142.4 22.7 20.4 141.3 14.7 61.2 10.1 0.0 0.0 32.2 
**************************************************************************************** 
 

Συντελεστές Hurst χρονοσειρών 

Χρονοσειρά απορροών: Η = 0.784 

Χρονοσειρά βροχοπτώσεων: Η = 0.642 

 
Αριθµός παραµέτρων SMA 

q = 1000 
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Παράρτηµα ΣΤ 
 
 

 Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζονται τα προγράµµατα των µοντέλων PSMA και 

PPSMA που αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο 6 και στο παράρτηµα Α αντίστοιχα. 

Επισηµαίνεται ότι για την εφαρµογή κάθε µοντέλου γίνεται χρήση δύο προγραµµάτων: 

(1) του προγράµµατος προσδιορισµού των παραµέτρων του µοντέλου και (2) του 

προγράµµατος παραγωγής των συνθετικών χρονοσειρών. Το πρόγραµµα του 

προσδιορισµού των παραµέτρων είναι διαφορετικό για κάθε µοντέλο, ενώ το πρόγραµµα 

παραγωγής των συνθετικών χρονοσειρών είναι κοινό και για τα δύο µοντέλα.  

 Ο προσδιορισµός των παραµέτρων των µοντέλων γίνεται µε βελτιστοποίηση και 

συγκεκριµένα µε εφαρµογή της µεθόδου των συζυγών κλίσεων που περιγράφηκε στο 

εδάφιο 3.3.6. Οι υπορουτίνες βελτιστοποίησης, ελήφθησαν αρχικά από το βιβλίο  (Press 

et al., 1992) και στην συνέχεια τροποποιήθηκαν κατάλληλα από τον συγγραφέα ώστε να 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για βελτιστοποίηση των παραµέτρων του εκάστοτε 

µοντέλου. Στην συνέχεια παρουσιάζονται, τόσο τα προγράµµατα βελτιστοποίησης όσο 

και το πρόγραµµα παραγωγής των συνθετικών χρονοσειρών. 

 

 

ΣΤ.1 Πρόγραµµα βελτιστοποίησης παραµέτρων µοντέλου PSMA 
 

Λειτουργία προγράµµατος 

 Αρχικά τοποθετούµε στο αρχείο PARAMETERS.TXT τα απαραίτητα δεδοµένα 

για την βελτιστοποίηση των παραµέτρων του µοντέλου1. Στην συνέχεια τοποθετούµε στα 

αρχεία VARXS.TXT, COVXS.TXT, M3XS.TXT, M3ET.TXT και COVET.TXT τα 

στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος που θέλουµε να αναπαράγουµε 

συνθετικά. Στο αρχείο VARXS.TXT, τοποθετούµε τις 12 σε αριθµό διασπορές των 

µηνών του ιστορικού δείγµατος ξεκινώντας από τον µήνα Οκτώβριο. Στο αρχείο 

COVXS.TXT, τοποθετούµε τις 12 σε αριθµό συνδιασπορές των µηνών για µοναδιαίο 

βήµα χρονικής µετατόπισης ξεκινώντας από την συνδιασπορά του µήνα Οκτωβρίου µε 

τον µήνα Σεπτέµβριο. Στο αρχείο M3XS.TXT, τοποθετούµε τις 12 σε αριθµό τρίτες 

ροπές των µηνών ξεκινώντας µε την τρίτη ροπή του Οκτωβρίου. Στο αρχείο M3ET.TXT 

τοποθετούµε την ετήσια τρίτη ροπή της ιστορικής χρονοσειράς και στο αρχείο 

                                                 
1 στο τέλος της ενότητας ΣΤ.1 παρατίθεται η µορφή του εν λόγω αρχείου 



 232

COVET.TXT τις n+1 σε αριθµό αυτοσυνδιασπορές (δηλαδή γp = Cov[Ζi, Ζi-p] , p = 0, …, 

n) της ετήσιας χρονοσειράς βάσει κάποιου θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος (π.χ. 

FGN). Ακολούθως τοποθετούµε στο αρχείο PINITIAL.TXT το αρχικό διάνυσµα ζ = 

[α0
1, α1

1, …, αq
1, α0

2, α1
2, …, αq

2, …, …, α0
12, α1

12, …, αq
12, ξv]T διαστάσεως 12(q+1)+1, 

του οποίου τα στοιχεία λαµβάνονται τυχαία. 

 Μετά την εκτέλεσή του, το πρόγραµµα παράγει το αρχείο PFINAL.TXT  το 

οποίο περιέχει τις βελτιστοποιηµένες παραµέτρους αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, 12) του 

µοντέλου PSMA και το αρχείο INFO.TXT το οποίο περιέχει τον αριθµό των 

επαναλήψεων που απαιτήθηκαν για την βελτιστοποίηση, καθώς και την τιµή της 

αντικειµενικής συναρτήσεως που επιτεύχθηκε. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο κώδικας, 

σε γλώσσα Fortran, του προγράµµατος βελτιστοποίησης των παραµέτρων του µοντέλου 

PSMA. 

 
 
Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM PSMA 
INTEGER*4 N,K,ITMAX 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L(5) 
 
OPEN(10,FILE='PARAMETERS.TXT') 
 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)N 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)K 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)ITMAX 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)FTOL 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)TOL 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)EPS 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(1) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(2) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(3) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(4) 
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READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(5) 
 
CALL MATR(N,K,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L) 
 
CLOSE(10) 
 
STOP 
END 
 
 
Υπορουτίνα που καλεί την υπορουτίνα βελτιστοποίησης 
SUBROUTINE MATR(N,K,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L) 
INTEGER*4 N,K,ITMAX 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L(5) 
 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET,FRET 
INTEGER*4 I,ITER 
 
OPEN(20,FILE='PINITIAL.TXT') 
OPEN(30,FILE='VARXS.TXT') 
OPEN(40,FILE='M3XS.TXT') 
OPEN(50,FILE='COVXS.TXT') 
OPEN(60,FILE='COVET.TXT') 
OPEN(70,FILE='M3ET.TXT') 
OPEN(80,FILE='PFINAL.TXT') 
OPEN(90,FILE='INFO.TXT') 
!READING FROM FILES 
DO 10 I=1,12*(N+1)+1,1 
 READ(20,*)P(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,12,1 
 READ(30,*)VARXS(I) 
 READ(40,*)M3XS(I) 
 READ(50,*)COVXS(I) 
20 CONTINUE 
 
DO 30 I=1,K+1,1 
 READ(60,*)COVET(I) 
30 CONTINUE 
 
READ(70,*)M3ET 
 
CALL FRPRMN(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,FTOL,ITER,FRET, 
ITMAX,EPS,TOL) 
 
DO 40 I=1,12*(N+1)+1,1 
 WRITE(80,*)P(I) 
40 CONTINUE 
 
WRITE(90,*)'minF(X)=',FRET 
WRITE(90,*)'NUMBER OF INTERATIONS=',ITER 
 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
CLOSE(40) 
CLOSE(50) 
CLOSE(60) 
CLOSE(70) 
CLOSE(80) 
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CLOSE(90) 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα βελτιστοποίησης µε την µέθοδο των συζυγών κλίσεων 
SUBROUTINE FRPRMN(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,FTOL, 
ITER,FRET,ITMAX,EPS,TOL) 
 
INTEGER*4 N,K,ITMAX,ITER 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET 
REAL*8 FRET,FTOL,EPS,TOL 
REAL*8 FUNC 
 
INTEGER*4 ITS,J 
REAL*8 DGG,FP,GAM,GG,G(12*(N+1)+1),H(12*(N+1)+1),XI(12*(N+1)+1) 
 
FP=FUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET) 
CALL DFUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI) 
 
DO 10 J=1,12*(N+1)+1,1 
 G(J)=-XI(J) 
 H(J)=G(J) 
 XI(J)=H(J) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 ITS=1,ITMAX,1 
  
 ITER=ITS 
  
 CALL DLINMIN(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,FRET,TOL) 
 
 WRITE(*,*)'INTERATION:',ITER 
 WRITE(*,*)'F(X)=',FRET 
 
 !NORMAL RETURN 
 IF(2.*DABS(FRET-FP).LE.FTOL*(DABS(FRET)+DABS(FP)+EPS))THEN 
  RETURN 
 ENDIF 
 
 FP=FRET 
 CALL DFUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI) 
 GG=0. 
 DGG=0. 
  DO 30 J=1,12*(N+1)+1,1 
   GG=GG+G(J)**2. 
  ! DGG=DGG+XI(J)**2. !FOR FLETCHER-REEVES 
   DGG=DGG+(XI(J)+G(J))*XI(J)!FOR POLAK-RIBIERE 
  30 CONTINUE 
  IF(GG.EQ.0.)THEN 
   RETURN !IF GRADIENT IS EXACTLY ZERO (NOT VERY COMMON) 
  ENDIF 
  GAM=DGG/GG 
  DO 40 J=1,12*(N+1)+1,1 
   G(J)=-XI(J) 
   H(J)=G(J)+GAM*H(J) 
   XI(J)=H(J) 
  40 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
PAUSE 'MAXIMUM ITERATIONS OF SUBROUTINE "FRPRMN" EXCEEDED' 
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RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνες ελαχιστοποιήσεως συναρτήσεων µίας µεταβλητής 
SUBROUTINE DLINMIN(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,FRET,TOL) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET, 
XI(12*(N+1)+1) 
REAL*8 FRET,TOL 
 
REAL*8 DBRENT 
INTEGER*4 J,NCOM 
REAL*8 AX,BX,FA,FB,FX,XMIN,XX,PCOM(12*(N+1)+1),XICOM(12*(N+1)+1) 
 
AX=0. 
XX=1. 
CALL MNBRAK(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX,XX,BX,FA,FX,FB) 
!write(*,*)ax,xx,bx 
!write(*,*)fa,fx,fb 
FRET=DBRENT(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX,XX,BX,TOL,XMIN)  
!write(*,*)xmin 
DO 10 J=1,12*(N+1)+1,1 
 P(J)=P(J)+XMIN*XI(J) 
10 CONTINUE 
WRITE(*,*)XMIN 
RETURN 
END 
 
 
SUBROUTINE MNBRAK(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX,BX,CX, 
FA,FB,FC) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12), 
M3ET,XI(12*(N+1)+1) 
REAL*8 AX,BX,CX,FA,FB,FC 
REAL*8 GOLD,GLIMIT,TINY 
 
PARAMETER (GOLD=1.618034,GLIMIT=100.,TINY=1.E-10) 
 
REAL*8 F1DIM 
REAL*8 DUM,FU,Q,R,U,ULIM 
 
FA=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,AX,XI) 
FB=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,BX,XI) 
 
 IF(FB.GT.FA)THEN 
  DUM=AX 
  AX=BX 
  BX=DUM 
  DUM=FB 
  FB=FA 
  FA=DUM 
  ENDIF 
CX=BX+GOLD*(BX-AX) 
FC=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,CX,XI) 
write(*,*)fa,fb,fc 
10 CONTINUE 
 IF(FB.GE.FC)THEN 
  R=(BX-AX)*(FB-FC) 
  Q=(BX-CX)*(FB-FA) 
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 U=BX-((BX-CX)*Q-(BX-AX)*R)/(2.*DSIGN(DMAX1(DABS(Q-R),TINY),Q-R)) 
  ULIM=BX+GLIMIT*(CX-BX) 
   IF((BX-U)*(U-CX).GT.0.)THEN 
    
 FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI)  
 IF(FU.LT.FC)THEN   
 AX=BX     
 FA=FB     
 BX=U     
 FB=FU     
 RETURN    
 ELSE IF(FU.GT.FB)THEN   
 CX=U     
 FC=FU 
 RETURN 
 ENDIF 
 U=CX+GOLD*(CX-BX)   
 FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
  ELSE IF((CX-U)*(U-ULIM).GT.0.)THEN 
   FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI)  
  IF(FU.LT.FC)THEN   
   BX=CX   
   CX=U   
   U=CX+GOLD*(CX-BX) 
   FB=FC 
   FC=FU 
   FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   ENDIF 
   ELSE IF((U-ULIM)*(ULIM-CX).GE.0.)THEN 
   U=ULIM 
   FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   ELSE 
   U=CX+GOLD*(CX-BX) 
   FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   ENDIF 
   AX=BX 
   BX=CX 
   CX=U 
   FA=FB 
   FB=FC 
   FC=FU 
  GOTO 10 
 ENDIF 
RETURN 
END 
 
 
FUNCTION DBRENT(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX,BX,CX,TOL, 
XMIN) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12), 
M3ET,XI(12*(N+1)+1) 
REAL*8 AX,BX,CX,TOL,XMIN 
    
INTEGER*4 ITMAX 
REAL*8 ZEPS 
PARAMETER (ITMAX=1000,ZEPS=1.E-20) 
    
REAL*8 F1DIM,DF1DIM,DBRENT 
INTEGER*4 ITER  
REAL*8 A,B,D,D1,D2,DU,DV,DW,DX,E,FU,FV,FW,FX,OLDE,TOL1,TOL2,U,U1,U2,V, 
W,X,XM 
LOGICAL OK1,OK2 
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  A=DMIN1(AX,CX) 
   B=DMAX1(AX,CX) 
   V=BX 
   W=V 
   X=V 
   E=0. 
   FX=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
   FV=FX 
   FW=FX 
   DX=DF1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
   DV=DX 
   DW=DX 
 
   DO 10 ITER=1,ITMAX,1 
  XM=0.5*(A+B) 
  TOL1=TOL*DABS(X)+ZEPS 
  TOL2=2.*TOL1 
  
   IF(DABS(X-XM).LE.(TOL2-0.5*(B-A)))GOTO 3 
   IF(DABS(E).GT.TOL1) THEN 
    D1=2.*(B-A) 
    D2=D1 
     IF(DW.NE.DX)D1=(W-X)*DX/(DX-DW) 
     IF(DV.NE.DX)D2=(V-X)*DX/(DX-DV) 
    U1=X+D1 
    U2=X+D2 
   OK1=(((A-U1)*(U1-B).GT.0.).AND.(DX*D1.LE.0.)) 
   OK2=(((A-U2)*(U2-B).GT.0.).AND.(DX*D2.LE.0.)) 
    OLDE=E 
    E=D 
    IF(.NOT.(OK1.OR.OK2))THEN 
    GOTO 1 
    ELSE IF(OK1.AND.OK2)THEN 
    IF(DABS(D1).LT.DABS(D2))THEN 
    D=D1 
    ELSE 
    D=D2 
    ENDIF 
    ELSE IF(OK1)THEN 
    D=D1 
    ELSE 
    D=D2 
    ENDIF 
   IF(DABS(D).GT.DABS(0.5*OLDE))GOTO 1 
    U=X+D 
   IF((U-A.LT.TOL2).OR.(B-U.LT.TOL2))D=DSIGN(TOL1,XM-X) 
    GOTO 2 
   ENDIF 
   1 CONTINUE 
   IF(DX.GE.0.)THEN 
   E=A-X 
   ELSE 
   E=B-X 
   ENDIF 
   D=0.5*E 
   2 CONTINUE 
   IF(DABS(D).GE.TOL1)THEN 
    U=X+D 
   FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   ELSE 
    U=X+DSIGN(TOL1,D) 
   FU=F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
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    IF(FU.GT.FX)GOTO 3 
   ENDIF 
   DU=DF1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   IF(FU.LE.FX)THEN 
    IF(U.GE.X)THEN 
    A=X 
    ELSE 
    B=X 
    ENDIF 
    V=W 
    FV=FW 
    DV=DW 
    W=X 
    FW=FX 
    DW=DX 
    X=U 
    FX=FU 
    DX=DU 
    ELSE 
    IF(U.LT.X)THEN 
    A=U 
    ELSE 
    B=U 
    ENDIF 
    IF((FU.LE.FW).OR.(W.EQ.X))THEN 
    V=W 
    FV=FW 
    DV=DW 
    W=U 
    FW=FU 
    DW=DU 
   ELSE IF((FU.LE.FV).OR.(V.EQ.X).OR.(V.EQ.W))THEN 
    V=U 
    FV=FU 
    DV=DU 
    ENDIF 
   ENDIF 
 10 CONTINUE 
WRITE(*,*)'SUBROUTINE DBRENT EXCEEDED MAXIMUM ITERATIONS' 
3 CONTINUE  
XMIN=X 
DBRENT=FX 
 
RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνες αντικειµενικής συναρτήσεως 
FUNCTION F1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 
P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET,X,XI(12
*(N+1)+1) 
REAL*8 FUNC,F1DIM 
 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(12*(N+1)+1) 
 
DO 10 J=1,12*(N+1)+1,1 
 XT(J)=P(J)+X*XI(J) 
10 CONTINUE 
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F1DIM=FUNC(N,K,XT,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET) 
 
RETURN 
END 
 
 
 
FUNCTION FUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 FUNC 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET 
 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),NORM(5),XV 
INTEGER*4 I 
 
REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12),MTH4(K+1),MTH5 
 
!EXTERNAL SUBROUTINES:KATAT,TH1,TH2,TH3,TH4,TH5 
 
!FILLING NORM WITH ZEROS 
DO 10 I=1,5,1 
 NORM(I)=0. 
10 CONTINUE 
  
! FIXING THE PSMA ARRAY OF FACTORS AND SUMS 
 CALL KATAT(N,P,PFAC) 
 
!SKEWNESS OF WHITE NOISE 
 XV=P(12*(N+1)+1) 
 
!CALCULATING NORMA OF VARIANCES 
 !CALCULATING MATRIX [è1(J)-è1]->(12,1) 
  CALL TH1(N,PFAC,VARXS,MTH1) 
  DO 20 I=1,12,1 
   NORM(1)=NORM(1)+MTH1(I)**2. 
  20 CONTINUE 
 
!CALCULATING NORMA OF MONTHLY M3 
 !CALCULATING MATRIX [è2(J)-è2]->(12,1)  
  CALL TH2(N,PFAC,XV,M3XS,MTH2) 
  DO 30 I=1,12,1 
   NORM(2)=NORM(2)+MTH2(I)**2. 
  30 CONTINUE 
  
 !CALCULATING NORMA OF COVARIANCES AMONG MONTHS 
  !CALCULATING MATRIX [è3(J)-è3]->(12,1) 
   CALL TH3(N,PFAC,COVXS,MTH3) 
  DO 40 I=1,12,1 
   NORM(3)=NORM(3)+MTH3(I)**2. 
  40 CONTINUE 
  
  !CALCULATING NORMA OF COVARIANCES AMONG YEARS 
  !CALCULATING MATRIX [è4(J)-è4]->(K+1,1) 
  CALL TH4(N,K,PFAC,COVET,MTH4) 
  DO 50 I=1,K+1,1 
   NORM(4)=NORM(4)+MTH4(I)**2. 
  50 CONTINUE 
 
   !CALCULATING NORMA OF YEAR M3 
      !CALCULATING [è4(J)-è4]->(1,1) 
   CALL TH5(N,PFAC,XV,M3ET,MTH5) 
   NORM(5)=DABS(MTH5)**2. 



 240

 
    !CALCULATING VALUE OF FUNC 
 FUNC=0. 
 DO 60 I=1,5,1 
  FUNC=FUNC+L(I)*NORM(I) 
 60 CONTINUE 
  
 RETURN 
 END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR GENERATING MATRIX PFAC 
 SUBROUTINE KATAT(N,P,PFAC) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 P(12*(N+1)+1),PFAC(2*N+12,13) 
 
 INTEGER*4 I,J 
 
 ! FILLING PFAC WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,2*N+12,1 
  DO 20 J=1,13,1 
   PFAC(I,J)=0. 
  20 CONTINUE 
 10 CONTINUE 
 
  !FIXING PFAC WITH ELLEMENTS 
  DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 J=1,N+1,1 
  PFAC(N+J+(I-1),I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
  PFAC(N-J+I+1,I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
 40 CONTINUE 
  30 CONTINUE 
 
DO 50 J=1,2*N+12,1 
 DO 60 I=1,12,1 
  PFAC(J,13)=PFAC(J,13)+PFAC(J,I) 
 60 CONTINUE 
50 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è1(J)-è1]->(12,1) 
SUBROUTINE TH1(N,PFAC,VARXS,MTH1) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),VARXS(12) 
 
REAL*8 MTH1(12) 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING MATRIX MTH1 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12,1 
 MTH1(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH1 
DO 20 J=1,12,1 
 DO 30 I=1,2*N+12,1 
  MTH1(J)=MTH1(J)+PFAC(I,J)**2. 
 30 CONTINUE 
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 MTH1(J)=MTH1(J)-VARXS(J) 
20 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è2(J)-è2]->(12,1) 
SUBROUTINE TH2(N,PFAC,XV,M3XS,MTH2) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),M3XS(12),XV 
 
REAL*8 MTH2(12) 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING MATRIX MTH2 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12,1 
 MTH2(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH2 
DO 20 J=1,12,1 
 DO 30 I=1,2*N+12,1 
  MTH2(J)=MTH2(J)+PFAC(I,J)**3. 
 30 CONTINUE 
 MTH2(J)=MTH2(J)*XV-M3XS(J) 
20 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è3(J)-è3]->(12,1) 
SUBROUTINE TH3(N,PFAC,COVXS,MTH3) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),COVXS(12) 
 
REAL*8 MTH3(12) 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING MATRIX MTH3 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12,1 
 MTH3(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH3 
DO 20 I=1,2*N,1 
 MTH3(1)=MTH3(1)+PFAC(I+12,12)*PFAC(I,1) 
20 CONTINUE 
MTH3(1)=MTH3(1)-COVXS(1) 
 
DO 30 J=2,12,1 
 DO 40 I=1,2*N+12,1 
  MTH3(J)=MTH3(J)+PFAC(I,J-1)*PFAC(I,J) 
 40 CONTINUE 
 MTH3(J)=MTH3(J)-COVXS(J) 
30 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
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!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è4(J)-è4]->(K+1,1) 
SUBROUTINE TH4(N,K,PFAC,COVET,MTH4) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),COVET(K+1) 
 
REAL*8 MTH4(K+1) 
INTEGER*4 I,J,II 
 
!FILLING MATRIX MTH4 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,K+1,1 
 MTH4(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH4 
II=0 
DO 20 I=0,K,1 
 II=II+1 
 DO 30 J=1,2*N+12-12*I,1 
  MTH4(II)=MTH4(II)+PFAC(J+12*I,13)*PFAC(J,13) 
 30 CONTINUE 
 MTH4(II)=MTH4(II)-COVET(II) 
20 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF [è5(J)-è5]->(1,1) 
SUBROUTINE TH5(N,PFAC,XV,M3ET,MTH5) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),M3ET,XV 
 
REAL*8 MTH5 
INTEGER*4 I 
 
MTH5=0. 
 
!CALCULATING MTH5 
MTH5=0. 
DO 10 I=1,2*N+12,1 
 MTH5=MTH5+PFAC(I,13)**3. 
10 CONTINUE 
MTH5=MTH5*XV 
MTH5=MTH5-M3ET 
 
RETURN  
END 
 
 
Υπορουτίνες υπολογισµού παραγώγου αντικειµενικής συναρτήσεως 
FUNCTION DF1DIM(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET, 
X,XI(12*(N+1)+1) 
REAL*8 DF1DIM 
 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(12*(N+1)+1),DF(12*(N+1)+1) 
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DO 10 J=1,12*(N+1)+1,1 
 XT(J)=P(J)+X*XI(J) 
10 CONTINUE 
 
CALL DFUNC(N,K,XT,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,DF) 
 
DF1DIM=0. 
DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
 DF1DIM=DF1DIM+DF(J)*XI(J) 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
SUBROUTINE DFUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,DF) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8P(12*(N+1)+1),DF(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1), 
M3XS(12),M3ET 
 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),PFAC1(N+1,12),XV 
REAL*8 DNORM1(12*(N+1)+1),DNORM2(12*(N+1)+1),DNORM3(12*(N+1)+1), 
DNORM4(12*(N+1)+1) 
INTEGER*4 J 
 
REAL*8 P1(12,12*(N+1)+1),P2(12,12*(N+1)+1),P3(12,12*(N+1)+1), 
P4(K+1,12*(N+1)+1),P5(12*(N+1)+1) 
REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12),MTH4(K+1),MTH5 
 
!EXTERNAL 
!SUBROUTINES:KATAT,KAT1,CALP1,CALP2,CALP3,CALP4,CALP5,TH1,TH2,TH3,TH4,T
!H5,MULVA 
 
!FILLING DNORM WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12*(N+1)+1,1 
 DNORM1(J)=0. 
 DNORM2(J)=0. 
 DNORM3(J)=0. 
 DNORM4(J)=0. 
 DF(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
  
! FIXING THE PSMA ARRAY OF FACTORS AND SUMS 
 CALL KATAT(N,P,PFAC) 
 CALL KAT1(N,P,PFAC1) 
 
!SKEWNESS OF WHITE NOISE 
 XV=P(12*(N+1)+1) 
 
 !CALCULATING MATRIX P1 (DERIVATIVES OF MONTHLY VARS) 
  CALL CALP1(N,PFAC1,P1) 
 
 !CALCULATING MATRIX P2 (DERIVATIVES OF MONTLY M3) 
 CALL CALP2(N,XV,PFAC1,P2) 
 
 !CALCULATING MATRIX P3 (DERIVATIVES OF MONTHLY COV) 
 CALL CALP3(N,PFAC1,P3) 
 
 !CALCULATING MATRIX P4 (DERIVATIVES OF YEAR AUTOCOV) 
 CALL CALP4(N,K,PFAC1,P4) 
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 !CALCULATING VECTOR P5 (DERIVATIVES OF YEAR M3) 
 CALL CALP5(N,PFAC1,PFAC,XV,P5) 
  
 !CALCULATING MATRIXES MTH1,MTH2,MTH3,MTH4 & VALUE MTH5 
 CALL TH1(N,PFAC,VARXS,MTH1) 
 CALL TH2(N,PFAC,XV,M3XS,MTH2)   
 CALL TH3(N,PFAC,COVXS,MTH3) 
 CALL TH4(N,K,PFAC,COVET,MTH4) 
 CALL TH5(N,PFAC,XV,M3ET,MTH5) 
 
 !CALCULATING VECTOR DF 
 CALL MULVA(12,12*(N+1)+1,MTH1,P1,DNORM1) 
 CALL MULVA(12,12*(N+1)+1,MTH2,P2,DNORM2) 
 CALL MULVA(12,12*(N+1)+1,MTH3,P3,DNORM3) 
 CALL MULVA(K+1,12*(N+1)+1,MTH4,P4,DNORM4) 
 
DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
DF(J)=2.*(L(1)*DNORM1(J)+L(2)*DNORM2(J)+L(3)*DNORM3(J)+L(4)*DNORM4(J)+ 
MTH5*L(5)*P5(J)) 
 
20 CONTINUE 
 
!DF(12*(N+1)+1)=DF(12*(N+1)+1)+2.*(XV-3.5)*100000000. 
RETURN 
END 
 
 
 
 !SUBROUTINE FOR PLACING PSMA FACTORS 
 SUBROUTINE KAT1(N,P,PFAC1) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 P(12*(N+1)+1),PFAC1(N+1,12) 
 
 INTEGER*4 I,J 
  
 !CALCULATING MATRIX PFAC1 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,N+1,1 
  PFAC1(J,I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
 20 CONTINUE 
 10 CONTINUE 
  
 RETURN  
 END 
    
 
 
 !SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P1 (DERIVATIVES OF MONTHLY VARS)  
 SUBROUTINE CALP1(N,PFAC1,P1) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P1(12,12*(N+1)+1) 
 
 INTEGER*4 I,J,K 
 
 !FILLING P1 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P1(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P1->[12,12*(N+1)+1] 
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DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 K=0,N,1 
  J=(I-1)*(N+1)+1+K 
   IF(K.EQ.0)THEN 
    P1(I,J)=2.*PFAC1(K+1,I) 
   ENDIF 
   IF(K.GT.0)THEN 
    P1(I,J)=4.*PFAC1(K+1,I) 
   ENDIF 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE  
 
RETURN  
END 
 
 
 
 !SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P2 (DERIVATIVES OF MONTHLY M3)  
 SUBROUTINE CALP2(N,XV,PFAC1,P2) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P2(12,12*(N+1)+1),XV 
 
 INTEGER*4 I,J,K 
 
 !FILLING P2 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P2(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P2->[12,12*(N+1)+1] 
DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 K=0,N,1 
  J=(I-1)*(N+1)+1+K 
   IF(K.EQ.0)THEN 
    P2(I,J)=3.*XV*PFAC1(K+1,I)**2. 
   ENDIF 
   IF(K.GT.0)THEN 
    P2(I,J)=6.*XV*PFAC1(K+1,I)**2. 
   ENDIF 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
DO 50 I=1,12,1 
 P2(I,12*(N+1)+1)=PFAC1(1,I)**3. 
 DO 60 J=2,N+1,1 
  P2(I,12*(N+1)+1)=P2(I,12*(N+1)+1)+2.*PFAC1(J,I)**3. 
 60 CONTINUE 
50 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P3 (DERIVATIVES OF MONTHLY COV)  
 SUBROUTINE CALP3(N,PFAC1,P3) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P3(12,12*(N+1)+1) 
 
 INTEGER*4 I,J,K 
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 !FILLING P3 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P3(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P3->[12,12*(N+1)+1] 
 
!FIRST ROW OF THE MATRIX 
DO 30 J=1,N+1,1 
 IF(N-J.GE.0)THEN 
  P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(J+1,12) 
 ENDIF 
 IF(J-2.GE.0)THEN 
  P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(IABS(J-2)+1,12) 
 ENDIF 
30 CONTINUE 
 
DO 40 J=11*(N+1)+1,12*(N+1),1 
 K=J-11*(N+1) 
  IF(N-K.GE.0)THEN 
   P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(K+1,1) 
  ENDIF 
  IF(K-2.GE.0)THEN 
   P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(IABS(K-2)+1,1) 
  ENDIF 
40 CONTINUE 
 
!NEXT ROWS OF THE MATRIX 
DO 50 I=2,12,1 
 DO 60 J=(I-2)*(N+1)+1,(I-1)*(N+1),1 
  K=J-(I-2)*(N+1) 
   IF(N-K.GE.0)THEN 
    P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(K+1,I) 
   ENDIF 
   IF(K-2.GE.0)THEN 
   P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(IABS(K-2)+1,I) 
   ENDIF 
 60 CONTINUE 
 
 DO 70 J=(I-1)*(N+1)+1,I*(N+1),1 
  K=J-(I-1)*(N+1) 
   IF(N-K.GE.0)THEN 
    P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(K+1,I-1) 
   ENDIF 
   IF(K-2.GE.0)THEN 
   P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(IABS(K-2)+1,I-1) 
   ENDIF 
 70 CONTINUE 
50 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P4 (DERIVATIVES OF YEAR AUTOCOV)  
 SUBROUTINE CALP4(N,Z,PFAC1,P4) 
 INTEGER*4 N,Z 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P4(Z+1,12*(N+1)+1) 
 
 INTEGER*4 I,J,S,K,L 
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 !FILLING P4 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,Z+1,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P4(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P4->[Z+1,12*(N+1)+1] 
DO 30 I=0,Z,1 
 DO 40 S=1,12,1 
  DO 50 K=0,N,1 
   J=(S-1)*(N+1)+1+K 
    DO 60 L=1,12,1 
     IF(N-IABS(12*I-S+K+L).GE.0)THEN 
      
 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I-S+K+L)+1,L) 
    ENDIF 
    IF(N-IABS(12*I-S-K+L).GE.0)THEN 
     
 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I-S-K+L)+1,L) 
    ENDIF 
    IF(N-IABS(12*I+S-K-L).GE.0)THEN 
     
 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I+S-K-L)+1,L) 
    ENDIF 
    IF(N-IABS(12*I+S+K-L).GE.0)THEN 
     
 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I+S+K-L)+1,L) 
    ENDIF 
   60 CONTINUE 
   IF(K.EQ.0)THEN 
   P4(I+1,J)= P4(I+1,J)/2. 
   ENDIF 
  50 CONTINUE 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING VECTOR P5 (DERIVATIVES OF YEAR M3) 
SUBROUTINE CALP5(N,PFAC1,PFAC,XV,P5) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC1(N+1,12),PFAC(2*N+12,13),XV,P5(12*(N+1)+1) 
 
INTEGER*4 I,S,K,J 
REAL*8 SUM1,SUM2 
 
!FILLING P5 WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12*(N+1)+1,1 
 P5(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING VECTOR P5->(1,12*(N+1)+1) 
DO 20 S=1,12,1 
 DO 30 K=0,N,1 
  J=(S-1)*(N+1)+K+1 
  SUM1=0. 
  SUM2=0. 
   DO 40 I=1,12,1 
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    IF(N-IABS(K-S+I).GE.0)THEN 
     SUM1=SUM1+PFAC1(IABS(K-S+I)+1,I) 
    ENDIF 
     IF(N-IABS(K+S-I).GE.0)THEN 
     SUM2=SUM2+PFAC1(IABS(K+S-I)+1,I) 
    ENDIF 
   40 CONTINUE 
  P5(J)=3.*XV*(SUM1**2.+SUM2**2.) 
   IF(K.EQ.0)THEN 
    P5(J)=P5(J)/2. 
   ENDIF 
 30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
DO 50 I=1,2*N+12,1 
 P5(12*(N+1)+1)=P5(12*(N+1)+1)+PFAC(I,13)**3. 
50 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
Υπορουτίνα πολλαπλασιασµού πίνακα µε διάνυσµα 
SUBROUTINE MULVA(K,N,X,A,Y) 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 X(K),A(K,N),Y(N) 
 
INTEGER I,J 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 J=1,N,1 
 SUM=0. 
 DO 20 I=1,K,1  
  SUM=SUM+X(I)*A(I,J) 
 20 CONTINUE 
 Y(J)=SUM 
10 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
 
Αρχείο ∆εδοµένων PARAMETERS.TXT 
NUMBER OF PSMA FACTORS (q) 
************************* 
120 
NUMBER OF YEAR COVARIANCES TO PRESERVE 
************************************* 
19 
MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS 
**************************** 
200 
CONVERGENCE TOLERANCE OF THE OBJECTIVE FUNCTION 
*********************************************** 
1.e-20 
TOLERANCE FOR LINE MINIMIZATION 
******************************* 
1.e-20 
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CASE OF CONVERGING TO EXACTLY ZERO FUNCTION VALUE 
************************************************* 
1.E-10 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR MONTHLY VARIANCES 
*********************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR MONTHLY BASED SKEWNESS 
**************************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR LAG 1 COVARIANCE   
********************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR HURST COVARIANCES 
*********************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR YEAR BASED SKEWNESS 
************************************************* 
1 
 
 
 
 

ΣΤ.2 Πρόγραµµα βελτιστοποίησης παραµέτρων µοντέλου PPSMA 
 

Λειτουργία προγράµµατος 

 Αρχικά τοποθετούµε στο αρχείο PARAMETERS.TXT τα απαραίτητα δεδοµένα 

για την βελτιστοποίηση των παραµέτρων του µοντέλου2. Στην συνέχεια τοποθετούµε στα 

αρχεία VARXS.TXT, COVXS.TXT, M3XS.TXT, M3ET.TXT και COVET.TXT, τα 

στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος που θέλουµε να αναπαράγουµε 

συνθετικά, καθ’ όµοιο τρόπο µε αυτόν που περιγράφηκε στην ενότητα ΣΤ.1. Ακολούθως 

τοποθετούµε στο αρχείο PARMINI.TXT το αρχικό διάνυσµα β = [β0
1, β1

1, …, βd
1, β0

2, 

β1
2, …, βd

2, …, …, β0
12, β1

12, …, βd
12, ξv]T διαστάσεως 12(d+1)+1, του οποίου τα 

στοιχεία λαµβάνονται τυχαία. Υπενθυµίζεται ότι το πρόγραµµα κάνει την παραδοχή ότι d 

= 48 και c = 24 (βλέπε ενότητα Α.2), οπότε το διάνυσµα β έχει 589 στοιχεία. 

 Μετά την εκτέλεσή του, το πρόγραµµα παράγει το αρχείο PARMFIN.TXT  το 

οποίο περιέχει τις βελτιστοποιηµένες παραµέτρους βl
s (l = 0, …, 48 και s = 1, …, 12) της 

µαθηµατικής εκφράσεως (Α.1), το αρχείο PFINAL.TXT το οποίο περιέχει το διάνυσµα  

ζ = [α0
1, α1

1, …, αq
1, α0

2, α1
2, …, αq

2, …, …, α0
k, α1

k, …, αq
k, ξv]T που προκύπτει για το 

βελτιστοποιηµένο διάνυσµα β συναρτήσει της µαθηµατικής εκφράσεως (Α.1) και το 

αρχείο INFO.TXT το οποίο περιέχει τον αριθµό των επαναλήψεων που απαιτήθηκαν για 

την βελτιστοποίηση, καθώς και την τιµή της αντικειµενικής συναρτήσεως που 

επιτεύχθηκε. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο κώδικας, σε γλώσσα Fortran, του 

                                                 
2 στο τέλος της ενότητας ΣΤ.2 παρατίθεται η µορφή του εν λόγω αρχείου 
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προγράµµατος βελτιστοποίησης των παραµέτρων της µαθηµατικής εκφράσεως (Α.1), 

του µοντέλου PPSMA. 

 

Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM PPSMA 
INTEGER*4 N,K,ITMAX 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L(5) 
 
OPEN(10,FILE='PARAMETERS.TXT') 
 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)N 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)K 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)ITMAX 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)FTOL 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)TOL 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)EPS 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(1) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(2) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(3) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(4) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(5) 
 
CALL MATR(N,K,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L) 
 
CLOSE(10) 
 
STOP 
END 
 

Υπορουτίνα που καλεί την υπορουτίνα βελτιστοποίησης 
SUBROUTINE MATR(N,K,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L) 
INTEGER*4 N,K,ITMAX 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L(5) 
 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET,FRET 
INTEGER*4 I,ITER,NPAR 
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PARAMETER(NPAR=589) 
REAL*8 PARAM(NPAR) 
 
OPEN(20,FILE='PARMINI.TXT') 
OPEN(30,FILE='VARXS.TXT') 
OPEN(40,FILE='M3XS.TXT') 
OPEN(50,FILE='COVXS.TXT') 
OPEN(60,FILE='COVET.TXT') 
OPEN(70,FILE='M3ET.TXT') 
OPEN(80,FILE='PFINAL.TXT') 
OPEN(85,FILE='PARMFIN.TXT') 
OPEN(90,FILE='INFO.TXT') 
!READING FROM FILES 
 
DO 10 I=1,NPAR,1 
 READ(20,*)PARAM(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,12,1 
 READ(30,*)VARXS(I) 
 READ(40,*)M3XS(I) 
 READ(50,*)COVXS(I) 
20 CONTINUE 
 
DO 30 I=1,K+1,1 
 READ(60,*)COVET(I) 
30 CONTINUE 
 
READ(70,*)M3ET 
 
!DO 35 I=1,ITMAX,1 
 
CALL 
FRPRMN(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,FTOL,ITER,FRET,ITMA
X,EPS,TOL) 
WRITE(*,*)I 
35 CONTINUE 
 
!WRITING PARAMETERS 
DO 40 I=1,NPAR,1 
 WRITE(85,*)PARAM(I) 
40 CONTINUE 
 
!PRODUCTING FACTORS FROM PARAMETERS 
CALL PARTOP(NPAR,PARAM,N,P) 
 
!WRITTING FACTORS 
DO 50 I=1,12*(N+1)+1,1 
 WRITE(80,*)P(I) 
50 CONTINUE 
 
WRITE(90,*)'minF(X)=',FRET 
WRITE(90,*)'NUMBER OF INTERATIONS=',ITER 
 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
CLOSE(40) 
CLOSE(50) 
CLOSE(60) 
CLOSE(70) 
CLOSE(80) 
CLOSE(85) 
CLOSE(90) 
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RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνα βελτιστοποίησης µε την µέθοδο των συζυγών κλίσεων 
 SUBROUTINE FRPRMN(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,FTOL, 
 ITER,FRET,ITMAX,EPS,TOL) 
 INTEGER*4 N,K,NPAR,ITMAX,ITER 
 REAL*8 PARAM(NPAR),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET 
 REAL*8 FRET,FTOL,EPS,TOL 
 REAL*8 FUNC 
 
 INTEGER*4 ITS,J,FLAG 
 REAL*8 DGG,FP,GAM,GG,G(NPAR),H(NPAR),XI(NPAR) 
 REAL*8 P(12*(N+1)+1),DF(12*(N+1)+1),CHAN(12*(N+1)+1,NPAR) 
 
 !PRODUCTING FACTORS FROM PARAMETERS 
 CALL PARTOP(NPAR,PARAM,N,P) 
 
 !CALCULATING OBJECTIVE FUNCTION 
 FP=FUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET) 
 
 !CALCULATING VECTOR OF DERIVATIVES (FACTORS)  
 CALL DFUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,DF) 
 
 !CALCULATING MATRIX FOR CONVERTING DERIVATIVES 
 CALL CHANDE(NPAR,PARAM,N,CHAN) 
 
 !MULTIPLICATION OF VECTOR WITH AN ARRAY 
 CALL MULVA(12*(N+1)+1,NPAR,DF,CHAN,XI) 
 
 DO 10 J=1,NPAR,1 
 G(J)=-XI(J) 
 H(J)=G(J) 
 XI(J)=H(J) 
 10 CONTINUE 
 
DO 20 ITS=1,ITMAX,1 
 ! DO 20 ITS=1,20,1 
 
 ITER=ITS 
  
 CALL DLINMIN(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI, 
 FRET,TOL,FLAG) 
 
 WRITE(*,*)'INTERATION:',ITER 
 WRITE(*,*)'F(X)=',FRET 
 
  !NORMAL RETURN 
 ! IF(2.*DABS(FRET-FP).LE.FTOL*(DABS(FRET)+DABS(FP)+EPS))THEN 
 !  RETURN 
 ! ENDIF 
 IF(FLAG.EQ.1)THEN 
  RETURN 
 ENDIF 
 
 FP=FRET 
 
 !CALCULATING DERIVATIVE 
 CALL PARTOP(NPAR,PARAM,N,P) 
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 CALL DFUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,DF) 
 CALL CHANDE(NPAR,PARAM,N,CHAN) 
 CALL MULVA(12*(N+1)+1,NPAR,DF,CHAN,XI) 
 
 GG=0. 
 DGG=0. 
  DO 30 J=1,NPAR,1 
   GG=GG+G(J)**2. 
  ! DGG=DGG+XI(J)**2. !FOR FLETCHER-REEVES 
   DGG=DGG+(XI(J)+G(J))*XI(J) !FOR POLAK-RIBIERE 
  30 CONTINUE 
  IF(GG.EQ.0.)THEN 
   RETURN !IF GRADIENT IS EXACTLY ZERO (NOT VERY COMMON) 
  ENDIF 
  GAM=DGG/GG 
  DO 40 J=1,NPAR,1 
   G(J)=-XI(J) 
   H(J)=G(J)+GAM*H(J) 
   XI(J)=H(J) 
  40 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
!PAUSE 'MAXIMUM ITERATIONS OF SUBROUTINE "FRPRMN" EXCEEDED' 
RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνες ελαχιστοποιήσεως συναρτήσεων µίας µεταβλητής 
SUBROUTINE DLINMIN(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI, 
FRET,TOL,FLAG) 
INTEGER*4 N,K,NPAR,FLAG 
REAL*8 PARAM(NPAR),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET, 
XI(NPAR) 
 REAL*8 FRET,TOL 
 REAL*8 DBRENT 
 INTEGER*4 J 
 REAL*8 AX,BX,FA,FB,FX,XMIN,XX 
 AX=0. 
 XX=1. 
 CALL MNBRAK(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX,XX,BX, 
 FA,FX,FB) 
 !write(*,*)ax,xx,bx 
 !write(*,*)fa,fx,fb 
 FRET=DBRENT(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX,XX,BX, 
 TOL,XMIN)  
 
FLAG=0 
IF(XMIN.EQ.0.)THEN 
FLAG=1 
RETURN 
ENDIF 
 
 DO 10 J=1,NPAR,1 
 PARAM(J)=PARAM(J)+XMIN*XI(J) 
10 CONTINUE 
 
WRITE(*,*)XMIN 
 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE MNBRAK(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX, 
BX,CX,FA,FB,FC) 
INTEGER*4 N,K,NPAR 
REAL*8 PARAM(NPAR),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET, 
XI(NPAR) 
REAL*8 AX,BX,CX,FA,FB,FC 
REAL*8 GOLD,GLIMIT,TINY 
 
PARAMETER (GOLD=1.618034,GLIMIT=100.,TINY=1.E-10) 
 
REAL*8 F1DIM 
REAL*8 DUM,FU,Q,R,U,ULIM 
 
FA=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,AX,XI) 
FB=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,BX,XI) 
  
 
IF(FB.GT.FA)THEN 
 DUM=AX 
 AX=BX 
 BX=DUM 
 DUM=FB 
 FB=FA 
 FA=DUM 
ENDIF 
CX=BX+GOLD*(BX-AX) 
FC=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,CX,XI) 
 
write(*,*)fa,fb,fc 
 
10 CONTINUE 
IF(FB.GE.FC)THEN 
 R=(BX-AX)*(FB-FC) 
 Q=(BX-CX)*(FB-FA) 
 U=BX-((BX-CX)*Q-(BX-AX)*R)/(2.*DSIGN(DMAX1(DABS(Q-R),TINY),Q-R)) 
 ULIM=BX+GLIMIT*(CX-BX) 
  IF((BX-U)*(U-CX).GT.0.)THEN  
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
 IF(FU.LT.FC)THEN 
 AX=BX     
 FA=FB     
 BX=U     
 FB=FU     
 RETURN    
 ELSE IF(FU.GT.FB)THEN   
 CX=U     
 FC=FU     
 RETURN    
 ENDIF    
 U=CX+GOLD*(CX-BX)   
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
 ELSE IF((CX-U)*(U-ULIM).GT.0.)THEN  
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
 IF(FU.LT.FC)THEN 
 BX=CX 
 CX=U 
 U=CX+GOLD*(CX-BX) 
 FB=FC 
 FC=FU 
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
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 ENDIF 
 ELSE IF((U-ULIM)*(ULIM-CX).GE.0.)THEN 
 U=ULIM 
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
 ELSE 
 U=CX+GOLD*(CX-BX) 
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
 ENDIF 
 AX=BX 
 BX=CX 
 CX=U 
 FA=FB 
 FB=FC 
 FC=FU 
GOTO 10 
ENDIF 
RETURN 
END 
 
 
   
    
FUNCTION DBRENT(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,XI,AX,BX, 
CX,TOL,XMIN) 
INTEGER*4 N,K,NPAR 
REAL*8 PARAM(NPAR),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET, 
XI(NPAR) 
REAL*8 AX,BX,CX,TOL,XMIN 
    
INTEGER*4 ITMAX 
REAL*8 ZEPS 
PARAMETER (ITMAX=1000,ZEPS=1.E-20) 
    
REAL*8 F1DIM,DF1DIM,DBRENT 
INTEGER*4 ITER 
REAL*8 A,B,D,D1,D2,DU,DV,DW,DX,E,FU,FV,FW,FX,OLDE,TOL1,TOL2,U,U1,U2, 
V,W,X,XM 
LOGICAL OK1,OK2 
 
   A=DMIN1(AX,CX) 
   B=DMAX1(AX,CX) 
   V=BX 
   W=V 
   X=V 
   E=0. 
   FX=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
   FV=FX 
   FW=FX 
   DX=DF1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
   DV=DX 
   DW=DX 
 
   DO 10 ITER=1,ITMAX,1 
  XM=0.5*(A+B) 
  TOL1=TOL*DABS(X)+ZEPS 
  TOL2=2.*TOL1 
  
   IF(DABS(X-XM).LE.(TOL2-0.5*(B-A)))GOTO 3 
   IF(DABS(E).GT.TOL1) THEN 
    D1=2.*(B-A) 
    D2=D1 
     IF(DW.NE.DX)D1=(W-X)*DX/(DX-DW) 
     IF(DV.NE.DX)D2=(V-X)*DX/(DX-DV) 
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    U1=X+D1 
    U2=X+D2 
   OK1=(((A-U1)*(U1-B).GT.0.).AND.(DX*D1.LE.0.)) 
   OK2=(((A-U2)*(U2-B).GT.0.).AND.(DX*D2.LE.0.)) 
    OLDE=E 
    E=D 
    IF(.NOT.(OK1.OR.OK2))THEN 
    GOTO 1 
    ELSE IF(OK1.AND.OK2)THEN 
    IF(DABS(D1).LT.DABS(D2))THEN  
    D=D1 
    ELSE  
    D=D2 
    ENDIF 
    ELSE IF(OK1)THEN 
    D=D1 
    ELSE 
    D=D2 
    ENDIF 
   IF(DABS(D).GT.DABS(0.5*OLDE))GOTO 1 
    U=X+D 
   IF((U-A.LT.TOL2).OR.(B-U.LT.TOL2))D=DSIGN(TOL1,XM-X) 
    GOTO 2 
   ENDIF 
   1 CONTINUE 
   IF(DX.GE.0.)THEN 
   E=A-X 
   ELSE 
   E=B-X 
   ENDIF 
   D=0.5*E 
   2 CONTINUE 
   IF(DABS(D).GE.TOL1)THEN 
   U=X+D 
   
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   ELSE 
   U=X+DSIGN(TOL1,D) 
   
 FU=F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   IF(FU.GT.FX)GOTO 3 
   ENDIF 
 DU=DF1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,U,XI) 
   IF(FU.LE.FX)THEN 
    IF(U.GE.X)THEN 
    A=X 
    ELSE 
    B=X 
    ENDIF 
    V=W 
    FV=FW 
    DV=DW 
    W=X 
    FW=FX 
    DW=DX 
    X=U 
    FX=FU 
    DX=DU 
    ELSE 
    IF(U.LT.X)THEN 
    A=U 
    ELSE 
    B=U 
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    ENDIF 
    IF((FU.LE.FW).OR.(W.EQ.X))THEN 
    V=W 
    FV=FW 
    DV=DW 
    W=U 
    FW=FU 
    DW=DU 
   ELSE IF((FU.LE.FV).OR.(V.EQ.X).OR.(V.EQ.W))THEN 
    V=U 
    FV=FU 
    DV=DU 
   ENDIF 
  ENDIF 
 10 CONTINUE 
WRITE(*,*)'SUBROUTINE DBRENT EXCEEDED MAXIMUM ITERATIONS' 
3 CONTINUE  
XMIN=X 
DBRENT=FX 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνες αντικειµενικής συναρτήσεως 
FUNCTION F1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
INTEGER*4 N,K,NPAR 
REAL*8 PARAM(NPAR),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12), 
M3ET,X,XI(NPAR) 
REAL*8 FUNC,F1DIM 
 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(NPAR),P(12*(N+1)+1) 
 
DO 10 J=1,NPAR,1 
 XT(J)=PARAM(J)+X*XI(J) 
10 CONTINUE 
 
CALL PARTOP(NPAR,XT,N,P) 
F1DIM=FUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET) 
 
RETURN 
END 
 
 
  
 FUNCTION FUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET) 
 INTEGER*4 N,K 
 REAL*8 FUNC 
 REAL*8 P(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET 
 
 REAL*8 PFAC(2*N+12,13),NORM(5),XV 
 INTEGER*4 I 
 
 REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12),MTH4(K+1),MTH5 
 
!EXTERNAL SUBROUTINES:KATAT,TH1,TH2,TH3,TH4,TH5 
 
!FILLING NORM WITH ZEROS 
DO 10 I=1,5,1 
 NORM(I)=0. 
10 CONTINUE 
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! FIXING THE PSMA ARRAY OF FACTORS AND SUMS 
 CALL KATAT(N,P,PFAC) 
 
!SKEWNESS OF WHITE NOISE 
 XV=P(12*(N+1)+1) 
 
!CALCULATING NORMA OF VARIANCES 
 !CALCULATING MATRIX [è1(J)-è1]->(12,1) 
  CALL TH1(N,PFAC,VARXS,MTH1) 
  DO 20 I=1,12,1 
   NORM(1)=NORM(1)+MTH1(I)**2. 
  20 CONTINUE 
 
!CALCULATING NORMA OF MONTHLY M3 
 !CALCULATING MATRIX [è2(J)-è2]->(12,1)  
  CALL TH2(N,PFAC,XV,M3XS,MTH2) 
  DO 30 I=1,12,1 
   NORM(2)=NORM(2)+MTH2(I)**2. 
  30 CONTINUE 
  
!CALCULATING NORMA OF COVARIANCES AMONG MONTHS 
  !CALCULATING MATRIX [è3(J)-è3]->(12,1) 
   CALL TH3(N,PFAC,COVXS,MTH3) 
  DO 40 I=1,12,1 
   NORM(3)=NORM(3)+MTH3(I)**2. 
  40 CONTINUE 
 
  !CALCULATING NORMA OF COVARIANCES AMONG YEARS 
  !CALCULATING MATRIX [è4(J)-è4]->(K+1,1) 
  CALL TH4(N,K,PFAC,COVET,MTH4) 
  DO 50 I=1,K+1,1 
   NORM(4)=NORM(4)+MTH4(I)**2. 
  50 CONTINUE 
 
   !CALCULATING NORMA OF YEAR M3 
      !CALCULATING [è4(J)-è4]->(1,1) 
   CALL TH5(N,PFAC,XV,M3ET,MTH5) 
   NORM(5)=DABS(MTH5)**2. 
 
    !CALCULATING VALUE OF FUNC 
 FUNC=0. 
 DO 60 I=1,5,1 
  FUNC=FUNC+L(I)*NORM(I) 
 60 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
 
  
 
 !SUBROUTINE FOR GENERATING MATRIX PFAC 
 SUBROUTINE KATAT(N,P,PFAC) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 P(12*(N+1)+1),PFAC(2*N+12,13) 
 
 INTEGER*4 I,J 
 
 ! FILLING PFAC WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,2*N+12,1 
  DO 20 J=1,13,1 
   PFAC(I,J)=0. 
  20 CONTINUE 
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 10 CONTINUE 
 
  !FIXING PFAC WITH ELLEMENTS 
  DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 J=1,N+1,1 
  PFAC(N+J+(I-1),I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
  PFAC(N-J+I+1,I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
 40 CONTINUE 
  30 CONTINUE 
 
DO 50 J=1,2*N+12,1 
 DO 60 I=1,12,1 
  PFAC(J,13)=PFAC(J,13)+PFAC(J,I) 
 60 CONTINUE 
50 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
  
  
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è1(J)-è1]->(12,1) 
SUBROUTINE TH1(N,PFAC,VARXS,MTH1) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),VARXS(12) 
 
REAL*8 MTH1(12) 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING MATRIX MTH1 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12,1 
 MTH1(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH1 
DO 20 J=1,12,1 
 DO 30 I=1,2*N+12,1 
  MTH1(J)=MTH1(J)+PFAC(I,J)**2. 
 30 CONTINUE 
 MTH1(J)=MTH1(J)-VARXS(J) 
20 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è2(J)-è2]->(12,1) 
SUBROUTINE TH2(N,PFAC,XV,M3XS,MTH2) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),M3XS(12),XV 
 
REAL*8 MTH2(12) 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING MATRIX MTH2 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12,1 
 MTH2(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH2 
DO 20 J=1,12,1 
 DO 30 I=1,2*N+12,1 
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  MTH2(J)=MTH2(J)+PFAC(I,J)**3. 
 30 CONTINUE 
 MTH2(J)=MTH2(J)*XV-M3XS(J) 
20 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è3(J)-è3]->(12,1) 
SUBROUTINE TH3(N,PFAC,COVXS,MTH3) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),COVXS(12) 
 
REAL*8 MTH3(12) 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING MATRIX MTH3 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12,1 
 MTH3(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH3 
DO 20 I=1,2*N,1 
 MTH3(1)=MTH3(1)+PFAC(I+12,12)*PFAC(I,1) 
20 CONTINUE 
MTH3(1)=MTH3(1)-COVXS(1) 
 
DO 30 J=2,12,1 
 DO 40 I=1,2*N+12,1 
  MTH3(J)=MTH3(J)+PFAC(I,J-1)*PFAC(I,J) 
 40 CONTINUE 
 MTH3(J)=MTH3(J)-COVXS(J) 
30 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF MATRIX [è4(J)-è4]->(K+1,1) 
SUBROUTINE TH4(N,K,PFAC,COVET,MTH4) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),COVET(K+1) 
 
REAL*8 MTH4(K+1) 
INTEGER*4 I,J,II 
 
!FILLING MATRIX MTH4 WITH ZEROS 
DO 10 J=1,K+1,1 
 MTH4(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX MTH4 
II=0 
DO 20 I=0,K,1 
 II=II+1 
 DO 30 J=1,2*N+12-12*I,1 
  MTH4(II)=MTH4(II)+PFAC(J+12*I,13)*PFAC(J,13) 
 30 CONTINUE 
 MTH4(II)=MTH4(II)-COVET(II) 
20 CONTINUE 
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RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATION OF [è5(J)-è5]->(1,1) 
SUBROUTINE TH5(N,PFAC,XV,M3ET,MTH5) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),M3ET,XV 
 
REAL*8 MTH5 
INTEGER*4 I 
 
MTH5=0. 
 
!CALCULATING MTH5 
MTH5=0. 
DO 10 I=1,2*N+12,1 
 MTH5=MTH5+PFAC(I,13)**3. 
10 CONTINUE 
MTH5=MTH5*XV 
MTH5=MTH5-M3ET 
 
RETURN  
END 
 
 
Υπορουτίνες υπολογισµού παραγώγου αντικειµενικής συναρτήσεως 
FUNCTION DF1DIM(N,K,NPAR,PARAM,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,X,XI) 
INTEGER*4 N,K,NPAR 
REAL*8 PARAM(NPAR),L(5),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),M3ET, 
X,XI(NPAR) 
REAL*8 DF1DIM 
 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(NPAR),DF1(12*(N+1)+1),DF(NPAR),P(12*(N+1)+1),CHAN(12*(N+1)+1, 
NPAR) 
 
 DO 10 J=1,NPAR,1 
 XT(J)=PARAM(J)+X*XI(J) 
 10 CONTINUE 
 
 CALL PARTOP(NPAR,XT,N,P) 
 CALL DFUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,DF1) 
 CALL CHANDE(NPAR,XT,N,CHAN) 
 CALL MULVA(12*(N+1)+1,NPAR,DF1,CHAN,DF) 
 
 DF1DIM=0. 
 DO 20 J=1,NPAR,1 
 DF1DIM=DF1DIM+DF(J)*XI(J) 
 20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
SUBROUTINE DFUNC(N,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,M3ET,DF) 
INTEGER*4 N,K 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),DF(12*(N+1)+1),L(5),VARXS(12),COVXS(12), 
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COVET(K+1),M3XS(12),M3ET 
 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),PFAC1(N+1,12),XV 
REAL*8 DNORM1(12*(N+1)+1),DNORM2(12*(N+1)+1),DNORM3(12*(N+1)+1), 
DNORM4(12*(N+1)+1) 
INTEGER*4 J 
 
REAL*8 P1(12,12*(N+1)+1),P2(12,12*(N+1)+1),P3(12,12*(N+1)+1), 
P4(K+1,12*(N+1)+1),P5(12*(N+1)+1) 
REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12),MTH4(K+1),MTH5 
 
!EXTERNAL 
!SUBROUTINES:KATAT,KAT1,CALP1,CALP2,CALP3,CALP4,CALP5,TH1,TH2,TH3,TH4,T 
!H5,MULVA 
 
!FILLING DNORM WITH ZEROS 
DO 10 J=1,12*(N+1)+1,1 
 DNORM1(J)=0. 
 DNORM2(J)=0. 
 DNORM3(J)=0. 
 DNORM4(J)=0. 
 DF(J)=0. 
10 CONTINUE 
 
  
! FIXING THE PSMA ARRAY OF FACTORS AND SUMS 
 CALL KATAT(N,P,PFAC) 
 CALL KAT1(N,P,PFAC1) 
 
!SKEWNESS OF WHITE NOISE 
 XV=P(12*(N+1)+1) 
 
 !CALCULATING MATRIX P1 (DERIVATIVES OF MONTHLY VARS) 
  CALL CALP1(N,PFAC1,P1) 
 
 !CALCULATING MATRIX P2 (DERIVATIVES OF MONTLY M3) 
 CALL CALP2(N,XV,PFAC1,P2) 
 
 !CALCULATING MATRIX P3 (DERIVATIVES OF MONTHLY COV) 
 CALL CALP3(N,PFAC1,P3) 
 
 !CALCULATING MATRIX P4 (DERIVATIVES OF YEAR AUTOCOV) 
 CALL CALP4(N,K,PFAC1,P4) 
 
 !CALCULATING VECTOR P5 (DERIVATIVES OF YEAR M3) 
 CALL CALP5(N,PFAC1,PFAC,XV,P5) 
  
 !CALCULATING MATRIXES MTH1,MTH2,MTH3,MTH4 & VALUE MTH5 
 CALL TH1(N,PFAC,VARXS,MTH1) 
 CALL TH2(N,PFAC,XV,M3XS,MTH2)   
 CALL TH3(N,PFAC,COVXS,MTH3) 
 CALL TH4(N,K,PFAC,COVET,MTH4) 
 CALL TH5(N,PFAC,XV,M3ET,MTH5) 
 
 !CALCULATING VECTOR DF 
 CALL MULVA(12,12*(N+1)+1,MTH1,P1,DNORM1) 
 CALL MULVA(12,12*(N+1)+1,MTH2,P2,DNORM2) 
 CALL MULVA(12,12*(N+1)+1,MTH3,P3,DNORM3) 
 CALL MULVA(K+1,12*(N+1)+1,MTH4,P4,DNORM4) 
 
DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
 

DF(J)=2.*(L(1)*DNORM1(J)+L(2)*DNORM2(J)+L(3)*DNORM3(J)+ 
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L(4)*DNORM4(J)+MTH5*L(5)*P5(J)) 
20 CONTINUE 
 
 
RETURN 
END 
 
 
 
 !SUBROUTINE FOR PLACING PSMA FACTORS 
 SUBROUTINE KAT1(N,P,PFAC1) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 P(12*(N+1)+1),PFAC1(N+1,12) 
 
 INTEGER*4 I,J 
  
 !CALCULATING MATRIX PFAC1 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,N+1,1 
  PFAC1(J,I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
 20 CONTINUE 
 10 CONTINUE 
  
 RETURN  
 END 
    
 
 
 !SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P1 (DERIVATIVES OF MONTHLY VARS)  
 SUBROUTINE CALP1(N,PFAC1,P1) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P1(12,12*(N+1)+1) 
 INTEGER*4 I,J,K 
 
 !FILLING P1 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P1(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P1->[12,12*(N+1)+1] 
DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 K=0,N,1 
  J=(I-1)*(N+1)+1+K 
   IF(K.EQ.0)THEN 
    P1(I,J)=2.*PFAC1(K+1,I) 
   ENDIF 
   IF(K.GT.0)THEN 
    P1(I,J)=4.*PFAC1(K+1,I) 
   ENDIF 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE  
 
RETURN  
END 
 
 
 
 !SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P2 (DERIVATIVES OF MONTHLY M3)  
 SUBROUTINE CALP2(N,XV,PFAC1,P2) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P2(12,12*(N+1)+1),XV 
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 INTEGER*4 I,J,K 
 
 !FILLING P2 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P2(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P2->[12,12*(N+1)+1] 
DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 K=0,N,1 
  J=(I-1)*(N+1)+1+K 
   IF(K.EQ.0)THEN 
    P2(I,J)=3.*XV*PFAC1(K+1,I)**2. 
   ENDIF 
   IF(K.GT.0)THEN 
    P2(I,J)=6.*XV*PFAC1(K+1,I)**2. 
   ENDIF 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
DO 50 I=1,12,1 
 P2(I,12*(N+1)+1)=PFAC1(1,I)**3. 
 DO 60 J=2,N+1,1 
  P2(I,12*(N+1)+1)=P2(I,12*(N+1)+1)+2.*PFAC1(J,I)**3. 
 60 CONTINUE 
50 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P3 (DERIVATIVES OF MONTHLY COV)  
 SUBROUTINE CALP3(N,PFAC1,P3) 
 INTEGER*4 N 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P3(12,12*(N+1)+1) 
 
 INTEGER*4 I,J,K 
 
 !FILLING P3 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P3(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P3->[12,12*(N+1)+1] 
 
!FIRST ROW OF THE MATRIX 
DO 30 J=1,N+1,1 
 IF(N-J.GE.0)THEN 
  P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(J+1,12) 
 ENDIF 
 IF(J-2.GE.0)THEN 
  P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(IABS(J-2)+1,12) 
 ENDIF 
30 CONTINUE 
 
DO 40 J=11*(N+1)+1,12*(N+1),1 
 K=J-11*(N+1) 
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  IF(N-K.GE.0)THEN 
   P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(K+1,1) 
  ENDIF 
  IF(K-2.GE.0)THEN 
   P3(1,J)=P3(1,J)+PFAC1(IABS(K-2)+1,1) 
  ENDIF 
40 CONTINUE 
 
!NEXT ROWS OF THE MATRIX 
DO 50 I=2,12,1 
 DO 60 J=(I-2)*(N+1)+1,(I-1)*(N+1),1 
  K=J-(I-2)*(N+1) 
   IF(N-K.GE.0)THEN 
    P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(K+1,I) 
   ENDIF 
   IF(K-2.GE.0)THEN 
    P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(IABS(K-2)+1,I) 
   ENDIF 
 60 CONTINUE 
 
 DO 70 J=(I-1)*(N+1)+1,I*(N+1),1 
  K=J-(I-1)*(N+1) 
   IF(N-K.GE.0)THEN 
    P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(K+1,I-1) 
   ENDIF 
   IF(K-2.GE.0)THEN 
    P3(I,J)=P3(I,J)+PFAC1(IABS(K-2)+1,I-1) 
   ENDIF 
 70 CONTINUE 
50 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX P4 (DERIVATIVES OF YEAR AUTOCOV)  
 SUBROUTINE CALP4(N,Z,PFAC1,P4) 
 INTEGER*4 N,Z 
 REAL*8 PFAC1(N+1,12),P4(Z+1,12*(N+1)+1) 
 
 INTEGER*4 I,J,S,K,L 
 
 !FILLING P4 WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,Z+1,1 
 DO 20 J=1,12*(N+1)+1,1 
  P4(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING MATRIX P4->[Z+1,12*(N+1)+1] 
DO 30 I=0,Z,1 
 DO 40 S=1,12,1 
  DO 50 K=0,N,1 
   J=(S-1)*(N+1)+1+K 
    DO 60 L=1,12,1 
     IF(N-IABS(12*I-S+K+L).GE.0)THEN 
     
 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I-S+K+L)+1,L) 
     ENDIF 
     IF(N-IABS(12*I-S-K+L).GE.0)THEN 
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 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I-S-K+L)+1,L) 
     ENDIF 
     IF(N-IABS(12*I+S-K-L).GE.0)THEN 
     
 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I+S-K-L)+1,L) 
     ENDIF 
     IF(N-IABS(12*I+S+K-L).GE.0)THEN 
     
 P4(I+1,J)=P4(I+1,J)+PFAC1(IABS(12*I+S+K-L)+1,L) 
     ENDIF 
    60 CONTINUE 
    IF(K.EQ.0)THEN 
     P4(I+1,J)= P4(I+1,J)/2. 
    ENDIF 
  50 CONTINUE 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING VECTOR P5 (DERIVATIVES OF YEAR M3) 
SUBROUTINE CALP5(N,PFAC1,PFAC,XV,P5) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PFAC1(N+1,12),PFAC(2*N+12,13),XV,P5(12*(N+1)+1) 
 
INTEGER*4 I,S,K,J 
REAL*8 SUM1,SUM2 
 
!FILLING P5 WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12*(N+1)+1,1 
 P5(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING VECTOR P5->(1,12*(N+1)+1) 
DO 20 S=1,12,1 
 DO 30 K=0,N,1 
  J=(S-1)*(N+1)+K+1 
  SUM1=0. 
  SUM2=0. 
   DO 40 I=1,12,1 
    IF(N-IABS(K-S+I).GE.0)THEN 
     SUM1=SUM1+PFAC1(IABS(K-S+I)+1,I) 
    ENDIF 
     IF(N-IABS(K+S-I).GE.0)THEN 
     SUM2=SUM2+PFAC1(IABS(K+S-I)+1,I) 
    ENDIF 
   40 CONTINUE 
  P5(J)=3.*XV*(SUM1**2.+SUM2**2.) 
   IF(K.EQ.0)THEN 
    P5(J)=P5(J)/2. 
   ENDIF 
 30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
DO 50 I=1,2*N+12,1 
 P5(12*(N+1)+1)=P5(12*(N+1)+1)+PFAC(I,13)**3. 
50 CONTINUE 
 



 267

RETURN  
END 
 
 
 
Υπορουτίνα πολλαπλασιασµού πίνακα µε διάνυσµα 
SUBROUTINE MULVA(K,N,X,A,Y) 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 X(K),A(K,N),Y(N) 
 
INTEGER I,J 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 J=1,N,1 
 SUM=0. 
 DO 20 I=1,K,1  
  SUM=SUM+X(I)*A(I,J) 
 20 CONTINUE 
 Y(J)=SUM 
10 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού του διανύσµατος των παραµέτρων του µοντέλου, 

συναρτήσει του διανύσµατος των παραµέτρων της µαθηµατικής εκφράσεως 
SUBROUTINE PARTOP(NPAR,PARAM,N,P) 
INTEGER*4 NPAR,N 
REAL*8 PARAM(NPAR),P(12*(N+1)+1) 
  
INTEGER*4 S,I,J 
REAL*8 TEMP(24),AR(N) 
 
DO 5 I=1,N,1 
 AR(I)=1./DFLOAT(I) 
5 CONTINUE 
 
DO 10 S=1,12,1 
 
 J=0 
 DO 20 I=1,49,1 
  IF(I.LE.25)THEN 
   P((S-1)*(N+1)+I)=PARAM((S-1)*49+I) 
  ENDIF 
 
  IF(I.GE.26)THEN 
   J=J+1 
   TEMP(J)=PARAM((S-1)*49+I) 
  ENDIF 
 20 CONTINUE 
 
 DO 30 I=26,N+1,1 
  P((S-1)*(N+1)+I)=0. 
 
  DO 40 J=1,24,1 
   P((S-1)*(N+1)+I)=P((S-1)*(N+1)+I)+AR(I-26+J)*TEMP(J) 
   40 CONTINUE 
 
 30 CONTINUE 
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10 CONTINUE 
 
P(12*(N+1)+1)=PARAM(NPAR) 
 
RETURN 
END  
 
 
Υπορουτίνα υπολογισµού της παραγώγου του διανύσµατος των παραµέτρων του 

µοντέλου, ως προς το διάνυσµα των παραµέτρων της µαθηµατικής εκφράσεως 
SUBROUTINE CHANDE(NPAR,PARAM,N,CHAN) 
INTEGER*4 NPAR,N 
REAL*8 PARAM(NPAR),CHAN(12*(N+1)+1,NPAR) 
 
REAL*8 TEMP(12,12),AR(N) 
INTEGER*4 S,I,J,II,JJ,ISO1,ISO2 
 
DO 5 I=1,N,1 
 AR(I)=1./DFLOAT(I) 
5 CONTINUE 
 
 
!FILLING MATRIX [CHAN] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12*(N+1)+1,1 
 DO 20 J=1,NPAR,1 
  CHAN(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING MATRIX [TEMP] WITH PARAMETERS 
DO 30 S=1,12,1 
 J=0 
 DO 40 I=26,49,1 
  J=J+1 
  TEMP(J,S)=PARAM((S-1)*49+I) 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
!FILLING MATRIX [CHAN] WITH ELEMENTS 
DO 50 S=1,12,1 
 DO 60 II=1,N+1,1 
  DO 70 JJ=1,49,1 
 
   I=(S-1)*(N+1)+II 
   J=(S-1)*49+JJ 
 
    IF((II.EQ.JJ).AND.(JJ.LE.25))THEN 
     CHAN(I,J)=1. 
    ENDIF 
 
    IF((II.GT.25).AND.(JJ.GT.25))THEN 
     ISO1=JJ-25 
     ISO2=II-26 
       
     CHAN(I,J)=AR(ISO1+ISO2) 
      
    ENDIF 
  70 CONTINUE 
 60 CONTINUE 
50 CONTINUE 
CHAN(12*(N+1)+1,NPAR)=1. 
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RETURN 
END 
 
 
 
Αρχείο ∆εδοµένων PARAMETERS.TXT 
NUMBER OF PPSMA FACTORS (q) 
************************** 
960 
NUMBER OF YEAR COVARIANCES TO PRESERVE 
************************************* 
80 
MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS 
**************************** 
300 
CONVERGENCE TOLERANCE OF THE OBJECTIVE FUNCTION 
*********************************************** 
1.e-20 
TOLERANCE FOR LINE MINIMIZATION 
******************************* 
1.e-20 
CASE OF CONVERGING TO EXACTLY ZERO FUNCTION VALUE 
************************************************* 
1.E-10 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR MONTHLY VARIANCES 
*********************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR MONTHLY BASED SKEWNESS 
**************************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR LAG 1 COVARIANCE   
********************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR HURST COVARIANCES 
*********************************************** 
1 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR YEAR BASED SKEWNESS 
************************************************* 
1 
 
 
 
ΣΤ.3 Πρόγραµµα παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών 
 
Λειτουργία του προγράµµατος 

 Το πρόγραµµα χρησιµοποιεί το αρχείο PFINAL.TXT που παράγεται κατά την 

εκτέλεση των προγραµµάτων βελτιστοποίησης που αναπτύχθηκαν για τα µοντέλα PSMA 

και PPSMA, µε στόχο την παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών δεδοµένων στατιστικών 

χαρακτηριστικών. Κατά την εκτέλεσή του, το πρόγραµµα ρωτάει τον χρήστη για τον 

αριθµό q των παραµέτρων αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, 12) που περιέχονται στο αρχείο 

PFINAL.TXT, καθώς και για τον αριθµό των ετών που θέλει να παράγει ο χρήστης 

συνθετικά. Στην συνέχεια το πρόγραµµα εκτυπώνει δύο αρχεία: (1) το αρχείο 
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PFAC2.TXT που περιέχει τις παραµέτρους αs
j (j = 0, …, q και s = 1, …, 12) του 

χρησιµοποιούµενου µοντέλου (PSMA ή PPSMA) υπό την µορφή στηλών, κάθε µία εκ 

των οποίων αντιστοιχεί σε έναν µήνα  s (s = 1, …, 12) και (2) το αρχείο SERIES.TXT, 

το οποίο περιέχει την συνθετική χρονοσειρά που επιθυµεί ο χρήστης υπό την µορφή 

πίνακα του οποίου οι γραµµές αντιπροσωπεύουν τα έτη και οι στήλες τους µήνες. Στην 

συνέχεια παρουσιάζεται ο κώδικας, σε γλώσσα Fortran, του προγράµµατος. 

 
 
Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM MAIN 
USE MSIMSL 
INTEGER*4 N,K 
 
WRITE(*,*)'NUMBER OF PSMA FACTORS' 
READ(*,*)N 
 
WRITE(*,*)'GIVE NUMBER OF SYNTHETIC YEARS TO GENERATE' 
READ(*,*)K 
 
OPEN(10,FILE='PFINAL.TXT') 
OPEN(20,FILE='SERIES.TXT') 
OPEN(30,FILE='PFAC2.TXT')  
 
CALL MANIP(N,K) 
 
CLOSE(10) 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
 
STOP 
END 
 
 
 
Υπορουτίνα παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών 
SUBROUTINE MANIP(N,K) 
INTEGER*4 N,K 
 
REAL*8 PFAC(2*N+12,13),P(12*(N+1)+1),PFAC2(2*N+1,12),XV,TIME(K,12), 
WN(12*K+2*N) 
INTEGER*4 I,J,L,M 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 I=1,12*(N+1)+1,1 
 READ(10,*)P(I) 
10 CONTINUE 
 
XV=P(12*(N+1)+1) 
 
!GENERATING MATRIXES OF PSMA FACTORS 
CALL KATAT(N,P,PFAC) 
CALL KATAT2(N,P,PFAC2) 
 
!GENERATING WHITE NOISE 
CALL GAMA(XV,WN,12*K+2*N) 
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!GENERATING TIME SERIES 
M=-1 
DO 20 I=1,K,1 
 DO 30 J=1,12,1 
  SUM=0. 
  M=M+1 
  DO 40 L=1,2*N+1,1    
   SUM=SUM+PFAC2(L,J)*WN(M+L) 
  40 CONTINUE 
  TIME(I,J)=SUM 
 30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
!PRINTING PSMA FACTORS  
DO 60 I=1,2*N+1,1 
 WRITE(30,1000)(PFAC2(I,J),J=1,12,1) 
60 CONTINUE 
 
!PRINTING TIME SERIES 
DO 70 I=1,K,1 
 WRITE(20,1000)(TIME(I,J),J=1,12,1) 
70 CONTINUE 
 
1000 FORMAT(12(1X,F15.8,1X))  
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνες κατάταξης παραµέτρων σε πίνακες 
!SUBROUTINE FOR GENERATING MATRIX PFAC 
SUBROUTINE KATAT(N,P,PFAC) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),PFAC(2*N+12,13) 
 
INTEGER*4 I,J 
 
 ! FILLING PFAC WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,2*N+12,1 
  DO 20 J=1,13,1 
   PFAC(I,J)=0. 
  20 CONTINUE 
 10 CONTINUE 
 
  !FIXING PFAC WITH ELLEMENTS 
  DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 J=1,N+1,1 
  PFAC(N+J+(I-1),I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
  PFAC(N-J+I+1,I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
 40 CONTINUE 
  30 CONTINUE 
 
 DO 50 J=1,2*N+12,1 
  DO 60 I=1,12,1 
   PFAC(J,13)=PFAC(J,13)+PFAC(J,I) 
  60 CONTINUE 
 50 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
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!SUBROUTINE FOR GENERATING MATRIX PFAC2 
SUBROUTINE KATAT2(N,P,PFAC2) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 P(12*(N+1)+1),PFAC2(2*N+1,12) 
 
INTEGER*4 I,J 
 
 ! FILLING PFAC WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,2*N+1,1 
  DO 20 J=1,12,1 
   PFAC2(I,J)=0. 
  20 CONTINUE 
 10 CONTINUE 
 
  !FIXING PFAC2 WITH ELLEMENTS 
  DO 30 I=1,12,1 
 DO 40 J=1,N+1,1 
  PFAC2(N+J,I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
  PFAC2(N-J+2,I)=P((I-1)*(N+1)+J) 
 40 CONTINUE 
  30 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
Υπορουτίνα παραγωγής λευκού θορύβου µε ασυµµετρία 
SUBROUTINE GAMA(M3,R,N) 
REAL*8 M3 
INTEGER*4 N 
 
REAL*8 L,K,C,R(N) 
INTEGER*4 I 
 
L=2./M3 
K=L**2. 
C=-L 
 
DO 10 I=1,N,1 
 R(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
CALL DRNGAM(N,K,R) 
 
DO 20 I=1,N,1 
R(I)=R(I)/L+C 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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Παράρτηµα Ζ 
 
 

 Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζονται τα προγράµµατα που αναπτύχθηκαν, µε 

σκοπό την εφαρµογή του Splitmodel στην συνθετική αναπαραγωγή των στατιστικών 

χαρακτηριστικών ιστορικών χρονοσειρών µηνιαίας κλίµακας (k = 12). Για την εφαρµογή 

του µοντέλου γίνεται χρήση πέντε προγραµµάτων: (1) του προγράµµατος 

βελτιστοποίησης των στατιστικών χαρακτηριστικών των τυχαίων µεταβλητών Yi, Wi του 

Splitmodel, (2) του προγράµµατος προσδιορισµού της σειράς των αυτοσυνδιασπορών 

της τυχαίας µεταβλητής Yi µε χρήση του γενικευµένου αντίστροφου µητρώου ελάχιστης 

νόρµας, (3) του προγράµµατος προσδιορισµού των παραµέτρων του µοντέλου SMA για 

την αναπαραγωγή των στατιστικών χαρακτηριστικών της τυχαίας µεταβλητής Yi, (4) του 

προγράµµατος βελτιστοποίησης των παραµέτρων f0
i και  f1

i (i = 1, …, 12) του µοντέλου 

PFMA καθώς και των συντελεστών ασυµµετρίας ξr
i (i = 1, …, 12) της µεταβλητής 

λευκού θορύβου Ri, και (5) του προγράµµατος παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών. Η 

µη γραµµική βελτιστοποίηση που πραγµατοποιούν τα προγράµµατα (1) και (4), γίνεται 

µε εφαρµογή της µεθόδου των συζυγών κλίσεων που περιγράφηκε στο εδάφιο 3.3.6. Οι 

υπορουτίνες βελτιστοποίησης, ελήφθησαν αρχικά από το βιβλίο  (Press et al., 1992) και 

στην συνέχεια τροποποιήθηκαν κατάλληλα ώστε να µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τις 

ανάγκες της εκάστοτε βελτιστοποιήσεως. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο τρόπος 

λειτουργίας του εκάστοτε προγράµµατος, καθώς και ο κώδικας αυτών σε γλώσσα 

Fortran. 

 

 

Ζ.1 Πρόγραµµα βελτιστοποίησης των παραµέτρων του Splitmodel 
 
Λειτουργία προγράµµατος 

 Αρχικά τοποθετούµε στο αρχείο PARAMETERS.TXT τα απαραίτητα δεδοµένα 

για την βελτιστοποίηση των παραµέτρων του µοντέλου1. Στην συνέχεια τοποθετούµε στα 

αρχεία VARXS.TXT, COVXS.TXT, M3XS.TXT και VARET.TXT τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος που θέλουµε να αναπαράγουµε συνθετικά. Στο 

αρχείο VARXS.TXT, τοποθετούµε τις 12 σε αριθµό διασπορές των µηνών του ιστορικού 

δείγµατος ξεκινώντας από τον µήνα Οκτώβριο. Στο αρχείο COVXS.TXT, τοποθετούµε 

τις 12 σε αριθµό συνδιασπορές των µηνών για µοναδιαίο βήµα χρονικής µετατόπισης 
                                                 
1 στο τέλος του παραρτήµατος παρατίθεται η µορφή του εν λόγω αρχείου 
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ξεκινώντας από την συνδιασπορά του µήνα Οκτωβρίου µε τον µήνα Σεπτέµβριο. Στο 

αρχείο M3XS.TXT τοποθετούµε τις 12 σε αριθµό τρίτες ροπές των µηνών ξεκινώντας µε 

την τρίτη ροπή του Οκτωβρίου και στο αρχείο VARET.TXT τοποθετούµε την διασπορά 

της ετήσιας ιστορικής χρονοσειράς. Ακολούθως τοποθετούµε στο αρχείο PINIT1.TXT 

το αρχικό διάνυσµα ζ = [e1, …, e12, δ0
1, …, δ0

12, δ1
1, …, δ1

12, µ3[Υi], µ3[W1], …, µ3[W12], 

γ0, γ1, …, γ12(n+1)-1]T διαστάσεως 12(n+5)+1, του οποίου τα στοιχεία λαµβάνονται τυχαία. 

 Κατά την εκτέλεσή του, το πρόγραµµα δηµιουργεί: (1) το αρχείο PFIN1.TXT  

το οποίο περιέχει το βελτιστοποιηµένο διάνυσµα ζ*, (2) το αρχείο ES.TXT το οποίο 

περιέχει τις βελτιστοποιηµένες παραµέτρους ei (i = 1, …, 12) του µοντέλου (7.3), (3) το 

αρχείο VARW.TXT το οποίο περιέχει τις διασπορές δ0
i (i = 1, …, 12) της κυκλοστάσιµης 

στοχαστικής ανέλιξης Wi, (4) το αρχείο COVW.TXT το οποίο περιέχει τις συνδιασπορές 

των εποχών (µηνών) της κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανέλιξης Wi για µοναδιαίο βήµα 

χρονικής µετατόπισης δ1
i (i = 1, …, 12), (4)  το αρχείο Μ3Y.ΤΧΤ το οποίο περιέχει την 

τρίτη ροπή της τυχαίας µεταβλητής Yi, (5) το αρχείο Μ3W.TXT το οποίο περιέχει τις 

τρίτες ροπές  µ3[Wi] (i = 1, …, 12) της κυκλοστάσιµης στοχαστικής ανέλιξης Wi, (6) το 

αρχείο YCOV1.TXT το οποίο περιέχει τις αυτοσυνδιασπορές της τυχαίας µεταβλητής Yi 

για τα πρώτα 12(n+1)-1 βήµατα χρονικής µετατόπισης (δηλαδή γ0, γ1, …, γ12(n+1)-1), και 

(7) το αρχείο INFO1.TXT το οποίο περιέχει τον αριθµό των επαναλήψεων που 

απαιτήθηκαν για την βελτιστοποίηση, καθώς και την τιµή της αντικειµενικής 

συναρτήσεως που επιτεύχθηκε. Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο κώδικας, σε γλώσσα 

Fortran, του προγράµµατος. 

 
Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM OPT1 
INTEGER*4 K,ITMAX,NPAR 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L(4),H 
 
OPEN(10,FILE='PARAMETERS.TXT') 
 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)H 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)K 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)ITMAX 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)FTOL 
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READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)TOL 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)EPS 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(1) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(2) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(3) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L(4) 
 
NPAR=12*K+61 
CALL MATR(NPAR,K,H,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L) 
 
CLOSE(10) 
 
STOP 
END 
 
 
Υπορουτίνα που καλεί την υπορουτίνα βελτιστοποίησης 
SUBROUTINE MATR(NPAR,K,H,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L) 
INTEGER*4 NPAR,K,ITMAX 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L(4),H 
 
REAL*8 P(NPAR),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),FRET 
INTEGER*4 I,ITER 
REAL*8 AS(12),VARW(12),COVW(12),M3Z,M3W(12),GZ(12*K+12) 
 
OPEN(20,FILE='PINIT1.TXT') 
OPEN(30,FILE='VARXS.TXT') 
OPEN(40,FILE='M3XS.TXT') 
OPEN(50,FILE='COVXS.TXT') 
OPEN(60,FILE='VARET.TXT') 
OPEN(80,FILE='PFIN1.TXT') 
OPEN(90,FILE='INFO1.TXT') 
 
OPEN(200,FILE='ES.TXT') 
OPEN(210,FILE='VARW.TXT') 
OPEN(220,FILE='COVW.TXT') 
OPEN(230,FILE='M3Y.TXT') 
OPEN(240,FILE='M3W.TXT') 
OPEN(250,FILE='YCOV1.TXT') 
 
 
!READING FROM FILES 
DO 10 I=1,NPAR,1 
 READ(20,*)P(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,12,1 
 READ(30,*)VARXS(I) 
 READ(40,*)M3XS(I) 
 READ(50,*)COVXS(I) 
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20 CONTINUE 
 
!FILLING MATRIX [COVET] 
READ(60,*)COVET(1) 
DO 30 I=1,K,1 
 COVET(I+1)=COVET(1)*(0.5*((DFLOAT(I+1))**(2.*H)+ 
(DFLOAT(I-1))**(2.*H))-DFLOAT(I)**(2.*H)) 
30 CONTINUE  
         
DO 35 I=1,ITMAX,1 
 
WRITE(*,*)'ITER=',I 
 
CALL FRPRMN1(NPAR,K,P,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L,FTOL,ITER,FRET, 
ITMAX,EPS,TOL) 
 
WRITE(*,*)'minF(X)=',FRET 
 
35 CONTINUE 
 
WRITE(90,*)'minF(X)=',FRET 
WRITE(90,*)'NUMBER OF INTERATIONS=',I 
 
 
DO 40 I=1,NPAR,1 
 WRITE(80,*)P(I) 
40 CONTINUE 
 
CALL TRANS(K,P,AS,VARW,COVW,M3Z,M3W,GZ) 
 
DO 50 I=1,12,1 
 WRITE(200,*)AS(I) 
 WRITE(210,*)VARW(I) 
 WRITE(220,*)COVW(I) 
 WRITE(240,*)M3W(I) 
50 CONTINUE 
 
WRITE(230,*)M3Z 
 
DO 60 I=1,12*K+12,1 
 WRITE(250,1000)GZ(I) 
60 CONTINUE 
 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
CLOSE(40) 
CLOSE(50) 
CLOSE(60) 
CLOSE(80) 
CLOSE(90) 
CLOSE(200) 
CLOSE(210) 
CLOSE(220) 
CLOSE(230) 
CLOSE(240) 
CLOSE(250) 
1000 FORMAT(1X,F15.10,1X) 
RETURN 
END 
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Υπορουτίνα βελτιστοποίησης µε την µέθοδο των συζυγών κλίσεων 
 SUBROUTINE FRPRMN1(NPAR,K,P,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L,FTOL,ITER,FRET, 
 ITMAX,EPS,TOL) 
 INTEGER*4 NPAR,K,ITMAX,ITER 
 REAL*8 P(NPAR),L(4),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12) 
 REAL*8 FRET,FTOL,EPS,TOL 
 REAL*8 FUNC1 
 
 INTEGER*4 ITS,J 
 REAL*8 DGG,FP,GAM,GG,G(NPAR),H(NPAR),XI(NPAR) 
 
 FP=FUNC1(K,P,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L) 
 CALL DFUNC1(K,P,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L,XI) 
 
 
 DO 10 J=1,NPAR,1 
 G(J)=-XI(J) 
 H(J)=G(J) 
 XI(J)=H(J) 
 10 CONTINUE 
 
 !DO 20 ITS=1,ITMAX,1 
  DO 20 ITS=1,50,1 
 
 ITER=ITS   
  
 CALL DLINMIN1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,XI,FRET,TOL)  
 
 !WRITE(*,*)'INTERATION:',ITER 
 !WRITE(*,*)'F(X)=',FRET 
 
  !NORMAL RETURN 
  IF(2.*DABS(FRET-FP).LE.FTOL*(DABS(FRET)+DABS(FP)+EPS))THEN 
   RETURN 
  ENDIF 
 
 FP=FRET 
 CALL DFUNC1(K,P,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L,XI) 
 GG=0. 
 DGG=0. 
  DO 30 J=1,NPAR,1 
   GG=GG+G(J)**2. 
  ! DGG=DGG+XI(J)**2. !FOR FLETCHER-REEVES 
   DGG=DGG+(XI(J)+G(J))*XI(J) !FOR POLAK-RIBIERE 
  30 CONTINUE 
  IF(GG.EQ.0.)THEN 
   RETURN !IF GRADIENT IS EXACTLY ZERO (NOT VERY COMMON) 
  ENDIF 
  GAM=DGG/GG 
  DO 40 J=1,NPAR,1 
   G(J)=-XI(J) 
   H(J)=G(J)+GAM*H(J) 
   XI(J)=H(J) 
  40 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
!PAUSE 'MAXIMUM ITERATIONS OF SUBROUTINE "FRPRMN" EXCEEDED' 
RETURN 
END 
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Υπορουτίνες ελαχιστοποιήσεως συναρτήσεων µίας µεταβλητής 
SUBROUTINE DLINMIN1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,XI,FRET,TOL)  
INTEGER*4 NPAR,K 
REAL*8 P(NPAR),L(4),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),XI(NPAR) 
REAL*8 FRET,TOL 
 
REAL*8 DBRENT1 
INTEGER*4 J 
REAL*8 AX,BX,FA,FB,FX,XMIN,XX 
 
AX=0. 
XX=1. 
CALL MNBRAK1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,XI,AX,XX,BX,FA,FX,FB) 
  
FRET=DBRENT1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,XI,AX,XX,BX,TOL,XMIN)  
  
DO 10 J=1,NPAR,1 
 P(J)=P(J)+XMIN*XI(J) 
10 CONTINUE 
 
!WRITE(*,*)XMIN 
RETURN 
END 
 
   
 
SUBROUTINE MNBRAK1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,XI,AX,BX,CX,FA, 
FB,FC) 
INTEGER*4 NPAR,K 
REAL*8 P(NPAR),L(4),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),XI(NPAR) 
REAL*8 AX,BX,CX,FA,FB,FC 
REAL*8 GOLD,GLIMIT,TINY 
 
PARAMETER (GOLD=1.618034,GLIMIT=100.,TINY=1.E-10) 
 
REAL*8 F1DIM1 
REAL*8 DUM,FU,Q,R,U,ULIM 
 
FA=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,AX,XI) 
FB=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,BX,XI) 
 
 IF(FB.GT.FA)THEN 
  DUM=AX    
  AX=BX 
  BX=DUM 
  DUM=FB 
  FB=FA 
  FA=DUM 
 ENDIF 
CX=BX+GOLD*(BX-AX)   
       
FC=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,CX,XI) 
 
!write(*,*)fa,fb,fc 
 
10 CONTINUE 
 IF(FB.GE.FC)THEN 
  R=(BX-AX)*(FB-FC) 
  Q=(BX-CX)*(FB-FA) 
  U=BX-((BX-CX)*Q-(BX-AX)*R)/(2.*DSIGN(DMAX1(DABS(Q- 
R),TINY),Q-R)) 
  ULIM=BX+GLIMIT*(CX-BX) 
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   IF((BX-U)*(U-CX).GT.0.)THEN  
     
  FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
   IF(FU.LT.FC)THEN 
   AX=BX 
   FA=FB 
   BX=U 
   FB=FU 
  RETURN 
  ELSE IF(FU.GT.FB)THEN 
   CX=U 
   FC=FU 
   RETURN 
   ENDIF  
 U=CX+GOLD*(CX-BX)    
 FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
   ELSE IF((CX-U)*(U-ULIM).GT.0.)THEN  
 FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
 IF(FU.LT.FC)THEN 
  BX=CX 
  CX=U 
  U=CX+GOLD*(CX-BX) 
  FB=FC 
  FC=FU   
 FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
  ENDIF 
  ELSE IF((U-ULIM)*(ULIM-CX).GE.0.)THEN 
  U=ULIM   
 FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
  ELSE 
  U=CX+GOLD*(CX-BX) 
  FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
  ENDIF 
  AX=BX 
  BX=CX 
  CX=U 
  FA=FB 
  FB=FC 
  FC=FU 
  GOTO 10 
 ENDIF 
RETURN 
END 
 
 
    
FUNCTION DBRENT1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,XI,AX,BX,CX, 
TOL,XMIN) 
INTEGER*4 NPAR,K 
REAL*8 P(NPAR),L(4),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),XI(NPAR) 
REAL*8 AX,BX,CX,TOL,XMIN 
    
INTEGER*4 ITMAX 
REAL*8 ZEPS 
PARAMETER (ITMAX=1000,ZEPS=1.E-20) 
    
REAL*8 F1DIM1,DF1DIM1,DBRENT1 
INTEGER*4 ITER 
REAL*8A,B,D,D1,D2,DU,DV,DW,DX,E,FU,FV,FW,FX,OLDE,TOL1,TOL2,U,U1, 
U2,V,W,X,XM 
LOGICAL OK1,OK2 
 
A=DMIN1(AX,CX) 
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B=DMAX1(AX,CX) 
V=BX 
W=V 
X=V      
E=0. 
FX=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,X,XI) 
FV=FX 
FW=FX     
DX=DF1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,X,XI) 
DV=DX 
DW=DX 
 
DO 10 ITER=1,ITMAX,1 
 XM=0.5*(A+B) 
 TOL1=TOL*DABS(X)+ZEPS 
 TOL2=2.*TOL1 
  
  IF(DABS(X-XM).LE.(TOL2-0.5*(B-A)))GOTO 3 
  IF(DABS(E).GT.TOL1) THEN 
   D1=2.*(B-A) 
   D2=D1 
    IF(DW.NE.DX)D1=(W-X)*DX/(DX-DW) 
    IF(DV.NE.DX)D2=(V-X)*DX/(DX-DV) 
   U1=X+D1 
   U2=X+D2 
   OK1=(((A-U1)*(U1-B).GT.0.).AND.(DX*D1.LE.0.)) 
   OK2=(((A-U2)*(U2-B).GT.0.).AND.(DX*D2.LE.0.)) 
   OLDE=E 
   E=D 
  IF(.NOT.(OK1.OR.OK2))THEN 
   GOTO 1 
  ELSE IF(OK1.AND.OK2)THEN 
  IF(DABS(D1).LT.DABS(D2))THEN 
   D=D1 
   ELSE 
   D=D2 
   ENDIF 
   ELSE IF(OK1)THEN 
   D=D1 
   ELSE 
   D=D2 
   ENDIF 
  IF(DABS(D).GT.DABS(0.5*OLDE))GOTO 1 
   U=X+D 
  IF((U-A.LT.TOL2).OR.(B-U.LT.TOL2))D=DSIGN(TOL1,XM-X) 
   GOTO 2 
  ENDIF 
  1 CONTINUE 
 IF(DX.GE.0.)THEN 
  E=A-X 
 ELSE 
  E=B-X 
 ENDIF 
 D=0.5*E 
 2 CONTINUE 
 IF(DABS(D).GE.TOL1)THEN 
 U=X+D        
 FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
 ELSE 
 U=X+DSIGN(TOL1,D)  
 FU=F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
  IF(FU.GT.FX)GOTO 3 
 ENDIF       
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 DU=DF1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,U,XI) 
  IF(FU.LE.FX)THEN 
   IF(U.GE.X)THEN 
   A=X 
   ELSE 
   B=X 
   ENDIF 
   V=W 
   FV=FW 
   DV=DW 
   W=X 
   FW=FX 
   DW=DX 
   X=U 
   FX=FU 
   DX=DU 
   ELSE 
  IF(U.LT.X)THEN 
   A=U 
   ELSE 
   B=U 
   ENDIF 
  IF((FU.LE.FW).OR.(W.EQ.X))THEN 
   V=W 
   FV=FW 
   DV=DW 
   W=U 
   FW=FU 
   DW=DU 
  ELSE IF((FU.LE.FV).OR.(V.EQ.X).OR.(V.EQ.W))THEN 
   V=U 
   FV=FU 
   DV=DU 
  ENDIF 
 ENDIF 
10 CONTINUE 
WRITE(*,*)'SUBROUTINE DBRENT EXCEEDED MAXIMUM ITERATIONS' 
3 CONTINUE  
XMIN=X 
DBRENT1=FX 
 
RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνες αντικειµενικής συναρτήσεως 
FUNCTION F1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,X,XI) 
INTEGER*4 NPAR,K 
REAL*8 P(NPAR),L(4),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),X,XI(NPAR) 
REAL*8 FUNC1,F1DIM1 
 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(NPAR) 
 
DO 10 J=1,NPAR,1 
 XT(J)=P(J)+X*XI(J) 
10 CONTINUE 
 
F1DIM1=FUNC1(K,XT,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L) 
 
RETURN 
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END  
 
 
FUNCTION FUNC1(K,P,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 VARXS(12),M3XS(12),COVXS(12),COVET(K+1),P(12*K+61),L(4) 
REAL*8 FUNC1 
 
REAL*8 AS(12),VARW(12),COVW(12),M3Z,M3W(12),GZ(12*K+12)   
REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12),MTH4(K+1),MTH6(12) 
REAL*8 NORM(4) 
 
INTEGER*4 I 
 
!PENALTIES 
REAL*8 MINVAR,MAXR,MAXXV,MINGZ 
REAL*8 P2          !ITS THE PENALTY FACTOR FOR LARGE COVW 
PARAMETER(P2=1.E10) 
REAL*8 PENAL1,PENAL2,PENAL3,PENAL4,PENAL5 
PARAMETER(MINVAR=0.05,MAXR=0.9,MAXXV=5.,MINGZ=0.001) 
 
!FILLING NORM WITH ZEROS 
DO 10 I=1,4,1 
 NORM(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
FUNC1=0. 
 
!TRANSLATE VECTOR P TO MATRIXES: [AS],[VARW],[COVW],M3Z,[M3W],[GZ] 
CALL TRANS(K,P,AS,VARW,COVW,M3Z,M3W,GZ) 
 
!CALCULATING VECTOR [MTH1] 
CALL TH1(K,AS,GZ,VARW,VARXS,MTH1) 
 
!CALCULATING VECTOR [MTH2] 
CALL TH2(AS,M3Z,M3W,M3XS,MTH2) 
 
!CALCULATING VECTOR [MTH3] 
CALL TH3(K,AS,GZ,COVW,COVXS,MTH3) 
 
!CALCULATING VECTOR [MTH4] 
CALL TH4(K,AS,GZ,VARW,COVW,COVET,MTH4) 
 
!CALCULATING VECTOR [NORM] 
DO 20 I=1,12,1 
 NORM(1)=NORM(1)+MTH1(I)**2. 
 NORM(2)=NORM(2)+MTH2(I)**2. 
 NORM(3)=NORM(3)+MTH3(I)**2. 
20 CONTINUE 
 
DO 30 I=1,K+1,1 
 NORM(4)=NORM(4)+MTH4(I)**2. 
30 CONTINUE 
!CALCULATING FUNC 
DO 40 I=1,4,1 
 FUNC1=FUNC1+L(I)*NORM(I) 
40 CONTINUE 
 
!!!!!!!!!!!!!PENALTIES!!!!!!!!!!! 
 
! PENALTY FOR VAR LESS OR EQUAL TO ZERO(PENAL1) 
CALL PENALTY1(K,MINVAR,VARW,GZ,PENAL1) 
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!PENALTY FOR LARGE COV AMONG MONTHS (PENAL2) 
PENAL2=0. 
!GENERATING VECTOR [MTH6] 
CALL TH6(MAXR,VARW,COVW,MTH6) 
 
DO 50 I=1,12,1 
 PENAL2=PENAL2+P2*MTH6(I)**2. 
50 CONTINUE 
 
!PENALTY FOR NEGATIVE OR ZERO AUTOCOVIARANCES OF Z, FOR LAG  
!GRATER THAN ZERO (PENAL3) 
CALL PENALTY3(K,MINGZ,GZ,PENAL3)  
 
!PENALTY FOR LARGE AUTOCOVIARANCES OF Z (PENAL4) 
CALL PENALTY4 (K,MAXR,GZ,PENAL4) 
 
!PENALTY FOR LARGE SKEWNESS OF W (PENAL5) 
CALL PENALTY5(MAXXV,M3W,VARW,PENAL5) 
 
 
!VALUE OF OBJECTIVE FUNCTION WITH PENALTIES 
FUNC1=FUNC1+PENAL1+PENAL2+PENAL3+PENAL4+PENAL5 
 
RETURN  
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING PENAL5 
SUBROUTINE PENALTY5(MAXXV,M3W,VARW,PENAL5) 
REAL*8 MAXXV,M3W(12),VARW(12),PENAL5 
 
REAL*8 FLAG,P5   !ITS THE PENALTY FACTOR 
PARAMETER(P5=1.E10) 
INTEGER*4 I 
 
PENAL5=0. 
 
DO 10 I=1,12,1 
 FLAG=(M3W(I)**2.)-(MAXXV**2.)*(VARW(I)**3.) 
  IF(FLAG.GE.0.)THEN 
   PENAL5=PENAL5+P5*FLAG 
  ENDIF 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
    
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING PENAL4 
SUBROUTINE PENALTY4 (K,MAXR,GZ,PENAL4) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 MAXR,GZ(12*K+12),PENAL4 
 
REAL*8 FLAG,P4     !ITS THE PENALTY FACTOR 
PARAMETER(P4=1.E10) 
INTEGER*4 I 
 
PENAL4=0. 
 
DO 10 I=2,12*K+12,1 
 FLAG=GZ(I)-MAXR*GZ(1) 
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  IF(FLAG.GE.0.)THEN 
   PENAL4=PENAL4+P4*(FLAG**2.) 
  ENDIF 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
  
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING PENAL3 
 SUBROUTINE PENALTY3(K,MINGZ,GZ,PENAL3)  
 INTEGER*4 K 
 REAL*8 MINGZ,GZ(12*K+12),PENAL3 
 
 REAL*8 FLAG,P3      !ITS THE PENALTY FACTOR 
 PARAMETER(P3=1.E10) 
 INTEGER*4 I 
 
 PENAL3=0. 
 
 DO 10 I=2,12*K+12,1 
 FLAG=MINGZ-GZ(I) 
  IF(FLAG.GE.0.)THEN 
   PENAL3=PENAL3+P3*(FLAG**2.) 
  ENDIF 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
!SUBROUTINE FOR GENERATING PENALTY VECTOR TH6 (FOR LARGE COVW) 
SUBROUTINE TH6(MAXR,VARW,COVW,MTH6) 
REAL*8 MAXR,VARW(12),COVW(12),MTH6(12) 
 
REAL*8 FLAG 
INTEGER*4 I 
 
!FILLING [MTH6] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12,1 
 MTH6(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!CALCULATING [MTH6] 
!FIRST ELEMENT 
FLAG=COVW(1)**2.-(MAXR**2.)*VARW(1)*VARW(12) 
IF(FLAG.GE.0.)THEN  
 MTH6(1)=FLAG 
ENDIF 
 
!NEXT 11 ELEMENTS 
 
DO 20 I=2,12,1 
 FLAG=COVW(I)**2.-(MAXR**2.)*VARW(I)*VARW(I-1) 
  IF(FLAG.GE.0.)THEN  
   MTH6(I)=FLAG 
  ENDIF 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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!SUBROUTINE FOR PENALTY FOR LOW VAR 
SUBROUTINE PENALTY1(K,MINVAR,VARW,GZ,PENAL1) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 MINVAR,VARW(12),GZ(12*K+12),PENAL1 
 
REAL*8 P1,FLAG 
PARAMETER(P1=1.E10) !ITS THE PENALTY FACTOR 
INTEGER*4 I 
 
PENAL1=0. 
 
DO 10 I=1,12,1 
 FLAG=MINVAR-VARW(I) 
  IF(FLAG.GE.0.)THEN 
   PENAL1=PENAL1+P1*(VARW(I)-MINVAR)**2. 
  ENDIF 
10 CONTINUE 
 
FLAG=MINVAR-GZ(1) 
IF(FLAG.GE.0.)THEN 
 PENAL1=PENAL1+P1*(GZ(1)-MINVAR)**2. 
ENDIF 
 
RETURN 
END 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING VECTOR [MTH4] 
SUBROUTINE TH4(K,AS,GZ,VARW,COVW,COVET,MTH4) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 AS(12),GZ(12*K+12),VARW(12),COVW(12),COVET(K+1),MTH4(K+1) 
 
INTEGER*4 I,J,L 
REAL*8 SUM1,SUM2,SUM3,SUM4 
 
!FILLING ZEROS 
SUM1=0. 
SUM2=0. 
SUM3=0. 
SUM4=0. 
 
DO 5 I=1,K+1,1 
 MTH4(I)=0. 
5 CONTINUE 
 
!FIRST ELEMENT VAR OF THE YEAR 
DO 10 I=1,12,1 
 SUM1=SUM1+AS(I)**2. 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,11,1 
 DO 30 J=I+1,12,1 
  SUM2=SUM2+AS(I)*AS(J)*GZ(J-I+1) 
 30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
DO 40 I=1,12,1 
 SUM3=SUM3+VARW(I) 
40 CONTINUE 
 
DO 50 I=2,12,1 
 SUM4=SUM4+COVW(I) 
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50 CONTINUE 
 
MTH4(1)=GZ(1)*SUM1+2.*SUM2+SUM3+2.*SUM4 
 
!NEXT K ELEMENTS 
DO 60 L=1,K,1 
 DO 70 J=1,12,1 
  DO 80 I=1,12,1 
   MTH4(L+1)=MTH4(L+1)+AS(J)*AS(I)*GZ(12*L-I+J+1) 
  80 CONTINUE 
 70 CONTINUE 
  
 IF(L.EQ.1)THEN 
  MTH4(L+1)=MTH4(L+1)+COVW(L) 
 ENDIF 
60 CONTINUE 
 
!FIXING DIFFERENCES 
DO 90 I=1,K+1,1 
 MTH4(I)=MTH4(I)-COVET(I) 
90 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
  
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING VECTOR [MTH3] 
SUBROUTINE TH3(K,AS,GZ,COVW,COVXS,MTH3) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 AS(12),GZ(12*K+12),COVW(12),COVXS(12),MTH3(12) 
 
INTEGER*4 I 
 
!FIRST ELEMENT 
MTH3(1)=(AS(12)*AS(1)*GZ(2)+COVW(1))-COVXS(1) 
 
!NEXT ELEMENTS 
DO 10 I=2,12,1 
 MTH3(I)=(AS(I)*AS(I-1)*GZ(2)+COVW(I))-COVXS(I) 
10 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING VECTOR [MTH2] 
SUBROUTINE TH2(AS,M3Z,M3W,M3XS,MTH2) 
REAL*8 AS(12),M3Z,M3W(12),M3XS(12),MTH2(12) 
 
INTEGER*4 I 
 
 
!CALCULATING [MTH2] 
DO 20 I=1,12,1 
 MTH2(I)=((AS(I)**3.)*M3Z+M3W(I))-M3XS(I) 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING VECTOR [MTH1] 
SUBROUTINE TH1(K,AS,GZ,VARW,VARXS,MTH1) 
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INTEGER*4 K 
REAL*8 AS(12),GZ(12*K+12),VARW(12),VARXS(12),MTH1(12) 
 
INTEGER*4 I 
 
!GENERATING MATRIX MTH1 
DO 20 I=1,12,1 
 MTH1(I)=((AS(I)**2.)*GZ(1)+VARW(I))-VARXS(I) 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
   
!SUBROUTINE FOR TRANSLATING VECTOR P TO MATRIXES 
SUBROUTINE TRANS(K,P,AS,VARW,COVW,M3Z,M3W,GZ) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 P(12*K+61),AS(12),VARW(12),COVW(12),M3Z,M3W(12),GZ(12*K+12)  
 
INTEGER*4 I 
 
DO 10 I=1,12,1 
 AS(I)=P(I) 
 VARW(I)=P(12+I) 
 COVW(I)=P(24+I) 
 M3W(I)=P(37+I) 
10 CONTINUE 
 
M3Z=P(37) 
 
DO 20 I=1,12*K+12,1 
 GZ(I)=P(49+I) 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνες υπολογισµού παραγώγου αντικειµενικής συναρτήσεως 
FUNCTION DF1DIM1(NPAR,K,P,L,VARXS,COVXS,COVET,M3XS,X,XI) 
INTEGER*4 NPAR,K 
REAL*8 P(NPAR),L(4),VARXS(12),COVXS(12),COVET(K+1),M3XS(12),X,XI(NPAR) 
REAL*8 DF1DIM1 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(NPAR),DF(NPAR) 
 
DO 10 J=1,NPAR,1 
 XT(J)=P(J)+X*XI(J) 
10 CONTINUE 
      
   
CALL DFUNC1(K,XT,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L,DF) 
 
DF1DIM1=0. 
DO 20 J=1,NPAR,1 
 DF1DIM1=DF1DIM1+DF(J)*XI(J) 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE DFUNC1(K,P,VARXS,M3XS,COVXS,COVET,L,DF) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 VARXS(12),M3XS(12),COVXS(12),COVET(K+1),P(12*K+61),L(4), 
DF(12*K+61) 
 
REAL*8 AS(12),VARW(12),COVW(12),M3Z,M3W(12),GZ(12*K+12) 
REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12),MTH4(K+1),MTH6(12) 
INTEGER*4 NR 
PARAMETER(NR=12) 
 
!DERIVATIVE MATRIXES 
REAL*8 
MP1(12,12*K+61),MP2(12,12*K+61),MP3(12,12*K+61),MP4(K+1,12*K+61), 
MP6(12,12*K+61) 
 
!DERIVATIVE VECTORS  
REAL*8 DF1(12*K+61),DF2(12*K+61),DF3(12*K+61),DF4(12*K+61) 
 
!PENALTIES 
REAL*8 MINVAR,MAXR,MAXXV,MINGZ 
REAL*8 P2                !ITS THE PENALTY FACTOR FOR LARGE COVW 
PARAMETER(P2=1.E10) !MUST HAVE THE SAME VALUE AS IN FUNC1 
REAL*8 DF5(12*K+61),DF6(12*K+61),DF7(12*K+61),DF8(12*K+61),DF9(12*K+61) 
PARAMETER(MINVAR=0.05,MAXR=0.9,MAXXV=5.,MINGZ=0.001) 
!MUST BE TE SAMEWITH FUNC1 
 
!COUNTERS 
INTEGER*4 I 
 
!TRANSLATE VECTOR P TO MATRIXES: [AS],[VARW],[COVW],M3Z,[M3W],[GZ] 
CALL TRANS(K,P,AS,VARW,COVW,M3Z,M3W,GZ) !USED BY FUNC1 AS WELL 
 
!NORMAL DERIVATIVES (NO PENALTIES) 
 
!CALCULATING VECTORS [MTH1],[MTH2],[MTH3],[MTH4] 
CALL TH1(K,AS,GZ,VARW,VARXS,MTH1)  !USED BY FUNC1 AS WELL 
CALL TH2(AS,M3Z,M3W,M3XS,MTH2)!USED BY FUNC1 AS WELL 
CALL TH3(K,AS,GZ,COVW,COVXS,MTH3)  !USED BY FUNC1 AS WELL 
CALL TH4(K,AS,GZ,VARW,COVW,COVET,MTH4)!USED BY FUNC1 AS WELL 
 
!CALCULATING MATRIX [MP1](DERIVATIVE OF TH1) 
CALL CALCMP1(K,AS,GZ,MP1) 
 
!CALCULATING MATRIX [MP2](DERIVATIVE OF TH2) 
CALL CALCMP2(K,AS,M3Z,MP2) 
 
!CALCULATING MATRIX [MP3](DERIVATIVE OF TH3) 
CALL CALCMP3(K,AS,GZ,MP3) 
 
!CALCULATING MATRIX [MP4] (DERIVATIVE OF TH4) 
CALL CALCMP4(K,AS,GZ,MP4) 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTORS 
CALL MULVA(NR,12*K+61,MTH1,MP1,DF1) 
CALL MULVA(NR,12*K+61,MTH2,MP2,DF2) 
CALL MULVA(NR,12*K+61,MTH3,MP3,DF3) 
CALL MULVA(K+1,12*K+61,MTH4,MP4,DF4) 
 
!CALCULATING [DF] WITHOUT PENALTIES 
DO 10 I=1,12*K+61,1 
 DF(I)=2.*(L(1)*DF1(I)+L(2)*DF2(I)+L(3)*DF3(I)+L(4)*DF4(I)) 
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10 CONTINUE 
 
!!!!!!!!!!PENALTIES!!!!!!!!!!!!!!! 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTOR [DF5] PENALTY FOR LOW VAR 
CALL CALCDF5(K,MINVAR,GZ,VARW,DF5) 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTOR [DF6] PENALTY FOR LARGE COVW 
CALL TH6(MAXR,VARW,COVW,MTH6) 
CALL CALCMP6(K,MAXR,VARW,COVW,MP6) 
CALL MULVA(NR,12*K+61,MTH6,MP6,DF6) 
DO 20 I=1,12*K+61,1 
 DF6(I)=DF6(I)*2.*P2 
20 CONTINUE 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTOR [DF7] PENALTY FOR  
!ZERO OR NEGATIVE AUTOCORRELATION OF Z 
CALL CALCDF7(K,MINGZ,GZ,DF7) 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTOR [DF8] PENALTY FOR 
!LARGE AUTOCORRELATION OF Z 
CALL CALCDF8(K,MAXR,GZ,DF8) 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTOR [DF9] PENALTY FOR 
!LARGE SKEW OF W 
CALL CALCDF9(K,MAXXV,VARW,M3W,DF9) 
 
 
!DERIVATIVE WITH PENALTIES 
DO 30 I=1,12*K+61,1 
 DF(I)=DF(I)+DF5(I)+DF6(I)+DF7(I)+DF8(I)+DF9(I) 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING DERIVATIVE VECTOR [DF9]  
!PENALTY FOR LARGE SKEW OF W 
 SUBROUTINE CALCDF9(K,MAXXV,VARW,M3W,DF9) 
 INTEGER*4 K 
 REAL*8 MAXXV,VARW(12),M3W(12),DF9(12*K+61) 
 
 REAL*8 FLAG,P5   !ITS THE PENALTY FACTOR 
 PARAMETER(P5=1.E10)  !MUST BE THE SAME AS IN SUBROUTINE PENALTY5 
(FUNC1) 
 
 INTEGER*4 I,J  
 
 !FILLING [DF9] WITH ZEROS 
 DO 10 I=1,12*K+61,1 
 DF9(I)=0. 
 10 CONTINUE 
 
 !FILLING [DF9] WITH ELEMENTS 
 DO 20 I=1,12,1 
 J=12+I 
 FLAG=M3W(I)**2.-(MAXXV**2.)*VARW(I)**3. 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF9(J)=-3*(MAXXV**2.)*(VARW(I)**2.)*P5 
 ENDIF 
20 CONTINUE 
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DO 30 I=1,12,1 
 J=37+I 
 FLAG=M3W(I)**2.-(MAXXV**2.)*VARW(I)**3. 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF9(J)=2.*M3W(I)*P5 
 ENDIF 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING DERIVATIVE VECTOR [DF8]  
!PENALTY FOR LARGE AUTOCORRELATION OF Z 
SUBROUTINE CALCDF8(K,MAXR,GZ,DF8) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 MAXR,GZ(12*K+12),DF8(12*K+61) 
 
REAL*8 FLAG,P4     !ITS THE PENALTY FACTOR 
PARAMETER(P4=1.E10)!MUST BE THE SAME AS IN SUBROUTINE PENALTY4 (FUNC1) 
 
INTEGER*4 I,S,J 
 
!FILLING [DF8] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12*K+61,1 
 DF8(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!FILLING [DF8] WITH ELEMENTS 
DO 20 I=1,12*K+11,1 
 FLAG=GZ(I+1)-MAXR*GZ(1) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF8(50)=DF8(50)-2.*MAXR*FLAG*P4 
 ENDIF 
20 CONTINUE 
 
DO 30 S=1,12*K+11,1 
 J=50+S 
 FLAG=GZ(S+1)-MAXR*GZ(1) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF8(J)=2.*FLAG*P4 
 ENDIF 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING DERIVATIVE VECTOR DF7 
!(PENALTY FOR ZERO OR NEGATIVE AUTOCORRELATION OF Z) 
 SUBROUTINE CALCDF7(K,MINGZ,GZ,DF7) 
 INTEGER*4 K 
 REAL*8 MINGZ,GZ(12*K+12),DF7(12*K+61) 
 
 REAL*8 FLAG,P3      !ITS THE PENALTY FACTOR 
 PARAMETER(P3=1.E10) !MUST BE THE SAME AS IN SUBROUTINE PENALTY3 
(FUNC1) 
 INTEGER*4 S,J 
 
 !FILLING [DF7] WITH ZEROS 
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 DO 10 J=1,12*K+61,1 
 DF7(J)=0. 
 10 CONTINUE 
 
 DO 20 S=1,12*K+11,1 
 J=50+S 
 FLAG=MINGZ-GZ(S+1) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF7(J)=-2.*P3*FLAG 
 ENDIF 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
!CALCULATING DERIVATIVE MATRIX [MP6] REQUIRED FOR THE PENALTY OF LARGE 
!COV 
SUBROUTINE CALCMP6(K,MAXR,VARW,COVW,MP6) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 MAXR,VARW(12),COVW(12),MP6(12,12*K+61) 
 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING [MP6] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*K+61,1 
  MP6(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING MP6 WITH ELEMENTS 
MP6(1,13)=-(MAXR**2.)*VARW(12) 
 
DO 30 I=2,12,1 
 J=12+I 
 MP6(I,J)=-(MAXR**2.)*VARW(I-1) 
30 CONTINUE 
 
MP6(1,24)=-(MAXR**2.)*VARW(1) 
 
DO 40 I=2,12,1 
 J=11+I 
 MP6(I,J)=-(MAXR**2.)*VARW(I) 
40 CONTINUE 
 
DO 50 I=1,12,1 
 J=24+I 
 MP6(I,J)=2*COVW(I) 
50 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING PENALTY VECTOR [DF5] FOR LOW VAR 
SUBROUTINE CALCDF5(K,MINVAR,GZ,VARW,DF5) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 MINVAR,GZ(12*K+12),VARW(12),DF5(12*K+61) 
 
REAL*8 P1,FLAG 
PARAMETER(P1=1.E10) !ITS THE PENALTY FACTOR  
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!(MUST BE THE SAME WITH THE PENALTY1 SUBROUTINE OF FUNC1) 
 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING [DF5] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12*K+61,1 
 DF5(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
DO 20 J=13,24,1 
 I=J-12 
 FLAG=MINVAR-VARW(I) 
  IF(FLAG.GE.0.)THEN 
   DF5(J)=-2*FLAG*P1 
  ENDIF 
20 CONTINUE 
 
FLAG=MINVAR-GZ(1) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF5(50)=-2*FLAG*P1 
 ENDIF 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX [MP4] 
SUBROUTINE CALCMP4(K,AS,GZ,MP4) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 AS(12),GZ(12*K+12),MP4(K+1,12*K+61) 
 
INTEGER*4 S,J,L,I,M 
REAL*8 SUM1,SUM2 
 
!FILLING [MP4] WITH ZEROS 
DO 10 S=1,K+1,1 
 DO 20 J=1,12*K+61,1 
  MP4(S,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING [MP4] WITH ELEMENTS 
 
!FIRST ROW 
DO 30 J=1,12,1 
 SUM1=0. 
 SUM2=0. 
 
 DO 40 L=J+1,12,1 
  SUM1=SUM1+AS(L)*GZ(L-J+1) 
 40 CONTINUE 
 
 DO 50 L=1,J-1,1 
  SUM2=SUM2+AS(L)*GZ(J-L+1) 
 50 CONTINUE 
 
 MP4(1,J)=2.*(AS(J)*GZ(1)+SUM1+SUM2) 
 
30 CONTINUE 
 
DO 60 J=13,24,1 
 MP4(1,J)=1. 
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60 CONTINUE 
 
DO 70 J=26,36,1 
 MP4(1,J)=2. 
70 CONTINUE 
 
DO 80 J=1,12,1 
 MP4(1,50)=MP4(1,50)+AS(J)**2. 
80 CONTINUE 
 
DO 90 J=51,61,1 
 I=J-50 
 DO 100 L=1,12-I,1 
  MP4(1,J)=MP4(1,J)+AS(L)*AS(L+I) 
 100 CONTINUE 
90 CONTINUE 
 
!NEXT K ROWS 
MP4(2,25)=1. 
 
DO 110 S=2,K+1,1 
 M=S-1 
 DO 120 J=1,12,1 
  DO 130 L=1,12,1 
   MP4(S,J)=MP4(S,J)+AS(L)*(GZ(12*M+J-L+1)+GZ(12*M-
J+L+1)) 
  130 CONTINUE 
 120 CONTINUE 
110 CONTINUE 
 
DO 140 S=2,K+1,1 
 DO 150 L=1,23,1 
  J=50+(S-2)*12+L 
 
  IF(L.LE.11)THEN 
   DO 160 I=1,L,1 
   MP4(S,J)=MP4(S,J)+AS(I)*AS(12+I-L) 
   160 CONTINUE 
  ENDIF 
 
  IF(L.EQ.12)THEN 
   DO 170 I=1,12,1 
    MP4(S,J)=MP4(S,J)+AS(I)**2. 
   170 CONTINUE 
  ENDIF 
 
  IF(L.GE.13)THEN 
   DO 180 I=L-12+1,12,1 
   MP4(S,J)=MP4(S,J)+AS(I)*AS(I-L+12) 
   180 CONTINUE 
  ENDIF 
  
 150 CONTINUE 
140 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
  
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX [MP3] 
SUBROUTINE CALCMP3(K,AS,GZ,MP3) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 AS(12),GZ(12*K+12),MP3(12,12*K+61) 
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INTEGER*4 S,J 
 
!FILLING [MP3] WITH ZEROS 
DO 10 S=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*K+61,1 
  MP3(S,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING [MP3] WITH ELEMENTS 
!FIRST ROW 
MP3(1,1)=AS(12)*GZ(2) 
MP3(1,12)=AS(1)*GZ(2) 
MP3(1,25)=1. 
MP3(1,51)=AS(1)*AS(12) 
 
!NEXT 11 ROWS 
DO 30 S=2,12,1 
 DO 40 J=1,12*K+61,1 
 
  IF(J.EQ.S)THEN 
   MP3(S,J)=AS(S-1)*GZ(2) 
  ENDIF 
 
  IF(J.EQ.(S-1))THEN 
   MP3(S,J)=AS(S)*GZ(2) 
  ENDIF 
 
  IF(J.EQ.(S+24))THEN 
   MP3(S,J)=1. 
  ENDIF 
 
  IF(J.EQ.51)THEN 
   MP3(S,J)=AS(S-1)*AS(S) 
  ENDIF 
 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
   
 
   
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX [MP2] 
SUBROUTINE CALCMP2(K,AS,M3Z,MP2) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 AS(12),M3Z,MP2(12,12*K+61) 
 
INTEGER*4 S,J 
 
 
!FILLING [MP2] WITH ZEROS 
DO 10 S=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*K+61,1 
  MP2(S,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING [MP2] WITH ELEMENTS 
DO 30 S=1,12,1 
 DO 40 J=1,12*K+61,1 
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  IF(S.EQ.J)THEN 
   MP2(S,J)=3.*(AS(S)**2.)*M3Z 
  ENDIF 
 
  IF(J.EQ.37)THEN 
   MP2(S,J)=AS(S)**3. 
  ENDIF 
 
  IF(J.EQ.(37+S))THEN 
   MP2(S,J)=1. 
  ENDIF 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING MATRIX [MP1] 
SUBROUTINE CALCMP1(K,AS,GZ,MP1) 
INTEGER*4 K 
REAL*8 AS(12),GZ(12*K+12),MP1(12,12*K+61) 
 
INTEGER*4 I,J,S 
 
!FILLING [MP1] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,12*K+61,1 
  MP1(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING MP1 WITH ELEMENTS 
DO 30 S=1,12,1 
 DO 40 J=1,12*K+61,1 
   
  IF(J.EQ.S)THEN 
   MP1(S,J)=2.*AS(S)*GZ(1) 
  ENDIF 
 
  IF(J.EQ.(S+12))THEN 
   MP1(S,J)=1. 
  ENDIF 
 
  IF(J.EQ.50)THEN 
   MP1(S,J)=AS(S)**2. 
  ENDIF 
 
 40 CONTINUE 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα πολλαπλασιασµού πίνακα µε διάνυσµα 
SUBROUTINE MULVA(K,N,X,A,Y) 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 X(K),A(K,N),Y(N) 
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INTEGER I,J 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 J=1,N,1 
 SUM=0. 
 DO 20 I=1,K,1  
  SUM=SUM+X(I)*A(I,J) 
 20 CONTINUE 
 Y(J)=SUM 
10 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
 
 

Ζ.2 Πρόγραµµα προσδιορισµού αυτοσυνδιασπορών µε χρήση του 

 γενικευµένου αντίστροφου µητρώου ελάχιστης νόρµας 
 

Λειτουργία προγράµµατος 

 Το πρόγραµµα χρησιµοποιεί τα αρχεία PARAMETRS.TXT, VARET.TXT, 

ES.TXT και YCOV1.TXT. Τα αρχεία PARAMETRS.TXT και VARET.TXT 

χρησιµοποιούνται και από το πρόγραµµα της ενότητας  Ζ.1, ενώ τα αρχεία ES.TXT και 

YCOV1.TXT δηµιουργούνται κατά την εκτέλεση του προγράµµατος της ενότητας Ζ.1. 

Κατά την εκτέλεσή του το πρόγραµµα δηµιουργεί το αρχείο YCOV2.TXT, το οποίο 

περιέχει τις αυτοσυνδιασπορές της στάσιµης τυχαίας µεταβλητής Yi έως και χρονικό 

βήµα µετατόπισης 12(m+1)-1 (δηλαδή γ0, γ1, …, γ12(m+1)-1). Στην συνέχεια παρουσιάζεται 

ο κώδικας του προγράµµατος. 

 

Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM EXTEND 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 H 
 
OPEN(10,FILE='PARAMETERS.TXT') 
 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)H 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)K 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
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READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)N 
 
CALL OPMAT(H,K,N) 
 
CLOSE(10) 
STOP 
END 
 

 

Υπορουτίνα που ανοίγει τους απαραίτητους για το πρόγραµµα πίνακες 
SUBROUTINE OPMAT(H,K,N) 
REAL*8 H 
INTEGER*4 K,N 
 
REAL*8 VARET,AS(12),GPREV(11),GNEXT(12*(N-K)),GTOT(12*N+12) 
INTEGER*4 I 
 
 
OPEN(60,FILE='VARET.TXT') 
OPEN(200,FILE='ES.TXT') 
OPEN(250,FILE='YCOV1.TXT') 
 
OPEN(300,FILE='YCOV2.TXT') 
 
!READING FROM FILES 
READ(60,*)VARET 
DO 10 I=1,12,1 
 READ(200,*)AS(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,12*K+12,1 
 READ(250,*)GTOT(I) 
20 CONTINUE 
 
!FILLING GPREV 
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DO 30 I=1,11,1 
 GPREV(I)=GTOT(12*K+1+I) 
30 CONTINUE 
 
CALL CALCNEXT(K,N,H,VARET,AS,GPREV,GNEXT) 
 
!FILLING GTOT 
DO 40 I=1,12*(N-K),1 
 GTOT(12*K+12+I)=GNEXT(I) 
40 CONTINUE 
 
!WRITTING OUTPUTFILE 
DO 50 I=1,12*N+12 
 WRITE(300,1000)GTOT(I) 
50 CONTINUE 
 
CLOSE(60) 
CLOSE(200) 
CLOSE(250) 
CLOSE(300) 
 
1000 FORMAT(1X,F15.9,1X) 
 
RETURN 
END 
 

 

Υπορουτίνα κυρίως υπολογισµών 
SUBROUTINE CALCNEXT(K,N,H,VARET,AS,GPREV,GNEXT) 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 H,VARET,AS(12),GPREV(11),GNEXT(12*(N-K)) 
 
REAL*8 A(N-K,12*(N-K)),B(N-K) 
REAL*8 AT(12*(N-K),N-K),MAAT(N-K,N-K),L(N-K) 
 
 
!CALCULATING MATRIX [A] 
CALL CALCA(K,N,AS,A) 
 
!CALCULATING VECTOR [B] 
CALL CALCB(K,N,H,VARET,AS,GPREV,B) 
 
!FINDING THE TRANSPOSE OF [A] 
CALL TRAN(N-K,12*(N-K),A,AT) 
 
!MULTIPLYING [A]*[AT]=[MAAT] 
CALL MULTAB(N-K,12*(N-K),A,12*(N-K),N-K,AT,MAAT) 
 
!SOLVING THE LINEAR SYSTEM 
CALL THOMAS(MAAT,B,L,N-K) 
 
!FINDING VECTOR [GNEXT] 
!MULTIPLYING AN ARRAY WITH A VECTOR [A]*[X]=[Y] 
CALL MULTAX(12*(N-K),N-K,AT,L,GNEXT) 
 
RETURN 
END 
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Υπορουτίνες προσδιορισµού του προς επίλυση συστήµατος 
SUBROUTINE CALCA(K,N,AS,A) 
 INTEGER*4 K,N 
 REAL*8 AS(12),A(N-K,12*(N-K)) 
 
 INTEGER*4 I,J,X,L,Y 
 
!FILLING WITH ZEROS 
DO 10 I=1,N-K,1 
    DO 20 J=1,12*(N-K),1 
        A(I,J)=0. 
    20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FIRST LINE OF THE MATRIX 
DO 30 I=1,12,1 
    A(1,1) =A(1,1)+AS(I)**2. 
30 CONTINUE 
 
DO 40 I=2,12,1 
    DO 50 J=1,12-(I-1),1 
        A(1,I)=A(1,I)+AS(J)*AS(J+I-1) 
    50 CONTINUE 
40 CONTINUE 
 
!NEXT LINES OF THE MATRIX 
DO 60 X=2,(N-K),1  
    DO 70 L=1,23,1 
  Y=12*X-23+L 
            IF(L.LE.11)THEN 
                DO 80 I=1,L,1 
                    A(X,Y)=A(X,Y)+AS(I)*AS(I+12-L) 
                 80 CONTINUE 
            ENDIF 
                 
            IF(L.EQ.12)THEN 
                DO 90 I=1,12,1 
                    A(X,Y)=A(X,Y)+AS(I)**2. 
                90 CONTINUE 
            ENDIF 
             
            IF(L.GE.13)THEN 
                DO 100 I=1,24-L,1 
                    A(X,Y) = A(X,Y)+AS(I)*AS(I+L-12) 
                100 CONTINUE 
            ENDIF 
    70 CONTINUE 
60 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
SUBROUTINE CALCB(K,N,H,VARET,AS,GPREV,B) 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 H,VARET,AS(12),GPREV(11),B(N-K) 
 
INTEGER*4 I,J,L 
REAL*8 SUM1,SUM2 
 
J=0 
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DO 10 I=K+1,N,1 
 J=J+1 
 B(J)=VARET*(0.5*((DFLOAT(I+1))**(2.*H)+(DFLOAT(I-1))**(2.*H))-
DFLOAT(I)**(2.*H)) 
10 CONTINUE 
 
SUM2=0. 
DO 20 L=1,11,1 
 SUM1=0. 
 DO 30 I=1,12-L,1  
  SUM1=SUM1+AS(I)*AS(I+L) 
 30 CONTINUE 
 SUM2=SUM2+GPREV(L)*SUM1 
20 CONTINUE 
 
B(1)=B(1)-SUM2 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα αναστροφής πίνακα 
SUBROUTINE TRAN(NA,MA,A,AT) 
INTEGER*4 NA,MA 
REAL*8 A(NA,MA),AT(MA,NA) 
 
DO 10 I=1,NA,1 
 DO 20 J=1,MA,1 
  AT(J,I)=A(I,J) 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 

Υπορουτίνα πολλαπλασιασµού δύο πινάκων 
SUBROUTINE MULTAB(NA,MA,A,NB,MB,B,C) 
INTEGER*4 NA,NB,MA,MB 
REAL*8 A(NA,MA),B(NB,MB),C(NA,MB) 
 
INTEGER*4 I,J,K 
REAL*8 SUM 
 
IF(MA.NE.NB)THEN 
WRITE(*,*)'CANNOT MULTIPLY MATRIXES' 
STOP 
ENDIF 
 
DO 10 I=1,NA,1 
 DO 20 J=1,MB,1 
  SUM=0. 
   DO 30 K=1,NB,1 
    SUM=SUM+A(I,K)*B(K,J) 
   30 CONTINUE 
  C(I,J)=SUM 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
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END 
 
 
Υπορουτίνα επίλυσης τρισδιαγώνιου συστήµατος µε την µέθοδο Thomas 
SUBROUTINE THOMAS (A,B,X,N) 
INTEGER*4 N,I,J 
REAL*8 A(N,N),B(N),X(N),Y(N),L(N,N),U(N,N),SUM 
 
! L,U MATRIX FORMATION 
DO 10 I=1,N,1 
DO 20 J=1,N,1 
L(I,J)=0 
20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
DO 30 I=1,N,1 
DO 40 J=1,N,1 
U(I,J)=0 
40 CONTINUE 
U(I,I)=1 
30 CONTINUE 
DO 50 I=1,N,1 
IF(I.EQ.1)GOTO 60 
IF(I.EQ.N)GOTO 61 
L(I,I-1)=A(I,I-1) 
L(I,I)=A(I,I)-L(I,I-1)*U(I-1,I) 
IF(ABS(L(I,I)).LE.0.00001)WRITE(*,*)'ZERO VALUE ELEMENT AT THE MAIN 
DIAGONAL' 
IF(ABS(L(I,I)).LE.0.00001)STOP 
U(I,I+1)=A(I,I+1)/L(I,I) 
GOTO 70 
60 CONTINUE 
L(I,I)=A(I,I) 
U(I,I+1)=A(I,I+1)/L(I,I) 
GOTO 70 
61 CONTINUE 
L(I,I-1)=A(I,I-1) 
L(I,I)=A(I,I)-L(I,I-1)*U(I-1,I) 
GOTO 70 
70 CONTINUE 
50 CONTINUE 
! 
! Y VECTOR CALCULATION USING THE LINEAR SYSTEM L*Y=B 
DO 80 I=1,N,1 
IF(I.EQ.1)GOTO 90 
SUM=0 
DO 100 J=1,I-1,1 
SUM=SUM+L(I,J)*Y(J) 
100 CONTINUE 
Y(I)=(B(I)-SUM)/L(I,I) 
GOTO 110 
90 CONTINUE 
Y(1)=B(1)/L(1,1) 
110 CONTINUE 
80 CONTINUE 
! 
! X VECTOR CALCULATION USING THE LINEAR SYSTEM U*X=Y 
DO 120 I=N,1,-1 
IF(I.EQ.N)GOTO 130 
SUM=0 
DO 140 J=I+1,N,1 
SUM=SUM+U(I,J)*X(J) 



 302

140 CONTINUE 
X(I)=(Y(I)-SUM)/U(I,I) 
GOTO 150 
130 CONTINUE 
X(N)=Y(N)/U(N,N) 
150 CONTINUE 
120 CONTINUE 
RETURN 
END 
 

Υπορουτίνα πολλαπλασιασµού πίνακα µε διάνυσµα 
SUBROUTINE MULVA(K,N,X,A,Y) 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 X(K),A(K,N),Y(N) 
 
INTEGER I,J 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 J=1,N,1 
 SUM=0. 
 DO 20 I=1,K,1  
  SUM=SUM+X(I)*A(I,J) 
 20 CONTINUE 
 Y(J)=SUM 
10 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 

 

Ζ.3 Πρόγραµµα προσδιορισµού των παραµέτρων του µοντέλου SMA 
 
Λειτουργία προγράµµατος 

 Το πρόγραµµα χρησιµοποιεί το αρχείο PARAMETRS.TXT, το οποίο 

χρησιµοποιείται από τα προγράµµατα των ενοτήτων Ζ.1 και Ζ.2, καθώς και το αρχείο  

YCOV2.TXT  που δηµιουργείται κατά την εκτέλεση του προγράµµατος της ενότητας 

Ζ.2. Κατά την εκτέλεσή του το πρόγραµµα, δηµιουργεί το αρχείο YFACTORS.TXT, το 

οποίο περιέχει τις παραµέτρους αj  (j = 0, …, 12(m+1)-1) του µοντέλου SMA. Στην 

συνέχεια παρουσιάζεται ο κώδικας του προγράµµατος σε γλώσσα Fortran. 

 

Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM SMAFAC 
INTEGER*4 N 
 
OPEN(10,FILE='PARAMETERS.TXT') 
 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
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READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)N 
 
CALL CALCFAC(N) 
 
CLOSE(10) 
STOP 
END 
 

Υπορουτίνα κυρίως υπολογισµών 
SUBROUTINE CALCFAC(N) 
INTEGER*4 N 
 
REAL*8 AUTOCOV(12*N+12),SPEC1(12*N+12),INSPEC1(12*N+12),MINVAL 
INTEGER*4 I 
PARAMETER(MINVAL=0.001) 
 
OPEN(300,FILE='YCOV2.TXT') 
OPEN(400,FILE='YFACTORS.TXT') 
 
!READING FROM FILE 300 
DO 10 I=1,12*N+12,1 
 READ(300,*)AUTOCOV(I) 
10 CONTINUE 
 
!MANIPULATING AND PRODUCTING 
CALL POWSPEC(12*N+12,AUTOCOV,SPEC1) 
 
DO 20 I=1,12*N+12,1 
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 SPEC1(I)=DMAX1(SPEC1(I),MINVAL) 
20 CONTINUE 
 
CALL INVPOWSPEC(12*N+12,SPEC1,INSPEC1) 
 
INSPEC1(1)=AUTOCOV(1) 
INSPEC1(2)=AUTOCOV(2) 
 
CALL POWSPEC(12*N+12,INSPEC1,SPEC1) 
 
DO 30 I=1,12*N+12,1 
 SPEC1(I)=DSQRT(2.*DMAX1(SPEC1(I),MINVAL)) 
30 CONTINUE 
 
 
CALL INVPOWSPEC(12*N+12,SPEC1,INSPEC1) 
 
!WRITTING RESULTS 
DO 40 I=1,12*N+12,1 
 WRITE(400,1000)INSPEC1(I) 
40 CONTINUE 
 
 
CLOSE(300) 
CLOSE(400) 
 
1000 FORMAT(1X,F15.9,1X) 
 
RETURN 
END 
 

Υπορουτίνα υπολογισµού φάσµατος ισχύος (µετασχηµατισµός Fourier) 
SUBROUTINE POWSPEC(N,G,SPEC) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 G(N),SPEC(N) 
 
REAL*8 A(N,2),PI 
INTEGER*4 I,J 
 
PI=4.*ATAN(1.) 
 
J=0 
DO 10 I=0,N-1,1 
   J=J+1 
   A(J,1)=DFLOAT(I)/2./DFLOAT(N-1) 
   A(J,2)=0. 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,N,1 
A(I,2)=2.*G(1) 
    DO 30 J=2,N,1 
       A(I,2)=A(I,2)+4.*G(J)*DCOS(2.*PI*DFLOAT(J-1)*A(I,1)) 
    30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
DO 40 I=1,N,1 
 SPEC(I)=A(I,2) 
40 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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Υπορουτίνα αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier 
SUBROUTINE INVPOWSPEC(N,S,G) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 G(N),S(N) 
 
INTEGER*4 I,J,L 
REAL*8 A(N,2),B(N),PI,DW,W 
 
 
PI=4.*ATAN(1.) 
DW=1./2./DFLOAT(N-1) 
 
DO 10 I=0,N-1,1 
    A(I+1,1)=DFLOAT(I) 
    A(I+1,2)=0. 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,N,1 
    J=I-1 
        DO 30 L=1,N,1 
            W=DFLOAT(L-1)*DW 
            B(L)=S(L)*DCOS(2.*PI*DFLOAT(J)*W)*DW 
        30 CONTINUE 
        B(N)=B(N)/2. 
        B(1)=B(1)/2. 
         
        DO 40 L=1,N,1 
            A(I,2)=A(I,2)+B(L) 
        40 CONTINUE 
         
        IF(I.EQ.N)THEN 
   A(I,2)=A(I,2)/2. 
        ENDIF 
 20 CONTINUE 
 
 DO 50 I=1,N,1 
 G(I)=A(I,2) 
 50 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
 
 
 
 

Ζ.4 Πρόγραµµα βελτιστοποίησης των παραµέτρων του µοντέλου 

PFMA 
 
Λειτουργία προγράµµατος 

Τοποθετούµε στο αρχείο PINIT2.TXT το αρχικό διάνυσµα η = [ f0
1, …, f0

12, f1
1, 

…, f1
12, ξr

1, …, ξr
12]T, τα στοιχεία του οποίου λαµβάνονται τυχαία. Κατά την εκτέλεσή 

του το πρόγραµµα χρησιµοποιεί το αρχείο PARAMETERS.TXT, το οποίο 

χρησιµοποιείται και από τα προγράµµατα των ενοτήτων Ζ.1, Ζ.2, Ζ.3 καθώς και τα 
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αρχεία VARW.TXT, M3W.TXT και COVW.TXT που δηµιουργούνται κατά την εκτέλεση 

του προγράµµατος της ενότητας Ζ.1. Το πρόγραµµα δηµιουργεί: (1) το αρχείο 

PFIN2.TXT το οποίο περιέχει το βελτιστοποιηµένο διάνυσµα η*, (2) το αρχείο 

WFACTORS.TXT που περιέχει τις παραµέτρους f0
i και  f1

i (i = 1, …, 12) του µοντέλου 

PFMA, (3) το αρχείο Μ3R.TXT το οποίο περιέχει τους συντελεστές ασυµµετρίας ξr
i (i = 

1, …, 12) της µεταβλητής λευκού θορύβου Ri, και (4) το αρχείο INFO2.TXT το οποίο 

περιέχει τον αριθµό των επαναλήψεων που απαιτήθηκαν για την βελτιστοποίηση, καθώς 

και την τιµή της αντικειµενικής συναρτήσεως που επιτεύχθηκε. Στην συνέχεια 

παρουσιάζεται ο κώδικας του προγράµµατος, σε γλώσσα Fortran. 

 

Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM OPT2 
INTEGER*4 ITMAX,NPAR 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L2(3) 
 
OPEN(10,FILE='PARAMETERS.TXT') 
 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
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READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)ITMAX 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)FTOL 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)TOL 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)EPS 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L2(1) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L2(2) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)L2(3) 
 
NPAR=48 
CALL MATR(NPAR,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L2) 
 
CLOSE(10) 
 
STOP 
END 
 

 

Υπορουτίνα που καλεί την υπορουτίνα βελτιστοποίησης 
SUBROUTINE MATR(NPAR,ITMAX,FTOL,EPS,TOL,L2) 
INTEGER*4 NPAR,ITMAX 
REAL*8 FTOL,EPS,TOL,L2(3) 
 
REAL*8 P(NPAR),VARW(12),COVW(12),M3W(12),FRET 
INTEGER*4 I,J,ITER 
REAL*8 F(12,2),VARV(12),M3V(12) 
 
OPEN(20,FILE='PINIT2.TXT') 
OPEN(30,FILE='VARW.TXT') 
OPEN(40,FILE='M3W.TXT') 
OPEN(50,FILE='COVW.TXT') 
OPEN(80,FILE='PFIN2.TXT') 
OPEN(90,FILE='INFO2.TXT') 
 
OPEN(200,FILE='WFACTORS.TXT') 
OPEN(210,FILE='VARR.TXT') 
OPEN(230,FILE='M3R.TXT') 
 
 
 
!READING FROM FILES 
DO 10 I=1,NPAR,1 
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 READ(20,*)P(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 15 I=25,36,1 
 P(I)=1. 
15 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,12,1 
 READ(30,*)VARW(I) 
 READ(40,*)M3W(I) 
 READ(50,*)COVW(I) 
20 CONTINUE 
 
!OPTIMIZATION     
    
DO 35 I=1,ITMAX,1 
 
WRITE(*,*)'ITER=',I 
        
CALL FRPRMN2(NPAR,P,VARW,M3W,COVW,L2,FTOL,ITER,FRET,ITMAX,EPS,TOL) 
 
WRITE(*,*)'minF(X)=',FRET 
 
35 CONTINUE 
 
WRITE(90,*)'minF(X)=',FRET 
WRITE(90,*)'NUMBER OF INTERATIONS=',I 
 
 
DO 40 I=1,NPAR,1 
 WRITE(80,*)P(I) 
40 CONTINUE 
     
CALL TRANS2(NPAR,P,F,VARV,M3V) 
 
DO 50 I=1,12,1 
 WRITE(200,1000)(F(I,J),J=1,2,1) 
 WRITE(210,*)VARV(I) 
 WRITE(230,*)M3V(I) 
50 CONTINUE 
 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
CLOSE(40) 
CLOSE(50) 
CLOSE(80) 
CLOSE(90) 
CLOSE(200) 
CLOSE(210) 
CLOSE(230) 
1000 FORMAT(2(1X,F15.10,1X)) 
RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνα βελτιστοποίησης µε την µέθοδο των συζυγών κλίσεων 
SUBROUTINEFRPRMN2(NPAR,P,VARW,M3W,COVW,L2,FTOL,ITER,FRET,ITMAX, 
EPS,TOL) 
INTEGER*4 NPAR,ITMAX,ITER 
REAL*8 P(NPAR),L2(3),VARW(12),COVW(12),M3W(12) 
REAL*8 FRET,FTOL,EPS,TOL 
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REAL*8 FUNC2            
 
INTEGER*4 ITS,J 
REAL*8 DGG,FP,GAM,GG,G(NPAR),H(NPAR),XI(NPAR) 
 
FP=FUNC2(P,VARW,M3W,COVW,L2) 
CALL DFUNC2(P,VARW,M3W,COVW,L2,XI) 
 
DO 10 J=1,NPAR,1 

G(J)=-XI(J) 
 H(J)=G(J) 
 XI(J)=H(J) 
10 CONTINUE 
 
!DO 20 ITS=1,ITMAX,1 
 DO 20 ITS=1,50,1 
 
 ITER=ITS   
         
 CALL DLINMIN2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,XI,FRET,TOL)  
 
! WRITE(*,*)'INTERATION:',ITER 
! WRITE(*,*)'F(X)=',FRET 
 
  !NORMAL RETURN 
  IF(2.*DABS(FRET-FP).LE.FTOL*(DABS(FRET)+DABS(FP)+EPS))THEN 
   RETURN 
  ENDIF 
 
 FP=FRET 
 CALL DFUNC2(P,VARW,M3W,COVW,L2,XI) 
 GG=0. 
 DGG=0. 
  DO 30 J=1,NPAR,1 
   GG=GG+G(J)**2. 
  ! DGG=DGG+XI(J)**2. !FOR FLETCHER-REEVES 
   DGG=DGG+(XI(J)+G(J))*XI(J) !FOR POLAK-RIBIERE 
  30 CONTINUE 
  IF(GG.EQ.0.)THEN 
   RETURN !IF GRADIENT IS EXACTLY ZERO (NOT VERY COMMON) 
  ENDIF 
  GAM=DGG/GG 
  DO 40 J=1,NPAR,1 
   G(J)=-XI(J) 
   H(J)=G(J)+GAM*H(J) 
   XI(J)=H(J) 
  40 CONTINUE 
20 CONTINUE 
 
!PAUSE 'MAXIMUM ITERATIONS OF SUBROUTINE "FRPRMN" EXCEEDED' 
RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνες ελαχιστοποιήσεως συναρτήσεων µίας µεταβλητής 
SUBROUTINE DLINMIN2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,XI,FRET,TOL)  
INTEGER*4 NPAR 
REAL*8 P(NPAR),L2(3),VARW(12),COVW(12),M3W(12),XI(NPAR) 
REAL*8 FRET,TOL 
 
REAL*8 DBRENT2 
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INTEGER*4 J 
REAL*8 AX,BX,FA,FB,FX,XMIN,XX 
 
  
AX=0. 
XX=1. 
CALL MNBRAK2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,XI,AX,XX,BX,FA,FX,FB) 
  
FRET=DBRENT2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,XI,AX,XX,BX,TOL,XMIN)  
  
DO 10 J=1,NPAR,1 
 P(J)=P(J)+XMIN*XI(J) 
10 CONTINUE 
 
!WRITE(*,*)XMIN 
RETURN 
END 
 
 
    
SUBROUTINE MNBRAK2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,XI,AX,BX,CX,FA,FB,FC) 
INTEGER*4 NPAR 
REAL*8 P(NPAR),L2(3),VARW(12),COVW(12),M3W(12),XI(NPAR) 
REAL*8 AX,BX,CX,FA,FB,FC 
REAL*8 GOLD,GLIMIT,TINY 
 
PARAMETER (GOLD=1.618034,GLIMIT=100.,TINY=1.E-10) 
 
REAL*8 F1DIM2 
REAL*8 DUM,FU,Q,R,U,ULIM   
     
 
FA=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,AX,XI) 
FB=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,BX,XI) 
 
 IF(FB.GT.FA)THEN 
  DUM=AX   
  
  AX=BX 
  BX=DUM 
  DUM=FB 
  FB=FA 
  FA=DUM 
 ENDIF 
CX=BX+GOLD*(BX-AX)   
     
FC=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,CX,XI) 
 
!write(*,*)fa,fb,fc 
 
10 CONTINUE 
 IF(FB.GE.FC)THEN 
  R=(BX-AX)*(FB-FC) 
  Q=(BX-CX)*(FB-FA) 
  U=BX-((BX-CX)*Q-(BX-AX)*R)/(2.*DSIGN(DMAX1(DABS(Q- 
R),TINY),Q-R)) 
  ULIM=BX+GLIMIT*(CX-BX) 
   IF((BX-U)*(U-CX).GT.0.)THEN   
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   IF(FU.LT.FC)THEN 
   AX=BX 
   FA=FB 
   BX=U 
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   FB=FU 
   RETURN 
   ELSE IF(FU.GT.FB)THEN 
   CX=U 
   FC=FU 
   RETURN 
   ENDIF 
   U=CX+GOLD*(CX-BX) 
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   ELSE IF((CX-U)*(U-ULIM).GT.0.)THEN  
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   IF(FU.LT.FC)THEN 
   BX=CX 
   CX=U 
   U=CX+GOLD*(CX-BX) 
   FB=FC 
   FC=FU 
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   ENDIF 
   ELSE IF((U-ULIM)*(ULIM-CX).GE.0.)THEN 
   U=ULIM    
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   ELSE 
   U=CX+GOLD*(CX-BX)      
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   ENDIF 
   AX=BX 
   BX=CX 
   CX=U 
   FA=FB 
   FB=FC 
   FC=FU 
  GOTO 10 
 ENDIF 
RETURN 
END 
 
 
     
   
FUNCTION DBRENT2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,XI,AX,BX,CX,TOL,XMIN) 
INTEGER*4 NPAR 
REAL*8 P(NPAR),L2(3),VARW(12),COVW(12),M3W(12),XI(NPAR) 
REAL*8 AX,BX,CX,TOL,XMIN 
    
INTEGER*4 ITMAX 
REAL*8 ZEPS 
PARAMETER (ITMAX=1000,ZEPS=1.E-20) 
    
REAL*8 F1DIM2,DF1DIM2,DBRENT2 
INTEGER*4 ITER 
REAL*8 A,B,D,D1,D2,DU,DV,DW,DX,E,FU,FV,FW,FX,OLDE,TOL1,TOL2,U,U1, 
U2,V,W,X,XM 
LOGICAL OK1,OK2 
 
   A=DMIN1(AX,CX) 
   B=DMAX1(AX,CX) 
   V=BX 
   W=V 
   X=V      
   E=0.      
   FX=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,X,XI) 
   FV=FX 
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   FW=FX        
   DX=DF1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,X,XI) 
   DV=DX 
   DW=DX 
 
   DO 10 ITER=1,ITMAX,1 
  XM=0.5*(A+B) 
  TOL1=TOL*DABS(X)+ZEPS 
  TOL2=2.*TOL1 
  
   IF(DABS(X-XM).LE.(TOL2-0.5*(B-A)))GOTO 3 
   IF(DABS(E).GT.TOL1) THEN 
    D1=2.*(B-A) 
    D2=D1 
     IF(DW.NE.DX)D1=(W-X)*DX/(DX-DW) 
     IF(DV.NE.DX)D2=(V-X)*DX/(DX-DV) 
    U1=X+D1 
    U2=X+D2 
   OK1=(((A-U1)*(U1-B).GT.0.).AND.(DX*D1.LE.0.)) 
   OK2=(((A-U2)*(U2-B).GT.0.).AND.(DX*D2.LE.0.)) 
    OLDE=E 
    E=D 
    IF(.NOT.(OK1.OR.OK2))THEN 
    GOTO 1 
    ELSE IF(OK1.AND.OK2)THEN 
     IF(DABS(D1).LT.DABS(D2))THEN 
    D=D1 
    ELSE 
    D=D2 
    ENDIF 
    ELSE IF(OK1)THEN 
    D=D1 
    ELSE 
    D=D2 
    ENDIF 
   IF(DABS(D).GT.DABS(0.5*OLDE))GOTO 1 
    U=X+D 
   IF((U-A.LT.TOL2).OR.(B-U.LT.TOL2))D=DSIGN(TOL1,XM-X) 
    GOTO 2 
   ENDIF 
   1 CONTINUE 
   IF(DX.GE.0.)THEN 
    E=A-X 
   ELSE 
    E=B-X 
   ENDIF 
   D=0.5*E 
   2 CONTINUE 
   IF(DABS(D).GE.TOL1)THEN 
    U=X+D  
   
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   ELSE 
    U=X+DSIGN(TOL1,D)  
   FU=F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
    IF(FU.GT.FX)GOTO 3 
   ENDIF   
    
   DU=DF1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,U,XI) 
   IF(FU.LE.FX)THEN 
    IF(U.GE.X)THEN 
    A=X 
    ELSE 
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    B=X 
    ENDIF 
    V=W 
    FV=FW 
    DV=DW 
    W=X 
    FW=FX 
    DW=DX 
    X=U 
    FX=FU 
    DX=DU 
    ELSE 
    IF(U.LT.X)THEN 
    A=U 
    ELSE 
    B=U 
    ENDIF 
    IF((FU.LE.FW).OR.(W.EQ.X))THEN 
    V=W 
    FV=FW 
    DV=DW 
    W=U 
    FW=FU 
    DW=DU 
   ELSE IF((FU.LE.FV).OR.(V.EQ.X).OR.(V.EQ.W))THEN 
    V=U 
    FV=FU 
    DV=DU 
    ENDIF 
   ENDIF 
 10 CONTINUE 
!WRITE(*,*)'SUBROUTINE DBRENT EXCEEDED MAXIMUM ITERATIONS' 
3 CONTINUE  
XMIN=X 
DBRENT2=FX 
 
RETURN 
END 
 
 
 
Υπορουτίνες αντικειµενικής συναρτήσεως 
 
FUNCTION F1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,X,XI) 
INTEGER*4 NPAR 
REAL*8 P(NPAR),L2(3),VARW(12),COVW(12),M3W(12),X,XI(NPAR) 
REAL*8 FUNC2,F1DIM2 
 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(NPAR) 
 
DO 10 J=1,NPAR,1 
 XT(J)=P(J)+X*XI(J) 
10 CONTINUE 
       
F1DIM2=FUNC2(XT,VARW,M3W,COVW,L2) 
 
RETURN 
END  
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FUNCTION FUNC2(PA,VARW,M3W,COVW,L2) 
INTEGER*4 N 
PARAMETER(N=48) 
REAL*8 VARW(12),M3W(12),COVW(12),PA(N),L2(3) 
REAL*8 FUNC2 
 
REAL*8 F(12,2),VARV(12),M3V(12) 
REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12),NORM(3) 
INTEGER*4 I 
 
!PENALTIES 
REAL*8 PENAL4,PENAL5 
REAL*8 MINVAR,MAXXV 
PARAMETER(MINVAR=0.01,MAXXV=5.) 
 
!FILLING WITH ZEROS 
DO 10 I=1,3,1 
 NORM(I)=0. 
10 CONTINUE 
FUNC2=0. 
 
!TRANSLATING [PA] TO MATRIXES: [F],[VARV],[M3V] 
CALL TRANS2(N,PA,F,VARV,M3V) 
 
!CALCULATING VECTOR MTH1 
CALL CAL2TH1(F,VARV,VARW,MTH1)  
 
!CALCULATING VECTOR MTH2 
CALL CAL2TH2(F,M3V,M3W,MTH2) 
 
!CALCULATING VECTOR MTH3 
CALL CAL2TH3(F,VARV,COVW,MTH3) 
 
!CALCULATING [NORM] 
DO 20 I=1,12,1 
 NORM(1)=NORM(1)+MTH1(I)**2. 
 NORM(2)=NORM(2)+MTH2(I)**2. 
 NORM(3)=NORM(3)+MTH3(I)**2. 
20 CONTINUE 
 
!CALCULATING FUNC2 WITOUT PENALTIES 
DO 30 I=1,3,1 
 FUNC2=FUNC2+L2(I)*NORM(I) 
30 CONTINUE 
 
!!!!!!!!!!!PENALTIES!!!!!!!!!!!!! 
CALL CALCP4(MINVAR,VARV,PENAL4) 
CALL CALCP5(MAXXV,M3V,VARV,PENAL5) 
 
!CALCULATING FUNC2 WITH PENALTIES 
FUNC2=FUNC2+PENAL4+PENAL5 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR PENAL5 (LARGE SKEW) 
SUBROUTINE CALCP5(MAXXV,M3V,VARV,PENAL5) 
REAL*8 MAXXV,M3V(12),VARV(12),PENAL5 
 
INTEGER*4 I 
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REAL*8 FLAG,P5 !ITS THE PENALTY FACTOR 
PARAMETER(P5=1.E10) 
 
PENAL5=0. 
 
DO 10 I=1,12,1 
 FLAG=(M3V(I)**2.)-(MAXXV**2.)*(VARV(I)**3.) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  PENAL5=PENAL5+P5*FLAG 
 ENDIF 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
   
 
!SUBROUTINE FOR PENAL4 (LOW VAR) 
SUBROUTINE CALCP4(MINVAR,VARV,PENAL4) 
REAL*8 MINVAR,VARV(12),PENAL4 
 
INTEGER*4 I 
REAL*8 FLAG,P4 !ITS THE PENALTY FACTOR 
PARAMETER(P4=1.E10) 
 
PENAL4=0. 
 
DO 10 I=1,12,1 
 FLAG=MINVAR-VARV(I) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  PENAL4=PENAL4+P4*(FLAG**2.) 
 ENDIF 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [MTH3] 
SUBROUTINE CAL2TH3(F,VARV,COVW,MTH3) 
REAL*8 F(12,2),VARV(12),COVW(12),MTH3(12) 
 
INTEGER*4 I 
 
MTH3(1)=F(12,2)*F(1,1)*VARV(1) 
 
DO 10 I=2,12,1 
 MTH3(I)=F(I-1,2)*F(I,1)*VARV(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,12,1 
 MTH3(I)=MTH3(I)-COVW(I) 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [MTH2] 
SUBROUTINE CAL2TH2(F,M3V,M3W,MTH2) 
REAL*8 F(12,2),M3V(12),M3W(12),MTH2(12) 
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INTEGER*4 I 
 
DO 10 I=1,12,1 
 MTH2(I)=(F(I,1)**3.)*M3V(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,11,1 
 MTH2(I)=MTH2(I)+(F(I,2)**3.)*M3V(I+1) 
20 CONTINUE 
MTH2(12)=MTH2(12)+(F(12,2)**3.)*M3V(1) 
 
DO 30 I=1,12,1 
 MTH2(I)=MTH2(I)-M3W(I) 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [MTH1] 
SUBROUTINE CAL2TH1(F,VARV,VARW,MTH1)  
REAL*8 F(12,2),VARV(12),VARW(12),MTH1(12) 
 
INTEGER*4 I 
 
DO 10 I=1,12,1 
 MTH1(I)=(F(I,1)**2.)*VARV(I) 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,11,1 
 MTH1(I)=MTH1(I)+(F(I,2)**2.)*VARV(I+1) 
20 CONTINUE 
MTH1(12)=MTH1(12)+(F(12,2)**2.)*VARV(1) 
 
DO 30 I=1,12,1 
 MTH1(I)=MTH1(I)-VARW(I) 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
!SUBROUTINE FOR TRANSLATING [PA] TO MATRIXES: [F],[VARV],[M3V] 
SUBROUTINE TRANS2(N,PA,F,VARV,M3V) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 PA(N),F(12,2),VARV(12),M3V(12) 
 
INTEGER*4 I 
 
DO 10 I=1,12,1 
 F(I,1)=PA(I) 
 F(I,2)=PA(12+I) 
 VARV(I)=PA(24+I) 
 M3V(I)=PA(36+I) 
10 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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Υπορουτίνες υπολογισµού παραγώγου αντικειµενικής συναρτήσεως 
FUNCTION DF1DIM2(NPAR,P,L2,VARW,COVW,M3W,X,XI) 
INTEGER*4 NPAR 
REAL*8 P(NPAR),L2(3),VARW(12),COVW(12),M3W(12),X,XI(NPAR) 
REAL*8 DF1DIM2 
 
INTEGER*4 J 
REAL*8 XT(NPAR),DF(NPAR) 
 
DO 10 J=1,NPAR,1 
 XT(J)=P(J)+X*XI(J) 
10 CONTINUE 
      
CALL DFUNC2(XT,VARW,M3W,COVW,L2,DF) 
 
DF1DIM2=0. 
DO 20 J=1,NPAR,1 
 DF1DIM2=DF1DIM2+DF(J)*XI(J) 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
SUBROUTINE DFUNC2(PA,VARW,M3W,COVW,L2,DF) 
INTEGER*4 N 
PARAMETER(N=48) 
REAL*8 VARW(12),M3W(12),COVW(12),PA(N),L2(3),DF(N) 
 
REAL*8 F(12,2),VARV(12),M3V(12) 
REAL*8 MTH1(12),MTH2(12),MTH3(12) 
REAL*8 MP1(12,N),MP2(12,N),MP3(12,N) 
REAL*8 DF1(N),DF2(N),DF3(N) 
INTEGER*4 NR 
PARAMETER(NR=12) 
INTEGER*4 I 
 
!PENALTIES 
REAL*8 DF4(N),DF5(N) 
REAL*8 MINVAR,MAXXV 
PARAMETER(MINVAR=0.01,MAXXV=5.)!MUST BE THE SAME AS IN FUNC2 
 
!FILLING [DF] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,N,1 
 DF(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!TRANSLATING [PA] TO MATRIXES: [F],[VARV],[M3V] 
!USED BY FUNC2 AS WELL 
CALL TRANS2(N,PA,F,VARV,M3V) 
 
!CALCULATING VECTORS MTH1,MTH2,MTH3  
!(SUBROUTINES USED BY FUNC2 AS WELL) 
CALL CAL2TH1(F,VARV,VARW,MTH1)  
CALL CAL2TH2(F,M3V,M3W,MTH2) 
CALL CAL2TH3(F,VARV,COVW,MTH3) 
 
!CALCULATING MATRIX MP1 (DERIVATIVE OF MTH1) 
CALL CAL2MP1(N,F,VARV,MP1)  
 
!CALCULATING MATRIX MP2 (DERIVATIVE OF MTH2) 
CALL CAL2MP2(N,F,M3V,MP2) 
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!CALCULATING MATRIX MP3 (DERIVATIVE OF MTH3) 
CALL CAL2MP3(N,F,VARV,MP3) 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTORS [DF1],[DF2],[DF3] 
CALL MULVA(NR,N,MTH1,MP1,DF1) 
CALL MULVA(NR,N,MTH2,MP2,DF2) 
CALL MULVA(NR,N,MTH3,MP3,DF3) 
 
!CALCULATING DERIVATIVE VECTOR WITHOUT PENALTIES 
DO 20 I=1,N,1 
 DF(I)=2.*(L2(1)*DF1(I)+L2(2)*DF2(I)+L2(3)*DF3(I)) 
20 CONTINUE 
 
!!!!!!!!!!PENALTIES!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
!CALCULATING DERIVATIVE OF PENALTY FOR LOW VAR [DF4] 
CALL CAL2DF4(N,MINVAR,VARV,DF4) 
 
!CALCULATING DERIVATIVE OF PENALTY FOR LARGE SKEW [DF5] 
CALL CAL2DF5(N,MAXXV,M3V,VARV,DF5) 
 
!CALCULATING [DF] WITH PENALTIES 
DO 30 I=1,N,1 
 DF(I)=DF(I)+DF4(I)+DF5(I) 
30 CONTINUE 
 
DO 40 I=25,36,1 
 DF(I)=0. 
40 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [DF5] 
!(DERIVATIVE OF PENALTY FOR LARGE SKEW) 
SUBROUTINE CAL2DF5(N,MAXXV,M3V,VARV,DF5) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 MAXXV,M3V(12),VARV(12),DF5(N) 
 
INTEGER*4 I,J 
REAL*8 FLAG,P5 !ITS THE PENALTY FACTOR 
!MUST BE THE SAME AS IN SUBROUTINE CALCP5 (FUNC2) 
PARAMETER(P5=1.E10) 
 
!FILLING [DF5] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,N,1 
 DF5(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
!FILLING [DF5] WITH ELEMENTS 
DO 20 I=1,12,1 
 J=24+I 
 FLAG=(M3V(I)**2.)-(MAXXV**2.)*(VARV(I)**3.) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF5(J)=-3.*(MAXXV**2.)*(VARV(I)**2.)*P5 
 ENDIF 
20 CONTINUE 
 
DO 30 I=1,12,1 
 J=36+I 
 FLAG=(M3V(I)**2.)-(MAXXV**2.)*(VARV(I)**3.) 
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 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF5(J)=2.*M3V(I)*P5 
 ENDIF 
30 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
   
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [DF4] 
!(DERIVATIVE OF PENALTY FOR LOW VAR) 
SUBROUTINE CAL2DF4(N,MINVAR,VARV,DF4) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 MINVAR,VARV(12),DF4(N) 
 
INTEGER*4 I,J 
REAL*8 FLAG,P4 !ITS THE PENALTY FACTOR 
!MUST BE THE SAME AS IN CALCP4 (FUNC2) 
PARAMETER(P4=1.E10) 
 
!FILLING [DF4] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,N,1 
 DF4(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
DO 20 I=1,12,1 
 J=24+I 
 FLAG=MINVAR-VARV(I) 
 IF(FLAG.GE.0.)THEN 
  DF4(J)=-2.*FLAG*P4 
 ENDIF 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
    
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [MP3] 
SUBROUTINE CAL2MP3(N,F,VARV,MP3) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 F(12,2),VARV(12),MP3(12,N) 
 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING [MP3] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,N,1 
  MP3(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING [MP3] WITH ELEMENTS 
MP3(1,1)=F(12,2)*VARV(1) 
DO 30 I=2,12,1 
 MP3(I,I)=F(I-1,2)*VARV(I) 
30 CONTINUE 
 
MP3(1,24)=F(1,1)*VARV(1) 
DO 40 I=2,12,1 
 J=I+11 
 MP3(I,J)=F(I,1)*VARV(I) 
40 CONTINUE 
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MP3(1,25)=F(12,2)*F(1,1) 
DO 50 I=2,12,1 
 J=24+I 
 MP3(I,J)=F(I-1,2)*F(I,1) 
50 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [MP2] 
SUBROUTINE CAL2MP2(N,F,M3V,MP2) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 F(12,2),M3V(12),MP2(12,N) 
 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING [MP2] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,N,1 
  MP2(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
 
!FILLING MP2 WITH ELEMENTS 
DO 30 I=1,12,1 
 MP2(I,I)=3.*(F(I,1)**2.)*M3V(I) 
30 CONTINUE 
 
DO 40 I=1,11,1 
 J=I+12 
 MP2(I,J)=3.*(F(I,2)**2.)*M3V(I+1) 
40 CONTINUE 
MP2(12,24)=3.*(F(12,2)**2.)*M3V(1) 
 
DO 50 I=1,12,1 
 J=I+36 
 MP2(I,J)=F(I,1)**3. 
50 CONTINUE 
 
DO 60 I=1,11,1 
 J=I+37 
 MP2(I,J)=F(I,2)**3. 
60 CONTINUE 
MP2(12,37)=F(12,2)**3. 
 
RETURN 
END 
 
 
!SUBROUTINE FOR CALCULATING [MP1] 
SUBROUTINE CAL2MP1(N,F,VARV,MP1) 
INTEGER*4 N 
REAL*8 F(12,2),VARV(12),MP1(12,N) 
 
INTEGER*4 I,J 
 
!FILLING [MP1] WITH ZEROS 
DO 10 I=1,12,1 
 DO 20 J=1,N,1 
  MP1(I,J)=0. 
 20 CONTINUE 
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10 CONTINUE 
 
!FILLING [MP1] WITH ELEMENTS 
DO 30 I=1,12,1 
 MP1(I,I)=2.*F(I,1)*VARV(I) 
30 CONTINUE 
 
DO 40 I=1,11,1 
 J=I+12 
 MP1(I,J)=2.*F(I,2)*VARV(I+1) 
40 CONTINUE 
MP1(12,24)=2.*F(12,2)*VARV(1) 
 
DO 50 I=1,12,1 
 J=I+24 
 MP1(I,J)=F(I,1)**2. 
50 CONTINUE 
 
DO 60 I=1,11,1 
 J=I+25 
 MP1(I,J)=F(I,2)**2. 
60 CONTINUE 
MP1(12,25)=F(12,2)**2. 
 
RETURN 
END 
 
 
Υπορουτίνα πολλαπλασιασµού πίνακα µε διάνυσµα 
SUBROUTINE MULVA(K,N,X,A,Y) 
INTEGER*4 K,N 
REAL*8 X(K),A(K,N),Y(N) 
 
INTEGER I,J 
REAL*8 SUM 
 
DO 10 J=1,N,1 
 SUM=0. 
 DO 20 I=1,K,1  
  SUM=SUM+X(I)*A(I,J) 
 20 CONTINUE 
 Y(J)=SUM 
10 CONTINUE 
 
RETURN  
END 
 
 
 
 
Ζ.5 Πρόγραµµα παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών 
 
Λειτουργία του προγράµµατος 

 Το πρόγραµµα χρησιµοποιεί το αρχείο PARAMETERS.TXT, το οποίο 

χρησιµοποιείται και από τα προγράµµατα των ενοτήτων Ζ.1, Ζ.2, Ζ.3 και Ζ.4, καθώς και 

τα αρχεία ES.TXT, M3Y.TXT, YFACTORS.TXT, WFACTORS.TXT, VARR.TXT και 
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M3R.TXT που δηµιουργούνται κατά την εκτέλεση των προγραµµάτων των ενοτήτων 

Ζ.1, Ζ.2, Ζ.3 και Ζ.4. Το πρόγραµµα δηµιουργεί το αρχείο SERIES.TXT, το οποίο 

περιέχει την συνθετική χρονοσειρά που επιθυµεί ο χρήστης υπό την µορφή πίνακα του 

οποίου οι γραµµές αντιπροσωπεύουν τα έτη και οι στήλες τους µήνες. Στην συνέχεια 

παρουσιάζεται ο κώδικας του προγράµµατος σε γλώσσα Fortran. 

 
 
Κυρίως πρόγραµµα 
PROGRAM SYNTH 
USE MSIMSL 
INTEGER*4 N,K 
!K:NUMBER OF YEARS TO PRESERVE HURST 
!N:NUMBER OF YEARS TO GENERATE 
 
OPEN(10,FILE='PARAMETERS.TXT') 
 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) K 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
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READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)! 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*) 
READ(10,*)N 
 
CALL GENER(N,K) 
 
CLOSE(10) 
 
STOP 
END 
 
 
 
Υπορουτίνα παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών 
SUBROUTINE GENER(N,K) 
INTEGER*4 N,K 
 
REAL*8 AS(12),M3Z,FAC(24*K+23),F(12,2),VARV(12),M3V(12) 
REAL*8 WHZ(12*N+24*K+22),WHW(12*N+1) 
REAL*8 SUM1,R(1) 
REAL*8 TIMEZ(N,12),TIMEW(N,12),SERIES(N,12) 
 
INTEGER*4 I,J,L,M,PAR 
PARAMETER(PAR=1) 
 
OPEN(10,FILE='ES.TXT') 
OPEN(20,FILE='M3Y.TXT') 
OPEN(30,FILE='YFACTORS.TXT') 
OPEN(40,FILE='WFACTORS.TXT') 
OPEN(50,FILE='VARR.TXT') 
OPEN(60,FILE='M3R.TXT') 
 
OPEN(100,FILE='SERIES.TXT') 
 
!READING SMA FACTORS OF Z 
READ(30,*)FAC(12*K+12) 
DO 10 I=1,12*K+11,1 
 READ(30,*)FAC(12*K+12+I) 
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 FAC(12*K+12-I)=FAC(12*K+12+I) 
10 CONTINUE 
 
!READING BMA FACTORS OF W/ AS, VARV, M3V 
DO 20 I=1,12,1 
 READ(40,*)(F(I,J),J=1,2,1) 
 READ(10,*)AS(I) 
 READ(50,*)VARV(I) 
 READ(60,*)M3V(I) 
20 CONTINUE 
 
!READING M3Z 
READ(20,*)M3Z 
 
!PRODUCTING WHITE NOISE FOR Z 
SUM1=0. 
DO 30 I=1,24*K+23,1 
 SUM1=SUM1+FAC(I)**3. 
30 CONTINUE 
 
CALL GAMA(DABS(M3Z/SUM1),WHZ,12*N+24*K+22) 
 
 !CARE FOR NEGATIVE XV 
 IF((M3Z/SUM1).LT.0.)THEN 
  DO 40 I=1,12*N+24*K+22,1 
   WHZ(I)=-WHZ(I) 
  40 CONTINUE 
 ENDIF 
 
 
!PRODUCTING WHITE NOISE FOR W 
J=1 
DO 50 I=1,12*N+1,1 
 
 CALL GAMA(DABS(M3V(J)/(VARV(J)**(3./2.))),R,PAR) 
 R(1)=R(1)*(VARV(J)**0.5) 
  IF(M3V(J).LT.0.)THEN 
   R(1)=-R(1) 
  ENDIF 
 WHW(I)=R(1) 
 
 IF(J.EQ.12)THEN 
  J=0 
 ENDIF 
 J=J+1 
50 CONTINUE 
 
!PRODUCTING Z 
M=-1 
DO 60 I=1,N,1 
 DO 70 J=1,12,1 
  M=M+1 
  SUM1=0. 
  DO 80 L=1,24*K+23,1 
   SUM1=SUM1+FAC(L)*WHZ(M+L) 
  80 CONTINUE 
  TIMEZ(I,J)=AS(J)*SUM1 
 70 CONTINUE 
60 CONTINUE 
 
!PRODUCTING W 
M=0 
DO 90 I=1,N,1 
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 DO 100 J=1,12,1 
  M=M+1 
  TIMEW(I,J)=F(J,1)*WHW(M)+F(J,2)*WHW(M+1) 
 100 CONTINUE 
90 CONTINUE 
 
!PRODUCTING SERIES 
 
DO 110 I=1,N,1 
 DO 120 J=1,12,1 
  SERIES(I,J)=TIMEZ(I,J)+TIMEW(I,J) 
 120 CONTINUE 
110 CONTINUE 
 
!WRITTING TIME SERIES 
DO 130 I=1,N,1 
 WRITE(100,1000)(SERIES(I,J),J=1,12,1) 
130 CONTINUE 
 
CLOSE(10) 
CLOSE(20) 
CLOSE(30) 
CLOSE(40) 
CLOSE(50) 
CLOSE(60) 
CLOSE(100) 
 
1000 FORMAT(12(1X,F15.8,1X)) 
 
RETURN  
END 
 
 
 
Υπορουτίνα παραγωγής λευκού θορύβου µε ασυµµετρία 
SUBROUTINE GAMA(M3,R,N) 
REAL*8 M3 
INTEGER*4 N 
 
REAL*8 L,K,C,R(N) 
INTEGER*4 I 
 
L=2./M3 
K=L**2. 
C=-L 
 
DO 10 I=1,N,1 
 R(I)=0. 
10 CONTINUE 
 
CALL DRNGAM(N,K,R) 
 
DO 20 I=1,N,1 
R(I)=R(I)/L+C 
20 CONTINUE 
 
RETURN 
END 
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Αρχείο ∆εδοµένων PARAMETERS.TXT 
FIRST OPTIMISATION (k = 12) 
*************************** 
HURST COEFFICIENT 
***************** 
0.784 
NUMBER OF YEAR COVARIANCES TO PRESERVE USING OPTIMISATION (n) 
************************************************************* 
1 
MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS 
**************************** 
40000 
CONVERGENCE TOLERANCE OF THE OBJECTIVE FUNCTION 
*********************************************** 
1.E-10 
TOLERANCE FOR LINE MINIMIZATION 
******************************* 
1.E-21 
SPECIAL CASE OF CONVERGING TO EXACTLY ZERO FUNCTION VALUE  
********************************************************* 
1.E-10 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR MONTHLY VARIANCES 
*********************************************** 
1000 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR MONTHLY BASED SKEWNESS 
**************************************************** 
1000 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR LAG1 COVARIANCES 
********************************************** 
1000 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR HURST COVARIANCES 
*********************************************** 
1000 
//////////////////////////////////////////////////////// 
EXTENSION OF Y AUTOCOVARIANCES 
****************************** 
TOTAL YEARS TO PRESERVE HURST AUTOCOVARIANCES (m) 
************************************************ 
300 
//////////////////////////////////////////////////////// 
SECOND OPTIMIZATION 
******************* 
MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS 
**************************** 
10000 
CONVERGENCE TOLERANCE OF THE OBJECTIVE FUNCTION 
*********************************************** 
1.E-10 
TOLERANCE FOR LINE MINIMIZATION 
******************************* 
1.E-21 
SPECIAL CASE OF CONVERGING TO EXACTLY ZERO FUNCTION VALUE  
********************************************************* 
1.E-10 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR [W] VARIANCES 
******************************************* 
100000000 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR [W] SKEWNESS 
****************************************** 
100000000 
OBJECTIVE FUNCTION WEIGHT FOR [W] LAG1 COVARIANCES 
************************************************** 
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100000000 
///////////////////////////////////////////////////////// 
GENERATING SYNTHETIC SERIES 
*************************** 
NUMBER OF SYNTHETIC YEARS TO GENERATE 
************************************* 
5000 
//////////////////////////////////////////////////////// 
 
 
 
 
 


