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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Η δοµική ασυνέχεια της διεργασίας της βροχής επιβάλλει τη χρήση ειδικών τύπων µοντέλων, όσον αφορά στην ανάλυση 
χρονοσειρών µικρής χρονικής κλίµακας. Τέτοιου είδους µοντέλα, είναι τα µοντέλα σηµειακών ανελίξεων. Τα επεισόδια της 
βροχόπτωσης προσοµοιώνονται µέσω µεµονωµένων ή οµαδοποιηµένων, σηµειακών ή ορθογωνικών παλµών. Η τοποθέτηση 
των παλµών αυτών στον άξονα του χρόνου επιτυγχάνεται µέσω µιας ή περισσότερων σηµειακών ανελίξεων Poisson. 
Απώτερος στόχος της εφαρµογής των σηµειακών µοντέλων είναι η µέγιστη δυνατή προσαρµογή επιθυµητών στατιστικών 
µεγεθών της ιστορικής χρονοσειράς, για διαφορετικές στάθµες συνάθροισης, µέσω µίας ενιαίας οµάδας παραµέτρων. Η 
εξέταση νέων, εναλλακτικών σηµειακών µοντέλων αποσκοπεί στη βελτίωση της ποιότητας προσαρµογής των υπό εξέταση 
στατιστικών µεγεθών ή στην επέκταση της προσαρµογής αυτής σε επιπρόσθετα στατιστικά χαρακτηριστικά. Στο πλαίσιο της 
λογικής αυτής, το κλασικό µοντέλο ορθογωνικών παλµών Bartlett-Lewis τροποποιήθηκε στο τυχαίο µοντέλο Bartlett-Lewis 
από τους Rodriguez-Iturbe et al. (1988). Ο κύριος στόχος της τροποποίησης αυτής ήταν η προσαρµογή ενός επιπρόσθετου 
στατιστικού µεγέθους: της πιθανότητας απουσίας βροχόπτωσης. 
Οι Κουτσογιάννης και Onof (αδηµοσίευτα κείµενα) εξέτασαν το ενδεχόµενο περαιτέρω τροποποίησης του τυχαίου µοντέλου 
Bartlett-Lewis, προς την κατεύθυνση της βελτίωσης της ποιότητας προσαρµογής των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών. Τα 
µεγέθη αυτά είναι, κυρίως, η µέση τιµή, η διασπορά, ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης και η πιθανότητα απουσίας 
βροχόπτωσης, για τις υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης.  
Στόχος της παρούσας εργασίας είναι η εξέταση της σκοπιµότητας εφαρµογής του νέου, τροποποιηµένου, τυχαίου µοντέλου 
Bartlett-Lewis. Για το σκοπό αυτό εξετάζονται δύο ιστορικές χρονοσειρές. Η πρώτη αφορά στα ωριαία βροχογραφικά 
δεδοµένα του σταθµού του αεροδροµίου του Denver (Denver Airport Station, 15/05 – 16/06, 1949-1976) και η δεύτερη στα 
ωριαία βροχογραφικά δεδοµένα του σταθµού του ΕΜΠ στην Αθήνα (15-12 έως 15-01, 1994 έως 2003).  
Για την εξαγωγή των αποτελεσµάτων χρησιµοποιείται ένας πρωτότυπος αλγόριθµος βελτιστοποίησης, ενώ µέσω µίας 
διαδικασίας αποσύνθεσης (decomposition) του προβλήµατος βελτιστοποίησης, προκύπτουν απλοποιήσεις του µαθηµατικού 
µοντέλου και ποιοτικά κριτήρια αξιολόγησης της προσαρµογής των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών. 
Τα αποτελέσµατα τεκµηριώνουν τη σκοπιµότητα εξέτασης του νέου τροποποιηµένου µοντέλου Bartlett-Lewis. Πιο 
συγκεκριµένα και όσον αφορά στην ιστορική χρονοσειρά του Denver, η βελτίωση, που επιτυγχάνεται συγκριτικά µε το 
κλασικό τυχαίο µοντέλο, είναι της τάξης του 54%. Τα αποτελέσµατα επιβεβαιώνονται µέσω της στατιστικής επεξεργασίας 
των παραγόµενων συνθετικών χρονοσειρών.  
Για την περίπτωση της ιστορικής χρονοσειράς της Αθήνας, η εφαρµογή του νέου µοντέλου απέδωσε πολύ καλύτερα 
αποτελέσµατα, σε σχέση µε το κλασικό, τυχαίο µοντέλο Bartlett-Lewis. Ωστόσο, η σχετική απόπειρα προσοµοίωσης 
(παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών) οδήγησε, για λόγους, που αναφέρονται εκτενώς στο κεφάλαιο 5, στην τελική 
υιοθέτηση της λύσης του κλασικού, τυχαίου µοντέλου Bartlett-Lewis. 

SUMMARY 
The analysis and simulation of rainfall time series on fine time scales require the use of special types of stochastic models. This 
necessity is justified from the intermittent character of rainfall on these time scales. Among the successful model types are the 
point process models. According to these models, the rainfall events are simulated through the generation of clustered point 
(instantaneous bursts) or rectangular pulses. The position of these pulses on the time axis is achieved by the use of one or more 
Poisson processes.  
The implementation of the models mentioned above aims to optimize the fitting of desirable small-scale rainfall statistics for 
different levels of aggregation. The objective is the determination of a unique optimal parameter set for all considered levels of 
aggregation. The original rectangular pulses Bartlett-Lewis Model (BLM) was one of the first used in rainfall modeling. Later, 
Rodriguez-Iturbe et al. (1988) modified it to reproduce the probability of zero rain (or probability dry, PDR) for different 
levels of aggregation and the new model became known as the Random Bartlett-Lewis Model (RBLM). 
Koutsoyiannis and Onof (unpublished research) have examined a further modification of RBLM. This modification aimed to 
introduce a negative correlation between storm intensity and duration. The resulted model is called the Modified Random 
Bartlett-Lewis Model (MRBLM). The main objective is the improvement of the fitting attained by RBLM. The fitting is meant 
in the reproduction of mean, variance, lag one auto-covariance and proportion dry, for different levels of aggregation. 
The purpose of the present study is to examine the behaviour of the MRBLM. Two historical time series are used as case 
studies. The first one refers to the Denver airport station data (1949-1976), while the second one is referred to the National 
Technical University of Athens (NTUA) station data (1994-2003). The complexity of the mathematical model, the introduction 
of non-analytical equations and the presence of many local optimal points create the necessity of applying a direct search 
(“global”) optimization method. A novel optimization algorithm is developed, while a decomposition approach results in the 
proposal of several simplifications, to the optimization procedure. Additionally, qualitative, semi empirical criteria are 
developed, to roughly estimate in advance the model efficiency. 
In the Denver case, the new model attains a 54% improvement in preserving historical rainfall statistics, in comparison to those 
of RBLM. The simulation results (statistics of synthetic series) confirm this conclusion. However, in the Athens case, the new 
model, even though results in better approximation of the historical statistics (in comparison to RBLM), in simulations did not 
give any improvement due to unacceptable ratio of negative parameter values. As a result, RBLM is preferable from the 
modified model in the Athens case. 



 

 

2
1 Εισαγωγή  
 
 1.1 Αντικείµενο της εργασίας 

Η δοµική ασυνέχεια των βροχογραφικών δεδοµένων µικρής κλίµακας οφείλεται στην εναλλαγή 
µεµονωµένων ή οµαδοποιηµένων, µηδενικών και µη µηδενικών τιµών του ύψους βροχόπτωσης. 
Εξαιτίας αυτού του γεγονότος, η µοντελοποίηση των αντίστοιχων ιστορικών χρονοσειρών χρήζει 
ιδιαίτερης ανάλυσης και επεξεργασίας. Τα γραµµικά, στοχαστικά, µοντέλα δεύτερης τάξεως δε 
µπορούν να αποδώσουν τα στατιστικά χαρακτηριστικά των χρονοσειρών αυτού του είδους. 
 
Τα µοντέλα σηµειακών ανελίξεων µπορούν να αποδώσουν µε ικανοποιητικό τρόπο τη δοµή της 
βροχόπτωσης στις λεπτές κλίµακες. Στα µοντέλα αυτά, η έννοια του επεισοδίου της βροχής έχει 
έναν περισσότερο µαθηµατικό, παρά φυσικό χαρακτήρα. Η, κλασικά οριζόµενη, έννοια του 
χρόνου διαχωρισµού δεν υφίσταται ή στερείται φυσικής σηµασίας. Mεµονωµένοι ή 
οµαδοποιηµένοι, σηµειακοί ή ορθογωνικοί παλµοί, που αντιπροσωπεύουν ύψος και ένταση 
βροχής αντίστοιχα, τοποθετούνται στον άξονα του χρόνου, µέσω µίας ανέλιξης Poisson. Τα 
µοντέλα Bartlett – Lewis αποτελούν µία τέτοια κατηγορία οµαδοποιηµένων ορθογωνικών 
παλµών.  
 
Απώτερος στόχος της εφαρµογής των σηµειακών µοντέλων είναι η µέγιστη δυνατή προσαρµογή 
επιθυµητών στατιστικών µεγεθών της ιστορικής χρονοσειράς, για διαφορετικές στάθµες 
συνάθροισης, µέσω µίας ενιαίας οµάδας παραµέτρων. Η εξέταση νέων, εναλλακτικών σηµειακών 
µοντέλων αποσκοπεί στη βελτίωση της ποιότητας προσαρµογής των υπό εξέταση στατιστικών 
µεγεθών ή στην επέκταση της προσαρµογής αυτής σε επιπρόσθετα στατιστικά χαρακτηριστικά. 
Στο πλαίσιο της λογικής αυτής, το κλασσικό µοντέλο Bartlett – Lewis τροποποιήθηκε στο τυχαίο 
µοντέλο Bartlett – Lewis από τους Rodriguez – Iturbe et al. (1988). Ο κύριος στόχος της 
τροποποίησης αυτής ήταν η προσαρµογή ενός επιπρόσθετου στατιστικού µεγέθους: της 
πιθανότητας απουσίας βροχόπτωσης, P[Y(h)=0]. 
 
Οι Κουτσογιάννης και Onof (αδηµοσίευτα κείµενα) εξέτασαν το ενδεχόµενο περαιτέρω 
τροποποίησης του τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis, προς την κατεύθυνση της βελτίωσης της 
ποιότητας προσαρµογής των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών. Τα µεγέθη αυτά είναι, κυρίως, η 
µέση τιµή, η διασπορά, ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης και η πιθανότητα απουσίας 
βροχόπτωσης, P[Y(h)=0], για τις υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης, h.  
 
Στόχος της παρούσας εργασίας είναι η εξέταση της σκοπιµότητας εφαρµογής του νέου, 
τροποποιηµένου, τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis. Για το σκοπό αυτό εξετάζονται δύο 
ιστορικές χρονοσειρές. Η πρώτη αφορά στα ωριαία βροχογραφικά δεδοµένα του σταθµού του 
αεροδροµίου του Denver (Denver Airport Station, 15/05 – 16/06, 1949-1976) και η δεύτερη στα 
ωριαία βροχογραφικά δεδοµένα του σταθµού του Ε.Μ.Π. στην Αθήνα (15-12 έως 15-01, 1994 
έως 2003). Η ωριαία ιστορική χρονοσειρά του Denver αποτελεί, κατά ένα τρόπο, σηµείο 
αναφοράς για κάθε µελέτη, που βασίζεται στα σηµειακά µοντέλα βροχόπτωσης. Το γεγονός αυτό 
οφείλεται, κυρίως, στις πρώτες εργασίες των Rodriguez – Iturbe et al., οι οποίες βασίστηκαν στην 
ανάλυση της χρονοσειράς αυτής. 
 
 
 1.2 Πρωτότυπα σηµεία 

Η προσαρµογή των στατιστικών µεγεθών επιτυγχάνεται µε την εφαρµογή ενός νέου, πρωτότυπου 
αλγόριθµου βελτιστοποίησης. Ο αλγόριθµος αυτός βασίζεται στις αρχές των αλγόριθµων 
προσοµοιωµένης ανόπτησης (simulated annealing algorithms). Επίσης, από τη σχετική 
µαθηµατική επεξεργασία των εξισώσεων του τυχαίου και του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου 
Bartlett – Lewis, προέκυψε: 
 

1. µία τακτική εκτίµησης της βέλτιστης τιµής, µίας εκ των παραµέτρων του µοντέλου 
(παράµετρος, λ) 

 

2. µία µέθοδος επιλογής των ελάχιστων απαιτούµενων, για τη διαδικασία βελτιστοποίησης, 
στατιστικών µεγεθών.  

 



 

 

3
3. µία ανάλυση προ-εκτίµησης της επιτυχίας εφαρµογής του τυχαίου και του 

τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL 
 

4. η δυνατότητα µείωσης των συνολικών µεταβλητών επίλυσης κατά µία, γεγονός, που 
ενισχύει την αξιοπιστία των αποτελεσµάτων της διαδικασίας βελτιστοποίησης.  

 

5. η αποσαφήνιση και διατύπωση κριτηρίων αξιολόγησης της ποιότητας των λύσεων.  
 

6. Τα αποτελέσµατα τεκµηριώνουν τη σκοπιµότητα εφαρµογής του νέου µοντέλου. Για τη 
χρονοσειρά του Denver επετεύχθη βελτίωση της ποιότητας προσαρµογής των 
στατιστικών µεγεθών κατά 54%, σε σχέση µε τη λύση των Velghe et al. (1994). 

 

7. η διατύπωση ενός, κατάλληλου για το τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο Bartlett – Lewis, 
αλγόριθµου βελτιστοποίησης.(54%) 

 
 
 1.3 ∆ιάρθρωση της εργασίας 

Στην εργασία περιλαµβάνονται έξι συνολικά κεφάλαια και δύο παραρτήµατα. Στο κεφάλαιο 2 
γίνεται αναφορά στο θεωρητικό υπόβαθρο των σηµειακών ανελίξεων και των στοχαστικών 
µοντέλων ορθογωνικών παλµών. Στο ίδιο κεφάλαιο παρατίθεται η θεωρητική τεκµηρίωση και η 
µαθηµατική διατύπωση του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis. 
 
Το κεφάλαιο 3 αναφέρεται στη µαθηµατική ανάλυση του µοντέλου, από τη σκοπιά της 
βελτιστοποίησης. Για την ανάλυση αυτή χρησιµοποιούνται κυρίως οι βασικές αρχές της µεθόδου 
της αποσύνθεσης (decomposition), µε απώτερο στόχο την εξαγωγή ποιοτικών κριτηρίων 
αξιολόγησης. Παράλληλα, τεκµηριώνεται η µείωση των µεταβλητών επίλυσης κατά µία, καθώς 
και η προ-εκτίµηση της βέλτιστης τιµής µίας επιπλέον παραµέτρου του µοντέλου. Τέλος, 
διατυπώνεται το τελικό πρόβληµα βελτιστοποίησης, µε τον ορισµό της αντικειµενικής 
συνάρτησης, των ανισοτικών περιορισµών και των κριτηρίων ποιοτικής και ποσοτικής 
αξιολόγησης των λύσεων. 
 
Στο κεφάλαιο 4 αναφέρονται τα αποτελέσµατα της διαδικασίας βελτιστοποίησης για την ιστορική 
χρονοσειρά του Denver. Η λύση, που προκύπτει, συγκρίνεται µε τις υπάρχουσες, για τη 
συγκεκριµένη χρονοσειρά, δηµοσιευµένες λύσεις και τεκµηριώνεται η υπεροχή του 
τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis. Η ισχύς της βέλτιστης λύσης επιβεβαιώνεται 
µέσω της παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών, για όλες τις υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης. 
 
Στο κεφάλαιο 5 αναφέρονται τα αποτελέσµατα της διαδικασίας βελτιστοποίησης για την ιστορική 
σειρά της Αθήνας.  
 
Στο κεφάλαιο 6 αναφέρονται τα γενικά συµπεράσµατα.  
 
Ο αλγόριθµος βελτιστοποίησης, που χρησιµοποιήθηκε, τεκµηριώνεται θεωρητικά στο 
Παράρτηµα ΙΙ, ενώ στο Παράρτηµα Ι, αναφέρονται αποτελέσµατα, παρατηρήσεις και 
επισηµάνσεις σχετικά µε το κλασικό (µη τυχαίο) µοντέλο Bartlett – Lewis. 
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2 Θεωρητικό υπόβαθρο  
 
 2.1 Υδρολογικές ανελίξεις και χρονικές κλίµακες                                                              

Ο χωρο-χρονικός χαρακτήρας των υδρολογικών φαινοµένων επιβάλλει την εξέταση και ανάλυση 
χωρο-χρονικών στοχαστικών ανελίξεων, συνεχών ή διακριτών παραµέτρων. Αν οι χωρικές 
συντεταγµένες (x, y) θεωρηθούν σταθερές, µε αποτέλεσµα, οι σχετικές υλοποιήσεις της 
υδρολογικής µεταβλητής, να αντιστοιχούν σε ένα δεδοµένο και σταθερό σηµείο του χώρου, η 
στοχαστική ανέλιξη µετεξελίσσεται σε µία τυχαία συνάρτηση του χρόνου, Χ(t).  
 
Οι υδρολογικές µεταβλητές µπορεί να είναι συνεχείς ή διακριτές, ανάλογα µε το πεδίο τιµών 
τους. Οι συναρτήσεις κατανοµής τους είναι αντιστοίχως συνεχείς ή κλιµακωτές, ενώ οι 
αντίστοιχες στοχαστικές ανελίξεις τους χαρακτηρίζονται ως συνεχείς ή διακριτές. Στη 
συντριπτική πλειονότητα των πρακτικών εφαρµογών, οι υδρολογικές µεταβλητές είναι συνεχείς 
µε πεδίο τιµών το σύνολο των θετικών πραγµατικών αριθµών, R+. Ωστόσο, η συνέχεια, ως 
προσδιοριστικός όρος στις στοχαστικές ανελίξεις υδρολογικών µεταβλητών, εµπεριέχει µια διττή 
έννοια. 
 
Από άποψη «δοµής» (“composition”, Shaw, 1994, σελ. 373), µια στοχαστική ανέλιξη συνεχών ή 
διακριτών υδρολογικών µεταβλητών µπορεί να είναι συνεχής ή διαλείπουσα (intermittent). Αν το 
πεδίο τιµών της τυχαίας µεταβλητής, Χ, είναι το *R + , δηλαδή, 0xR,x >∈ , τότε κάθε µηδενική 
τιµή προκαλεί ένα «κενό» στη δοµή της στοχαστικής ανέλιξης. Στις υδρολογικές ανελίξεις το 
γεγονός αυτό οφείλεται σε δύο βασικούς λόγους: στην διαλείπουσα φύση του υπό εξέταση 
υδρολογικού φαινοµένου και στον τρόπο ή στην χρονική κλίµακα υλοποίησης της τυχαίας 
υδρολογικής µεταβλητής.  
 
Πρακτικά, για την υλοποίηση της τυχαίας µεταβλητής απαιτείται η χρονική της ολοκλήρωσή σε 
διακριτά χρονικά διαστήµατα, ∆tn. Αν τα χρονικά αυτά διαστήµατα είναι ίσου µεγέθους, ∆t, τότε 
το µέγεθος αυτό καθορίζει τη σταθερή χρονική κλίµακα (ή βήµα, Μιµίκου, 1994, σελ. 8) της 
ανέλιξης. Η χρονική παράµετρος αποκτά διακριτό χαρακτήρα και άρα η τυχαία χρονοσειρά 
χαρακτηρίζεται ως συνεχής στοχαστική µονοπαραµετρική ανέλιξη διακριτής παραµέτρου 
(“continuous state, discrete parameter, stochastic process”, VanMarcke, 1983, σελ 23).  
 
Μία χρονοσειρά υδρολογικών δεδοµένων είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε την χρονική ακρίβεια 
καταγραφής των µεταβολών της υπό εξέταση υδρολογικής µεταβλητής και συνεπώς µε το βήµα 
της καταγεγραµµένης παρατήρησης ή υλοποίησής της. Θεωρητικά, δεν υφίσταται ποτέ η έννοια 
της συνεχούς καταγραφής ενός φαινοµένου. Η έννοια αυτή, προσεγγίζεται µέσω µειωµένων 
χρονικών κλιµάκων καταγραφής, που άπτονται της ρύθµισης ή της ακρίβειας του καταγραφικού 
οργάνου.  
 
Το χρονικό βήµα καταγραφής ή υλοποίησης µιας υδρολογικής µεταβλητής καθορίζει και το 
βαθµό προσέγγισης της πραγµατικής υπόστασης ενός υδρολογικού φαινοµένου. Μικρές χρονικές 
κλίµακες µπορούν να αποδώσουν µε ένα πιο ρεαλιστικό τρόπο τη χρονική εξέλιξη µιας τυχαίας 
χρονικής συνάρτησης (Box et al., 1994, σελ. 399), προσεγγίζοντας µε µεγαλύτερη ακρίβεια το 
συνεχές πεδίο τιµών της χρονικής παραµέτρου. Κατά αυτό τον τρόπο περιορίζεται το µέγεθος 
των βηµατικών (ορθογωνικών παλµικών) µεταβολών και η καταγραφή ενός υδρολογικού 
φαινοµένου αποκτά συνεχή χαρακτηριστικά. 
 
Παρά το ότι η πραγµατική υπόσταση ενός υδρολογικού φαινοµένου προσεγγίζεται µέσω 
χρονοσειρών µικρών χρονικών κλιµάκων, στην πράξη, η τελική επιλογή της κλίµακας της 
υδρολογικής χρονοσειράς καθορίζεται από τα ιδιάζοντα χαρακτηριστικά του υπό µελέτη φυσικού 
ή τεχνητού συστήµατος. Το µέγεθος, η ικανότητα συσσώρευσης (accumulation, χωρητικότητα) 
και η ταχύτητα απόκρισης ενός συστήµατος καθορίζει και την απαιτούµενη (ελάχιστη αποδεκτή) 
ακρίβεια καταγραφής και ανάλυσης του δυναµικού χαρακτήρα των υδρολογικών φαινοµένων. 
Στα πλαίσια αυτής της συσχέτισης, για την αξιολόγηση των υδάτινων αποθεµάτων, η χρήση 
µηνιαίων χρονοσειρών είναι γενικά ικανοποιητική, ενώ, για τη µελέτη πληµµυρικών αιχµών σε 
αστικές λεκάνες απορροής, απαιτείται ωριαία ή λεπτότερη κλίµακα. 
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Η στατιστική δοµή µιας υδρολογικής χρονοσειράς είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τη χρονική της 
κλίµακα. Ο συνεχής ή διαλείπων χαρακτήρας της, το σύνολο των προσδιοριστικών και 
στοχαστικών ιδιοτήτων της και τα κύρια στατιστικά χαρακτηριστικά της µεγέθη 
διαφοροποιούνται, αναλόγως του χρονικού βήµατος των καταγεγραµµένων παρατηρήσεων ή 
υλοποιήσεων της τυχαίας υδρολογικής µεταβλητής. Η ενδεδειγµένη µεθοδολογία ανάλυσης 
τροποποιείται, αναλόγως της στατιστικής δοµής της χρονοσειράς. 
 
 2.2 Υγρή κατακρήµνιση 

Η υγρή κατακρήµνιση αποτελεί µία από τις πιο κρίσιµες µεταβλητές στη µελέτη των 
υδρολογικών φαινοµένων. Η έννοια της έντασης της βροχόπτωσης αποτελεί έναν αναλογικό 

µετασχηµατισµό του ρυθµού εισροής της υγρής µάζας, 
•

inm ,σε ένα στοιχειώδη κλειστό όγκο 
ελέγχου, dV, µοναδιαίου εµβαδού, Α (dV = Α dh = dh). Από τη σχετική εξίσωση συνέχειας, 

inin mdt
dh(t)ρdt

dh(t)Αρdt
dV(t)ρmdt

dm ••
===⇒=  (όπου, ρ, είναι η πυκνότητα ύδατος), 

προκύπτει η αναλυτική έκφραση της έντασης, i(t), η οποία αποτελεί την πρώτη παράγωγο της 
τυχαίας, χρονικά µεταβαλλόµενης, συνάρτησης, h(t). Η συνάρτηση, h(t), εκφράζει το αθροιστικό 
ύψος της βροχόπτωσης. 
 

[ ] ∆hh(t)dhi(t)dtdt
dh(t)

ρ
mi(t) ∆tt

t

∆t)h(t

h(t)

∆tt

t

in ===⇒== +
++•

∫∫  2.1.2.1 

 
 

Για τον υπολογισµό της έντασης, υιοθετείται η απλοποιητική παραδοχή, της γραµµικής 
µεταβολής του αθροιστικού ύψους βροχόπτωσης, h(t), για το υπό εξέταση χρονικό διάστηµα 

ολοκλήρωσης. Κατά αυτό τον τρόπο, ο ρυθµός µεταβολής του ύψους βροχόπτωσης, dt
tdh )(  και 

συνεπώς, η τιµή της έντασης, ),(ti θεωρείται σταθερή.  
 

∆t
∆hi∆h∆tii(t)dt

∆tt

t

=⇒=≅∫
+

 2.1.2.2 

 
 

Στην πράξη, είναι εφικτή η καταγραφή των αθροιστικών τιµών του ύψους βροχόπτωσης,: η 
ένταση αποτελεί ένα θεωρητικό, ουδέποτε µετρήσιµο, µέγεθος (I. Rodriguez – Iturbe & P. S. 
Eagleson, 1987, σελ. 181). Οι σχετικές µετρήσεις αντιστοιχούν σε µια αθροιστική, διαστηµατική 
(interval, κατά τη βασική ορολογία του Stevens, 1946, σελ. 678) κλίµακα µέτρησης. Η µετατροπή 
της αθροιστικής κλίµακας µέτρησης σε αναλογική (ratio scale)  επιτυγχάνεται µέσω του 
υπολογισµού της διαφοράς, ∆h, των καταγεγραµµένων αθροιστικών υψών της βροχόπτωσης ανά 
τακτά χρονικά διαστήµατα, ∆t. Το µέγεθος των διαστηµάτων αυτών αποτελεί και τη χρονική 
κλίµακα ή βήµα της προκύπτουσας χρονοσειράς των υψών της υγρής κατακρήµνισης. Βάσει του 
βήµατος αυτού, προσδιορίζονται και οι σταθερές, ανά χρονικό διάστηµα, ∆t, τιµές της έντασης, 
i . 
 
Πρακτικά, µια χρονοσειρά βροχογραφικών ή βροχοµετρικών δεδοµένων θεωρείται µεγάλης 
χρονικής κλίµακας, όταν το χρονικό βήµα, ∆t, είναι µεγαλύτερο της µιας ηµέρας. Η µικρότερη 
συνήθης κλίµακα ανάγνωσης βροχογραφικών δεδοµένων είναι της τάξεως των πέντε λεπτών της 
ώρας (η Shaw - 1994, σελ. 391 - διατείνεται πως η συνήθης µικρότερη κλίµακα ικανοποιητικής 
ανάγνωσης βροχογραφικών δεδοµένων είναι της τάξεως των 10 min), ενώ για την περίπτωση των 
βροχοµετρικών σταθµών, η συνήθης µικρότερη κλίµακα µετρήσεων είναι της τάξεως των οκτώ 
ωρών. Γι αυτό το λόγο, οι σχετικές χρονοσειρές µικρής κλίµακας θα αναφέρονται ως χρονοσειρές 
βροχογραφικών δεδοµένων. 
 
Mία διαθέσιµη χρονοσειρά βροχοµετρικών ή βροχογραφικών δεδοµένων συγκεκριµένου 
χρονικού βήµατος, ∆t, µπορεί να συναθροιστεί σε µια µικρότερη χρονοσειρά µεγαλύτερου 
χρονικού βήµατος. Υπό αυτή την έννοια, πολλαπλές διακριτές µετρήσεις του ύψους, ∆h, 
συναθροίζονται σε µία ενιαία µέτρηση και η νέα χρονική κλίµακα αποκαλείται κλίµακα ή 
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περίοδος συνάθροισης (scale - period of aggregation). Η διαδικασία αυτή αποσκοπεί στην 
εξαγωγή µιας νέας χρονοσειράς, περισσότερο ενδεδειγµένης, ως προς τη µελέτη του υπό εξέταση 
φυσικού ή τεχνητού συστήµατος. Είναι, συνεπώς, πιθανή η διαφοροποίηση της χρονικής 
κλίµακας των βροχοµετρικών ή βροχογραφικών δεδοµένων, σε σχέση µε την τελική επιθυµητή 
χρονική κλίµακα ανάλυσης.  
 
Γενικότερα, η χρονική κλίµακα µιας χρονοσειράς υδρολογικών παρατηρήσεων ενδέχεται να είναι 
απολύτως δεσµευτική. Η διαφοροποίηση της χρονικής κλίµακας των υδρολογικών δεδοµένων και 
της τελικής χρονικής κλίµακας ανάλυσης δεν είναι πάντοτε εφικτή και άπτεται της φύσης της υπό 
εξέταση υδρολογικής µεταβλητής. Ένα µέγεθος εντατικού χαρακτήρα (ένταση βροχόπτωσης, 
ταχύτητα ροής, ύψος στάθµης) δε µπορεί να συναθροιστεί. 
 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί, η επιλογή της χρονικής κλίµακας των µετρήσεων, ∆t, είναι 
καθοριστική, τόσο για τη στατιστική δοµή µιας υδρολογικής χρονοσειράς, όσο και για το βαθµό 
προσέγγισης της πραγµατικής υπόστασης ενός υδρολογικού φαινοµένου. Στη συγκεκριµένη 
περίπτωση, οι µεγάλες χρονικές κλίµακες δεν αποδίδουν ικανοποιητικά το διαλείποντα 
χαρακτήρα της κατακρήµνισης και επιπλέον, εξοµαλύνουν προς τα κάτω, τα µεγέθη της έντασης.  
 
Ο ρυθµός διήθησης, στις φυσικές λεκάνες απορροής, η παροχετευτική – αποχετευτική ικανότητα, 
στις αστικές λεκάνες απορροής, το µέγεθος και η χρονική κατανοµή της έντασης της 
βροχόπτωσης, αποτελούν τις βασικές παραµέτρους σχηµατισµού της επιφανειακής απορροής. 
Γενικότερα, η επιφανειακή απορροή µπορεί, απλοποιητικά, να θεωρηθεί ως η διαφορά µεταξύ 
του ρυθµού (έντασης) της βροχόπτωσης και του ρυθµού της µη επιφανειακής απαγωγής της 
κατακρηµνιζόµενης µάζας. Η χρονική διακύµανση των προαναφερόµενων ρυθµών καθορίζει την 
εµφάνιση και τη χρονική εξέλιξη του πληµµυρικού φαινοµένου.  
 
∆εδοµένου του διαλείποντα χαρακτήρα της βροχόπτωσης, γίνεται εµφανής η σηµασία της 
ύπαρξης και της ανάλυσης των σύντοµων ενδιάµεσων χρονικών διαστηµάτων ανοµβρίας, καθώς 
και η σηµασία της διακύµανσης των εντατικών µεγεθών της βροχόπτωσης. Ιδιαίτερα στις αστικές 
λεκάνες, η απόκριση απορροής είναι σύντοµη, το ποσοστό διήθησης και η ικανότητα 
αποθηκευτικότητας αµελητέα και το φαινόµενο της επιφανειακής απορροής είναι περισσότερο 
εξαρτηµένο από τα εντατικά µεγέθη της κατακρήµνισης. Από το γεγονός αυτό απορρέει και η 
αναγκαιότητα της πιο λεπτοµερούς και αναλυτικής προσέγγισης των δυναµικών και εντατικών 
χαρακτηριστικών του φαινοµένου της βροχόπτωσης.  
 
Από τα προαναφερόµενα προκύπτει η αναγκαιότητα µιας µεγαλύτερης προσέγγισης της 
πραγµατικής υπόστασης του διαλείποντος φαινοµένου της βροχόπτωσης και των εντατικών 
µεγεθών του, µέσω της ανάλυσης βροχογραφικών δεδοµένων µικρών χρονικών κλιµάκων (Onof 
et al., 2000, σελ. 385). Οι σχετικές χρονοσειρές παρουσιάζουν ιδιάζοντα δοµικά χαρακτηριστικά, 
τα οποία παραπέµπουν σε ιδιαίτερες στατιστικές µεθόδους ανάλυσης και επεξεργασίας.  
 
 
 2.3 Το επεισόδιο βροχής: Ορισµοί και εσωτερική δοµή 

Η κύρια διαφοροποίηση των χρονοσειρών βροχογραφικών δεδοµένων µικρής κλίµακας έγκειται 
στο διαλείποντα χαρακτήρα τους. Η σποραδικής φύσεως εµφάνιση, µεµονωµένων ή 
οµαδοποιηµένων µηδενικών και µη µηδενικών τιµών του ύψους βροχόπτωσης, προσδίδει στη 
χρονοσειρά χαρακτηριστικά δοµικής ασυνέχειας. Η µοντελοποίηση αυτού του είδους της 
ασυνέχειας, δεν είναι δυνατό να επιτευχθεί µε τη χρήση των στατιστικών µεθόδων, που 
χρησιµοποιούνται στις δοµικά συνεχείς (ετήσιες και µηνιαίες) χρονοσειρές. Συνεπώς, τα σχετικά 
γραµµικά, στοχαστικά, µοντέλα δεύτερης τάξεως δεν είναι ικανά να αποδώσουν τα επιθυµητά 
δοµικά και στατιστικά χαρακτηριστικά των χρονοσειρών µικρής κλίµακας (Waymire & Gupta, 
1981, σελ. 1262 • Κουτσογιάννης, 1988, σελ.99). 
 
Η διαλείπουσα φύση του φαινοµένου της βροχόπτωσης υποδεικνύει την αναγκαιότητα του 
ορισµού και της χρονικής οριοθέτησης των αµιγών ή συµµιγών βροχερών περιόδων. Για το 
σκοπό αυτό, εισάγεται η έννοια του επεισοδίου ή γεγονότος βροχής. Ένα επεισόδιο βροχής 
αντιστοιχεί σε µια επιµέρους χρονική ακολουθία µη µηδενικών ή, υπό προϋποθέσεις, και 
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µηδενικών υψών βροχόπτωσης. Κατά αυτό τον τρόπο, µια χρονοσειρά εξετάζεται υπό το πρίσµα 
µιας αλληλουχίας βροχερών και «στεγνών» περιόδων. Όσον αφορά στη σκοπιµότητα µιας 
τέτοιου είδους ανάλυσης, ο Κουτσογιάννης (1988, σελ. 102) αναφέρει πως «η εισαγωγή της 
έννοιας του επεισοδίου στη µελέτη της βροχόπτωσης, µπορεί να οδηγήσει σε απλοποίηση της 
µαθηµατικής περιγραφής του φαινοµένου». Ωστόσο, όπως επίσης επισηµαίνεται από τον ίδιο, η 
έννοια του επεισοδίου της βροχής δεν επιδέχεται µία και µοναδική ερµηνεία.  
 
Ως προς τον ορισµό του επεισοδίου της βροχής, καταγράφονται δύο γενικές τάσεις. Η βασική 
διαφοροποίησή τους έγκειται στην αποδοχή ή απόρριψη της δυνατότητας αλληλοεπικάλυψης δύο 
διαδοχικών επεισοδίων. Αν µια τέτοια αλληλοεπικάλυψη δεν είναι αποδεκτή, τότε η οριοθέτηση 
των επεισοδίων βροχής, σε ένα ιστορικό δείγµα, είναι εφικτή και άπτεται της αποδοχής ή µη 
αποδοχής της ένταξης µηδενικών τιµών βροχόπτωσης µέσα στη δοµή ενός επεισοδίου. Για την 
περίπτωση, που µια τέτοια, υπό προϋποθέσεις, ένταξη απορρίπτεται, η χρονική διάρκεια ενός 
επεισοδίου οριοθετείται µεταξύ δύο διαδοχικών στεγνών περιόδων, οποιασδήποτε διάρκειας. Ως 
εκ τούτου, το χρονικό σηµείο τερµατισµού κάθε στεγνής περιόδου ταυτίζεται µε το σηµείο 
έναρξης ενός επεισοδίου βροχής.  
 
Στην αντίθετη περίπτωση, όπου είναι αποδεκτή η ένταξη µεµονωµένων ή οµαδοποιηµένων 
µηδενικών τιµών του ύψους βροχόπτωσης στη δοµή ενός επεισοδίου, προκύπτει η αναγκαιότητα 
εισαγωγής της έννοιας του «χρόνου διαχωρισµού», ως του, ελάχιστου σταθερού ή µεταβλητού, 
χρονικού διαστήµατος µηδενικής βροχόπτωσης, που µεσολαβεί µεταξύ δύο διαδοχικών 
επεισοδίων βροχής. Επί τη βάσει µιας στατιστικά τεκµηριωµένης τιµής του χρόνου διαχωρισµού, 
γίνεται αποδεκτή η στοχαστική ανεξαρτησία κάθε επεισοδίου βροχής. Ο Κουτσογιάννης (1988) 
επισηµαίνει την υπεροχή αυτής της θεώρησης, τόσο από µαθηµατική άποψη, όσο και από την 
άποψη της φυσικής ερµηνείας, αυτού καθ’ αυτού, του φαινοµένου της βροχόπτωσης. 
 
Κατά µία δεύτερη, σχετικά µε την απόπειρα ορισµού του επεισοδίου της βροχής, άποψη, η 
αλληλοεπικάλυψη των επεισοδίων είναι αποδεκτή, και ως εκ τούτου, δεν υφίσταται θέµα 
προσδιορισµού ενός ελάχιστου σταθερού ή µεταβλητού χρόνου διαχωρισµού των επεισοδίων. 
Αυτή η θεώρηση χρησιµοποιείται ευρύτατα στα µοντέλα σηµειακής ανέλιξης (εκτενής ανάλυση 
των οποίων ακολουθεί στις επόµενες ενότητες), όπου το ύψος της βροχής και ο χρόνος εµφάνισής 
της αποκτούν ένα περισσότερο µαθηµατικό, παρά φυσικό (ρεαλιστικό) χαρακτήρα. Σε αυτή την 
περίπτωση η επισήµανση των επεισοδίων βροχής σε ένα ιστορικό δείγµα βροχόπτωσης δεν είναι 
σαφής.  
 
Σύµφωνα µε τα προαναφερόµενα, για τη µοντελοποίηση δεδοµένων µικρής χρονικής κλίµακας 
απαιτείται, αφενός, ο προσδιορισµός της συνάρτησης κατανοµής και αφετέρου, µια εκτίµηση του 
βαθµού της στοχαστικής εξάρτησης δύο βασικών στοχαστικών µεταβλητών. Η πρώτη µεταβλητή 
σχετίζεται µε τη διάρκεια των επεισοδίων, ενώ η δεύτερη σχετίζεται µε τη µεταξύ τους χρονική 
απόσταση. Ο Κουτσογιάννης (1988) επισηµαίνει πως στην πλειονότητα των περιπτώσεων, 
υιοθετείται η παραδοχή της στοχαστικής ανεξαρτησίας, ενώ οι αντίστοιχες συναρτήσεις 
κατανοµής, όπως είναι αναµενόµενο, εξαρτώνται άµεσα από τον υιοθετούµενο, κατά περίπτωση, 
ορισµό του επεισοδίου της βροχής. 
 
Σε ένα δεύτερο επίπεδο ανάλυσης, απαιτείται η διερεύνηση της εσωτερικής δοµής των 
επεισοδίων βροχής. Πιο συγκεκριµένα και όσον αφορά στα µεγέθη των υψών της βροχόπτωσης, 
που παρατηρούνται κατά τη διάρκεια ενός επεισοδίου, εξετάζεται η συνάρτηση κατανοµής τους 
καθώς και η πιθανή στοχαστική εξάρτηση των διαδοχικών τιµών τους. Σχετικά µε τη στοχαστική 
ανεξαρτησία των υψών της βροχόπτωσης και όσον αφορά στην ανάλυση βροχοµετρικών 
δεδοµένων ηµερήσιας κλίµακας, από σταθµούς της βορειοδυτικής Ευρώπης, η Shaw (1994, σελ. 
389) αναφέρει ενδεικτικές τιµές των συντελεστών συσχέτισης στο διάστηµα από 0.10 έως 0.15, 
για τους χειµερινούς µήνες. Σύµφωνα µε την ίδια, τα ύψη βροχόπτωσης των θερινών µηνών είναι 
στοχαστικά ανεξάρτητα. 
 
Η Shaw προφανώς υπονοεί ότι ο βαθµός συσχέτισης και κατ’ επέκταση η καταλληλότητα ενός 
µαθηµατικού µοντέλου προσοµοίωσης εξαρτάται από την υπό εξέταση, οµογενή υδρολογικά, 
περίοδο. Στην περίπτωση που παρατηρείται εξάρτηση µεταξύ των διαδοχικών υψών, τότε µια 
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γραµµική ανέλιξη Markov µπορεί να κριθεί κατάλληλη για την προσοµοίωση της 
παρατηρούµενης στοχαστικής εξάρτησης. Ο Κουτσογιάννης (1988, σελ. 101), αναφέρει 
ενδεικτικά τις εργασίες των Rodda (1976), καθώς και των Schaake et al. (1972), στις οποίες 
υιοθετήθηκε η εφαρµογή ενός Μαρκοβιανού µοντέλου 1ης τάξης.  
 
Για την περίπτωση, που τα διαδοχικά ύψη της βροχόπτωσης θεωρηθούν στοχαστικά ανεξάρτητα, 
δεν ενδείκνυται η απευθείας εφαρµογή ενός Μαρκοβιανού µοντέλου. Ως εκ τούτου, 
αναζητούνται µαθηµατικά µοντέλα προσοµοίωσης, συνεπή ως προς την ανυπαρξία  συσχέτισης 
των παρατηρούµενων διαδοχικών υψών. Ο Κουτσογιάννης (1988, σελ. 101), επισηµαίνει την 
εργασία των Waymire και Gupta (1981) στην οποία «τα διαδοχικά ηµερήσια ύψη βροχής έχουν 
θεωρηθεί ανεξάρτητες µεταβλητές, µε εκθετική κατανοµή». Η ανεξαρτησία των διαδοχικών 
υψών θεωρείται δεδοµένη στη συντριπτική πλειονότητα των µοντέλων σηµειακής ανέλιξης (µια 
σχετική, πιο λεπτοµερειακή, ανάλυση θα ακολουθήσει σε επόµενες ενότητες). 
 
Ως κατακλείδα, επισηµαίνεται το ότι τα παραπάνω σχόλια αναφέρονται στις µεθόδους 
µοντελοποίησης του φαινοµένου της βροχόπτωσης σε συνεχή χρονική κλίµακα. Σε ακόλουθες 
ενότητες και όσον αφορά στα µοντέλα σηµειακής ανέλιξης, θα γίνει ιδιαίτερη µνεία στις 
διαφορές συνεχών και διακριτών σηµειακών µοντέλων προσοµοίωσης. Παρά το ότι ο 
µεγαλύτερος όγκος των προσπαθειών ανάλυσης και µοντελοποίησης δεδοµένων βροχόπτωσης 
µικρής χρονικής κλίµακας αναφέρεται σε ηµερήσιες χρονοσειρές, η Shaw (1994, σελ. 390) 
επισηµαίνει τη δυνατότητα εφαρµογής των ίδιων µεθοδολογιών και στις περιπτώσεις µικρότερων, 
της ηµερήσιας, κλιµάκων.  
 

 2.4 Σηµειακές Ανελίξεις - Ανέλιξη Poisson 

Ως «σηµειακή ανέλιξη» (point process) χαρακτηρίζεται ένα σύνολο τυχαίων σηµείων, ti, στον 
άξονα του χρόνου, όπου το µέγεθος, ti, αντιστοιχεί στο χρόνο έλευσης του σηµείου αυτού σε 
σχέση µε τη  χρονική αφετηρία, t = 0 (Papoulis, 1991, σελ. 297). ∆ύο διαδοχικά σηµεία,   ti-1 και 
ti, ορίζουν το µεταξύ τους χρονικό διάστηµα, ∆ti-1, i, το οποίο και αποκαλείται «χρόνος διαδοχής» 
των γεγονότων ti-1 και ti (interarrival time, Κουτσογιάννης, 1988, σελ.112).  
 
Σε κάθε σηµειακή ανέλιξη, µπορεί να οριστεί µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών, ∆tn,  τέτοια 
ώστε: ∆t1 = t1,  ∆t2 = t2 - t1 , …, ∆tn = tn – tn-1. Η ακολουθία αυτή των τυχαίων µεταβλητών 
καλείται «ανανεωτική ανέλιξη» (renewal process). Επίσης, σε κάθε σηµειακή ανέλιξη 
αντιστοιχίζεται µία στοχαστική ανέλιξη διακριτών τιµών (απαριθµητική ανέλιξη – counting 
process), Nt ή Ν(t), µεγέθους ίσου µε τον αριθµό των σηµείων, ti, στο διάστηµα (0, t]. Από τα 
προαναφερόµενα προκύπτει µια αντιστοιχία µεταξύ της σηµειακής ανέλιξης, ti, της στοχαστικής 
ανέλιξης διακριτών τιµών, Nt ή Ν(t) και της ανανεωτικής ανέλιξης των τυχαίων µεταβλητών, ∆tn 
(Papoulis, 1991, σελ. 297 • Κουτσογιάννης, 1988, σελ.110). 
 
Στον προαναφερόµενο ορισµό δεν συγκαταλέγεται η κατηγορία των διακριτών σηµειακών 
ανελίξεων, όπου οι χρόνοι διαδοχής αποτελούν πολλαπλάσια ενός δεδοµένου χρονικού 
διαστήµατος. Σε αυτή την περίπτωση, η χρονική παράµετρος της σηµειακής ανέλιξης είναι 
διακριτή και οι χρόνοι διαδοχής δεν αποτελούν τυχαίες συνεχείς µεταβλητές (Foufoula-Georgiou, 
Lettenmaier, 1986). Κατά συνέπεια, ο ορισµός του Papoulis παραπέµπει στην ειδική κατηγορία 
των συνεχών σηµειακών ανελίξεων (Continuous time point processes). 
 
Επιπλέον, οι σηµειακές ανελίξεις εντάσσονται στη γενικότερη κατηγορία των τυχαίων πεδίων 
(random fields) και αποτελούν µονοπαραµετρικά ή πολυπαραµετρικά τυχαία πεδία συνεχών 
παραµέτρων (Erik VanMarcke, 1983, σελ 23). Μία τυχαία ή στοχαστική ανέλιξη αντιστοιχεί στην 
υλοποίηση µιας τυχαίας µεταβλητής, της οποίας οι τιµές εξαρτώνται από µία ή περισσότερες 
παραµέτρους (Bras & Rodriguez-Iturbe, 1993, σελ. 2). Γενικότερα, η έννοια της στοχαστικής 
ανέλιξης δεν ταυτίζεται απαραίτητα µε ένα µονοπαραµετρικό σύνολο τυχαίων χρονικών 
συναρτήσεων X(t). Υπό αυτή την έννοια, σηµειακή ανέλιξη αποτελεί και ένα σύνολο τυχαίων 
σηµείων σε µία ή περισσότερες χωρικές διαστάσεις ή γενικότερα σε ένα ή περισσότερα συνεχή ή 
διακριτά πεδία τιµών, Rn. Ωστόσο, είναι γεγονός, πως στις περισσότερες πρακτικές εφαρµογές, οι 
σηµειακές ανελίξεις είναι µονοπαραµετρικές και το δεικτοσύνολο των τιµών της τυχαίας 



 

 

9
συνάρτησης - µεταβλητής αντιστοιχεί σε ένα συνεχές, θετικά ορισµένο, χρονικό πεδίο τιµών, 

+
tR . 

 
Οι Waymire και Gupta (1981, σελ. 1274) επισηµαίνουν την εσφαλµένη ονοµασία τυχαίων πεδίων 
ως σηµειακών ανελίξεων, προσδίδοντας στις στοχαστικές ανελίξεις και ένα χαρακτήρα 
διατεταγµένης χρονικής αλληλουχίας (ordering) των τυχαίων µεταβλητών. Υπό αυτό το πρίσµα, 
οι σηµειακές χρονικές ανελίξεις δεν αποτελούν στοχαστικές ανελίξεις αλλά τυχαία πεδία, όπου η 
χρονική παράµετρος ταυτίζεται µε ένα ονοµαστικό (nominal) συνεχές δεικτοσύνολο. Η 
διαφοροποίηση αυτή θα γίνει σαφέστερη στις επόµενες παραγράφους, όπου αναλύεται η 
σηµειακή ανέλιξη Poisson και οι βασικές στατιστικές ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης 
κατανοµής.  
 
H θεωρία τυχαίων πεδίων (VanMarcke, 1983), εν αντιθέσει µε την προαναφερόµενη θεώρηση 
των Waymire και Gupta, αποδέχεται τις σηµειακές ανελίξεις ως υποκατηγορία των τυχαίων 
πεδίων, ταυτίζοντας την έννοια του τυχαίου πεδίου µε αυτή της στοχαστικής ή τυχαίας ανέλιξης, 
και µη αποδεχόµενη τον κατά ανάγκη µονοδιάστατο και χρονικό χαρακτήρα, που συχνά τους 
αποδίδεται.  
 
H µονοπαραµετρική (ή µονοδιάστατη) χρονική ανέλιξη Poisson, η οποία και στο εξής θα 
αποκαλείται ανέλιξη Poisson για λόγους συντοµίας, αποτελεί µία ακολουθία τυχαίων σηµείων, ti, 
στο χρόνο. Υπό αυτή την έννοια, υπάγεται στην γενικότερη κατηγορία των συνεχών σηµειακών 
ανελίξεων. Η βασική ιδιαιτερότητα της σηµειακής ανέλιξης Poisson, είναι πως οι ανεξάρτητες 
τυχαίες µεταβλητές, ∆tn, ακολουθούν την εκθετική συνάρτηση κατανοµής και συνεπώς ισχύει η 
εξίσωση,  
 

0t,e1t]tP[F(t) λt ≥∀−=≤∆= −  2.4.1 
 
 

Η απαίτηση αυτή αποτελεί ικανή και αναγκαία συνθήκη για το χαρακτηρισµό µιας σηµειακής 
ανέλιξης ως ανέλιξης Poisson. ∆εδοµένου του ότι ο χρόνος άφιξης του τυχαίου σηµείου, tk, 

ισούται µε, ∑
=

=
k

1i
ik ∆tt , αποδεικνύεται πως η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των χρόνων 

άφιξης, ti, ισούται µε 
 

0t,1)!-(k(k),1)!(kλet)((t)f λt1k
k >=Γ−= −−λ  2.4.2 

 

Συνεπώς, οι χρόνοι άφιξης των τυχαίων σηµείων, ti, ακολουθούν τη συνάρτηση κατανοµής γάµα 
δύο παραµέτρων. Επιπλέον και δεδοµένου του ότι παρατηρούνται τουλάχιστον, k, αφίξεις (Νt ≥ k) 
στο διάστηµα (0, t], αν και µόνο αν ο χρόνος της, k, άφιξης είναι µικρότερος ή ίσος του 
συνολικού υπό εξέταση χρόνου, t, (Νt ≥ k ⇔ tk ≤ t), µε ολοκλήρωση κατά µέλη προκύπτει πως, 
 

∑
−

=

−−=≥
1k

0j

jλt
t /j!t)(e1k)P(Ν λ  2.4.3 

 

Από την παραπάνω εξίσωση εξάγεται το συµπέρασµα, πως ο αριθµός των αφίξεων, Nt, ακολουθεί 
την κατανοµή Poisson, µε συνάρτηση πυκνότητας, 
 

n0,1,...,k,/k!t)(ek)P(N kλt
t === − λ  2.4.4 

 

Συνεπώς, στη σηµειακή ανέλιξη Poisson τρεις βασικές κατανοµές, περιγράφουν τη συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας, fx(x), των χρόνων αφίξεως των τυχαίων σηµείων, ti, του αριθµού των 
τυχαίων σηµείων, Nt, και των χρόνων, ∆tn, που µεσολαβούν µεταξύ δύο διαδοχικών αφίξεων: 
 

1. H κατανοµή γάµα (δύο παραµέτρων, Erlang), όσον αφορά στους χρόνους άφιξης, ti.  
 

2. H εκθετική κατανοµή, όσον αφορά στην τυχαία µεταβλητή, ∆tn. 
 

3. Η κατανοµή Poisson, όσον αφορά στο συνολικό αριθµό τυχαίων σηµείων, Νt, στο 
διάστηµα (0, t]. 
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Tο µαθηµατικό µοντέλο προσοµοίωσης της ανέλιξης Poisson είναι µονοπαραµετρικό, όπως 
άλλωστε υποδηλώνει και η ισχύς της εκθετικής κατανοµής. Για την προσοµοίωση της ανέλιξης 
Poisson χρησιµοποιείται η εκθετική κατανοµή και κατ’ επέκταση ο προσδιορισµός των χρονικών 
διαστηµάτων, ∆t i, i+1, που µεσολαβούν µεταξύ των αφίξεων δύο διαδοχικών τυχαίων σηµείων, ti 
και ti +1, στον άξονα του χρόνου. Το γεγονός αυτό αιτιολογείται από το µονοπαραµετρικό 
χαρακτήρα της εκθετικής κατανοµής, καθώς και από την απλή και αναλυτική έκφραση, που 
εµφανίζει η αντίστροφη συνάρτησή της (Η παραγωγή τυχαίων εκθετικών µεταβλητών αποτελεί 
χαρακτηριστική εφαρµογή της «Μεθόδου Αντίστροφου Μετασχηµατισµού», Inverse 
Transformation Method – Mooney, 1997, σελ. 14).  
 
Πιο συγκεκριµένα, η εκθετική συνάρτηση κατανοµής, καθώς και η αντίστροφη συνάρτησή της, 
έχουν ως εξής: 
 

[ ]
{ } λ

p)ln(1(x)Fp:Rxinf(p)F

&0λ0,x,e1xXPp(x)F

x
1

λx
x

−−=≤∈=

>≥−=≤==

−

−

 2.4.5 

 

Θέτoντας, p = U, όπου U ∈ (0,1), Fu(U) = U (οµοιόµορφη κατανοµή) και F-1(p) = ∆t i, i+1, 
προκύπτει η τελική εξίσωση, που χρησιµοποιείται για την παραγωγή των τυχαίων µεταβλητών, ∆t 

i, i+1. 
 

λ
)Uln(1∆t i

1ii,
−−=+  2.4.6 

 

H χρήση της οµοιόµορφα κατανεµηµένης µεταβλητής, U, στο διάστηµα (0,1), εξασφαλίζει τη 
συνέπεια της µεταβλητής, ∆t i, i+1, ως προς την αρχική της εκθετική συνάρτηση κατανοµής, Fx(x). 
Ο χρόνος άφιξης του τυχαίου σηµείου, ti, προκύπτει ως άθροισµα των υπολογισθέντων χρονικών 
διαστηµάτων, ∆t i, i+1. 
 

( )∑
=

−=
i

1j
j1,ji ∆tt  2.4.7 

 

 
 2.5 Χαρακτηριστικές ιδιότητες της Εκθετικής κατανοµής 

1. Η καµπύλη της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, fx(x), της εκθετικής κατανοµής έχει ως 
αφετηρία το σηµείο [x0,  fx

0(x)] = [0, λ], ενώ, εξ ορισµού, το εµβαδό που περικλείεται από την  

fx(x) και τον άξονα (x) ισούται µε τη µονάδα [ ] }1(x)F(x)dxf{
0

0xx∫
∞

∞
== . 

Συνεπώς, αυξανοµένης της παραµέτρου πυκνότητας, λ, αναµένεται µείωση των βασικών 
στατιστικών µεγεθών της κατανοµής. Πιο αναλυτικά, η µέση και διάµεσος τιµή, καθώς και η 
διασπορά των τυχαίων µεταβλητών, που ακολουθούν την εκθετική κατανοµή, ισούνται µε: 
 

2
50%

λ1var(X)

0,693/λλln(0,5)x
1/λE[X]

=

≅−=
=

 2.5.1 

 

Από τα παραπάνω, προκύπτει πως, η τιµή της παραµέτρου πυκνότητας, λ, επηρεάζει τα βασικά 
στατιστικά χαρακτηριστικά µεγέθη της κατανοµής κατά τον ακόλουθο τρόπο: 
 

{ } 0var(X),xΕ[X],λ 50% →⇒∞→  2.5.2 
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 2.5.3 

 

Αν η τυχαία µεταβλητή, X, αντιστοιχεί σε χρονικά διαστήµατα, ∆t i, i+1, που µεσολαβούν µεταξύ 
των αφίξεων δύο διαδοχικών τυχαίων σηµείων, ti και ti +1, στον άξονα του χρόνου, είναι σαφές το 
ότι η πυκνότητα των σηµείων αυξάνεται για µεγαλύτερες τιµές της παραµέτρου πυκνότητας, λ 
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(rate parameter). Σε αυτή την περίπτωση παρατηρείται µια αύξηση του ρυθµού εµφάνισης των 
γεγονότων της σηµειακής ανέλιξης. Παράλληλα, η µείωση της διασποράς συντελεί στην 
εµφάνιση µιας µεγαλύτερης οµοιογένειας, όσον αφορά στις αποστάσεις µεταξύ των τυχαίων 
σηµείων. 
 
Συµπερασµατικά, κατά µέσο όρο παρατηρούνται, ∆tmean = 1 / λ, χρονικές µονάδες µεταξύ των 
διαδοχικών αφίξεων και συνεπώς, ο µέσος αριθµός αφίξεων στη µονάδα του χρόνου ισούται µε 
την παράµετρο πυκνότητας, λ. Σε αυτή την περίπτωση, η παράµετρος πυκνότητας, λ, της 
εκθετικής συνάρτησης κατανοµής συναρτάται άµεσα µε την έννοια της έντασης (intensity) της 
σηµειακής ανέλιξης Για ένα χρονικό διάστηµα, t, ο µέσος αναµενόµενος αριθµός αφίξεων 
ισούται µε, λ t. Στο γεγονός αυτό οφείλεται και ο χαρακτηρισµός του µεγέθους, λ, ως παραµέτρου 
πυκνότητας και του µεγέθους, 1 / λ, ως παραµέτρου κλίµακας. 
 
2. Για την εκθετική συνάρτηση κατανοµής, [ ] 0λ0,x,e1xXP(x)F λx

x >≥−=≤= − , ορίζεται η 
συνάρτηση, [ ] λx

xx exXP(x)F1(x)G −=>=−= , για την οποία ισχύει, 
 

0tx,G(x)G(t),t)G(x ≥∀=+  2.5.4 
 

Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή ως «νόµος των εκθετών» (law of exponents) και παραπέµπει στον 
ορισµό της στοχαστικής ανεξαρτησίας δύο γεγονότων, Α και Β, όπως αυτή µαθηµατικά 
περιγράφεται από την εξίσωση, P(A)P(B)B)P(A =∩ . Η ισχύς του «νόµου των εκθετών» 
συνεπάγεται και την παρακάτω βασική ιδιότητα της εκθετικής συνάρτησης: 
 

0tx,t),P(Xx)X|txP(X ≥∀>=>+>  2.5.5 
 

Βάσει της ιδιότητας αυτής, η δεσµευµένη πιθανότητα, x)X|txP(X >+> , είναι ανεξάρτητη του, 
x. Η ιδιότητα αυτή αποκαλείται ως «ιδιότητα της απουσίας µνήµης» (memoryless property) και 
ισχύει κατά αποκλειστικότητα για την εκθετική κατανοµή. Όταν η τυχαία µεταβλητή, Χ, 
αντιστοιχεί στο χρόνο έλευσης ενός γεγονότος, η προαναφερόµενη ιδιότητα σηµαίνει πως καµµία 
πληροφορία δε µπορεί να εξαχθεί, για το χρόνο άφιξης του γεγονότος αυτού, από τη χρονική 
καθυστέρηση της εµφάνισής του. 
 

 2.6 Εισαγωγή στα σηµειακά µοντέλα προσοµοίωσης – Η εργασία των Rodriguez-
Iturbe et al. (1984)  

 

Ο επιθυµητός βαθµός ακρίβειας ενός µαθηµατικού µοντέλου προσοµοίωσης είναι άρρηκτα 
συνδεδεµένος µε τον βαθµό της πολυπλοκότητάς του, την ακρίβεια ή αξιοπιστία των διαθέσιµων, 
εισαγόµενων δεδοµένων και τη βαρύτητα των, κατ’ ανάγκη ή κατ’ επιλογή υιοθετούµενων, 
απλοποιητικών παραδοχών του. Συχνά, µαθηµατικά µοντέλα, αναιτιολόγητα αυξηµένης 
ακρίβειας και πολυπλοκότητας, δηµιουργούν µια επίφαση εµβάθυνσης και αξιοπιστίας, εις βάρος 
άλλων, ανταγωνιστικών µοντέλων απλούστερης δοµής. Υπό αυτό το πρίσµα, η εξέταση των 
µοντέλων σηµειακής ανέλιξης αποκτά ένα διττό χαρακτήρα, µαθηµατικό και φυσικό.  
 
Στις ενότητες, που ακολουθούν, επιχειρείται µια εισαγωγή στα σηµειακά µοντέλα προσοµοίωσης, 
βασιζόµενη στην εργασία των Rodriguez-Iturbe et al. (1984). Η ανάλυσή τους βασίζεται σε τρία 
βασικά σηµειακά µοντέλα προσοµοίωσης: 
  

το Μοντέλο Λευκού Θορύβου Poisson (Poisson White Noise Model),  
το Μαρκοβιανό Μοντέλο Ορθογωνικών Παλµών (Rectangular Pulses Markovian Model) και 
το Μοντέλο Λευκού Θορύβου Neyman-Scott (Neyman-Scott White Noise Model). 
 

Οι Rodriguez-Iturbe et al.δεν αποτελούν τους εισηγητές των µοντέλων αυτών (σχετικές είναι 
προγενέστερες εργασίες µελετητών, όπως οι Waymire & Gupta (1981), Cordova & Bras (1979)). 
Ωστόσο, είναι οι πρώτοι, που, βασιζόµενοι στη γενικευµένη χρήση της εκθετικής συνάρτησης 
κατανοµής, µελέτησαν την επίδραση της χρονικής κλίµακας των ιστορικών δεδοµένων στις τιµές 
των παραµέτρων των τριών αυτών θεωρητικών µοντέλων. 
 
Αρχικά διεξάγεται µια εξέταση των τριών προαναφερόµενων µοντέλων από καθαρά µαθηµατική 
άποψη, στα πλαίσια της οποίας σχολιάζονται ο αριθµός παραµέτρων κάθε µοντέλου, οι βασικές 
απλοποιητικές παραδοχές του, η ευελιξία και ο βαθµός της πολυπλοκότητάς του. Ακολούθως, 
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επιχειρείται µια αξιολόγηση των µοντέλων αυτών, καθώς και των µοντέλων σηµειακής ανέλιξης 
γενικότερα, από καθαρά υδρολογική άποψη. Ο βαθµός της στοχαστικής ανεξαρτησίας και οι 
συναρτήσεις κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών, η εσωτερική δοµή του επεισοδίου της βροχής, 
η φυσική σηµασία των απλοποιητικών παραδοχών, η χρονική κλίµακα και, γενικότερα, ο βαθµός 
απόκλισης κάθε µοντέλου από τα βασικά φυσικά χαρακτηριστικά του φαινοµένου της 
βροχόπτωσης, αποτελούν τις κύριες, υπό εξέταση, συνιστώσες αξιολόγησης. 
 
Στα µοντέλα σηµειακής ανέλιξης, οι πραγµατικές µετρήσιµες κατακρηµνίσεις προσοµοιάζονται 
µέσω θεωρητικών παλµών. Η τοποθέτηση των παλµών αυτών στον ορίζοντα του χρόνου, 
παραπέµπει στη χρήση κατάλληλης στοχαστικής ανέλιξης τυχαίων σηµείων. Συνεπώς, όσον 
αφορά στην τυχαία µεταβλητή, που αντιστοιχεί στο χρόνο έναρξης των παλµών αυτών, η κύρια 
µεθοδολογία βασίζεται στις αρχές των σηµειακών ανελίξεων. Η πιο πρόσφορη σηµειακή ανέλιξη, 
τόσο από άποψη απλότητας, όσο και από την άποψη των ιδιοτήτων της, είναι η σηµειακή ανέλιξη 
Poisson. Ως εκ τούτου, η ανέλιξη Poisson είναι αυτή που χρησιµοποιείται, σχεδόν κατά 
αποκλειστικότητα, για τον προσδιορισµό των τυχαίων χρονικών σηµείων έναρξης, ti, των 
θεωρητικών παλµών, Ui. Σε αυτή την περίπτωση, η εκθετική κατανοµή καλείται να παράξει µια 
ακολουθία τυχαίων µεταβλητών, ∆tn, οι οποίες αντιστοιχούν σε χρονικά διαστήµατα µεταξύ 
διαδοχικών παλµών ή διαδοχικών οµάδων παλµών. Ο προσδιορισµός των χρόνων έναρξης, ti, 
εισάγει µία παράµετρο στο συνολικό µαθηµατικό µοντέλο, δεδοµένου του ότι, όπως έχει ήδη 
αναφερθεί, η µονοδιάστατη σηµειακή ανέλιξη Poisson αποτελεί µια µονο-παραµετρική 
διεργασία. 
 
Αν η έναρξη των υπό εξέταση θεωρητικών παλµών ορίζεται µέσω µιας σηµειακής ανέλιξης 
Poisson, πρόσθετες παραδοχές απαιτούνται για την µαθηµατική τεκµηρίωση των υπολοίπων δύο 
βασικών τυχαίων µεταβλητών: της έντασης και της διάρκειας των παλµών αυτών. Οι 
κατακρηµνιζόµενες πραγµατικές ποσότητες, προσοµοιάζονται θεωρητικά µε δύο κυρίως τρόπους: 
 

1. Μέσω ορθογωνικών παλµών, δηλαδή θεωρητικών στοχαστικών κατακρηµνίσεων µε 
δεδοµένη, σταθερή, ένταση και διάρκεια. 

 

2. Είτε µέσω σηµειακών παλµών, µηδενικής θεωρητικά διάρκειας, για τις οποίες η έννοια 
της έντασης δεν υφίσταται (σε αυτή την περίπτωση θεωρητικά ορίζεται µόνο το µέγεθος 
της κατακρηµνιζόµενης ποσότητας και η ένταση απειρίζεται). 

 
Η µη χρονική διάσταση των ορθογωνικών παλµών αποκαλείται ένταση (intensity) ή ύψος 
(depth). Οι ορθογωνικοί παλµοί αποτελούν εντατικά θεωρητικά µεγέθη, καθώς αντιστοιχούν στην 
ένταση και όχι στο ύψος του φαινοµένου της βροχόπτωσης. Αντιθέτως, στην περίπτωση των 
σηµειακών παλµών, το µέγεθός τους έχει ποσοτικά χαρακτηριστικά και αντιστοιχεί σε ένα 
«σηµειακό» - ακαριαίο ύψος βροχόπτωσης. Κατά συνέπεια, η ένταση της βροχόπτωσης, ξ(t), 
προκύπτει βάσει της εξίσωσης (Rodriguez-Iturbe et al., 1984, σελ. 1612), 
 

U(t)dN(t)ξ(t)dt =  2.6.1 
 

όπου, το U(t) συµβολίζει το µέγεθος του σηµειακού παλµού και το dΝ(t) αποτελεί µια δυαδική 
(0-1) µεταβλητή, µε τιµή, 1, αν ο παλµός υφίσταται το διάστηµα (t, t + dt). 
 
Στην περίπτωση των ορθογωνικών παλµών απαιτείται ο προσδιορισµός της συνάρτησης 
κατανοµής δύο τυχαίων µεταβλητών, της έντασης και της διάρκειας των παλµών αυτών. 
Αντιθέτως, στην περίπτωση των σηµειακών παλµών, για τις οποίες η έννοια της έντασης δεν 
υφίσταται, µία συνάρτηση κατανοµής επαρκεί για τον προσδιορισµό της µοναδικής απαιτούµενης 
τυχαίας µεταβλητής: του µεγέθους των. Ως εκ τούτου, οι σηµειακοί παλµοί εισάγουν λιγότερες 
ανεξάρτητες µεταβλητές στο µαθηµατικό µοντέλο προσοµοίωσης. 
 
Σε κάθε περίπτωση, η επιλεγόµενη συνάρτηση κατανοµής, κάθε µιας εκ των υπό εξέταση 
τυχαίων µεταβλητών, εισάγει τις αναγκαίες, για τη µαθηµατική περιγραφή της, παραµέτρους. Αν 
οι τυχαίες αυτές µεταβλητές θεωρηθεί πως ακολουθούν την εκθετική κατανοµή, τότε κάθε 
µεταβλητή εισάγει µία και µοναδική παράµετρο: την αντίστοιχη παράµετρο κλίµακας. Συνεπώς, 
στην περίπτωση του σηµειακού παλµικού µοντέλου απαιτείται ο προσδιορισµός µιας 
παραµέτρου, δηλαδή της παραµέτρου κλίµακας της εκθετικής συνάρτησης κατανοµής των 
τυχαίων παλµικών µεγεθών. Κατ’ αντιστοιχία, στην περίπτωση του ορθογωνικού παλµικού 
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µοντέλου, οι δύο τυχαίες µεταβλητές, ένταση και διάρκεια των παλµών, εισάγουν δύο 
παραµέτρους στο τελικό µαθηµατικό µοντέλο. 
 
Οι δύο προαναφερόµενες βασικές κατηγορίες παλµών και η υιοθέτηση της σηµειακής ανέλιξης 
Poisson ορίζουν δύο βασικά σηµειακά µοντέλα προσοµοίωσης:  
 

1. Το µαθηµατικό Μοντέλο Λευκού Θορύβου Poisson (Poisson White Noise Model) και  
2. το Μαρκοβιανό Μοντέλο Ορθογωνικών Παλµών (Rectangular Pulses Markovian Model).  
 

ενώ, η παραδοχή της εκθετικής συνάρτησης κατανοµής για τις τυχαίες µεταβλητές, µέγεθος 
(ύψος) και διάρκεια, απλοποιεί τη δοµή του τελικού µαθηµατικού µοντέλου. Αυτός είναι και ο 
κύριος λόγος για τον οποίο, η χρήση της εκθετικής συνάρτησης κατανοµής στην εργασία των 
Rodriguez-Iturbe et al. (1984) αποκτά γενικευµένο χαρακτήρα. Στον πίνακα 2.6.α, συνοψίζονται 
τα βασικά χαρακτηριστικά των δύο προαναφερόµενων σηµειακών µοντέλων. 
 

 Μοντέλο Λευκού Θορύβου Poisson Μοντέλο Ορθογωνικών Παλµών 

Έναρξη παλµών: Ανέλιξη Poisson (παράµετρος, λ) Ανέλιξη Poisson (παράµετρος, λ) 

Είδος παλµών: Σηµειακοί παλµοί Ορθογωνικοί παλµοί 

Μέγεθος παλµών: Εκθετική κατανοµή (παράµετρος, µ) Εκθετική κατανοµή (παράµετρος, µ) 

∆ιάρκεια παλµών: - Εκθετική κατανοµή (παράµετρος, n) 

Άγνωστες παράµετροι: 2 (λ, µ) 3 (λ, µ, n) 
 

Πίνακας 2.6.α : Βασικά χαρακτηριστικά Μοντέλου Λευκού Θορύβου Poisson και Μαρκοβιανού 
 

 Μοντέλου Ορθογωνικών Παλµών. 
 
Οι Rodriguez-Iturbe et al. (1984) επεκτείνουν τη γενικευµένη χρήση της εκθετικής συνάρτησης 
κατανοµής και σε ένα τρίτο µαθηµατικό µοντέλο προσοµοίωσης, τεσσάρων παραµέτρων: το 
Μοντέλο Λευκού Θορύβου Neyman-Scott (Neyman-Scott White Noise Model).  
 
Το µοντέλο αυτό βασίζεται στην οµαδοποίηση (clusterring) σηµειακών παλµών και εισάγει τη 
γενικότερη κατηγορία των σηµειακών µοντέλων, σύµφωνα µε τα οποία, τα γεγονότα της 
βροχόπτωσης – παλµοί οµαδοποιούνται (clustered rainfall models). Στη συγκεκριµένη 
περίπτωση, η οµαδοποίηση αυτή εισάγει την αναγκαιότητα προσδιορισµού της συνάρτησης 
κατανοµής δύο επιπλέον τυχαίων µεταβλητών: του αριθµού των παλµών ανά οµάδα καθώς και 
των χρονικών διαστηµάτων, που µεσολαβούν µεταξύ διαδοχικών παλµών της ίδιας οµάδας. Αν η 
µεταβλητή, που αντιστοιχεί στα χρονικά διαστήµατα, που µεσολαβούν µεταξύ διαδοχικών 
σηµειακών παλµών της ίδιας οµάδας, θεωρηθεί, πως ακολουθεί την εκθετική κατανοµή, τότε στο 
µαθηµατικό µοντέλο εισάγεται µία παράµετρος: η παράµετρος κλίµακας της κατανοµής αυτής.  
 
Όσον αφορά στη δεύτερη µεταβλητή, δηλαδή τον αριθµό των σηµειακών παλµών ανά οµάδα, το 
µοντέλο λευκού θορύβου Neyman-Scott θεωρεί τον αριθµό αυτό στατιστικά ανεξάρτητο από την 
συνάρτηση κατανοµής των µεταξύ τους χρονικών διαστηµάτων. Ως αποτέλεσµα τούτου, 
ενδέχεται κάποιοι από τους σηµειακούς παλµούς µιας οµάδας, να υπεισέλθουν στο χρονικό 
ορίζοντα των παλµών της επόµενης. Η συνάρτηση κατανοµής της µεταβλητής αυτής εισάγει 
επιπλέον παραµέτρους στο συνολικό µαθηµατικό µοντέλο. Αν η συνάρτηση κατανοµής της 
θεωρηθεί πως είναι η κατανοµή Poisson, τότε αποδεικνύεται πως εισάγεται µία και µοναδική 
επιπλέον παράµετρος. Η παράµετρος αυτή είναι η αναµενόµενη τιµή του αριθµού σηµειακών 
παλµών ανά οµάδα.  
 
Τα βασικά χαρακτηριστικά του µοντέλου λευκού θορύβου Neyman-Scott συνοψίζονται στον 
πίνακα 2.6.β: 
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 Mοντέλου Λευκού Θορύβου Neyman-Scott 

Χρόνος έναρξης οµάδας παλµών: Ανέλιξη Poisson (παράµετρος, λ) 

Είδος παλµών: Σηµειακοί παλµοί 

Μέγεθος παλµών: Εκθετική κατανοµή (παράµετρος, µ) 

∆ιάρκεια παλµών: - 

Αριθµός παλµών ανά οµάδα: Tυχαία µεταβλητή Poisson (παράµετρος, Ν) 

Χρόνος έναρξης παλµών ανά οµάδα: Εκθετική κατανοµή (παράµετρος, β) 

Αριθµός αγνώστων παραµέτρων: 4 (λ, µ, Ν, β) 

 
Πίνακας 2.6.β : Βασικά χαρακτηριστικά του Μοντέλου Λευκού Θορύβου Neyman-Scott 

 
Η παραδοχή της στοχαστικής ανεξαρτησίας υιοθετείται για τις τυχαίες µεταβλητές και των τριών 
µοντέλων. Η εφαρµογή της εκθετικής συνάρτησης κατανοµής για τις, σχετιζόµενες µε τους 
θεωρητικούς παλµούς, ανεξάρτητες µεταβλητές (χρόνο έναρξης, διάρκεια, ένταση) έχει ως 
αποτέλεσµα τη µείωση των ανεξάρτητων παραµέτρων του µαθηµατικού µοντέλου στον ελάχιστο 
δυνατό βαθµό.  
 
Ανεξαρτήτως των επιλεγοµένων συναρτήσεων κατανοµής και στα πλαίσια της κατάστρωσης του 
τελικού µαθηµατικού µοντέλου, απαιτείται η σύνδεση των παραµέτρων αυτών µε τα στατιστικά 
µεγέθη των ιστορικών δεδοµένων. Απώτερο στόχο αποτελεί η κατάστρωση ενός ορισµένου 
συστήµατος ισάριθµων, µε τις παραµέτρους, γραµµικών ή µη γραµµικών εξισώσεων. Ωστόσο, η 
κατάστρωση ενός ορισµένου συστήµατος, για το σύνολο των ανεξάρτητων παραµέτρων, δεν 
είναι απόλυτα δεσµευτική. Για παράδειγµα, στην περίπτωση του Μοντέλου Λευκού Θορύβου 
Neyman-Scott, στο οποίο οι ανεξάρτητες παράµετροι είναι τέσσερις, το µαθηµατικό µοντέλο 
(κατ’ επιλογή των Rodriguez-Iturbe et al.) παρουσιάζει αοριστία, µε βαθµό ελευθερίας ένα. Η 
τέταρτη ανεξάρτητη παράµετρος, χρησιµοποιείται ως ανεξάρτητη µεταβλητή ελαχιστοποίησης 
των αποκλίσεων µεταξύ των πραγµατικών και των θεωρητικών συντελεστών αυτοσυσχέτισης. Η 
ιδιαιτερότητα αυτή θα σχολιαστεί εκτενέστερα παρακάτω. 
 
Γενικώς, η συσχέτιση των παραµέτρων του θεωρητικού µοντέλου µε τα πραγµατικά δεδοµένα 
µπορεί να επιτευχθεί µέσω των στατιστικών ιδιοτήτων των υπό εξέταση χρονοσειρών. Κατά 
σειρά σπουδαιότητας, ο µέσος όρος, η διασπορά, ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως, 
καθώς και οι υπόλοιποι συντελεστές αυτοσυσχέτισης, αποτελούν τις σηµαντικές ιδιότητες των 
ιστορικών δεδοµένων. Το πόσα από τα παραπάνω στατιστικά µεγέθη θα χρησιµοποιηθούν κατά 
περίπτωση, εξαρτάται από τον αριθµό των ανεξάρτητων παραµέτρων του θεωρητικού µοντέλου, 
που θα επιλεγεί. Το ποια από τα παραπάνω θα χρησιµοποιηθούν, καθορίζεται, όπως είναι 
αναµενόµενο, από τη σειρά προτεραιότητας, βάσει της οποίας και έχουν αναγραφεί.  
 
Στην περίπτωση του δι-παραµετρικού Μοντέλου Λευκού Θορύβου Poisson απαιτείται η χρήση 
δύο εξισώσεων, και συνεπώς αρκεί η συσχέτιση των δύο αγνώστων παραµέτρων µε τη µέση τιµή 
και τη διασπορά των βροχοµετρικών δεδοµένων. Άλλωστε, από τη φύση του µοντέλου αυτού, ο 
συντελεστής αυτοσυσχέτισης είναι, ή επί το ακριβέστερον, θα πρέπει να είναι µηδενικός. 
Αντιστοίχως, στην περίπτωση του τρι-παραµετρικού Μαρκοβιανού Μοντέλου Ορθογωνικών 
Παλµών, οι τρείς άγνωστοι παράµετροι συναρτώνται µε τρία διαθέσιµα στατιστικά µεγέθη των 
πραγµατικών βροχογραφικών δεδοµένων: τη µέση τιµή, τη διασπορά και το συντελεστή 
αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως. Συνεπώς, το σχετικό µαθηµατικό µοντέλο αποτελείται από τρεις 
ανεξάρτητες εξισώσεις, από την επίλυση των οποίων προκύπτουν οι τιµές των τριών αγνώστων 
παραµέτρων.  
 
Στην περίπτωση του Μοντέλου Λευκού Θορύβου Neyman-Scott, η µέση τιµή, η διασπορά και ο 
συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως των πραγµατικών δεδοµένων εµπλέκονται στην 
κατάστρωση τριών ανεξάρτητων εξισώσεων του µαθηµατικού µοντέλου. Η τέταρτη άγνωστη 
παράµετρος αποκτά χαρακτήρα ανεξάρτητης µεταβλητής, η τιµή της οποίας προκύπτει ως 
αποτέλεσµα βελτιστοποίησης της προσαρµογής του θεωρητικού στο πραγµατικό 
αυτοσυσχετόγραµµα. Συνεπώς, η τέταρτη παράµετρος του µαθηµατικού µοντέλου εξασφαλίζει 
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την όσο το δυνατό µεγαλύτερη εγγύτητα των θεωρητικών και των πραγµατικών συντελεστών 
αυτοσυσχέτισης.  
 
Η τακτική αυτή δεν είναι απαραίτητα και η µοναδική, που µπορεί να εφαρµοστεί. Παραδείγµατος 
χάριν, θα ήταν δυνατή η άµεση χρήση µιας τέταρτης εξίσωσης, σχετιζόµενης αποκλειστικά και 
µόνο µε το συντελεστή αυτοσυσχέτισης 2ης τάξεως. Σε αυτή την περίπτωση, το θεωρητικό 
µοντέλο θα ήταν υποχρεωτικά συνεπές ως προς το συντελεστή αυτό, χωρίς ωστόσο να 
λαµβάνεται οποιαδήποτε πρόνοια για τους υπόλοιπους συντελεστές αυτοσυσχέτισης 
(παραδείγµατος χάριν, η τακτική αυτή θα µπορούσε να εφαρµοστεί σε χρονοσειρές ηµερήσιας 
κλίµακας). Η φυσική και πρακτική σηµασία των, µεγαλύτερων της 2ης τάξεως, συντελεστών 
αυτοσυσχέτισης, σε συνδυασµό και µε τη χρονική κλίµακα των ιστορικών δεδοµένων, είναι κάτι 
το οποίο παραµένει ασχολίαστο στην εργασία των Rodriguez-Iturbe et al. (1984). Κατ’ επέκταση, 
δεν αποσαφηνίζεται η σκοπιµότητα ή η έκταση της εµπλοκής του αναλυτή σε µια διαδικασία 
βελτιστοποίησης ή ακόµα και η διαφορετική βαρύτητα της σηµασίας των συντελεστών 
αυτοσυσχέτισης (οι προαναφερόµενοι ακολούθησαν την τακτική της δοκιµής και σφάλµατος, 
δίνοντας τιµές στην ανεξάρτητη µεταβλητή και εν συνεχεία λύνοντας το ορισµένο 3x3 σύστηµα 
γραµµικών εξισώσεων. Για την ωριαία χρονική κλίµακα ιστορικών δεδοµένων, ελήφθησαν 
υπόψιν οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης µέχρι την 32η τάξη).  
 
∆εδοµένου του ότι και τα τρία βασικά θεωρητικά µοντέλα, που έχουν αναφερθεί, έχουν 
τουλάχιστον δύο ανεξάρτητες παραµέτρους, ο µέσος όρος και η διασπορά των ιστορικών 
δεδοµένων διατηρούνται σε κάθε περίπτωση. Στην περίπτωση του τρι-παραµετρικού 
Μαρκοβιανού Μοντέλου Ορθογωνικών Παλµών καθώς και του Μοντέλου Λευκού Θορύβου 
Neyman-Scott, τεσσάρων παραµέτρων, διατηρείται και ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης 
τάξεως. Επιπλέον, στην περίπτωση του Μοντέλου Λευκού Θορύβου Neyman-Scott, λαµβάνεται 
µέριµνα και ως προς την ελαχιστοποίηση των διαφορών µεταξύ των συντελεστών 
αυτοσυσχέτισης 2ης τάξεως και άνω, της ιστορικής χρονοσειράς και του θεωρητικού µοντέλου.  
 
Η επιτυχία ενός θεωρητικού µοντέλου προσοµοίωσης βροχογραφικών δεδοµένων έγκειται στη 
διατήρηση των βασικών στατιστικών χαρακτηριστικών της ιστορικής χρονοσειράς. Είναι σαφές 
το ότι, θεωρητικά µοντέλα µε αυξηµένο αριθµό ανεξάρτητων παραµέτρων, µπορούν να 
εγγυηθούν µεγαλύτερη πιστότητα, ως προς τα στατιστικά χαρακτηριστικά των ιστορικών 
δεδοµένων. Ο αυξηµένος βαθµός της πιστότητας αυτής είναι άλλοτε επιβεβληµµένος και άλλοτε 
µη αναγκαίος. Αν για παράδειγµα, οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης 2ης τάξεως και άνω της 
ιστορικής χρονοσειράς είναι πρακτικά αµελητέοι, τότε ένα µαθηµατικό µοντέλο τριών 
παραµέτρων θα εξυπηρετούσε µε έναν εξίσου αξιόπιστο (σε σχέση µε ένα µοντέλο τεσσάρων 
παραµέτρων) τρόπο τις βασικές επιδιώξεις της προσοµοίωσης, διατηρώντας το µέσο όρο, τη 
διασπορά και το συντελεστή αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως. Ένα τέτοιο θεωρητικό µοντέλο είναι το 
Μαρκοβιανό Μοντέλο Ορθογωνικών Παλµών. Οι Rodriguez-Iturbe et al. (1984) επισηµαίνουν 
την καταλληλότητα του µοντέλου αυτού για βροχογραφικά δεδοµένα ηµερήσιας κλίµακας 
(βροχογραφικός σταθµός Denver – Colorado), για τα οποία οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης 2ης 
τάξεως και άνω είναι αµελητέοι. Σε παρόµοιες διαπιστώσεις καταλήγουν και οι Foufoula-
Georgiou και Guttorp (1986). 
 
Συνεπώς, τα στατιστικά χαρακτηριστικά της ιστορικής χρονοσειράς και ιδιαίτερα οι τιµές των 
συντελεστών αυτοσυσχέτισης υποδεικνύουν και την πολυπλοκότητα του, απαραίτητου προς 
εφαρµογή, θεωρητικού µαθηµατικού µοντέλου. Ένα πολυ-παραµετρικό µαθηµατικό µοντέλο 
προσοµοίωσης, όπως το Μοντέλο Λευκού Θορύβου Neyman-Scott, εγγυάται τη διατήρηση 
περισσότερων στατιστικών χαρακτηριστικών, αυξάνοντας ωστόσο την πολυπλοκότητα του 
µαθηµατικού συστήµατος και κατ’ επέκταση τον σχετικό υπολογιστικό φόρτο. Η χρήση ενός 
τέτοιου µοντέλου καθίσταται αναγκαία, όταν η σηµασία των συντελεστών αυτοσυσχέτισης 2ης 
τάξεως και άνω δεν είναι δυνατό να αµεληθεί.  
 
 2.7 Η επίδραση της χρονικής κλίµακας 

Από τα προαναφερθέντα είναι σαφές, το ότι η κατάλληλη επιλογή ενός εκ των διαθέσιµων 
µαθηµατικών µοντέλων εξασφαλίζει την επιτυχία της διαδικασίας προσοµοίωσης, ως προς τη 
διατήρηση των επιθυµητών βασικών στατιστικών µεγεθών της ιστορικής χρονοσειράς 
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(Rodriguez-Iturbe et al., 1984). Οι προσδιορισθείσες παράµετροι του µοντέλου, εκφράζουν µία 
αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ της ιστορικής χρονοσειράς και του εφαρµοζόµενου 
µαθηµατικού συστήµατος. Ωστόσο, οι τιµές των παραµέτρων αυτών δεν αποτελούν «ιδιότητες» 
του βροχοµετρικού σταθµού, εκ του οποίου έχουν προέλθει τα ιστορικά δεδοµένα.  
 
Πιο συγκεκριµένα, η ιστορική χρονοσειρά αποτελείται από µετρήσεις κατακρηµνίσεων επί τη 
βάσει µιας χρονικής κλίµακας, Τ. Οι παράµετροι του µοντέλου αντιστοιχούν συνεπώς, 
 

1. Σε συγκεκριµένο βροχογραφικό σταθµό, δηλαδή σε συγκεκριµένο σηµείο του χώρου. 
 

2. Σε συγκεκριµένη οµοιογενή υδρολογικά περίοδο. 
 

3. Σε συγκεκριµένη χρονική κλίµακα µετρήσεων, Τ, ή σε συγκεκριµένη χρονική κλίµακα 
αναγωγής των µετρήσεων. 

 

4. Σε συγκεκριµένο µαθηµατικό µοντέλο στοχαστικής προσοµοίωσης. 
 

Οι παράγοντες αυτοί αποτελούν και την ταυτότητα των παραµέτρων του µαθηµατικού µοντέλου 
προσοµοίωσης. Αν οι παράµετροι του µαθηµατικού µοντέλου ανεξαρτητοποιηθούν από τη 
χρονική κλίµακα των υδρολογικών δεδοµένων, τότε οι παράµετροι αυτές θα εκφράζουν 
αµφιµονοσήµαντα συγκεκριµένο τόπο και υδρολογική περίοδο. Υπό αυτή την έννοια, κάθε 
απόπειρα προς την κατεύθυνση αυτή θα συντελούσε στην εύρεση παραµέτρων, οι οποίες θα 
αποτελούσαν, µε τη γενικότερη έννοια, «ιδιότητες» του συγκεκριµένου τόπου, της συγκεκριµένης 
περιόδου  και του συγκεκριµένου µοντέλου – µεθόδου προσοµοίωσης.  
 
Οι Rodriguez-Iturbe et al. (1984) διερεύνησαν τη δυνατότητα των τριών, υπό εξέταση µοντέλων, 
να αποδώσουν µε ένα ενιαίο τρόπο, δηλαδή µε ένα αµετάβλητο σύνολο τιµών των παραµέτρων 
τους, την ταυτότητα ενός συγκεκριµένου σταθµού και µιας συγκεκριµένης, οµοιογενούς 
υδρολογικά, περιόδου για δύο διαφορετικές χρονικές κλίµακες: ηµερήσια και ωριαία. Τα τρία 
µοντέλα προσοµοίωσης αποτυγχάνουν να εκφράσουν µε ένα µοναδικό τρόπο το χώρο και την 
υδρολογική περίοδο αναφοράς των ιστορικών δεδοµένων, µέσω µιας ενιαίας οµάδας 
παραµέτρων. Όπως είναι αναµενόµενο, διαφορετικές χρονικές κλίµακες δεδοµένων αντιστοιχούν 
και σε διαφορετικές παραµέτρους.  
 
Η διαφοροποίηση των παραµέτρων είναι µειωµένη στην περίπτωση του πολυ-παραµετρικού 
Μοντέλου Λευκού Θορύβου Neyman-Scott, ενώ καθίσταται ιδιαίτερα εµφανής σε µαθηµατικά 
µοντέλα λιγότερων ανεξάρτητων παραµέτρων. Υπό αυτή την έννοια, το Μοντέλου Λευκού 
Θορύβου Neyman-Scott, θεωρείται περισσότερο επιτυχές, σε σχέση µε τα υπόλοιπα. Ωστόσο, σε 
κάθε περίπτωση, η διαφοροποίηση των παραµέτρων και η ισχυρή εξάρτησή τους από τη χρονική 
κλίµακα των δεδοµένων, υφίσταται {Παρά το ότι οι Rodriguez-Iturbe et al. (1984) δεν 
αποδέχονται πλήρως τη διαπίστωση αυτή για το προτεινόµενο απο τους ίδιους Μοντέλο Λευκού 
Θορύβου Neyman-Scott και σε αντίθεση µε τα αποτελέσµατα, πάνω στο ίδιο µοντέλο, των 
Foufoula-Georgiou και Guttorp (1986)}.  
 
Η σηµασία της ανεξαρτητοποίησης των τιµών των παραµέτρων ενός µοντέλου σηµειακής 
ανέλιξης από τη χρονική κλίµακα καταγραφής ή τη χρονική κλίµακα συνάθροισης 
βροχογραφικών δεδοµένων θα αναλυθεί εκτενώς σε ακόλουθη ενότητα.  
 
 
 2.8 Η παραδοχή της εκθετικής κατανοµής 

O Κουτσογιάννης (1988, σελ. 104) αναφέρεται στην εργασία των Restepo-Posada και Eagleson 
(1982), οι οποίοι, διερευνώντας τα µεταβλητά µεγέθη των χρόνων διαχωρισµού βροχογραφικών 
δεδοµένων µικρής κλίµακας, βασίστηκαν στην υπόθεση ότι η άφιξη των επεισοδίων της βροχής 
µπορεί να αντιπροσωπευτεί από µια ανέλιξη Poisson. Ωστόσο, στα µοντέλα σηµειακής ανέλιξης 
η έννοια του επεισοδίου της βροχής έχει έναν περισσότερο µαθηµατικό, παρά φυσικό χαρακτήρα. 
Για το µοντέλο ορθογωνικών παλµών, οι Isham et al. (1986) επισηµαίνουν την απουσία 
οποιουσδήποτε φυσικού νοήµατος, όσον αφορά στα χρονικά σηµεία άφιξης των παλµών.  
 
To κυριότερο χαρακτηριστικό των µοντέλων σηµειακής ανέλιξης είναι η αποδοχή της 
αλληλοεπικάλυψης διαδοχικών επεισοδίων βροχής. Ως εκ τούτου, η κλασσικά οριζόµενη έννοια 
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του χρόνου διαχωρισµού δεν υφίσταται ή στερείται φυσικής σηµασίας. Το γεγονός αυτό 
απαλλάσσει τη σχετική ανάλυση από τις αβεβαιότητες ως προς τον ορισµό του επεισοδίου 
βροχής, την εξάρτησή του από τη χρονική κλίµακα αναφοράς και την απαιτούµενη διερεύνηση 
των στατιστικών χαρακτηριστικών των χρόνων διαχωρισµού. Ο Κουτσογιάννης (1988, σελ. 136) 
επισηµαίνει ότι «η απλούστερη και πιο αξιόπιστη λύση για την αναγνώριση των επεισοδίων 
βροχής [...] µπορεί να δοθεί από τη θεωρία των τυχαίων σηµείων στο χρόνο». 
 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί, κατά την κατάστρωση του µαθηµατικού µοντέλου προσοµοίωσης 
βροχοµετρικών δεδοµένων, τρεις είναι οι βασικές υπό εξέταση τυχαίες µεταβλητές: η διάρκεια, 
το µέγεθος και ο χρόνος άφιξης των θεωρητικών παλµών. Επίσης, έχει ήδη διαφανεί η 
σπουδαιότητα της εκθετικής κατανοµής και η σχεδόν κατά αποκλειστικότητα χρήση της στα 
σχετικά µοντέλα προσοµοίωσης. Το γεγονός αυτό οφείλεται σε δύο κυρίως λόγους: 
 

1. Στον µονο-παραµετρικό χαρακτήρα της εκθετικής κατανοµής και στην απλή, αναλυτική 
έκφραση της αντίστροφης συνάρτησης κατανοµής, F-1, που αυτή συνεπάγεται. 

 

2. Στον εκθετικό χαρακτήρα της κατανοµής των πραγµατικών δεδοµένων και ως εκ τούτου, 
στη φυσική σηµασία, που η χρήση της εκθετικής κατανοµής  εισάγει στα σχετικά 
µαθηµατικά µοντέλα προσοµοίωσης. 

 
Είναι γεγονός πως η ιδιότητα της απουσίας µνήµης (memoryless property) των εκθετικά 
κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών σηµατοδοτεί και την καταλληλότητα της χρήσής τους, όσον 
αφορά στη στοχαστική προσοµοίωση βροχοµετρικών δεδοµένων. Ας υποτεθεί πως σε ένα 
βροχοµετρικό σταθµό δεν έχει καταγραφεί κανένα επεισόδιο για χρονικό διάστηµα, x, ηµερών. Η 
πιθανότητα παράτασης της ανοµβρίας για διάστηµα, y, επιπλέον, ηµερών θεωρείται ανεξάρτητη  
του γεγονότος, να µην έχει παρατηρηθεί καµµία κατακρήµνιση για το καταγεγραµµένο διάστηµα 
των πρώτων, x, ηµερών. Συνεπώς, αν η τυχαία µεταβλητή είναι ο χρόνος ανοµβρίας, t, και ισχύει 
η εκθετική συνάρτηση κατανοµής, τότε, 
 

{ } { }ytPxt|yxtP >=>+>  2.8.1 
 

Στην τεχνική υδρολογία, µια τέτοια υπόθεση θεωρείται ιδιαίτερα ρεαλιστική, όσον αφορά στους 
χρόνους εµφάνισης ενός γεγονότος. ∆ηλαδή, αν η τυχαία υπό εξέταση υδρολογική µεταβλητή 
είναι ο χρόνος άφιξης ενός επεισοδίου, τότε η ανέλιξη Poisson και κατ’επέκταση η εφαρµογή της 
εκθετικής κατανοµής, όσον αφορά στα χρονικά διαστήµατα, ∆t, µεταξύ δύο διαδοχικών αφίξεων, 
προσεγγίζει ρεαλιστικά την πραγµατική κατανοµή της χρονικής υστέρησης, του υπό εξέταση 
φυσικού φαινοµένου. Για την τελική υιοθέτηση της εκθετικής συνάρτησης, ως συνάρτησης 
κατανοµής των χρονικών διαστηµάτων, ∆t, θα πρέπει να ικανοποιούνται δύο βασικές απαιτήσεις: 
 

1. Τα υδρολογικά δεδοµένα να είναι οµοιογενή, δηλαδή να αντιστοιχούν σε υδρολογικά 
οµοιογενείς περιόδους. 

 

2. Τα υδρολογικά δεδοµένα να αντιστοιχούν σε µικρές χρονικές κλίµακες (παραδείγµατος 
χάριν, ηµερήσια ή ωριαία). 

 

H υιοθέτηση της εκθετικής κατανοµής δεν είναι γενικά αυτονόητη και για τις υπόλοιπες δύο 
βασικές τυχαίες µεταβλητές του µαθηµατικού µοντέλου προσοµοίωσης. Η χρήση της, όσον 
αφορά στη στοχαστική προσοµοίωση του µεγέθους και της διάρκειας των παλµών, υπαγορεύεται 
κυρίως από την απλότητά της (Οι Rodriguez-Iturbe et al. (1984) δε σχολιάζουν, αλλά αφήνουν 
επανειληµµένως να εννοηθεί, πως η υιοθέτηση της εκθετικής συνάρτησης κατανοµής γίνεται γι 
αυτόν ακριβώς το λόγο). Η εκθετική κατανοµή είναι µονο-παραµετρική και κατ’ επέκταση 
εισάγει στα σχετικά θεωρητικά µοντέλα προσοµοίωσης το µικρότερο δυνατό αριθµό αγνώστων 
παραµέτρων. Επιπλέον, η παραγωγή τυχαίων εκθετικών µεταβλητών (όπως άλλωστε και στην 
περίπτωση της κατανοµής Pareto) µπορεί να επιτευχθεί µε την απευθείας εφαρµογή της Μεθόδου 
Αντίστροφου Μετασχηµατισµού (Inverse Transformation Method, Mooney, 1997, σελ. 14).  
 
Συνεπώς, η φυσική σηµασία της υπόθεσης, πως η διάρκεια και το µέγεθος των επεισοδίων 
ακολουθούν την εκθετική κατανοµή, δεν είναι πάντοτε επαρκώς αιτιολογηµένη. Είναι αληθές 
ωστόσο, πως οι διάρκειες των επεισοδίων βροχής ακολουθούν πολύ συχνά εκθετική κατανοµή 
(Κουτσογιάννης, 1996). Συµπερασµατικά, αν η υδρολογική τυχαία µεταβλητή είναι ο χρόνος, ∆t, 
που µεσολαβεί µεταξύ των αφίξεων διαδοχικών επεισοδίων βροχής, τότε η χρήση της εκθετικής 
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κατανοµής είναι επαρκώς τεκµηριωµένη. Το ίδιο ισχύει, στις περισσότερες των περιπτώσεων, και 
για τη διάρκεια των επεισοδίων. Όσον αφορά στο µέγεθος (ένταση) των παλµών, η χρήση της 
εκθετικής κατανοµής γίνεται κυρίως για λόγους απλοποίησης του µαθηµατικού µοντέλου, µε 
αποτέλεσµα την εξαγωγή σχετικά απλών και εύχρηστων αναλυτικών εξισώσεων (επίσης 
προτεινόµενη από πολλούς ερευνητές είναι η – δι παραµετρική - κατανοµή Pareto). 
 
Στο σηµείο αυτό επισηµαίνεται προκαταβολικά ο µη ρεαλιστικός χαρακτήρας, της ανεξαρτησίας 
της έντασης των ορθογωνικών παλµών από τη χρονική τους διάρκεια. Είναι γενικά αποδεκτό το 
ότι όσο µεγαλώνει η χρονική διάρκεια της βροχής, τόσο µικραίνει η έντασή της. Το γεγονός αυτό 
υποδεικνύει µια ισχυρή συσχέτιση µεταξύ των δύο µεγεθών, η οποία δε λαµβάνεται υπόψιν στο 
Μοντέλο Ορθογωνικών Παλµών. 
 
 
 2.9 Εισαγωγή στα µοντέλα συστάδων ορθογωνικών παλµών 

Κατά αντιστοιχία µε το Μοντέλο Λευκού Θορύβου Neyman-Scott, όπου οι σηµειακοί παλµοί 
εµφανίζονται σε οµάδες, το Μοντέλο Bartlett – Lewis (Bartlett – Lewis Rectangular Pulses 
Model, BLRPM) αποτελεί εφαρµογή της ίδιας διαδικασίας οµαδοποίησης, για την περίπτωση, 
όµως, ορθογωνικών παλµών. Όπως στο Μοντέλο Λευκού Θορύβου Neyman-Scott, έτσι και εδώ, 
η οµαδοποίηση των παλµών συνεπάγεται την αύξηση του αριθµού των τυχαίων µεταβλητών κατά 
δύο: η µία τυχαία µεταβλητή αντιστοιχεί στον αριθµό των παλµών, που συνιστούν κάθε οµάδα, 
ενώ η δεύτερη µεταβλητή αφορά στο χρονικό διάστηµα, που µεσολαβεί µεταξύ της εµφάνισης 
δύο διαδοχικών παλµών της ίδιας οµάδας. Συνεπώς, µε οµαδοποίηση των παλµών (clustering) το 
Μοντέλο Λευκού Θορύβου Poisson και το Μοντέλο Ορθογωνικών Παλµών µετεξελίσσονται 
αντίστοιχα στο Μοντέλο Λευκού Θορύβου Neyman-Scott και στο Μοντέλο Bartlett – Lewis, 
αυξάνοντας, σε κάθε περίπτωση, τον αριθµό των ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών κατά δύο. 
 
Πέραν του µοντέλου Bartlett – Lewis, ένα εναλλακτικό, παρεµφερές µοντέλο συστάδων 
ορθογωνικών παλµών είναι το Μοντέλο Ορθογωνικών Παλµών Neyman – Scott (Neyman – Scott 
Rectangular Pulses Model, NSRPM). Όπως και στο κλασσικό Μοντέλο Λευκού Θορύβου 
Neyman-Scott, έτσι και στην περίπτωση του µοντέλου NSRPM, ο χρόνος εµφάνισής κάθε 
παλµού έχει ως σηµείο αναφοράς το χρονικό σηµείο έναρξης της αντίστοιχης καταιγίδας 
(επεισοδίου). Το γεγονός αυτό αποτελεί και τη βασική διαφοροποίηση του Μοντέλου 
Ορθογωνικών Παλµών Neyman – Scott σε σχέση µε το Μοντέλο Bartlett – Lewis.    
 
Τα δύο βασικά µοντέλα συστάδων ορθογωνικών παλµών, NSRPM και BLRPM, φαίνονται, εκ 
πρώτης όψεως, εξίσου αποτελεσµατικά. Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1987 α, σελ. 277) 
επισηµαίνουν πως η επιλογή ενός εκ των δύο είναι µάλλον δύσκολο να στηριχτεί στην εµπειρική 
ανάλυση των διαθέσιµων δεδοµένων. Ωστόσο, οι ίδιοι ερευνητές επισηµαίνουν πως το µοντέλο 
BLRPM υπερτερεί ελαφρώς ως προς την ευχέρεια της µαθηµατικής του επεξεργασίας και 
ανάλυσης. Ακολούθως, περιγράφονται τα βασικά χαρακτηριστικά και οι διαφοροποιήσεις των 
δύο µοντέλων.  
 
 
 2.10 Το µοντέλο ορθογωνικών παλµών Neyman – Scott (NSRPM) 

Πέντε είναι τα βασικά χαρακτηριστικά του µοντέλου NSRPM : 

I Μια αρχική ανέλιξη Poisson, παραµέτρου, λ, η οποία και καθορίζει τα χρονικά σηµεία 
έναρξης των γεγονότων (storms, events). 
 

II Έναν τυχαίο αριθµό, C, ορθογωνικών παλµών για κάθε µία υπό εξέταση καταιγίδα. Ο 
αριθµός αυτός µπορεί να προκύπτει είτε από τη γεωµετρική, είτε από την κατανοµή Poisson. 
Σύµφωνα µε τους Rodriguez-Iturbe et al. (1987 α), η τελική επιλογή αποτελεί καθαρά θέµα 
παραδοχής, σχετιζόµενο µε το αν το χρονικό σηµείο έναρξης των καταιγίδων συµπίπτει 
πάντα µε την έναρξη του πρώτου ορθογωνικού παλµού της οµάδας. 
 

III Τα σηµεία έναρξης των ορθογωνικών παλµών, για κάθε επεισόδιο (καταιγίδα), 
προσδιορίζονται από µια οµάδα τυχαίων και ανεξάρτητων µεταβλητών, των οποίων το 
µέγεθος αντιστοιχεί σε χρονική απόσταση από την χρονική αφετηρία της καταιγίδας. Στο 
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σηµείο αυτό έγκειται και η βασική διαφοροποίηση του µοντέλου NSRPM και του συναφούς 
µοντέλου Bartlett – Lewis. Στο µοντέλο Bartlett – Lewis το σηµείο έναρξης ενός 
ορθογωνικού παλµού, προσδιορίζεται σε σχέση µε το σηµείο έναρξης του ακριβώς 
προηγούµενου. Και στα δύο µοντέλα, οι αντίστοιχες τυχαίες µεταβλητές θεωρείται πως 
ακολουθούν την εκθετική κατανοµή. Συνεπώς, εισάγεται η απαιτούµενη παράµετρος 
κλίµακας της εκθετικής κατανοµής, β. 
 

IV Οι διάρκειες των παλµών θεωρείται πως ακολουθούν την εκθετική κατανοµή, εισάγοντας 
µία επιπλέον παράµετρο, n, στο συνολικό µαθηµατικό µοντέλο. 
 

V Τέλος, για κάθε ορθογωνικό παλµό απαιτείται µία εκτίµηση του εντατικού του µεγέθους 
(ύψους, έντασης), X. 
 

Στο αρχικό µαθηµατικό µοντέλο εµπεριέχονται τα εξής επτά άγνωστα µεγέθη: 
 

λ, n, Ε[C], E[C2-C], E[X], E[X2] , β   
 

Οι Rodriguez-Iturbe et al. (1987 α), προτείνουν τη χρήση της εκθετικής κατανοµής, όσον αφορά 
στη τυχαία µεταβλητή, X, ενώ για την τυχαία µεταβλητή, C, προτείνουν επίσης την εκθετική ή, 
εναλλακτικά, τη γεωµετρική κατανοµή. Συνεπώς, 
 

E[X2] = 2 E2[X]   2.10.1 
 

E[C2-C] = Ε[C] { Ε[C] + 2 }  -  Κατανοµή Poisson 
E[C2-C] = 2 Ε[C] { Ε[C] - 1 }  -  Γεωµετρική κατανοµή 

2.10.2 

 

Αναλόγως µε το αν υιοθετείται η γεωµετρική ή η κατανοµή Poisson  για την τυχαία µεταβλητή, 
C, το µοντέλο NSRPM αποκαλείται γεωµετρικό ή Poisson αντίστοιχα. Βάσει των παραδοχών 
αυτών, το τελικό µαθηµατικό µοντέλο µετεξελίσσεται σε µοντέλο πέντε ανεξάρτητων αγνώστων 
µεγεθών (µεταβλητών): 

λ, n, Ε[C], E[X], β   
 

Οι διαθέσιµες εξισώσεις συνδέουν τη µέση τιµή, τη διασπορά και τη αυτοσυνδιασπορά των τιµών 
της υπό εξέταση ιστορικής χρονοσειράς, Yi, µε τα προαναφερόµενα θεωρητικά µεγέθη. Για µία 
δεδοµένη στάθµη συνάθροισης, h, και υστέρηση, k, των ιστορικών δεδοµένων, ο αριθµός των 
διαθέσιµων εξισώσεων περιορίζεται σε τρεις και το σχετικό σύστηµα είναι αόριστο. 
 

Εξισώσεις : E[Yi(h)] - Var[Yi(h)] - Cov[Yi(h), Yi+k(h)] 
Αριθµός εξισώσεων : 2 + k 
Μεταβλητές : λ, n, Ε[C], E[X], β 

 
Η εξαγωγή αποτελεσµάτων µπορεί να βασιστεί, είτε στην επίλυση ενός µη γραµµικού 
συστήµατος 5x5, για δύο στάθµες συνάθροισης, h1 και h2, υστέρηση, k, και διατήρηση της µέσης 
τιµής, E[Yi(h)], της µικρότερης χρονικής κλίµακας, h1 < h2, είτε σε µία διαδικασία 
βελτιστοποίησης - προσαρµογής των πέντε παραµέτρων, µε απώτερο στόχο τη βέλτιστη 
προσέγγιση περισσότερων των πέντε εξισώσεων µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Τα 
δύο µοντέλα, NSRPM και BLRPM, επιδέχονται την ίδια µαθηµατική επεξεργασία και, ως εκ 
τούτου, η σχετική ανάλυση θα σχολιαστεί εκτενώς στην επόµενη ενότητα, περιγραφής του 
µοντέλου Bartlett – Lewis. 
 
Όπως και στην περίπτωση του Μαρκοβιανού Μοντέλου Ορθογωνικών Παλµών (Rectangular 
Pulses Markovian Model), αποκλίσεις σε σχέση µε το προαναφερόµενο µοντέλο NSRPM, 
οδηγούν στη διατύπωση ενός τροποποιηµένου µοντέλου ορθογωνικών παλµών Neyman – Scott 
(Modified NSRPM ή MNSRPM ή MNSM). Στην πιο συνήθη περίπτωση, οι χρόνοι εµφάνισης 
τόσο των καταιγίδων, όσο και των µεµονωµένων παλµών προκύπτουν από την εφαρµογή δύο 
ανεξάρτητων γεωµετρικών (δι-παραµετρικών) κατανοµών. Επιπλέον, για την ένταση των 
ορθογωνικών παλµών υιοθετείται η (δι-παραµετρική) κατανοµή Pareto. 
 
 2.11 Το µοντέλο Bartlett – Lewis (BL) 

Πέντε είναι τα βασικά χαρακτηριστικά του µοντέλου BLRPM: 
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I Μία αρχική ανέλιξη Poisson, παραµέτρου, λ, η οποία και καθορίζει τα χρονικά σηµεία 

έναρξης των γεγονότων (storms, events). 
 

II Μία δεύτερη, ανεξάρτητη από την πρώτη, ανέλιξη Poisson, παραµέτρου, β, η οποία και 
καθορίζει τα σηµεία έναρξης των ορθογωνικών παλµών κατά τη διάρκεια κάθε γεγονότος. 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί και εν αντιθέσει µε το µοντέλο NSRPM, ως χρονικό σηµείο 
αναφοράς για την έναρξη ενός παλµού λαµβάνεται το σηµείο έναρξης του αµέσως 
προηγούµενού του. 
 

III Ο συνολικός χρόνος παραγωγής ορθογωνικών παλµών σε κάθε καταιγίδα, δηλαδή ο 
χρονικός ορίζοντας των παραγόµενων σηµείων έναρξης των παλµών αποτελεί ανεξάρτητη 
τυχαία µεταβλητή, για την οποία και υιοθετείται µία εκθετική κατανοµή, µε παράµετρο, γ. 
 

IV Η διάρκεια κάθε παλµού θεωρείται, επίσης, πως ακολουθεί µία εκθετική κατανοµή, µε 
παράµετρο, n. 
 

V Τέλος, για κάθε ορθογωνικό παλµό απαιτείται µία εκτίµηση του εντατικού του µεγέθους 
(ύψους, έντασης), X. 
 

Στο αρχικό, γενικό µαθηµατικό µοντέλο εµπεριέχονται τα εξής επτά άγνωστα µεγέθη: 
 

λ, n, γ, E[X], E[X2] , β, Ε[C]  
 

Οι Rodriguez-Iturbe et al. (1987 α, 1987 β), προτείνουν τη χρήση της εκθετικής κατανοµής, όσον 
αφορά στη τυχαία µεταβλητή,  X. Κατά συνέπεια, 
 

E[X2] = 2 E2[X] 2.11.1 
 
 

Η παράµετρος, Ε[C] (ή µc), ισούται µε την αναµενόµενη τιµή του αριθµού, C, των ορθογωνικών 
παλµών ανά επεισόδιο (γεγονός, καταιγίδα). Το µέγεθος αυτό είναι εξαρτηµένο και αποτελεί 
συνάρτηση των παραµέτρων β και γ. Ως εκ τούτου, ο αριθµός των ανεξάρτητων αγνώστων 
µεγεθών του µαθηµατικού µοντέλου µειώνεται στα εξής πέντε, 
 

λ, n, γ, E[X], β 
 

Ο αριθµός αυτός αποτελεί και το ελάχιστο δυνατό πλήθος ανεξάρτητων αγνώστων, δεδοµένου 
του ότι από τη διατύπωση του θεωρητικού µοντέλου εισάγονται πέντε ανεξάρτητες τυχαίες 
µεταβλητές µε πέντε, κατ’ αντιστοιχία, συνολικά συναρτήσεις κατανοµής. Το µαθηµατικό 
µοντέλο διαµορφώνεται ως εξής: 
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Οι εξισώσεις 2.11.2 – 2.11.4 συνιστούν το γενικό µαθηµατικό µοντέλο Bartlett – Lewis, ενώ η 
εξίσωση 2.11.5, αφορά στην υιοθέτηση της εκθετικής κατανοµής για την ένταση, Χ, των 
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ορθογωνικών παλµών. Τη βασική αυτή παραδοχή εισάγουν στο γενικό µαθηµατικό µοντέλο οι 
Rodriguez-Iturbe et al. (1987 α, β), για λόγους απλοποίησης του. Η εξίσωση 2.11.6 αποτελεί ένα 
µετασχηµατισµό, που χρησιµοποιούν οι Rodriguez-Iturbe et al. (1987 α, β) και ο οποίος 
αναγράφεται για λόγους συνέπειας της διατύπωσης των εξισώσεων του µοντέλου µε τις αρχικές, 
δηµοσιευµένες εξισώσεις. Η εξίσωση 2.11.7 αποδίδει την ακριβή εξάρτηση του µεγέθους, Ε[C], 
από τις παραµέτρους β και γ. 
 
Το µέγεθος, h, έχει µονάδες χρόνου και υποδηλώνει τη λεπτότητα της χρονικής κλίµακας των υπό 
εξέταση δεδοµένων. Το αδιάστατο µέγεθος, k, αποτελεί ακέραιο θετικό δείκτη της υστέρησης 
των υπό εξέταση δεδοµένων, και είναι αποκλειστικά συνδεδεµένο µε τη συνάρτηση 
αυτοσυνδιασποράς (Cov, εξίσωση 2.11.4). Το µέγεθος, Yi, αφορά τις υπό εξέταση, i = 1,2,…, 
µετρήσεις, οι οποίες και θα εκφράζονται σε (mm).  
 
Στον πίνακα 2.11.α, αναλύεται συνοπτικά το προτεινόµενο από τους Rodriguez – Iturbe et al., 
µαθηµατικό µοντέλο, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Πίνακας 2.11.α : Πίνακας εξισώσεων, παραµέτρων και µεταβλητών του µοντέλου BLRPM 
 
Όλα τα εµφανιζόµενα στις παραπάνω εξισώσεις (2.3.1.2 – 2.3.1.7) σύµβολα και οι αντίστοιχες 
µονάδες τους δίνονται στον πίνακα 2.11.β: 
 

λ h-1 

β h-1 

γ h-1 

n h-1 

E[X] = µx   mm/h 

E[X2]    mm2 

Ε[C] = µc   - 

ρ -  

h h   Χρονική κλίµακα δεδοµένων 

k -   Υστέρηση δεδοµένων 

Y mm   Μετρήσεις 

Ε[Yi(h)] mm   Μέση τιµή µετρήσεων  

Var[Yi(h)] mm2   ∆ιασπορά µετρήσεων  

Cov[Yi(h), Yi+k(h)] -   Αυτοσυνδιασπορά µετρήσεων  
 
λ, β, γ, η: Παράµετροι συναρτήσεων κατανοµής 

 
Πίνακας 2.11.β : Μεταβλητές και παράµετροι του µοντέλου Bartlett - Lewis 

 
Για µία δεδοµένη χρονική κλίµακα δεδοµένων, h, και µία δεδοµένη υστέρηση, k (k = 1), ο 
αριθµός των διαθέσιµων εξισώσεων είναι k + 5 = 6, ενώ ο αριθµός των άγνωστων µεταβλητών 
ισούται µε οκτώ. Το µη γραµµικό µαθηµατικό σύστηµα είναι αόριστο και αποκτά 
χαρακτηριστικά ορισµένου συστήµατος µε την προσθήκη 8-6 = 2 επιπλέον εξισώσεων. Ο 
αριθµός των πέντε µεταβλητών επίλυσης συµπίπτει µε τον αριθµό των ελάχιστων απαιτούµενων 
ανεξάρτητων εξισώσεων, Ε[Yi

(h)], Var[Yi
(h)], Cov[Yi

(h), Yi+k
(h)].  

 
Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β, σελ. 9651) και για το µοντέλο NSRPM, προτείνουν την 
προσθήκη των εξισώσεων διασποράς και αυτοσυνδιασποράς (1ης τάξεως) µίας µεγαλύτερης 
(συναθροισµένης) χρονικής κλίµακας. Επιπλέον, επισηµαίνουν (σελ. 9653), πως η ίδια τακτική 
µπορεί να ακολουθηθεί και στην περίπτωση του µοντέλου BLRPM, χωρίς ωστόσο να αναφέρουν 
σχετικά αποτελέσµατα. Ο πίνακας 2.11.γ, συνοψίζει την τακτική επίλυσης του µη γραµµικού 
συστήµατος 5x5, που οι προαναφερόµενοι ακολούθησαν στην περίπτωση του µοντέλου NSRPM. 
Τα ιστορικά δεδοµένα αφορούσαν µια ωριαία ιστορική χρονοσειρά, επί τη βάσει της οποίας 
προέκυψαν οι συναθροισµένες χρονοσειρές 6, 12 και 24 h. 
 

µ c µ x E[X2] ρ β λ γ ν Ε(h) Var(h) Covar(h) h k

Ε(h) √ √ √ √ √ 1
Var(h) √ √ √ √ √ √ √ √ √ 1
Covar(h) √ √ √ √ √ √ √ √ √ √ k
ρ √ √ √ 1
µ c √ √ √ 1
E[X2] √ √ 1

Α
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Άγνωστες µεταβλητές Γνωστά µεγέθη
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 Στάθµες συνάθροισης 

 h = 1 h h = 6 h h = 12 h h = 24 h 

1 µ, σ2, ρ(1) σ2, ρ(1)   

2 µ, σ2, ρ(1)  σ2, ρ(1)  

3 µ, σ2, ρ(1)   σ2, ρ(1) 

4  µ, σ2, ρ(1) σ2, ρ(1)  
 

ρ(1) : Συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης 
 

Πίνακας 2.11.γ : Εναλλακτικοί τρόποι επίλυσης συστήµατος εξισώσεων του µοντέλου  BLRPM 
 
Όπως ήταν αναµενόµενο, διαφορετικές επιλύσεις του συστήµατος απέδωσαν παραπλήσιες, µεν, 
αλλά διαφορετικές τιµές των πέντε ανεξάρτητων µεταβλητών του µαθηµατικού µοντέλου. 
∆εδοµένου του ότι ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας του µαθηµατικού µοντέλου είναι (8 – k – 5, 
k ≥ 1), για µία και µόνο στάθµη συνάθροισης, h, και υστέρηση 1ου, 2ου και 3ου βαθµού (k1, k2 και 
k3) το µαθηµατικό µοντέλο, επίσης, καταλήγει σε ένα µη γραµµικό σύστηµα 5x5, για το οποίο 
µπορεί και να αναζητηθεί µια ακριβής λύση, οµάδα λύσεων ή µία βέλτιστη λύση. 
 
Με απώτερο στόχο την εύρεση ενός και µόνο συνόλου τιµών των πέντε ανεξάρτητων 
µεταβλητών, οι οποίες θα αποδίδουν µε ένα ικανοποιητικό τρόπο τη µέση τιµή, τη διασπορά και 
την αυτοσυνδιασπορά (1ης τάξεως) σε διαφορετικές στάθµες συνάθροισης, οι Rodriguez – Iturbe 
et al. (1987 β) επισηµαίνουν την αναγκαιότητα εφαρµογής µιας διαδικασίας βελτιστοποίησης. Η 
βελτιστοποίηση αφορά τη µέγιστη δυνατή προσαρµογή των θεωρητικών και πραγµατικών τιµών 
της µέσης τιµής, διασποράς και αυτοσυνδιασποράς, για τα διαφορετικά, υπό εξέταση, επίπεδα 
συνάθροισης και παραπέµπει στην εφαρµογή της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων. 
 
Στο Παράρτηµα I, αναφέρονται περισσότερες λεπτοµέρειες και σχόλια, σχετικά µε την επίλυση – 
βελτιστοποίηση του µοντέλου BLRPM. 
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 2.12 Το Τυχαίο Μοντέλο Bartlett – Lewis (Random Bartlett-Lewis Model, RBLM) 
 

 2.12.1 Εισαγωγή 

Το (κλασικό) µοντέλο Bartlett – Lewis προσοµοιώνει σε ικανοποιητικό βαθµό τα επιθυµητά 
στατιστικά µεγέθη (µέση τιµή, διασπορά, συντελεστή αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης), για 
διαφορετικές χρονικές κλίµακες συνάθροισης. Η προσοµοίωση επιτυγχάνεται µε τη χρήση µιας 
ενιαίας οµάδας τιµών των παραµέτρων του, για όλες τις κλίµακες συνάθροισης. 
 
Ωστόσο, σχετικά αποτελέσµατα (Rodriguez – Iturbe et al., 1987 β), αποδεικνύουν την αδυναµία 
του µοντέλου να προσοµοιώσει την πιθανότητα της απουσίας βροχόπτωσης (ανοµβρίας) για ένα 
υπό εξέταση χρονικό διάστηµα, h (συνήθως, ως, h, εκλαµβάνεται η χρονική κλίµακα της 
εκάστοτε συναθροισµένης χρονοσειράς). Οι χρονικές περίοδοι ανοµβρίας προκύπτουν 
υπερεκτιµηµένες και το γεγονός αυτό δηµιουργεί την αναγκαιότητα διατύπωσης ενός νέου 
µοντέλου, στο οποίο θα λαµβάνεται πρόνοια για την προσοµοίωση και αυτού του στατιστικού 
µεγέθους.   
 
Το νέο µοντέλο αποκαλείται Τυχαίο Μοντέλο Bartlett – Lewis και προτάθηκε από τους 
Rodriguez – Iturbe et al. (1988). Πρόκειται για το κλασικό µοντέλο Bartlett – Lewis, 
διαφοροποιούµενο ως προς την τυχαία µεταβλητή, που αντιστοιχεί στο χρονικό εύρος των 
ορθογωνικών παλµών. Στο κλασικό µοντέλο Bartlett – Lewis, η µεταβλητή αυτή ακολουθεί την 
εκθετική συνάρτηση κατανοµής, µε κοινή παράµετρο κλίµακας, η, για όλες τις υπό εξέταση 
καταιγίδες – γεγονότα του µοντέλου. Στο τυχαίο µοντέλο Bartlett – Lewis, η µεταβλητή αυτή 
ακολουθεί επίσης την εκθετική συνάρτηση κατανοµής, µε διαφορετική, ωστόσο, παράµετρο 
κλίµακας, η(i), για κάθε καταιγίδα, i,. Συνεπώς, η παράµετρος κλίµακας της εκθετικής 
κατανοµής, η, αποκτά χαρακτηριστικά τυχαίας µεταβλητής και η προτεινόµενη συνάρτηση 
κατανοµής της είναι η (δι-παραµετρική) γάµα κατανοµή. 
 
Το µαθηµατικό µοντέλο RBLM διαµορφώνεται ως εξής: 
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Οι συµβολισµοί παραµένουν οι ίδιοι µε την περίπτωση του κλασικού µοντέλου Bartlett – Lewis. 
∆ύο είναι οι νέες σηµαντικές διαφοροποιήσεις: 
 

 Η εισαγωγή της εξίσωσης, P (Yi
(h) = 0), η οποία και αντιστοιχεί στην πιθανότητα απουσίας 

βροχόπτωσης στο χρονικό διάστηµα, h. 
 

 Η εισαγωγή στο µαθηµατικό µοντέλο των παραµέτρων της γεωµετρικής κατανοµής, α και ν. 
 
Για µία δεδοµένη χρονική κλίµακα δεδοµένων, h, και µία δεδοµένη υστέρηση, k (k = 1), ο 
αριθµός των διαθέσιµων εξισώσεων είναι k +10 = 11, ενώ ο αριθµός των άγνωστων µεταβλητών 
ισούται µε δεκατρία. Το µη γραµµικό µαθηµατικό σύστηµα είναι αόριστο. Το µαθηµατικό 
µοντέλο αποκτά χαρακτηριστικά ορισµένου συστήµατος (6x6) µε την προσθήκη δύο επιπλέον 
εξισώσεων. Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988, σελ. 288) προτείνουν δύο ενδεικτικές λύσεις: η 
πρώτη αφορά στην προσθήκη των εξισώσεων διασποράς και πιθανότητας ανοµβρίας, 
P [Yi

(h) = 0], της µεγαλύτερης (συναθροισµένης) χρονικής κλίµακας (24 h). Στη δεύτερη 
περίπτωση, λαµβάνονται υπόψιν οι εξισώσεις της πιθανότητας ανοµβρίας και αυτοσυσχέτισης 1ης 
τάξης. Σε κάθε µία από τις δύο περιπτώσεις, το µαθηµατικό µοντέλο λαµβάνει χαρακτηριστικά 
ορισµένου µη γραµµικού συστήµατος. 
 
Ο αριθµός των µεταβλητών επίλυσης συµπίπτει µε τον αριθµό των ανεξάρτητων εξισώσεων, που 
συνδέουν τα θεωρητικά στατιστικά µεγέθη µε τα αντίστοιχα πραγµατικά. Οι έξι µεταβλητές 
επίλυσης είναι οι εξής: 

λ, ν, κ, µx, α, φ 
 

Ο πίνακας 2.12.α, συνοψίζει την τακτική επίλυσης του µη γραµµικού συστήµατος 6 x 6, που οι 
προαναφερόµενοι ακολούθησαν στην περίπτωση του µοντέλου RBLM. Τα ιστορικά δεδοµένα 
αφορούσαν µια ωριαία ιστορική χρονοσειρά, επί τη βάσει της οποίας προέκυψε και η 
συναθροισµένη σειρά των 24 h. 
 

 Στάθµες συνάθροισης 

 h = 1 h h = 24 h 

Επίλυση 1η  µ, σ2, ρ(1), P [Yi
(h) = 0] σ2, P [Yi

(h) = 0] 

Επίλυση 2η  µ, σ2, ρ(1), P [Yi
(h) = 0] ρ(1), P [Yi

(h) = 0] 
 

ρ(1) : Συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης 
 
 
Πίνακας 2.12.1.α : Εναλλακτικοί τρόποι επίλυσης συστήµατος εξισώσεων του µοντέλου  RBLM 

 
Όπως ήταν αναµενόµενο, διαφορετικές επιλύσεις του συστήµατος απέδωσαν παραπλήσιες, µεν, 
αλλά διαφορετικές τιµές των έξι ανεξάρτητων µεταβλητών του µαθηµατικού µοντέλου. Οι 
Rodriguez – Iturbe et al. (1988, σελ. 288) επισηµαίνουν την εξίσου καλή ποιότητα των δύο 
εναλλακτικών λύσεων, χωρίς ωστόσο να ποσοτικοποιούν την ποιότητα αυτή. Η προσαρµογή των 
στατιστικών µεγεθών, και στις δύο περιπτώσεις λύσεων, κρίνεται εξίσου ικανοποιητική, και για 
τις χρονοσειρές 6 και 12 h, οι οποίες δεν συµµετείχαν στην εξαγωγή των αποτελεσµάτων. 
 
 
 2.12.2 Η φυσική σηµασία των παραµέτρων του τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis.  
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Ποιοτικά χαρακτηριστικά. 

Η διαφοροποίηση της παραµέτρου κλίµακας, η(i), της εκθετικής συνάρτησης κατανοµής, που 
αντιστοιχεί στην τυχαία µεταβλητή του εύρους των ορθογωνικών παλµών, προσδίδει στο τυχαίο 
µοντέλο Bartlett – Lewis τα παρακάτω ιδιάζοντα χαρακτηριστικά. 
 
Κατ’ αρχήν, από το σχετικό µαθηµατικό µοντέλο διαφαίνεται η εκτεταµένη χρήση των παρακάτω 
αδιαστατοποιηµένων µεταβλητών επίλυσης: 
 

i
i

i
i

η
γφ,η

βκ ==  2.12.2.1 
 

Ως µεταβλητές επίλυσης, οι τιµές των κ και φ ορίζονται µε ένα µοναδικό τρόπο (οι τιµές τους 
προκύπτουν από την επίλυση του σχετικού µαθηµατικού συστήµατος). Συνεπώς, η 
διαφοροποίηση της τυχαίας µεταβλητής, ηi, σε κάθε καταιγίδα, i, τροποποιεί και την εκάστοτε 
τιµή των παραµέτρων, βi και γi.  
 
Εν αντιθέσει µε την περίπτωση του κλασικού µοντέλου Bartlett –Lewis, όπου η παράµετρος, η, 
αποτελεί µεταβλητή επίλυσης του συστήµατος, στην περίπτωση του τυχαίου µοντέλου Bartlett – 
Lewis, η παράµετρος της εκθετικής κατανοµής, η, αποτελεί τυχαία µεταβλητή. Συνεπώς, 
µεταβλητές επίλυσης του µαθηµατικού συστήµατος αποτελούν πλέον οι παράµετροι α και ν της 
γεωµετρικής συνάρτησης κατανοµής της. 
 
Σύµφωνα µε την αυστηρώς θεωρητική τεκµηρίωση του µοντέλου, ως µεταβλητές επίλυσης  ή 
βελτιστοποίησης του µαθηµατικού µοντέλου θα έπρεπε συµπληρωµατικά να επιλεγούν οι 
παράµετροι β και γ (Σχετική περιγραφή της θεωρητικής υπόστασης των παραµέτρων αυτών έχει 
γίνει στην παράγραφο 2.3). Σε αυτή την περίπτωση, η επίλυση ή η βελτιστοποίηση του 
µαθηµατικού συστήµατος θα απέδιδε, όπως και στην περίπτωση του κλασικού µοντέλου Bartlett 
– Lewis, ένα µοναδικό ζευγάρι τιµών των παραµέτρων, β και γ, για όλες τις καταιγίδες – 
γεγονότα του µοντέλου.  
 
∆εδοµένου του ότι τα πηλίκα 1 / γ και 1 / β αντιστοιχούν στην µέση διάρκεια της καταιγίδας και 
στη µέση χρονική απόσταση των σηµείων άφιξης των ορθογωνικών παλµών, τα µεγέθη αυτά θα 
παρέµεναν ανεξάρτητα της µεταβαλλόµενης µέσης, ανά καταιγίδα, χρονικής διάρκειας των 
παλµών, 1 / η(i). ∆εν έχει διερευνηθεί η επιτυχία µιας τέτοιας προσέγγισης. Είναι πολύ πιθανό 
(σχεδόν βέβαιο) ότι το µοντέλο προσοµοίωσης συµπεριφέρεται πολύ ικανοποιητικά και σε αυτή 
την περίπτωση, αν και η φυσική σηµασία µιας τέτοιας θεώρησης θα µπορούσε να χαρακτηριστεί 
ως µη ρεαλιστική. 
 
Για αυτό το λόγο, οι  Rodriguez – Iturbe et al. (1988) εισάγουν τις αδιαστατοποιηµένες 
µεταβλητές επίλυσης, κ και φ (εξισώσεις 2.4.2.1), βάσει των οποίων, οι παράµετροι των δύο 
εκθετικών κατανοµών, βi και γi, µεταβάλλονται σε κάθε καταιγίδα, i, εξαρτώµενες από την 
εκάστοτε τιµή της παραµέτρου, ηi. 
 
Σε επίπεδο προσοµοίωσης, η διαδικασία αναπαραγωγής των θεωρητικών γεγονότων βροχής 
µπορεί να περιγραφεί από το παρακάτω σχήµα: 
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Σχήµα 2.12.2 : Σχηµατική αναπαράσταση της µεθόδου υπολογισµού των παραµέτρων και µεταβλητών 

του µοντέλου RBLM 
 
Οι µεταβλητές επίλυσης, κ, φ, α, ν, λ, µx, οδηγούν στον προσδιορισµό των βασικών στατιστικών 
παραµέτρων του µοντέλου, λ, γi, ηi, βi, λx, όπου: 
 

 λ: η παράµετρος της αρχικής ανέλιξης Poisson, η οποία καθορίζει και τα χρονικά σηµεία 
έναρξης των γεγονότων (καταιγίδων). 

 

 γi: η παράµετρος της εκθετικής κατανοµής, η οποία υιοθετείται για την περιγραφή της 
τυχαίας µεταβλητής, που αντιστοιχεί στο χρονικό ορίζοντα των παραγοµένων σηµείων 
έναρξης των ορθογωνικών παλµών, σε κάθε καταιγίδα, i. 

 

 ηi: η παράµετρος της εκθετικής κατανοµής, η οποία υιοθετείται για την περιγραφή της 
τυχαίας µεταβλητής, που αντιστοιχεί στο χρονικό εύρος των ορθογωνικών παλµών, που 
αποτελούν την καταιγίδα, i. 

 

 βi: η παράµετρος της ανέλιξης Poisson, η οποία καθορίζει και τα χρονικά σηµεία έναρξης 
των ορθογωνικών παλµών, για κάθε καταιγίδα, i. 

 

 λx: η παράµετρος της εκθετικής κατανοµής, η οποία υιοθετείται για την περιγραφή της 
τυχαίας µεταβλητής, που αντιστοιχεί στο ύψος (ένταση) των ορθογωνικών παλµών, που 
αποτελούν την καταιγίδα, i. 

 
Στον πίνακα 2.12.2.α, αναγράφονται τα βασικά χαρακτηριστικά µεγέθη του τυχαίου µοντέλου 
Bartlett – Lewis για µία δεδοµένη καταιγίδα, i. 
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Μέση διάρκεια παλµού 1 / ηi h 
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Πίνακας 2.12.2.α : Χαρακτηριστικά µεγέθη του µοντέλου  RBLM για µία υπό εξέταση καταιγίδα, i 

 
Οι όροι «ζωντανή» (live) και «ενεργός» (active) καταιγίδα εισάγονται για να εκφράσουν την 
παράταση της θεωρητικής διάρκειας (1 / γi) της καταιγίδας, λόγω του τελευταίου ή των 
τελευταίων ορθογωνικών παλµών. Οι παλµοί αυτοί ενδέχεται να υπερβαίνουν τo θεωρητικά 
ορισµένο, µέσω της παραµέτρου, γi, τέλος της. Τα προαναφερόµενα χαρακτηριστικά µεγέθη του 
µοντέλου παραµένουν σταθερά ή διαφοροποιούνται µε τη µεταβολή της παραµέτρου, ηi, 
σύµφωνα µε τον παρακάτω ενδεικτικό πίνακα: 
 

 ηi+1 = 50% ηi ηi+1 = 200% ηi 

   
Μέση διάρκεια παλµού 200% 50% 

Μέση χρονική απόσταση άφιξης παλµών 200% 50% 

Μέση τιµή αριθµού αφίξεων παλµών ανά ώρα 50% 200% 

Μέση τιµή έντασης παλµών 100% 100% 

   

Μέση διάρκεια («ζωντανής») καταιγίδας 200% 50% 

Μέση διάρκεια («ενεργούς») καταιγίδας 200% 50% 

Μέση χρονική απόσταση άφιξης καταιγίδων 100% 100% 

Μέση τιµή αριθµού αφίξεων καταιγίδων ανά ώρα 100% 100% 

   

Μέση τιµή αριθµού παλµών ανά καταιγίδα 100% 100% 

   

Μέσο ύψος βροχόπτωσης, ΣY, ανά καταιγίδα  200% 50% 

Μέση ένταση καταιγίδας 100% 100% 

 
Πίνακας 2.12.2.β : Εξάρτηση χαρακτηριστικών µεγεθών µοντέλου RBLM, σε σχέση µε την παράµετρο, η 

 

Από τον Πίνακα 2.12.2.β, προκύπτει ότι η µέση ένταση των καταιγίδων παραµένει σταθερή και 
ανεξάρτητη της διάρκειάς της. Αυτό συµβαίνει επειδή το µέσο ύψος βροχόπτωσης ανά καταιγίδα 
µεταβάλλεται αναλογικά, σε σχέση µε τη µέση χρονική διάρκειά της. Συνεπώς, διαπιστώνεται µια 
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µη συνεπής, ως προς τα φυσικά του χαρακτηριστικά, προσοµοίωση του φαινοµένου της 
βροχόπτωσης. Το γεγονός αυτό δεν αναιρεί την πολύ ικανοποιητική «µαθηµατική» λειτουργία 
του µοντέλου και τον αντίστοιχο βαθµό προσέγγισης των στατιστικών χαρακτηριστικών της 
ιστορικής χρονοσειράς. 
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 2.13 Το τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο Bartlett – Lewis  

(Modified / Quadratic Random Bartlett – Lewis Model, MRBLM) 
 

 2.13.1 Εισαγωγή στο νέο τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο Bartlett - Lewis 

Η ανεξαρτησία της µέσης έντασης κάθε καταιγίδας, i, από τη µεταβολή της τυχαίας µεταβλητής, 
ηi, και κατ’ επέκταση από τη µέση διάρκειά της, αποτελεί µία «φυσικού» χαρακτήρα αστοχία του 
τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis. Ο Κουτσογιάννης έχει επισηµάνει αυτή τη δυσλειτουργία και 
έχει διερευνήσει την τροποποίηση του τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis προς την κατεύθυνση 
της (αρνητικής) συσχέτισης της µέσης διάρκειας κάθε καταιγίδας µε τη µέση ένταση της 
βροχόπτωσης. 
 
Προκειµένου η µέση ένταση της καταιγίδας να µεταβάλλεται αντιστρόφως ανάλογα σε σχέση µε 
τη διάρκειά της, ο Κουτσογιάννης προτείνει τη συσχέτιση της παραµέτρου, β, µε την παράµετρο, 
η, σύµφωνα µε την παρακάτω µη γραµµική εξίσωση: 
 

βi = κ1 ηi + κ2 ηi
2 2.13.1.1 

 

Η προηγούµενη εξίσωση ευθύνεται και για την πρόσδοση του χαρακτηρισµού quadratic, στο νέο 
προτεινόµενο µοντέλο. 
 

∆εδοµένου του ότι η ένταση της καταιγίδας ισούται µε ΣΥstorm / µτ και λαµβάνοντας υπόψιν τη 
διάρκεια της «ζωντανής» (live) καταιγίδας (για λόγους απλοποίησης), δηλαδή, µτ ≅ 1 / γi, 
προκύπτει η παρακάτω εξίσωση µέσης έντασης της καταιγίδας: 
 

ΣΥstorm / µτ ≅ ΣΥstorm / (1 / γi) = {(1 + βi / γi) (1 / ηi) µx} / (1 / γi) = µx (φ + κ1 + κ2 ηi ) 2.13.1.2 
 
Στον Πίνακα 2.13.1.α, δίνεται η µεταβολή των βασικών µεγεθών του µαθηµατικού µοντέλου, 
όταν η µεταβλητή, ηi, µειώνεται (ηi  ↓): 
 
ηι ↓  
1 / ηi ↑ Μέση διάρκεια παλµών 
βi = κ1 ηi + κ2 ηi

2 ↓  
1 / βi ↑ Μέση χρονική απόσταση µεταξύ διαδοχικών παλµών 
γi = φ ηi ↓  
1 / γi ↑ Μέση διάρκεια «ζωντανής» καταιγίδας 
κi = βi / ηi = κ1 + κ2 ηi ↓ Μέση διάρκεια προς µέση χρονική απόσταση παλµών 

ΣΥstorm / µτ ≅ ΣΥstorm / (1 / γi) = µx (φ + κi) ↓ Μέση ένταση καταιγίδας 
 
Πίνακας 2.13.1.α : Εξάρτηση των βασικών µεγεθών του νέου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis, σε 

σχέση µε τη µεταβλητή, ηi. 
 
Όπως και στο αρχικά προτεινόµενο τυχαίο µοντέλο Bartlett – Lewis, η αδιαστατοποιηµένη 
παράµετρος, φ, είναι µία εκ των µεταβλητών επίλυσης ή βελτιστοποίησης του µαθηµατικού 
συστήµατος και συνεπώς η τιµή της παραµένει ενιαία (σταθερή) για το σύνολο των θεωρητικών 
καταιγίδων. Αντιθέτως, η αδιαστατοποιηµένη παράµετρος, κ, αποκτά χαρακτηριστικά τυχαίας 
µεταβλητής και παύει να αποτελεί µεταβλητή επίλυσης του συστήµατος (δεν υφίσταται µία 
ενιαία τιµή για το σύνολο των υπό εξέταση θεωρητικών καταιγίδων). 
 
Τα βασικά στατιστικά χαρακτηριστικά µεγέθη του νέου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis έχουν 
ως εξής: 
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Μεταβλητές 
επίλυσης 
 

Αριθµός µεταβλητών 
Επίλυσης 
 

ηi (α, ν) α, ν 2 
βi = κ1 ηi + κ2 ηi

2 κ1, κ2 2 
γi = φ ηi φ 1 
λ λ 1 
µx µx 1 
 Σύνολο: 7 

  
Πίνακας 2.13.1.β : Μεταβλητές επίλυσης του νέου τυχαίου µοντέλου Bartlett - Lewis 

 
Οι µεταβλητές επίλυσης του νέου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis είναι εφτά, εν αντιθέσει µε 
το αρχικό τυχαίο µοντέλο, όπου ο αριθµός των µεταβλητών επίλυσης ισούται µε έξι. Η 
διαφοροποίηση ουσιαστικά έγκειται στην αντικατάσταση της µεταβλητής, κ, από τις νέες 
µεταβλητές επίλυσης, κ1 και κ2. 
 
Οι Κουτσογιάννης και Onof διερεύνησαν τη δυνατότητα διατύπωσης του νέου µαθηµατικού 
µοντέλου και πιο συγκεκριµένα των εξισώσεων, που αποδίδουν τη µέση τιµή, διασπορά, 
αυτοσυνδιασπορά κ - τάξεως και την πιθανότητα απουσίας βροχόπτωσης, P [Yi

(h) = 0]. Το 
προτεινόµενο µαθηµατικό µοντέλο δίνεται αναλυτικά στην επόµενη παράγραφο. 
 
 2.13.2 Οι εξισώσεις του Τροποποιηµένου Τυχαίου Μοντέλου Bartlett – Lewis 

Μεταβλητές επίλυσης: φ, ν, α, λ, µx, κ1, κ2 
 

Φυσικοί και µαθηµατικοί περιορισµοί: α, φ, ν, λ, µx, κ1, κ2 ≥ 0 
α ≠ 1, α ≠ 2, α ≠ 3 
φ ≠ 0, φ ≠ 1  

 

∆ιατύπωση µαθηµατικού µοντέλου: 
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3 Προσαρµογή – Προσδιορισµός των παραµέτρων του MRBLM: Επεξεργασία και 
απλοποίηση του µαθηµατικού µοντέλου 

 
 3.1 Εισαγωγή 

Για την ανάλυση, που ακολουθεί, λαµβάνονται υπόψιν τα στατιστικά δεδοµένα της ιστορικής 
χρονοσειράς, στην οποία βασίστηκαν οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988), για την εξαγωγή των 
πρώτων δηµοσιευµένων αποτελεσµάτων, σχετικά µε το τυχαίο µοντέλο BL. H ωριαία αυτή 
χρονοσειρά έχει προέλθει από το βροχογραφικό σταθµό του αεροδροµίου του Denver (Denver 
Airport Station, 15/05 – 16/06, 1949-1976) και οι υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης 
αντιστοιχούν σε 6, 12 και 24 h. 
 

h E[Yi] Var[Yi] ρ(1) PDR * Covar(1) ** 
1 0.0885 0.403 0.480 0.939 0.193 
6 0.5310 5.970 0.332 0.856 1.982 
12 1.0630 16.883 0.230 0.780 3.883 
24 2.1250 41.606 0.157 0.642 6.532 

 
Πίνακας 3.1 : Βασικά στατιστικά µεγέθη ιστορικής χρονοσειράς Denver (15/05–16/06, 1949–1976) 

 
* PDR: Proportion Dry – πιθανότητα απουσία βροχόπτωσης για το διάστηµα, h. 
** Covar(1): ≅ Var[Yi] x ρ(1) 

 
Το µαθηµατικό µοντέλο εξετάζεται και τροποποιείται υπό το πρίσµα της ευχέρειας του τελικού 
προσδιορισµού των επτά αγνώστων παραµέτρων του. ∆εδοµένου του αριθµού των µεταβλητών 
επίλυσης (επτά) απαιτείται η επιλογή, τουλάχιστον, επτά στατιστικών µεγεθών από τις τέσσερις 
προαναφερόµενες συναθροισµένες χρονοσειρές, επί τη βάσει των οποίων θα διεξαχθεί η σχετική 
απόπειρα προσαρµογής, µέσω ενός κατάλληλου αλγόριθµου βελτιστοποίησης.  
 
Ο σχολιασµός των τελικώς επιλεγοµένων µεθόδων αριθµητικής ανάλυσης για την επίλυση των 
απλών και διπλών ολοκληρωµάτων του µοντέλου, ακολουθεί σε επόµενα κεφάλαια. Επιπλέον, 
µία εκτενής ανάλυση του χρησιµοποιούµενου (νέου) αλγόριθµου βελτιστοποίησης γίνεται στο 
σχετικό παράρτηµα (Παράρτηµα  II). Επί του παρόντος, στο κεφάλαιο αυτό θα σχολιαστούν οι 
πιθανές δυνατότητες απλοποίησης της διαδικασίας βελτιστοποίησης.  
 
Υπό αυτό το πρίσµα, ακολούθως, τεκµηριώνεται η απόπειρα µείωσης των µεταβλητών επίλυσης 
από επτά σε έξι, η επιλογή της εξαρτηµένης παραµέτρου, που προκύπτει, η δυνατότητα 
εκτίµησης της βέλτιστης τιµής της παραµέτρου, λ και επιπλέον η σκοπιµότητα εισαγωγής της 
εξίσωσης αυτοσυνδιασποράς, έναντι της εξίσωσης του συντελεστή αυτοσυσχέτισης (τακτική, που 
ακολουθούν οι Rodriguez – Iturbe et al., 1988), στην τελική διαµόρφωση του µοντέλου. Στην 
παράγραφο 4.5 αποσαφηνίζονται τα κριτήρια αξιολόγησης των αποτελεσµάτων της 
βελτιστοποίησης, η αντικειµενική συνάρτηση και οι εισαγόµενοι στο µοντέλο, σχετικοί 
περιορισµοί. 
 
Επιπλέον, µέσα από µία διαδικασία εφαρµογής απλών δι-παραµετρικών εξισώσεων προσαρµογής 
για κάθε στατιστικό µέγεθος χωριστά, διαφαίνεται η ισχύς ενός κριτηρίου (εκ των προτέρων) 
αξιολόγησης της επιτυχίας εφαρµογής του τυχαίου και του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου 
BL. Η σχετική ανάλυση βασίζεται στις βασικές αρχές της αποσύνθεσης (Decomposition methods, 
Pardalos και Resende, 2002, σελ. 337 ♦ Edgar και Himmelblau, 1989, σελ. 19, 558) των 
προβληµάτων βελτιστοποίησης και τα σχετικά ποιοτικά αποτελέσµατα ενισχύονται από τα 
αποτελέσµατα της εργασίας των Isham et al. (1990), καθώς και από τα δηµοσιευµένα 
αποτελέσµατα, για τέσσερις ιστορικές χρονοσειρές, αναφορικά µε το τυχαίο µοντέλο BL 
[Rodriguez – Iturbe et al. (1988), Isham et al., (1990), Velghe et al. (1994)]. 
 
Υπενθυµίζεται το ότι το τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο BL εκπίπτει στο (κλασικό) τυχαίο 
µοντέλο BL για τιµή της παραµέτρου, κ2 = 0. 
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 3.2 Η γραµµική συσχέτιση µέσης τιµής Ε[Yi

(h)] και στάθµης συνάθροισης, h. 

H θεωρητική εξίσωση του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL για τη µέση τιµή των 
δεδοµένων µίας υπό εξέταση ιστορικής χρονοσειράς και για στάθµη συνάθροισης, h, έχει ως 
εξής: 
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Από την εξίσωση αυτή είναι εµφανής η γραµµική µεταβολή της θεωρητικής µέσης τιµής, Ε[Yi

(h)], 
σε σχέση µε τη στάθµη συνάθροισης, h. Ως εκ τούτου, προκύπτουν δύο εξίσου ισοδύναµες, µε 
την αρχική, εξισώσεις για τη µέση τιµή: 
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Η νέα µεταβλητή, w, µπορεί να αποτελέσει ένα σταθερό αριθµό, γνωστό εκ των προτέρων, βάσει 
των γνωστών µέσων τιµών των, υπό εξέταση, ιστορικών χρονοσειρών. Η σχετική απόπειρα 
επαλήθευσης του παραπάνω θεωρητικού συµπεράσµατος, αποδίδει την τιµή, 
 

w = 0.08855 

Η τιµή αυτή υιοθετείται, για την υπό εξέταση χρονοσειρά του Denver και συµπίπτει µε την 
καταγεγραµµένη µέση τιµή της ωριαίας χρονοσειράς (h = 1). Το διάγραµµα 3.1 αποδίδει 
παραστατικά τη σχετική απόπειρα γραµµικής παρεµβολής των µέσων τιµών για τη χρονοσειρά 
του Denver. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιάγραµµα 3.1 : Γραµµική προσαρµογή µέσων τιµών (συναθροισµένες χρονοσειρές Denver) 

 
Λαµβάνοντας υπόψιν την τιµή αυτή, στο µαθηµατικό µοντέλο προστίθεται µία επιπλέον 
εξίσωση, 3.2.2, µε αποτέλεσµα τη µείωση των µεταβλητών επίλυσης από επτά σε έξι. 
Ταυτόχρονα, το γεγονός αυτό εγείρει και το ερώτηµα της επιλογής της παραµέτρου εκείνης, που 
θα αντικατασταθεί, µέσω της προηγούµενης εξίσωσης, κατά τη διαδικασία βελτιστοποίησης. 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί οι ανεξάρτητες µεταβλητές επίλυσης του µαθηµατικού µοντέλου είναι 
οι εξής επτά, {φ, ν, α, λ, µx, κ1, κ2 }, µία εκ των οποίων θα καταστεί πλέον εξαρτηµένη. 
 
Στα πλαίσια της λογικής του αλγόριθµου (επιλογής µεταβλητών σχεδιασµού), Lee – Cristensen – 
Rudd (1966), ως εξαρτηµένη µεταβλητή επιλέγεται η µεταβλητή, α. Το γεγονός αυτό 
υπαγορεύεται από την συχνή εµφάνιση της παραµέτρου αυτής σε όλες τις εξισώσεις του 
µοντέλου. Παράλληλα, οι Isham et al. (1990), κατόπιν διεξαγωγής σχετικής ανάλυσης 
ευαισθησίας για το κλασικό τυχαίο µοντέλο BL, επισηµαίνουν την ισχυρή εξάρτηση της 
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αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως και της πιθανότητας απουσίας βροχόπτωσης (PDR) από την τιµή της 
παραµέτρου, α. Ειδικά για το συντελεστή αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης, η παράµετρος, α, 
χαρακτηρίζεται ως «κρίσιµη». 
 
Για τους λόγους αυτούς, στο τελικό µαθηµατικό µοντέλο, εισάγεται η εξίσωση: 
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Η εξίσωση 3.2.3, πέραν της µείωσης των µεταβλητών επίλυσης του προβλήµατος από επτά σε 
έξι, έχει και µία επιπλέον σηµαντική προσφορά: απαλλάσσει τη διαδικασία βελτιστοποίησης από 
την εισαγωγή και κατ’ επέκταση την ελαχιστοποίηση των αποκλίσεων των µέσων τιµών, Ε[Yi

(h)]. 
Για οποιεσδήποτε τιµές των έξι µεταβλητών επίλυσης, η απόκλιση των υπολογιζοµένων µέσων 
τιµών από τις αντίστοιχες ιστορικές (µετρηθείσες) παραµένει στο ελάχιστο δυνατό επίπεδο, µέσω 
της διαµόρφωσης της τιµής της, εξαρτηµένης πλέον, παραµέτρου, α. 
 
Η συγκεκριµένη εξάρτηση της παραµέτρου, α, ουσιαστικά αντιστοιχεί στην εισαγωγή πολύ 
µεγάλων συντελεστών βάρους, σε σχέση µε την ελαχιστοποίηση της απόκλισης των µέσων τιµών 
των υπό εξέταση συναθροισµένων χρονοσειρών. Το γεγονός αυτό είναι επιθυµητό: οι µέσες τιµές 
θεωρούνται το σηµαντικότερο στατιστικό µέγεθος και συνεπώς η συγκεκριµένη απόπειρα 
µείωσης των µεταβλητών επίλυσης από επτά σε έξι αποκτά πλέον διττή σηµασία. 
 
Επιπλέον, από την εξίσωση 3.2.3, προκύπτει και το ερώτηµα της εξαγωγής ενός επιπλέον 
ανισοτικού περιορισµού, σε σχέση µε την παράµετρο, α. Η παράµετρος αυτή αποτελεί την 
παράµετρο σχήµατος της (δι-παραµετρικής) γάµα κατανοµής. Για τιµή α = 1, η γάµα κατανοµή 
ταυτίζεται µε την εκθετική. Για τιµές του, α < 1, το σχήµα της γάµα κατανοµής έχει φθίνουσα 
µορφή, όπως στην περίπτωση της εκθετικής, και συνεπώς, τίθεται υπό ερώτηµα η σκοπιµότητα 
της αρχικής παραδοχής του µοντέλου. 
 
Συνεπώς, η εισαγωγή του ανισοτικού περιορισµού, 2xκλµφw > , τεκµηριώνεται επαρκώς. 
Ωστόσο, κρίθηκε σκόπιµη η µη, εξ αρχής, εισαγωγή του περιορισµού αυτού στο τελικό 
µαθηµατικό µοντέλο. Tα προκαταρκτικά και τελικά αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης, 
συνηγορούν για την ορθότητα της παραδοχής, α  > 1. 
 
Η προαναφερόµενη ανάλυση σχετικά µε τις µέσες τιµές των υπό εξέταση συναθροισµένων 
χρονοσειρών, έχει θεωρητικό υπόβαθρο. Η θεωρητική εξίσωση της µέσης τιµής, υποδεικνύει τη 
γραµµική συσχέτιση µεταξύ των µεγεθών, Ε[Υi

(h)] και h. Το γεγονός αυτό επιβεβαιώνεται πλήρως 
από τα ιστορικά δεδοµένα. Η εξαγωγή της εξίσωσης 3.2.3 ουσιαστικά παραπέµπει στις βασικές 
αρχές των µεθόδων αποσύνθεσης (decomposition). Οι µέσες τιµές εξετάζονται ως ένα αυτόνοµο 
οµογενές υποσύστηµα του γενικού προβλήµατος βελτιστοποίησης και επιτρέπουν την εξαγωγή 
«τοπικών» - επιµέρους συµπερασµάτων, σχετικά µε τις µεταβλητές απόφασης (partitioning). 
 
Ιδωµένη από µία πιο γενική άποψη, η γραµµική θετική συσχέτιση των µεγεθών, Ε[Υi

(h)] και h, 
οδηγεί σε µία γενικότερη διαπίστωση: απαιτούνται µόνο δύο τιµές του µεγέθους, Ε[Υi

(h)], σε δύο, 
δηλαδή, διαφορετικές κλίµακες συνάθροισης, για την ικανοποιητική προσαρµογή του συνόλου 
των τεσσάρων υπό εξέταση τιµών. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, όπου η γενική γραµµική 
εξίσωση, y = a x + c εκπίπτει στην µονο-παραµετρική y = w x, η µέγιστη δυνατή προσέγγιση µίας 
µόνο µέσης τιµής αυτοµάτως οδηγεί και στη µέγιστη δυνατή προσέγγιση των υπολοίπων. Αυτό 
είναι και το πλαίσιο της πρακτικής, που έχει µέχρι τώρα ακολουθηθεί στην περίπτωση του 
κλασικού τυχαίου µοντέλου BL [Rodriguez – Iturbe et al. (1988), Isham et al., (1990), Velghe et 
al. (1994)]. Υπενθυµίζεται ότι, το νέο τροποποιηµένο µοντέλο BL, εκπίπτει στο κλασικό τυχαίο 
µοντέλο για τιµή της παραµέτρου κ2 = 0. 
 
Αντί της συνήθους πρακτικής, προσέγγισης µίας µόνο µέσης τιµής µε παράλληλη εξέταση όλων 
των παραµέτρων του µαθηµατικού µοντέλου ως µεταβλητών επίλυσης, προτιµάται η µείωση των 
διαστάσεων του προβλήµατος. Στην περίπτωση αυτή δεν εξετάζεται καµία µέση τιµή, για 
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οποιαδήποτε, από τις υπό εξέταση, στάθµη συνάθροισης. Εφόσον ο αριθµός των ταυτοχρόνως 
επιλυοµένων εξισώσεων υψωµένος στην 3η δύναµη (Μαρίνος – Κουρής και Μαρούλης, 1993, 
σελ. 128) αποτελεί ένα γενικά αποδεκτό µέτρο της δυσκολίας επίλυσης ενός συστήµατος, η 
µείωση των µεταβλητών επίλυσης από εφτά σε έξι ισοδυναµεί µε παράλληλη µείωση του βαθµού 
δυσκολίας επίλυσης από 343 σε 216.  
 
Το γεγονός αυτό ενισχύει την αξιοπιστία των αποτελεσµάτων της διαδικασίας βελτιστοποίησης 
και είναι συνακόλουθο της σηµασίας της παραµέτρου, α, έτσι όπως αυτή έχει προσδιοριστεί από 
τη σχετική ανάλυση ευαισθησίας (Isham et al., 1990) για το κλασικό τυχαίο µοντέλο BL.  
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 3.3 Εφαρµογή δι-παραµετρικών εξισώσεων προσαρµογής στα βασικά στατιστικά 
µεγέθη της ιστορικής χρονοσειράς   

 

Η προαναφερόµενη ανάλυση σχετικά µε το υποσύνολο των µέσων τιµών δε µπορεί να 
επαναληφθεί στην περίπτωση των υπόλοιπων στατιστικών µεγεθών. Οι θεωρητικές εξισώσεις του 
µοντέλου, δεν επιτρέπουν την εξαγωγή κάποιων ισοτήτων (ή έστω ανισοτήτων), µε στόχο τη 
διερεύνηση της ύπαρξης επιπλέον εξαρτήσεων µεταξύ των µεταβλητών επίλυσης. Ως εκ τούτου, 
οι διαστάσεις του προβλήµατος για το νέο, τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο BL παραµένουν 
οριστικά ίσες µε έξι (φ, ν, λ, µx, κ1, κ2). 
 
Ο αριθµός των ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών επίλυσης, m, οριοθετεί αυτοµάτως και τον 
ελάχιστο απαιτούµενο αριθµό ανεξάρτητων θεωρητικών εξισώσεων, οι οποίες απαιτούνται για 
την επίλυση του µη γραµµικού συστήµατος, (m x m). Αυτή είναι και η συνήθης πρακτική 
προσδιορισµού των τιµών των παραµέτρων των προβληµάτων, που αφορούν στα σηµειακά 
µοντέλα και ιδιαίτερα στα µοντέλα Bartlett – Lewis [Rodriguez – Iturbe et al. (1988), Isham et 
al., (1990), Velghe et al. (1994)]. Η λογική αυτή παραπέµπει στην προσπάθεια (ακριβούς) 
επίλυσης του µη γραµµικού συστήµατος, (m x m).  
 
Ωστόσο, διαφορετικές οµάδες, m, θεωρητικών εξισώσεων οδηγούν σε διαφορετικές λύσεις. 
Επιπλέον, δεν είναι εξασφαλισµένη η εξεύρεση λύσης για κάθε τυχαία επιλεγόµενη οµάδα, m 
θεωρητικών εξισώσεων. Σε αυτή την περίπτωση τίθεται το ερώτηµα του τρόπου επιλογής των, m, 
στατιστικών µεγεθών, των οποίων οι θεωρητικές εξισώσεις θα αποτελέσουν το υπό επίλυση µη 
γραµµικό σύστηµα. Το ερώτηµα αυτό δεν έχει απαντηθεί µε σαφήνεια. Στις µέχρι σήµερα 
σχετικές δηµοσιεύσεις, δεν έχει προταθεί ένα κριτήριο επιλογής και οι περισσότεροι αναλυτές 
εξετάζουν διαφορετικές οµάδες στατιστικών µεγεθών χωρίς κάποια επαρκή αιτιολόγηση.  
 
Παράλληλα, κάθε λύση δε µπορεί παρά να αξιολογείται βάσει των αποκλίσεων του συνόλου των 
υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών για όλες τις υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης. Μία τέτοια 
αξιολόγηση είναι άλλωστε συνακόλουθη µε αυτή καθ’ αυτή τη σκοπιµότητα εξέτασης των 
σηµειακών µοντέλων: επιζητείται η εξεύρεση µίας ενιαίας οµάδας παραµέτρων, που να 
ικανοποιούν το σύνολο των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών, για διαφορετικές στάθµες 
συνάθροισης. Η αναζήτηση µίας ακριβούς επίλυσης περιορίζει το γενικότερο πρόβληµα της 
βελτιστοποίησης, έτσι όπως αυτό ορίζεται από την ελαχιστοποίηση του συνόλου των αποκλίσεων 
όλων των στατιστικών µεγεθών, σε ένα µικρό υποσύνολο λύσεων. Εν ολίγοις, η επίλυση του 
συστήµατος, (m x m), οδηγεί στη διατύπωση µίας (µερικής) αντικειµενικής συνάρτησης, η οποία 
δεν αποτελεί και το τελικό κριτήριο αξιολόγησης της διαδικασίας βελτιστοποίησης. 
 
Η εµµονή των Rodriguez – Iturbe et al. (1988), Isham et al. (1990) και Velghe et al. (1994) ως 
προς την αναζήτηση µίας ακριβούς λύσης, λαµβάνοντας δηλαδή υπόψιν τον ελάχιστο 
απαιτούµενο αριθµό θεωρητικών εξισώσεων, µπορεί να αιτιολογηθεί από τη δυσκολία του 
προβλήµατος βελτιστοποίησης και την επιλογή του χρησιµοποιούµενου αλγόριθµου (Powell). Η 
πολυπλοκότητα των θεωρητικών εξισώσεων και η ύπαρξη πολλών τοπικών ελαχίστων οδηγεί 
προς την κατεύθυνση απλοποίησης της διαδικασίας ελαχιστοποίησης των αποκλίσεων. Κατ’ 
ουσία, το γενικό πρόβληµα προσαρµογής αποσυντίθεται (partitioning) σε µικρότερα υπο-
προβλήµατα (sets), οι λύσεις των οποίων συγκρίνονται εκ των υστέρων µε απώτερο στόχο την 
αναζήτηση µίας συνολικά (για το σύνολο των στατιστικών µεγεθών) βέλτιστης λύσης (αυτή η 
σκοπιµότητα αποσαφηνίζεται κυρίως στην εργασία των Velghe et al.,1994).  
 
Η τακτική αυτή είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τον επιλεγόµενο αλγόριθµο βελτιστοποίησης και 
µπορεί να αναθεωρηθεί. Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιείται µία πρωτότυπη µέθοδος 
βελτιστοποίησης, η οποία βασίζεται στα στατιστικά χαρακτηριστικά αποδεκτών τιµών της 
αντικειµενικής συνάρτησης. Η απουσία υπολογισµού παραγώγων (direct – search methods) 
επιτρέπει την εισαγωγή όλων των στατιστικών µεγεθών, για όλες τις στάθµες συνάθροισης, στην 
αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος βελτιστοποίησης. Συνεπώς, δεν υφίσταται θέµα 
επιλογής των κατάλληλων, ελάχιστων απαιτούµενων, για την επίλυση, στατιστικών µεγεθών ή 
ακόµα χειρότερα, η απόπειρα ελαχιστοποίησης των αποκλίσεων πολλών διαφορετικών οµάδων 
στατιστικών µεγεθών. 
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Παρ’ όλα αυτά, επιχειρείται η διατύπωση ενός κριτηρίου επιλογής των κατάλληλων, ελάχιστων 
απαιτούµενων, στατιστικών µεγεθών για δύο κυρίως λόγους: 
 

1. για την περίπτωση χρησιµοποίησης ενός (συµβατικού) αλγόριθµου βελτιστοποίησης 
 

2. και γιατί, δεδοµένης µιας ιστορικής χρονοσειράς, η διαδικασία αυτή, οδηγεί στη 
διατύπωση ενός κριτηρίου αξιολόγησης του τυχαίου και του τροποποιηµένου τυχαίου 
µοντέλου BL. Στα πλαίσια εφαρµογής του κριτηρίου αυτού, καθίσταται εφικτή η, εκ των 
προτέρων, εκτίµηση της επιτυχίας ή αποτυχίας του µοντέλου, ως προς την προσοµοίωση 
των βασικών στατιστικών µεγεθών µίας δεδοµένης ιστορικής χρονοσειράς. 

 
 Στις επόµενες παραγράφους επιχειρείται: 

1. Η διατύπωση κριτηρίων επιλογής των ελάχιστων απαιτούµενων, για τo γενικό πρόβληµα 
βελτιστοποίησης, m, στατιστικών µεγεθών.  

 

2. Η διατύπωση ενός κριτηρίου, ποιοτικής αξιολόγησης του τελικού βαθµού προσοµοίωσης 
των στατιστικών µεγεθών, του τυχαίου και του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL, 
πριν τη διεξαγωγή της διαδικασίας βελτιστοποίησης. 

 

 
 3.3.1 Κριτήριο επιλογής των ελάχιστων απαιτούµενων στατιστικών µεγεθών 

Οι έξι ανεξάρτητες µεταβλητές επίλυσης του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL (φ, ν, λ, µx, 
κ1, κ2) απαιτούν την επιλογή τουλάχιστον έξι θεωρητικών εξισώσεων – στατιστικών µεγεθών, για 
διαφορετικές κλίµακες συνάθροισης, h. Τα στατιστικά µεγέθη, που εξετάζονται σε διαφορετικές 
κλίµακες συνάθροισης είναι η διασπορά, η αυτοσυνδιασπορά 1ης τάξεως και η πιθανότητα 
απουσίας βροχόπτωσης (PDR). Η επιλογή έξι εξ αυτών οδηγεί στη διατύπωση του τελικού, προς 
επίλυση µη γραµµικού συστήµατος 6 x 6. Η εξαίρεση του στατιστικού µεγέθους της µέσης τιµής 
έχει αιτιολογηθεί σε προηγούµενη παράγραφο. 
 
Για την ανάλυση, που ακολουθεί, λαµβάνονται υπόψιν τα στατιστικά δεδοµένα της ιστορικής 
χρονοσειράς, στην οποία βασίστηκαν οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988), για την εξαγωγή των 
πρώτων δηµοσιευµένων αποτελεσµάτων, σχετικά µε το τυχαίο µοντέλο BL. H ωριαία αυτή 
χρονοσειρά έχει προέλθει από το βροχογραφικό σταθµό του αεροδροµίου του Denver (Denver 
Airport Station, 15/05 – 16/06, 1949-1976) και οι υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης 
αντιστοιχούν σε 6, 12 και 24 h. 
 
Κάθε υποσύνολο στατιστικών ιστορικών δεδοµένων, για τις υπό εξέταση συναθροισµένες 
χρονοσειρές, δηλαδή οι τιµές της διασποράς, αυτοσυνδιασποράς (1ης τάξεως) και πιθανότητας 
απουσίας βροχόπτωσης (PDR), για τις τέσσερις υπό εξέταση κλίµακες συνάθροισης (h = 1, 6, 12, 
24 h) ενδέχεται να εµπεριέχει πληροφορίες κατάλληλες για την ασφαλή επιλογή των έξι 
εξισώσεων του µαθηµατικού µοντέλου βελτιστοποίησης. Οι γνωστές τιµές των παραπάνω 
στατιστικών µεγεθών δίνονται στον παρακάτω πίνακα:  
 
 
 
 
 
 
 
Για κάθε υποσύνολο των παραπάνω τιµών, εξετάζεται η προσαρµογή µίας εκ των παρακάτω δι – 
παραµετρικών εξισώσεων: 
 

1 Γραµµική: y = ax + b ⇒ y = ax + b 
2 Εκθετική: y = a ebx ⇒ ln y = a + bx 
3 ∆ύναµη y = a xb ⇒ ln y = a + b lnx 
4 Λογαριθµική: y = a lnx + b ⇒ y = a lnx + b 
 

h Var[Yi] PDR Covar(1)

1 0.403 0.939 0.193
6 5.970 0.856 1.982
12 16.883 0.780 3.883
24 41.606 0.642 6.532
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Για την περίπτωση των PDR η εκθετική συνάρτηση προσαρµογής αποδίδει τα καλύτερα 
αποτελέσµατα. Το γεγονός αυτό είναι αναµενόµενο, δεδοµένου και του χαρακτήρα της 
αντίστοιχης θεωρητικής εξίσωσης του µοντέλου. Παροµοίως, η συνάρτηση, y = a xb, αποδίδει τα 
καλύτερα αποτελέσµατα όσον αφορά στα στατιστικά µεγέθη Var και Covar(1). Το αποτέλεσµα 
αυτό είναι επίσης συµβατό µε το χαρακτήρα των αντίστοιχων θεωρητικών εξισώσεων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ιάγραµµα 3.3.1.α : Η προσαρµογή y = a xb στις τιµές της διασποράς και της αυτοσυνδιασποράς(1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιάγραµµα 3.3.1.β : Η προσαρµογή y = a ebx στις τιµές του µεγέθους PDR 

 
Από τα σχετικά διαγράµµατα, µπορούν να εξαχθούν τα εξής συµπεράσµατα: δεδοµένης της 
αναγκαιότητας επιλογής έξι στατιστικών µεγεθών για την ταυτόχρονη επίλυση έξι  θεωρητικών 
εξισώσεων, θεωρείται λογική (επιβεβληµένη) η επιλογή δύο τιµών από κάθε στατιστικό µέγεθος. 
Συνεπώς, δύο τιµές για τη διασπορά, δύο για τη αυτοσυνδιασπορά 1ης τάξεως και δύο για το 
µέγεθος PDR θα εισαχθούν στις αντίστοιχες θεωρητικές εξισώσεις του µοντέλου και θα 
αποτελέσουν το τελικό µαθηµατικό σύστηµα επίλυσης. Κάθε ζεύγος τιµών επιφορτίζεται µε τη 
δυνατότητα προσαρµογής των υπολοίπων οµοειδών τους. Για την επιλογή του κατάλληλου 
ζεύγους εξετάζονται οι προαναφερόµενες, κατάλληλες δι-παραµετρικές εξισώσεις προσαρµογής. 
Βάσει αυτών, επιλέγονται οι δύο τιµές, που, 
 

1. εµφανίζουν τη µεγαλύτερη εγγύτητα ως προς τη γραµµή προσαρµογής 

2. βρίσκονται εκατέρωθεν της γραµµής προσαρµογής  
 
Η τελική υπόθεση διαµορφώνεται ως εξής: δεδοµένης της αναγκαιότητας προσαρµογής κάθε 
στατιστικού µεγέθους βάσει δύο µόνο ιστορικών τιµών, επιλέγονται οι δύο εκείνες τιµές, που 
παρουσιάζουν τη µεγαλύτερη εγγύτητα ως προς την κατάλληλη δι-παραµετρική εξίσωση 
προσαρµογής. Αν για τις δύο αυτές τιµές, µία µειωµένης αποτελεσµατικότητας δι-παραµετρική 
εξίσωση προσαρµογής αποδίδει ικανοποιητικά, τότε αναµένονται µεγαλύτεροι βαθµοί 
προσέγγισης όλων των συµµετεχουσών πειραµατικών τιµών από τις αντίστοιχες θεωρητικές, 

y = axb
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πολυ-παραµετρικές εξισώσεις του συστήµατος επίλυσης. Εν ολίγοις, οποιαδήποτε άλλη 
προσέγγιση των πειραµατικών δεδοµένων θα αποδώσει καλύτερα. 

 
Στο πλαίσιο της ανάλυσης αυτής και αναφορικά µε την ιστορική χρονοσειρά του Denver, 
θεωρείται σκόπιµη η επιλογή των παρακάτω στατιστικών µεγεθών: 

 
 h = 1 h = 6 h = 12 h = 24 

Var(h)  ¨  ¨ 

Covar1
(h)  ¨  ¨ 

PDR ¨ ¨   
 
Πίνακας 3.3.1.α : Επιλογή στατιστικών µεγεθών για τη χρονοσειρά του Denver 

 
Η επιλογή αυτή των στατιστικών µεγεθών επιβεβαιώνεται από τους Velghe et al. (1994), οι 
οποίοι και καταλήγουν στην ίδια οµάδα στατιστικών µεγεθών, ως την πιο αποτελεσµατική ως 
προς την προσοµοίωση όλων των στατιστικών ιστορικών δεδοµένων σε όλες τις υπό εξέταση 
(τέσσερις) στάθµες συνάθροισης. 
 
 3.3.2 Ένα, εκ των προτέρων, κριτήριο αξιολόγησης της µεθόδου 

προσοµοίωσης 
 

Οι δι-παραµετρικές εξισώσεις προσαρµογής, που χρησιµοποιήθηκαν στην περίπτωση της 
διασποράς, αυτοσυνδιασποράς και PDR αντιστοιχούν σε µία συγκεκριµένη και µετρήσιµη 
ποιότητα προσαρµογής των στατιστικών αυτών µεγεθών. Η ποιότητα αυτή προσαρµογής δείχνει 
να συµβαδίζει µε την ποιότητα προσοµοίωσης του τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis. Σε κάθε 
περίπτωση, η ποιότητα της προσέγγισης των στατιστικών µεγεθών ποσοτικοποιείται µέσω της 
µέσης τιµής των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεών τους.  
 
Κατά αυτό τον τρόπο, από κάθε ιστορική χρονοσειρά εξάγεται µία µέση τιµή αποκλίσεων, για τις 
δι-παραµετρικές εξισώσεις προσαρµογής και µία µέση τιµή αποκλίσεων από την τελική επίλυση 
του προβλήµατος βελτιστοποίησης. Παρατηρείται µία τάση αυξοµείωσης των δύο αθροισµάτων, 
γεγονός, που υποδεικνύει την ποιοτική τους ταύτιση. Σε αυτή την περίπτωση, η προσαρµογή των 
δι-παραµετρικών εξισώσεων µπορεί να αποτελέσει ένα ποιοτικό κριτήριο αξιολόγησης για την 
επιτυχία της προσοµοίωσης µέσω του τυχαίου και του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL. 
 
Για την ανάλυση, που ακολουθεί, χρησιµοποιούνται γνωστές βελτιστοποιηµένες λύσεις για το 
τυχαίο µοντέλο BL, όπως αυτές έχουν προκύψει από τις µέχρι σήµερα δηµοσιεύσεις. Σε όλες τις 
χρονοσειρές ελήφθησαν υπόψιν οι στάθµες, h = 1, 6, 12, 24 h (στην περίπτωση του Camaldoli 
εξαιρέθηκε η στάθµη συνάθροισης h = 48 h). Η τακτική αυτή κρίνεται σκόπιµη, δεδοµένου του 
ότι για στάθµες συνάθροισης µεγαλύτερες των 24 h, ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης λαµβάνει 
φθίνουσες τιµές (η εξίσωση της αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης δεν είναι µονότονη).  
 
Πιο συγκεκριµένα, εξετάζονται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης, όσον αφορά στις 
παρακάτω ιστορικές χρονοσειρές: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 3.3.2.α : ∆ηµοσιευµένες ιστορικές χρονοσειρές για το τυχαίο µοντέλο BL  

 

Ιστορική χρονοσειρά Στάθµες συνάθροισης

Βοστώνη, 01-31 Ιούλιος, 1951-1978   h = 1, 6, 12, 24 (h)
Καµαλντόλι, 01-31 Ιουλίου, 1962-1985   h = 1, 6, 12, 24, 48 (h) *
Φλωρεντία, 01-30 Νοέµβριος, 1962-1985   h = 1, 6, 12, 24, 48 (h)
Ντένβερ, 15/05 - 16/06, 1947-1974   h = 1, 6, 12, 24 (h)Rodriguez et al. (1988)

∆ηµοσίευση

Rodriguez et al. (1988)
Isham et al.  (1990)
Isham et al. (1990)
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Oι χρονικές κλίµακες, που ελήφθησαν υπόψιν, αντιστοιχούν σε h = 1, 6, 12, 24 h (Denver, 
Boston) και h = 1, 6, 12, 24, 48 h (Camaldoli, Florence), και τα αντίστοιχα, ανά κλίµακα, 
στατιστικά µεγέθη είναι η µέση τιµή, η διασπορά, η αυτοσυνδιασπορά 1ης τάξης και η πιθανότητα 
απουσίας βροχόπτωσης (PDR). Όπως φαίνεται παραστατικά και στο παρακάτω διάγραµµα, η 
εξέταση των δι-παραµετρικών εξισώσεων αποτελεί µία σχετικά αξιόπιστη ένδειξη της 
δυνατότητας του τυχαίου (και κατ’ επέκταση του τροποποιηµένου τυχαίου) µοντέλου BL να 
προσεγγίσει τα υπό εξέταση στατιστικά µεγέθη, για όλες τις υπό εξέταση κλίµακες συνάθροισης.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
∆ιάγραµµα 3.3.2.α : Συγκριτικά αποτελέσµατα τυχαίου µοντέλου BL – δι-παραµετρικών εξισώσεων 

 
* Στην περίπτωση του Camaldoli, και όσον αφορά στην περίπτωση των δι-παραµετρικών εξισώσεων, εξαιρέθηκε η 
στάθµη συνάθροισης,  h = 48 h. Για αυτό το λόγο και στο διάγραµµα παρατηρείται µεγαλύτερη απόκλιση, από ότι για 
τις υπόλοιπες χρονοσειρές,. 
 
Σε κάθε περίπτωση, η εξέταση των δι-παραµετρικών εξισώσεων απέδωσε ένα ανώτερο 
ποιοτικό όριο απόδοσης, κάτω από το οποίο βρίσκονται όλες οι βελτιστοποιηµένες λύσεις (µε 
εξαίρεση την ιδιάζουσα περίπτωση του Denver). Συνεπώς, υπάρχουν σοβαρές ενδείξεις για 
το ότι η εξέταση της επιτυχίας προσαρµογής των δι-παραµετρικών εξισώσεων µπορεί να 
αποτελέσει κριτήριο αξιολόγησης της απόδοσης του τυχαίου και του νέου, τροποποιηµένου 
τυχαίου µοντέλου BL.  
 
Το γεγονός αυτό έχει και θεωρητική τεκµηρίωση. Στην περίπτωση των δι-παραµετρικών 
εξισώσεων, απλές εξισώσεις προσαρµογής εξετάζονται για κάθε οµοειδές στατιστικό 
µέγεθος, σε όλες τις υπό εξέταση κλίµακες συνάθροισης. Συνεπώς, το σύνολο των 
προσαρµογών παράγει έξι (ανεξάρτητες ανά δύο) παραµέτρους προσαρµογής. Στην 
περίπτωση του θεωρητικού µοντέλου, µία ενιαία οµάδα έξι παραµέτρων αναλαµβάνει την 
προσαρµογή όλων των (µη – οµοειδών) στατιστικών µεγεθών. Θα ήταν δίκαιος ο ισχυρισµός, 
που αποδίδει υπεροχή στην ανεξάρτητη προσαρµογή των στατιστικών µεγεθών, που 
επιτυγχάνεται µέσω των (µειωµένης «ποιότητας») δι-παραµετρικών εξισώσεων. 
 
Οι Isham et al. (1990, σελ. 2099), κατόπιν µίας σχετικής ανάλυσης ευαισθησίας, που 
διεξήγαγαν για τις παραµέτρους του τυχαίου µοντέλου BL, επισηµαίνουν την ισχυρή 
εξάρτηση του µεγέθους της αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης µε τις παραµέτρους, α και ν (δηλαδή 

Μέση τιµή απόλυτων 
εκατοστιαίων αποκλίσεων 
τυχαίου µοντέλου BL

Μέση τιµή απόλυτων εκατοστιαίων 
αποκλίσεων δι-παραµετρικών 

εξισώσεων
%

Βοστώνη, 01-31 Ιούλιος, 1951-1978 7.04 5.44 -22.7
Φλωρεντία, 01-30 Νοέµβριος, 1962-1985 7.57 6.85 -9.5
Ντένβερ, 15/05 - 16/06, 1947-1974 4.421 4.73 7.0
Καµαλντόλι, 01-31 Ιουλίου, 1962-1985 7.81 4.66 -40.3
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µε τις δύο παραµέτρους της γάµα κατανοµής). Επιπλέον, επισηµαίνεται η ισχυρή εξάρτηση 
του µεγέθους PDR από την παράµετρο, λ και η πιο ασθενής εξάρτησή του από τις 
παραµέτρους, α και ν.  
 
Και τα δύο αυτά συµπεράσµατα, ενισχύουν τη χρήση των απλών δι-παραµετρικών 
εξισώσεων, ως ενός, εκ των προτέρων, κριτηρίου αξιολόγησης της επιτυχίας εφαρµογής του 
τυχαίου και του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL. Η τακτική αυτή θα ακολουθηθεί και 
στην περίπτωση της Αθήνας (σταθµός Ε.Μ.Π.), όπου θα τεθεί το ερώτηµα επιλογής 
συγκεκριµένης υδρολογικής περιόδου, µε απώτερο στόχο την εξαγωγή της τελικά 
χρησιµοποιούµενης ιστορικής χρονοσειράς. 
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 3.4 Εκτίµηση της τιµής της παραµέτρου, λ. 

Η επιλογή των σταθµών συνάθροισης, 1 και 6 h, για τα µεγέθη PDR οφείλεται και σε ένα 
επιπρόσθετο λόγο. Η θεωρητική συνάρτηση, PDR, µπορεί να προσεγγιστεί µε την ακόλουθη 
µορφή: 
 

ln(PDR) = -λ h + c1 + Ω(h) 3.4.1 
 
Έστω ότι, Ω(h) = a0 h3 + a1 h2 + a2 h + a3, οπότε προκύπτει η εξής σχέση: 
 

 

ln(PDR) = a0 h3 + a1 h2 + (-λ + a2) h + (a3 + c1) 3.4.2 
 

Η χρήση της πολυωνυµικής εξίσωσης 3.4.2 ως εξίσωσης προσαρµογής των µεγεθών PDR 
απέδωσε τις τιµές: 

a0 = -10-5 
a1 = 5 10-4 
-λ + a2 = -0.0217 
a3 + c1 = -0.0418 

 
Για τις στάθµες συνάθροισης, h = 1 και 6 h, αποδεικνύεται ότι το γραµµικό τµήµα της παραπάνω 
εξίσωσης, (-λ + a2) h + (a3 + c1), ευθύνεται για το 99.2 και 89.9% αντίστοιχα του συνολικού 
βαθµού προσαρµογής. Συνεπώς, για αυτές τις στάθµες συνάθροισης, θα µπορούσε να υποτεθεί η 
παραδοχή της γραµµικής συσχέτισης µεταξύ των µεγεθών, ln(PDR) και h.  
 

 

ln(PDR) = (-λ + a2) h + (a3 + c1),   -λ + a2 = -0.0164 3.4.3 
   

Τα διαγράµµατα 3.4.α & β ισχύουν για την προαναφερόµενη γραµµική εξίσωση.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
∆ιαγράµµατα 3.4.α & β : Προσαρµογή εκθετικής διπαραµετρικής εξίσωσης στις τιµές PDR (Denver) 

 
Η προσπάθεια αυτή παρέχει µία ένδειξη για το εύρος τιµών της παραµέτρου, λ. Ως αρχικό σηµείο 
εκκίνησης του αλγόριθµου βελτιστοποίησης, λαµβάνεται η τιµή λ = 0.0164. Γύρω από αυτή την 

h PDR PDR - regression ∆(PDR) %

1 0.939 0.935 -0.48
6 0.856 0.861 0.58
12 0.780 0.780 0.05
24 0.642 0.641 -0.15

y = -0.0164x - 0.0513
R2 = 1
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τιµή αναµένονται οι πιθανές βέλτιστες λύσεις του προβλήµατος. Το γεγονός αυτό επιβεβαιώνεται 
πλήρως από τις σχετικές δηµοσιεύσεις, σχετικά µε το (κλασικό) τυχαίο µοντέλο BL και την υπό 
εξέταση χρονοσειρά του Denver. 
 
Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988, σελ. 288) αναφέρουν τιµή για το, λ, ίση µε 0.0158 και 0.0147. 
Οι Velghe et al. (1994, σελ. 2848, 2850) αναφέρουν τις παρακάτω βέλτιστες τιµές των 
παραµέτρων του µοντέλου, για πέντε διαφορετικές οµάδες στατιστικών µεγεθών.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 3.4.α : Βέλτιστες τιµές παραµέτρων µοντέλου RBL (Velghe et al., 1994) 

 
Τα αποτελέσµατα αυτά αφορούν το κλασικό τυχαίο µοντέλο BL και την ίδια ιστορική 
χρονοσειρά του Denver ( Denver Airport Station,  15/05 – 16/06,  1949-1976). Υπενθυµίζεται η 
ταύτιση του τυχαίου µοντέλου BL µε το νέο τροποποιηµένο µοντέλο, για τιµή της παραµέτρου, κ2 
= 0 (οπότε, κ1 = κ). 
 
Από τον πίνακα αυτό, είναι εµφανής η υπεροχή της πρώτης οµάδας λύσεων, για τιµή του λ = 
0.0164 (Zmin = 3.0E-05). Από την ίδια δηµοσίευση προκύπτει και η υπεροχή της λύσης αυτής σε 
σχέση µε τις αποκλίσεις των µέσων τιµών και των PDR, οι οποίες και πρακτικά µηδενίζονται. Η 
τιµή αυτή ταυτίζεται µε την τιµή, που προέκυψε ως εκτίµηση από την εκθετική συνάρτηση 
προσαρµογής. 
 
Πρόσθετα αποτελέσµατα, για άλλες ιστορικές χρονοσειρές και όσον αφορά στο κλασικό τυχαίο 
µοντέλο BL δίνονται στον παρακάτω πίνακα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 3.4.β : Ακριβείς και προσεγγιστικές τιµές παραµέτρου, λ, για τρεις ιστορικές χρονοσειρές 

 
Σε όλες τις περιπτώσεις, η τιµή της παραµέτρου, λ, που προέκυψε από τη διαδικασία 
βελτιστοποίησης ταυτίζεται ή προσεγγίζει την τιµή, που προκύπτει ως εκτίµηση από την εκθετική 
συνάρτηση προσαρµογής. Επιπρόσθετα, οι Isham et al., (1990, σελ. 2099), κατόπιν σχετικής 
ανάλυσης ευαισθησίας, επισηµαίνουν την πολύ ισχυρή εξάρτηση των στατιστικών µεγεθών PDR 
σε σχέση µε την παράµετρο, λ.  
 
Τα προαναφερόµενα στοιχεία επιβεβαιώνουν την ισχύ της προσεγγιστικής συσχέτισης,  

 

ln(PDR) = -λ h + c 3.4.4 
 

Από την εξίσωση αυτή προκύπτει ένα αξιόπιστο (σχεδόν ταυτόσηµο µε τη βέλτιστη τιµή), αρχικό 
σηµείο εκκίνησης, της τιµής της παραµέτρου, λ.  
 

 3.5 Βελτιστοποίηση: Κριτήρια αξιολόγησης αποτελεσµάτων και Αντικειµενική 
συνάρτηση. 

 

Για την ανάλυση, που ακολουθεί, λαµβάνονται υπόψιν τα στατιστικά δεδοµένα της ιστορικής 
χρονοσειράς, στην οποία βασίστηκαν οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988), για την εξαγωγή των 
πρώτων δηµοσιευµένων αποτελεσµάτων, σχετικά µε το τυχαίο µοντέλο BL. H ωριαία αυτή 

λ (h-1) κ φ µx (mm/h) α v Zmin

set 1: 0.0164 0.3680 0.0747 3.6809 2.7448 0.4302 3.00E-05

set 2: 0.0168 0.4141 0.0511 4.3163 2.3616 0.1825 1.00E-04

set 3: 0.0147 0.5144 0.0670 3.6399 2.9050 0.3667 3.00E-04

set 4: 0.0115 0.5347 0.0503 3.8661 3.5255 0.4321 3.00E-03

set 5: 0.0127 0.5379 0.0538 3.9056 3.1790 0.3535 5.00E-04 E1h, Var1h & 24h, Covar1h & 12h & 24h

Στατιστικά µεγέθη, που συµµετείχαν στην ελαχιστοποίηση 
της αντικειµενικής συνάρτησης, Z

E1h, Var1h, Covar1h&24h, PDR1h & 24h

E1h, Var1h & 24h, Covar1h, PDR1h & 24h

E6h, Var6h & 24h, Covar6h & 24h, PDR6h

E1h, Var1h & 24h, Covar1h & 24h, PDR12h

 Ωριαία ιστορική χρονοσειρά  ∆ηµοσίευση ∆ηµοσιευµένο αποτέλεσµα 
βελτιστοποίησης

Εκτίµηση εκθετικής 
συνάρτησης προσαρµογής

 Βοστώνη, 01-31 Ιουλίου, 1951-1978  Rodriguez - Iturbe et al. (1988) 0.0135 0.0125

 Καµαλντόλι, 01-31 Ιουλίου, 1962-1985  Isham et al.  (1990) 0.0103 0.0103

 Φλωρεντία, 01-30 Νοεµβρίου, 1962-1985  Isham et al.  (1990) 0.0173 0.0171

Τιµές παραµέτρου, λ
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χρονοσειρά έχει προέλθει από το βροχογραφικό σταθµό του αεροδροµίου του Denver (Denver 
Airport Station,  15/05 – 16/06,  1949-1976) και οι υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης (επιπλέον 
της ιστορικής ωριαίας) αντιστοιχούν σε 6, 12 και 24 h. 
 
Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988, σελ. 288) δηµοσιεύουν δύο ισοδύναµες (κατά τον δικό τους 
ισχυρισµό) λύσεις, χωρίς ωστόσο να ποσοτικοποιούν την ποιότητα των δύο εναλλακτικών 
λύσεων. Οι δύο «ισοδύναµες» λύσεις στηρίχθηκαν στην επιλογή των εξής στατιστικών µεγεθών: 
 
Λύση 1η: Ε1h, Var1h, Var24h, PDR1h, PDR24h, Covar1

1h 
Λύση 2η: Ε1h, Var1h, PDR1h, PDR24h, Covar1

1h, Covar24h 
 
Πίνακας 3.5.α : Επιλογή στατιστικών µεγεθών,  Rodriguez – Iturbe et al. (1988) - Denver 

 
Οι τελικές τιµές των παραµέτρων του µοντέλου, για κάθε λύση, προέκυψαν από τη διαδικασία 
ελαχιστοποίησης των αποκλίσεων των παραπάνω µεγεθών (τα υπόλοιπα δεκαοχτώ στατιστικά 
µεγέθη δεν συµµετείχαν στην αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος). 
 

Έχοντας ως απώτερο στόχο την ποσοτικοποίηση της ποιότητας των δύο δηµοσιευµένων 
εναλλακτικών λύσεων, κρίνεται σκόπιµη  η σύγκριση των απολύτων τιµών των εκατοστιαίων 
αποκλίσεων όλων των στατιστικών µεγεθών, καθώς και της τυπικής τους απόκλισης. Οι Velghe 
et al. (1994) επιβεβαιώνουν τη σκοπιµότητα της χρήσης της µέσης τιµής των απόλυτων 
εκατοστιαίων αποκλίσεων (S), ως µέτρου αξιολόγησης της ποιότητας της προσαρµογής. Η 
σχετική εξίσωση, η οποία υιοθετείται και από τους Verhoest et al. (1997), έχει ως εξής: 
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Κατά την άποψή µας, το παραπάνω µέτρο αξιολόγησης αποτελεί το κυρίως κριτήριο, χωρίς 
ωστόσο να επαρκεί από µόνο του. Σε δεύτερο πλάνο, κρίνεται σκόπιµη και η εξέταση της τυπικής 
απόκλισης των απολύτων εκατοστιαίων αποκλίσεων. Επιπρόσθετα, οι συντελεστές βάρους των 
εκάστοτε στατιστικών µεγεθών, εφόσον εισαχθούν ή ληφθούν υπόψιν µε έναν ποιοτικό τρόπο, 
είναι δυνατό να τροποποιήσουν περαιτέρω το συνολικό κριτήριο αξιολόγησης (παραδείγµατος 
χάριν, είναι γενικότερα αποδεκτή µία µεγαλύτερη απόκλιση στο συντελεστή αυτοσυσχέτισης 
παρά στη µέση τιµή και οι συντελεστές βάρους ακολουθούν την άτυπη ιεραρχία της τάξης των 
ροπών). 
 

Γενικότερα, το κριτήριο αξιολόγησης, που βασίζεται στην τυπική απόκλιση των απόλυτων τιµών 
των αποκλίσεων, ουσιαστικά ταυτίζεται µε το κριτήριο αυτής καθ’ αυτής της αντικειµενικής 
συνάρτησης, Z, που χρησιµοποιείται στη διαδικασία βελτιστοποίησης (εφόσον αυτή αποτελείται 
από το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων), µε τη διαφορά ότι η αντικειµενική 
συνάρτηση αντιστοιχεί στις αποκλίσεις µίας επιλεγµένης υπο-οµάδας στατιστικών µεγεθών. 
 
Για τις δύο λύσεις των Rodriguez – Iturbe et al. (1988, σελ. 288), η µέση τιµή των απόλυτων 
εκατοστιαίων αποκλίσεων, S, και η τυπική απόκλισή τους διαµορφώνονται ως εξής: 
 

 
Μέση τιµή απόλυτων 
αποκλίσεων 
 

Τυπική απόκλιση απόλυτων 
αποκλίσεων 
 

Αντικειµενική 
συνάρτηση, Z 
 

Λύση 1η: 4.628 4.864 0.079 
Λύση 2η: 11.92 7.851 0.090 

 

Πίνακας 3.5.β : Κριτήρια αξιολόγησης των λύσεων των Rodriguez – Iturbe et al. (1988) - Denver 
 
Παρά την, εκ πρώτης όψεως, οριακή υπεροχή (από τη σκοπιά της αντικειµενικής συνάρτησης, Ζ 
και της τυπικής απόκλισης) της 2ης λύσης, η µεγαλύτερη προσέγγιση της διασποράς, Var[Yi

(h)], σε 
όλες τις στάθµες συνάθροισης της 1ης λύσης, της δίνει ένα σηµαντικό ποιοτικό πλεονέκτηµα. 
Επιπλέον, η 1η λύση αντιστοιχεί σε µικρότερη µέση τιµή των απόλυτων εκατοστιαίων 
αποκλίσεων και ως εκ τούτου, υπερέχει ως προς το βασικό κριτήριο αξιολόγησης. Υπό αυτή την 
σκοπιά, η 1η λύση θεωρείται ως καλύτερη και, από εδώ και στο εξής, θα αποτελέσει το σηµείο 
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αναφοράς για οποιεσδήποτε συγκρίσεις (µεταξύ του κλασικού και του νέου τροποποιηµένου 
µοντέλου) επακολουθήσουν. 
 
Γενικότερα, η επιλογή των στατιστικών µεγεθών της πρώτης λύσης (Ε1h, Var1h, Var24h, PDR1h, 
PDR24h, Covar1

1h) αξιολογείται ως πιο ενδεδειγµένη, σε σύγκριση µε την επιλογή των 
στατιστικών µεγεθών της δεύτερης λύσης. ∆εδοµένης της αναγκαιότητας επιλογής έξι 
στατιστικών µεγεθών (στα πλαίσια της αναζήτησης «ακριβούς λύσης») και της εξέτασης 
τεσσάρων διαφορετικών στατιστικών µεγεθών (Ε, PDR, Var, Covar) για τέσσερις διαφορετικές 
κλίµακες συνάθροισης (h = 1, 6, 12, 24 h), δύο στατιστικά µεγέθη θα λαµβάνονται υπόψιν σε µία 
και µοναδική κλίµακα συνάθροισης. Τα µεγέθη αυτά είναι η µέση τιµή και η αυτοσυνδιασπορά , 
1ης τάξεως (ή αντίστοιχα ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως). 
 
Ως προς τη µέση τιµή, η αναγκαιότητα της µέγιστης προσέγγισης του στατιστικού αυτού 
µεγέθους σε όλες τις κλίµακες συνάθροισης, δεν αιτιολογεί, εκ πρώτης όψεως, την µία και 
µοναδική εµφάνισή του, στο µαθηµατικό µοντέλο βελτιστοποίησης. Ωστόσο, όπως έχει ήδη 
σχολιαστεί σε προηγούµενη παράγραφο, υπάρχει µία ισχυρά γραµµική θετική συσχέτιση µεταξύ 
των τιµών της µέσης τιµής, E (h = 1, 6, 12, 24) και της στάθµης συνάθροισης, h, 
( 0cc, wh ]E[Y (h)

i =+= ) µε κλίση ίση µε τη µέση τιµή της ωριαίας ιστορικής χρονοσειράς. Κατ’ 
επέκταση, η µέγιστη δυνατή προσέγγιση της µέσης τιµής της ωριαίας ιστορικής χρονοσειράς, 
αυτοµάτως συνεπάγεται και τη µέγιστη δυνατή προσέγγιση των υπολοίπων µέσων τιµών, για τις 
µεγαλύτερες κλίµακες συνάθροισης. Το συµπέρασµα αυτό ισχύει τόσο για το κλασικό, τυχαίο 
µοντέλο BL, όσο και για το υπό διερεύνηση, νέο τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο BL. 
 
Επίσης σε προηγούµενη παράγραφο, έχει αποδειχτεί η (κατά κύριο λόγο) γραµµική αρνητική 
συσχέτιση του φυσικού λογάριθµου του στατιστικού µεγέθους, PDR (h = 1, 6, 12, 24), και της 
στάθµης συνάθροισης, h. Το γεγονός αυτό υποδεικνύει την αναγκαιότητα προσέγγισης δύο τιµών 
του µεγέθους, PDR, µε απώτερο στόχο την εξασφαλισµένη προσέγγιση και των υπολοίπων δύο 
τιµών, που δε συµµετέχουν άµεσα στο τελικό µαθηµατικό µοντέλο βελτιστοποίησης. Στο πλαίσιο 
αυτό, αξιολογείται ως ενδεδειγµένη η επιλογή των στατιστικών µεγεθών, PDR (h = 1)  και PDR 
(h = 24).  
 
Ως κατακλείδα, προκύπτει το συµπέρασµα ενός βελτιστοποιηµένου µέγιστου αριθµού οκτώ 
συνολικά στατιστικών µεγεθών, µέσω της συµµετοχής µόνο τριών εξ αυτών: της µέσης τιµής, Ε 
(h=1) και της πιθανότητας απουσίας βροχόπτωσης, PDR, για δύο στάθµες συνάθροισης, h = 1 και 
h = 24 h. Το γεγονός αυτό παραπέµπει στις κλασσικές µεθόδους αποσύνθεσης (decomposition) 
των προβληµάτων βελτιστοποίησης. 
 
Τα τρία υπόλοιπα, απαιτούµενα στατιστικά µεγέθη (για το κλασικό τυχαίο µοντέλο BL, των έξι 
συνολικά άγνωστων παραµέτρων) επιλέγονται βάσει της λογικής της µεταξύ τους άτυπης 
προτεραιότητας. ∆εδοµένης, δηλαδή, της (στατιστικού χαρακτήρα) βάρους της διασποράς, 
επιλέγονται δύο τιµές του µεγέθους. Συνεπώς, η µία και µοναδική εµφάνιση του στατιστικού 
µεγέθους της αυτοσυνδιασποράς στο γενικό µαθηµατικό µοντέλο βελτιστοποίησης, αιτιολογείται 
από τη µειωµένη προτεραιότητα της προσέγγισης του συγκεκριµένου στατιστικού µεγέθους, σε 
σχέση µε τα υπόλοιπα τρία. 
 
Το προαναφερόµενο γενικό πλαίσιο τεκµηριώνει την επιλογή µίας µέσης τιµής, δύο τιµών 
διασποράς και PDR και µίας τιµής αυτοσυνδιασποράς 1ης τάξεως. Κατά αυτό τον τρόπο, 
αποκλείεται εκ των προτέρων οποιαδήποτε σκοπιµότητα εξέτασης άλλων, εναλλακτικών οµάδων 
στατιστικών µεγεθών (όπως για παράδειγµα η 2η οµάδα στατιστικών µεγεθών –Λύση 2η-, που 
ελήφθη υπόψιν από τους Rodriguez – Iturbe et al., 1988). Το πλαίσιο αυτό διαφοροποιείται στην 
περίπτωση εισαγωγής περισσότερων στατιστικών µεγεθών στην αντικειµενική συνάρτηση 
βελτιστοποίησης. Σε αυτή την περίπτωση, η σχετική αναλογία των µεγεθών αυτών, τροποποιεί 
αυτοµάτως και τη βαρύτητα, που τους αποδίδεται. 
 
Όσον αφορά στο νέο τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο BL, οι εφτά συνολικά άγνωστες παράµετροι 
του µοντέλου, φ, ν, α, λ, µx, κ1, κ2, συνεπάγονται έξι συνολικά ανεξάρτητες µεταβλητές επίλυσης,  

λ, φ, ν, µx, κ1, κ2 
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δεδοµένης της (τεκµηριωµένης σε προηγούµενες παραγράφους) αποδοχής της εξίσωσης: 
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Σε αυτή την περίπτωση, τα ελάχιστα απαιτούµενα στατιστικά µεγέθη, που θα συµµετάσχουν στη 
διαδικασία βελτιστοποίησης θα συνιστούν δυάδες οµοειδών ιστορικών δεδοµένων. Για 
παράδειγµα, µία, τεκµηριωµένη σε προηγούµενη παράγραφο, επιλογή ελάχιστων στατιστικών 
µεγεθών είναι η ακόλουθη: 
 

PDR1h, PDR6h, Var6h, Var12h, Covar6h, Covar12h 

Καµία µέση τιµή, Ε (h = 1, 6, 12, 24), δε λαµβάνεται υπόψιν, δεδοµένης της εκ των προτέρων 
εξασφαλισµένης µέγιστης προσέγγισής της, µέσω της εξαρτηµένης µεταβλητής, α. 
 
Η αποδοχή του εξαρτηµένου χαρακτήρα της παραµέτρου, α, εισάγει από µόνη της ισχυρούς 
συντελεστές βάρους για τις µέσες τιµές. Το γεγονός αυτό είναι επιθυµητό για την περίπτωση των 
µέσων τιµών: επιζητείται στην περίπτωσή τους η µέγιστη δυνατή προσέγγιση. Στην περίπτωση 
των PDR, η αρχική τιµή λ = 0.0164 δεν οδηγεί αυτοµάτως στη µέγιστη δυνατή προσέγγιση των 
τιµών αυτών. Υποδεικνύει, ωστόσο, τη σωστή κατεύθυνση αναζήτησης µιας βέλτιστης λύσης. 
 
Η αντικειµενική συνάρτηση αντιστοιχεί στην εξίσωση: 
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όπου, Wi: Ο συντελεστής βάρους του στατιστικού µεγέθους, i. Θεωρήθηκε σκόπιµη η µη 
εισαγωγή συντελεστών βάρους (Wi = 1). Επίσης, υπενθυµίζεται η εισαγωγή ενός πολύ µεγάλου 
συντελεστή βάρους στην περίπτωση των µέσων τιµών, οι οποίες όµως δε συµµετέχουν στη 
µαθηµατική διατύπωση της αντικειµενικής συνάρτησης, Z. 
 
Επιπλέον, δε θεωρήθηκε σκόπιµη η εισαγωγή του συντελεστή αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως, lag1, 
(τακτική που ακολούθησαν οι Rodriguez – Iturbe et al., 1988) έναντι της αυτοσυνδιασποράς, 
Covar1. O συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξεως, πρακτικά ιδωµένος ως πηλίκο δύο 
θεωρητικών εξισώσεων του µαθηµατικού συστήµατος, lag1 ≅ Covar1 / Var, επιτείνει τη δυσκολία 
του γενικότερου προβλήµατος βελτιστοποίησης (ιδιαίτερα στην περίπτωση όπου 
χρησιµοποιούνται κλασσικές µέθοδοι βελτιστοποίησης, όπως η GRG, Powell κ.ο.κ.). Ως εκ 
τούτου, δεν έγινε και καµία χρήση του ανισοτικού περιορισµού, 0 < lag1 < 1, µέσω της εισαγωγής 
συναρτήσεων ποινής (penalty functions). Συναρτήσεις ποινής δεν εισήχθησαν και στην 
περίπτωση των µεγεθών PDR, τα οποία είναι επίσης φραγµένα µεταξύ της τιµής µηδέν και ένα. 
 
Η προαναφερόµενη αντικειµενική συνάρτηση θα µπορούσε να αντικατασταθεί από την εξίσωση  

x100
x
x

1minZ
m

1i ihis,

i' ∑
=

−= , δεδοµένου του ότι ο χρησιµοποιούµενος αλγόριθµος βελτιστοποίησης 

δε χρησιµοποιεί παραγώγους 1ης ή/και 2ης τάξεως. Ωστόσο, θεωρήθηκε σκόπιµη η εξέταση του 
προβλήµατος βελτιστοποίησης από την κλασσική σκοπιά της µεθόδου των ελαχίστων 
τετραγώνων. Υπό αυτή τη σκοπιά, το σχετικό πρόβληµα αντιµετωπίστηκε ως κλασικό πρόβληµα 
προσαρµογής και όχι ως πρόβληµα ακριβούς επίλυσης ενός (m x m) ορισµένου µη γραµµικού 
συστήµατος. Ο πρωτότυπος χρησιµοποιούµενος αλγόριθµος βελτιστοποίησης περιγράφεται 
αναλυτικά στο Παράρτηµα II.  
 
Η µελέτη της αποτελεσµατικότητας του νέου τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis 
θα βασιστεί στην εξέταση δύο ιστορικών χρονοσειρών:  
 

1. της χρονοσειράς του Denver (Denver Airport Station,  15/05 – 16/06,  1949-1976) 
 

2. και µίας ιστορικής χρονοσειράς της Αθήνας (Σταθµός Ε.Μ.Π., Ζωγράφου) 
 
Για τη χρονοσειρά του Denver θα εξεταστουν δύο σενάρια: 
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1. το σενάριο της επιλογής του ελάχιστου απαιτούµενου αριθµού στατιστικών µεγεθών 
 

2. και το σενάριο βελτιστοποίησης όλων ανεξαιρέτως των υπό εξέταση στατιστικών 
µεγεθών, για όλες τις υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης. 

 

Το πρώτο σενάριο δεν κρίνεται απαραίτητο και λαµβάνεται υπόψιν για λόγους καθαρά 
«ιστορικής» συνέχειας. Η επιλογή των ελάχιστων απαιτούµενων στατιστικών µεγεθών, έχει ήδη 
τεκµηριωθεί στην παράγραφο 3.3 και συµπίπτει µε την βέλτιστη εµπειρική επιλογή 
προσοµοίωσης (µεταξύ διαφόρων άλλων οµάδων στατιστικών µεγεθών) των Velghe et al. (1994). 
Τα επιλεγόµενα στατιστικά µεγέθη δίνονται στον παρακάτω πίνακα: 
 

 h = 1 h = 6 h = 12 h = 24 
Var(h)  ¨  ¨ 
Covar1

(h)  ¨  ¨ 
PDR ¨ ¨   

 
Πίνακας 3.5.γ : Επιλογή ελάχιστων στατιστικών µεγεθών για τη χρονοσειρά του Denver 

 
Το δεύτερο σενάριο αποτελεί και την καλύτερη και πιο αξιόπιστη τακτική προσδιορισµού των 
βέλτιστων τιµών των έξι παραµέτρων του µοντέλου (Σχετικά σχόλια έχουν αναφερθεί στις 
προηγούµενες παραγράφους και ιδιαίτερα στην παράγραφο 3.3). 
 
Για τη χρονοσειρά του σταθµού Ε.Μ.Π., θα εφαρµοστεί µόνο το δέυτερο σενάριο, δηλαδή η 
εξέταση όλων των στατιστικών µεγεθών και η ελαχιστοποίηση των εκατοστιαίων αποκλίσεών 
τους από τις ιστορικές τιµές. Σχόλια σχετικά µε την επιλογή της υδρολογικής περιόδου 
προέλευσης αυτών των ιστορικών τιµών θα αναφερθούν στο σχετικό κεφάλαιο. 
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4 Εφαρµογή του νέου τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Barttlett – Lewis για τη 
χρονοσειρά του Denver 

 
 4.1 Εισαγωγή 

Για την ανάλυση, που ακολουθεί, λαµβάνονται υπόψιν τα στατιστικά δεδοµένα της ιστορικής 
χρονοσειράς, στην οποία βασίστηκαν οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988), για την εξαγωγή των 
πρώτων δηµοσιευµένων αποτελεσµάτων, σχετικά µε το τυχαίο µοντέλο BL. H ωριαία αυτή 
χρονοσειρά έχει προέλθει από το βροχογραφικό σταθµό του αεροδροµίου του Denver (Denver 
Airport Station, 15/05 – 16/06, 1949-1976) και οι υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης 
αντιστοιχούν σε 6, 12 και 24 h. 
 
Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1988) προτείνουν δύο, ισοδύναµες κατά τον ισχυρισµό τους, λύσεις. 
Στο κεφάλαιο 3, έχει γίνει εκτενής αναφορά στην ποιότητα των δύο λύσεων και έχει αξιολογηθεί, 
ως υπερτερούσα της άλλης, η λύση, που προσεγγίζει σε µεγαλύτερο βαθµό το στατιστικό µέγεθος 
της διασποράς. Για την αξιολόγηση των δύο λύσεων εφαρµόστηκαν τα, αναφερόµενα στο 
κεφάλαιο 3, κριτήρια. 
 
Η βέλτιστη λύση των Rodriguez – Iturbe et al. (1988, σελ. 288), σύµφωνα µε την οποία οι 
παράµετροι του µοντέλου λαµβάνουν τις τιµές, λ = 0.0158, ν = 0.3056, κ = 0.2597, µx = 3.985, α = 
2.370, φ = 0.0489, υστερεί της µεταγενέστερης επίλυσης των Velghe et al. (1994, σελ. 2850), 
σύµφωνα µε την οποία οι τιµές των παραµέτρων του µοντέλου διαµορφώνονται ως εξής: 
 

λ = 0.0147, ν = 0.3667, κ = 0.5144, µx = 3.6399, α = 2.9050, φ = 0.0670 

Η λύση αυτή (πίνακας 4.1.α) θα αποτελέσει και τη βάση σύγκρισης για την ανάλυση, που 
ακολουθεί.  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 4.1.α : Η βέλτιστη λύση των Velghe et al. (1994) – set 3/5 – Ιστορική χρονοσειρά Denver 

 
Βασικό κριτήριο αξιολόγησης είναι ο µέσος όρος των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων, για 
το σύνολο των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών και για το σύνολο των υπό εξέταση σταθµών 
συνάθροισης, h (σχετικά σχόλια έχουν αναφερθεί στην παράγραφο 3.5). Στον πίνακα 4.1.β 
αναγράφονται οι σχετικές εκατοστιαίες και απόλυτες εκατοστιαίες αποκλίσεις. Η µέση τιµή των 
απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων, S, ισούται µε 2.096 
 
 
 
 
 

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0885 0.4030 0.1934 0.0610 0.9390
6 h 0.5310 5.9700 1.9820 0.1440 0.8560
12 h 1.0630 16.8830 3.8831 0.2200 0.7800
24 h 2.1250 41.6060 6.5321 0.3580 0.6420

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0894 0.4027 0.1959 0.0503 0.9497
6 h 0.5363 6.1522 1.9307 0.1207 0.8793
12 h 1.0725 16.1658 3.8022 0.1951 0.8049
24 h 2.1450 39.9360 6.5466 0.3253 0.6747

Velghe et al.  (1994), set 3/5 - RBLM
λ = 0.0147, ν = 0.3667, κ = 0.5144, µx = 3.6399, α = 2.9050, φ = 0.0670

Ιστορικά δεδοµένα

Θεωρητικά δεδοµένα (Μαθηµατικό µοντέλο)
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Πίνακας 4.1.β : Εκατοστιαίες αποκλίσεις για τη λύση των Velghe et al. (1994) –Denver 
 
Η λύση αυτή αποτελεί τη βέλτιστη λύση από πέντε διαφορετικές λύσεις, που προκύπτουν για 
διαφορετικές επιλεγµένες οµάδες (εξάδες) στατιστικών µεγεθών. Οι Velghe et al. (1994) 
ακολουθούν τη λογική της ακριβούς επίλυσης, λαµβάνοντας υπόψιν έξι στατιστικά µεγέθη (τον 
ελάχιστο απαιτούµενο αριθµό). Η ποιότητα των λύσεων τους αξιολογείται βάσει της µέσης τιµής 
των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων όλων των στατιστικών µεγεθών. Εκτενής σχολιασµός 
για τη σκοπιµότητα υιοθέτησης της τακτικής αυτής έχει γίνει στο κεφάλαιο 3 (παράγραφοι 3.1 
και 3.5). 
 
Ως βασικός στόχος, όσον αφορά στην εξέταση του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Bartlett – 
Lewis (MRBLM), τίθεται η µείωση της τιµής, S = 2.096. Στις επόµενες παραγράφους θα 
εξεταστούν δύο σενάρια αναφορικά µε το MRBLM:  
 

1. Το πρώτο σενάριο περιορίζει την τιµή της παραµέτρου κ2 στη λήψη θετικών τιµών (κ2 > 
0). Το γεγονός αυτό συνάδει µε τη φυσική υπόσταση του τροποποιηµένου τυχαίου 
µοντέλου BL (σχετικός σχολιασµός έχει προηγηθεί στην παράγραφο 2.5.1) 

 

2. Το δεύτερο σενάριο επιτρέπει τη λήψη και αρνητικών τιµών, όσον αφορά στην 
παράµετρο κ2. Η παραδοχή αυτή στερείται φυσικής σηµασίας. Ωστόσο, αιτιολογείται από 
τη µαθηµατική σκοπιά εξέτασης του προβλήµατος. Το νέο, τροποποιηµένο τυχαίο 
µοντέλο BL, εισάγει µία επιπλέον παράµετρο συγκριτικά µε το (κλασσικό) τυχαίο 
µοντέλο. Υπό αυτή την έννοια, είναι αναµενόµενη η βελτίωση της ποιότητας 
προσαρµογής. 

 
Στην περίπτωση και των δύο σεναρίων προέκυψαν υπερτερούσες, συγκριτικά µε τη λύση των 
Velghe et al. (1994), λύσεις. Στην περίπτωση του πρώτου σεναρίου (κ2 > 0) η παράµετρος, κ2, 
λαµβάνει µηδενική τιµή, γεγονός που αντιστοιχεί σε ταύτιση του τροποποιηµένου µοντέλου µε το 
παλιό. Υπό αυτή την έννοια, η βελτίωση της µέσης τιµής των απόλυτων εκατοστιαίων 
αποκλίσεων, S, σε σχέση µε τη λύση των Velghe et al. (1994) απλώς αντιστοιχεί σε µία ακόµα 
καλύτερη λύση του κλασσικού τυχαίου µοντέλου (υποδεικνύει την µη σκοπιµότητα χρήσης του 
τροποποιηµένου µοντέλου). 
 
Στην περίπτωση του δεύτερου σεναρίου, η τιµή της παραµέτρου, κ2, λαµβάνει αρνητική τιµή. Το 
γεγονός αυτό τεκµηριώνει τη σκοπιµότητα εφαρµογής του τροποποιηµένου µοντέλου BL. Η 
βελτίωση της µέσης τιµής των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων, S, είναι της τάξης του 54%. 

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.9903 -0.0634 1.2834 -17.4911 1.1363
6 h 0.9903 3.0520 -2.5897 -16.1993 2.7251
12 h 0.8953 -4.2479 -2.0837 -11.3391 3.1982
24 h 0.9428 -4.0137 0.2214 -9.1441 5.0990

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) PDR

1 h 0.9903 0.0634 1.2834 1.1363
6 h 0.9903 3.0520 2.5897 2.7251
12 h 0.8953 4.2479 2.0837 3.1982
24 h 0.9428 4.0137 0.2214 5.0990

Μέση τιµή: 0.9547 2.8443 1.5445 3.0397
Τυπική απ/ση: 0.0455 1.9248 1.0331 1.6318

Μέση τιµή (S): 2.096
Τυπική απ/ση: 1.517

Εκατοστιαίες Αποκλίσεις Θεωρητικών - Πραγµατικών Μεγεθών

Απόλυτες τιµές εκατοσταίων αποκλίσεων
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Από τη σχετική διαδικασία προσοµοίωσης (παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών) επιβεβαιώνεται 
η ισχύς της λύσης και η συγκριτική υπεροχή της. Κατά συνέπεια, η σκοπιµότητα εφαρµογής του 
νέου, τροποποιηµένου µοντέλου τεκµηριώνεται επαρκώς. 
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 4.2 Εφαρµογή του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL για την ιστορική 

χρονοσειρά του Denver και για θετικές τιµές της παραµέτρου κ2, (κ2 > 0) 
 

Η εφαρµογή του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL για την ιστορική χρονοσειρά του Denver 
και για τιµές της παραµέτρου, κ2 > 0, απέδωσε τα εξής αποτελέσµατα.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 4.2.α : Αποτελέσµατα βελτιστοποίησης για το µοντέλο MRBLM και για τιµές κ2 > 0 

 
Οι εκατοστιαίες αποκλίσεις µεταξύ ιστορικών και θεωρητικών δεδοµένων δίνονται στον πίνακα 
4.2.β 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 4.2.β : Εκατοστιαίες αποκλίσεις για µοντέλο MRBLM (κ2 > 0) 

 
Η λύση αυτή υπερέχει της λύσης των Velghe et al. (1994), όσον αφορά στα µεγέθη των µέσων 
τιµών και της πιθανότητας απουσίας βροχόπτωσης (PDR). Η προσαρµογή του συνόλου των 
στατιστικών µεγεθών υπερέχει της αντίστοιχης των Velghe et al. (1994), δεδοµένου ότι η µέση 
τιµή των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων, S, µειώνεται κατά 11.0%. 

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0885 0.4030 0.1934 0.0610 0.9390
6 h 0.5310 5.9700 1.9820 0.1440 0.8560
12 h 1.0630 16.8830 3.8831 0.2200 0.7800
24 h 2.1250 41.6060 6.5321 0.3580 0.6420

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0886 0.4013 0.1953 0.0421 0.9579
6 h 0.5313 6.2001 1.9320 0.1180 0.8820
12 h 1.0626 16.2642 3.7702 0.2007 0.7993
24 h 2.1252 40.0688 6.6520 0.3435 0.6565

Τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο BL

λ = 0.0164, ν = 0.0841, κ1 = 0.5144, µx = 5.5735, α = 2.5619, φ = 0.0319, κ2 = 1e-04

Ιστορικά δεδοµένα

Θεωρητικά δεδοµένα (Μαθηµατικό µοντέλο)

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0565 -0.4287 0.9865 -31.0388 2.0164
6 h 0.0565 3.8549 -2.5265 -18.0534 3.0370
12 h -0.0376 -3.6652 -2.9078 -8.7807 2.4766
24 h 0.0094 -3.6947 1.8363 -4.0549 2.2611

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) PDR

1 h 0.0565 0.4287 0.9865 2.0164
6 h 0.0565 3.8549 2.5265 3.0370
12 h 0.0376 3.6652 2.9078 2.4766
24 h 0.0094 3.6947 1.8363 2.2611

Μέση τιµή: 0.0400 2.9109 2.0643 2.4478
Τυπική απ/ση: 0.0223 1.6569 0.8444 0.4355

Μέση τιµή (S): 1.866
Τυπική απ/ση: 1.418

Απόλυτες τιµές εκατοσταίων αποκλίσεων

Εκατοστιαίες Αποκλίσεις Θεωρητικών - Πραγµατικών Μεγεθών
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Η εξαιρετικά µικρή τιµή της παραµέτρου, κ2, ουσιαστικά υποδηλώνει την ταύτιση του (κλασικού) 
τυχαίου µοντέλου BL µε το τροποποιηµένο. Εξάγεται, συνεπώς, το συµπέρασµα της απουσίας 
επαρκούς αιτιολόγησης, όσον αφορά στην εφαρµογή του νέου µοντέλου (έναντι του κλασσικού) 
για τιµές της παραµέτρου κ2 > 0 (τουλάχιστον όσον αφορά στην ιστορική υπό εξέταση 
χρονοσειρά του Denver). 
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 4.3 Εφαρµογή του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL για την ιστορική 

χρονοσειρά του Denver και για αποδεκτές, αρνητικές τιµές της παραµέτρου κ2. 
 
 4.3.1 Αποτελέσµατα βελτιστοποίησης 

Στους πίνακες 4.3.1.α και 4.3.1.β αναφέρονται τα σχετικά αποτελέσµατα της διαδικασίας 
βελτιστοποίησης. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 4.3.1.α : Αποτελέσµατα βελτιστοποίησης για το µοντέλο MRBLM και για τιµές κ2 < 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 4.3.1.β : Εκατοστιαίες αποκλίσεις για µοντέλο MRBLM (κ2 < 0) 

 
Η νέα αυτή λύση, συγκριτικά µε τη λύση των Velghe et al. (1994), βελτιώνει: 
 

1. Τις µέσες τιµές για όλες τις υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης. 
 

2. Τη µέση τιµή των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων των µεγεθών της διασποράς, 
αυτοσυνδιασποράς 1ης τάξης και PDR. 

 

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0885 0.4030 0.1934 0.0610 0.9390
6 h 0.5310 5.9700 1.9820 0.1440 0.8560
12 h 1.0630 16.8830 3.8831 0.2200 0.7800
24 h 2.1250 41.6060 6.5321 0.3580 0.6420

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0886 0.4028 0.1933 0.0535 0.9465
6 h 0.5313 6.1876 2.0030 0.1285 0.8715
12 h 1.0626 16.3813 3.9050 0.2102 0.7898
24 h 2.1252 40.5727 6.5300 0.3513 0.6487

Θεωρητικά δεδοµένα (Μαθηµατικό µοντέλο)

Ιστορικά δεδοµένα

Τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο BL (κ 2 < 0)

λ = 0.0164, ν = 0.3033, κ1 = 0.6400, µx = 3.9213, α = 3.0887, φ = 0.0600, κ2 = -0.0190

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.0565 -0.0443 -0.0575 -12.2951 0.7987
6 h 0.0565 3.6455 1.0585 -10.7639 1.8107
12 h -0.0376 -2.9715 0.5645 -4.4545 1.2564
24 h 0.0094 -2.4836 -0.0318 -1.8715 1.0436

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) PDR

1 h 0.0565 0.0443 0.0575 0.7987
6 h 0.0565 3.6455 1.0585 1.8107
12 h 0.0376 2.9715 0.5645 1.2564
24 h 0.0094 2.4836 0.0318 1.0436

Μέση τιµή: 0.0400 2.2862 0.4281 1.2274
Τυπική απ/ση: 0.0223 1.5687 0.4866 0.4315

Μέση τιµή (S): 0.995
Τυπική απ/ση: 1.168

Απόλυτες τιµές εκατοσταίων αποκλίσεων

Εκατοστιαίες Αποκλίσεις Θεωρητικών - Πραγµατικών Μεγεθών
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3. Τη µέση τιµή των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων όλων των υπό εξέταση 

στατιστικών µεγεθών, S, κατά 52.5%. 
 

4. Την τυπική απόκλιση των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων κατά 23.0%. 
 
Το διάγραµµα 4.3.1.α δίνει παραστατικά τη µεταβολή των µέσων τιµών των απόλυτων 
εκατοστιαίων αποκλίσεων ανά στατιστικό µέγεθος για τη λύση των Velghe et al. (1994), 
Rodriguez-Iturbe et al. (1988) και τη λύση πού προέκυψε από το νέο τροποποιηµένο µοντέλο 
MRBLM (κ2 < 0).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

* S: η µέση τιµή των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων για όλα τα στατιστικά µεγέθη 
 
∆ιάγραµµα 4.3.1.α : Μέσες τιµές απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων ανά στατιστικό µέγεθος 

 
Από το διάγραµµα αυτό διαφαίνεται η αποτυχία της λύσης των Rodriguez-Iturbe et al. (1988) 
σχετικά µε το µέγεθος της αυτοσυνδιασποράς 1ης τάξης και η υπεροχή της λύσης του µοντέλου 
MRBLM σε όλα τα υπό εξέταση στατιστικά µεγέθη (συγκριτικά µε τη λύση των Velghe et al., 
1994). . 
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Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) PDR S

Velghe et al.  (1994) 0.9547 2.8443 1.5445 3.0397 2.0958
MRBLM 0.0400 2.2862 0.4281 1.2274 0.9954
Rodriguez - Iturbe et al . (1988) 0.0880 1.5372 16.1073 0.0962 4.4572
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 4.3.2 Παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών – Συγκριτικά αποτελέσµατα 

Στα παρακάτω διαγράµµατα δίνεται παραστατικά η απόκλιση των υπό εξέταση στατιστικών 
µεγεθών των συνθετικών χρονοσειρών, που προέκυψαν από τη διαδικασία της προσοµοίωσης. Η 
παραγωγή των συνθετικών χρονοσειρών διεξήχθη τόσο για τη λύση του MRBLM, όσο και για τη 
λύση των Velghe et al. (1994). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιάγραµµα 4.3.2.α : Εκατοστιαία απόκλιση στατιστικών µεγεθών από τις ιστορικές τιµές για στάθµη 

συνάθροισης, h = 24 h 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιάγραµµα 4.3.2.β : Εκατοστιαία απόκλιση στατιστικών µεγεθών από τις ιστορικές τιµές για στάθµη 

συνάθροισης, h = 12 h 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Κλίµακα συνάθροισης: 24 h
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∆ιάγραµµα 4.3.2.γ : Εκατοστιαία απόκλιση στατιστικών µεγεθών από τις ιστορικές τιµές για στάθµη 

συνάθροισης, h = 6 h 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιάγραµµα 4.3.2.δ : Εκατοστιαία απόκλιση στατιστικών µεγεθών από τις ιστορικές τιµές για στάθµη 

συνάθροισης, h = 1 h 
 
Στον πίνακα 4.3.2.α δίνονται αναλυτικά οι τιµές των στατιστικών µεγεθών, έτσι όπως προέκυψαν 
από τη διαδικασία προσοµοίωσης και παραγωγής των συνθετικών χρονοσειρών, καθώς και οι 
σχετικές εκατοστιαίες αποκλίσεις τους σε σχέση µε τις ιστορικές και θεωρητικές τιµές τους (ως 
θεωρητική ορίζεται η τιµή, που προκύπτει από το µοντέλο, για συγκεκριµένες τιµές των 
παραµέτρων του) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Κλίµακα συνάθροισης: 6 h
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Πίνακας 4.3.2.α : Στατιστικά χαρακτηριστικά συνθετικών χρονοσειρών και (%) αποκλίσεις 

 
Η µέση τιµή των απόλυτων αποκλίσεων (από τις ιστορικές τιµές) όλων των στατιστικών µεγεθών 
και για όλες τις υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης δίνεται στον πίνακα 4.3.2.β. 
 
 
 
 
 
Πίνακας 4.3.2.β : Μέση τιµή απόλυτων (%) αποκλίσεων από τις ιστορικές τιµές, για όλα τα στατιστικά 

µεγέθη και όλες τις στάθµες συνάθροισης 
 
Από τον πίνακα 4.3.2.β είναι εµφανής η µεγαλύτερη (κατά 31.30%) προσέγγιση των ιστορικών 
τιµών, στην περίπτωση των συνθετικών χρονοσειρών, που παρήχθησαν µε εφαρµογή του νέου, 
τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL. Στον πίνακα 4.3.2.γ δίνονται τα µεγέθη των συνθετικών 
χρονοσειρών, ανά στάθµη συνάθροισης. Πιο αναλυτικά: 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 4.3.2.γ : Λοιπά στοιχεία συνθετικών χρονοσειρών 

 
∆εδοµένης της αρνητικής τιµής της παραµέτρου, κ2, αναµένεται και ένας αριθµός αρνητικών 
τιµών της µεταβλητής, βi (η σηµασία της µεταβλητής, βi, έχει σχολιαστεί στην παράγραφο 
2.5.1.1).  
 

βi = κ1 ηi + κ2 ηi
2 4.3.2.1 

Στον πίνακα 4.3.2.γ αναγράφεται το ποσοστό των αρνητικών τιµών της µεταβλητής, ανά στάθµη 
συνάθροισης, h. Το ποσοστό αυτό δεν υπερβαίνει το 0.3%. Οι τιµές αυτές απορρίφθηκαν, ως µη 
αποδεκτές. Ο αριθµός των καταιγίδων επιλέχθηκε µε γνώµονα τον αριθµό των παραγόµενων 
τιµών των συνθετικών χρονοσειρών. Ως ελάχιστο όριο ετέθη ο αριθµός 150000. Τα 
αποτελέσµατα, που αφορούν τη λύση των Velghe et al. (1994) είναι συµβατά µε τα αντίστοιχα 
δηµοσιευµένα. Πιο αναλυτικά: 
 

24 h Θεωρητικές τιµές Ιστορικές τιµές Θεωρητικές τιµές Ιστορικές τιµές

Μέση τιµή 2.1374 0.575% 0.584% 2.1374 0.572% 0.582%
∆ιασπορά 41.3593 1.939% -0.593% 39.0169 -3.835% -6.223%
Αυτοσ/ση (1) 0.1676 4.150% 6.737% 0.1481 -7.942% -5.654%
PDR 0.6487 -0.004% 1.039% 0.6762 4.232% 5.320%

12 h
Μέση τιµή 1.0637 0.106% 0.068% 1.0846 2.068% 2.029%
∆ιασπορά 16.4905 0.666% -2.325% 16.5405 0.972% -2.028%
Αυτοσ/ση (1) 0.2305 -3.300% 0.224% 0.2323 -2.556% 1.003%
PDR 0.7910 0.141% 1.407% 0.8039 1.779% 3.058%

6 h
Μέση τιµή 0.5230 -1.553% -1.498% 0.5339 0.481% 0.538%
∆ιασπορά 6.0134 -2.816% 0.727% 6.2995 1.808% 5.519%
Αυτοσ/ση (1) 0.3223 -0.438% -2.921% 0.3187 -1.558% -4.017%
PDR 0.8736 0.231% 2.056% 0.8796 0.925% 2.753%

1 h
Μέση τιµή 0.0897 1.244% 1.301% 0.0906 2.251% 2.367%
∆ιασπορά 0.4149 3.000% 2.954% 0.3967 -1.508% -1.557%
Αυτοσ/ση (1) 0.4768 -0.645% -0.637% 0.4951 3.164% 3.164%
PDR 0.9481 0.052% 0.968% 0.9491 0.275% 1.076%

Velghe et al. (1994)MRBLM (κ 2 < 0)

Απόκλιση (%) από Απόκλιση (%) από

S ∆S (%)

1.628 -
2.137 31.30%

MRBLM (κ 2 < 0)
Velghe et al. (1994)

Αριθµός καταιγίδων Σύνολο ωρών (h) Αριθµός συναθροισµένων τιµών
Αριθµός αρνητικών 

(απορριπτέων) τιµών, β i. 
Ποσοστό αρνητικών τιµών, β i

1 h 3000 182201 182201 7 0.23%
6 h 15000 925410 154235 34 0.23%
12 h 30000 1827504 152292 82 0.27%
24 h 60000 3651216 152134 171 0.29%
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Πίνακας 4.3.2.δ : Στατιστικά χαρακτηριστικά συνθετικών χρονοσειρών. ∆ηµοσιευµένα αποτελέσµατα 

από τους Velghe et al. (1994, σελ. 2852) 
 
H µέση τιµή των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων από τις ιστορικές τιµές, έτσι όπως 
προκύπτουν από τη διαδικασία παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών, που διεξήγαγαν οι Velghe 
et al. (1994), είναι της τάξεως του 2.80%. Η τιµή αυτή είναι παραπλήσια της τιµής 2.14%, που 
δίνεται στον πίνακα 4.3.2.β.  
 
 

Ιστορικές τιµές 
(% απόκλιση)

24 h
Μέση τιµή 2.1672 1.99
∆ιασπορά 41.7190 0.27
Αυτοσ/ση (1) 0.1775 13.06
PDR 0.6398 -0.34

12 h
Μέση τιµή 1.0863 2.19
∆ιασπορά 16.9340 0.30
Αυτοσ/ση (1) 0.2134 -7.22
PDR 0.7804 0.05

Velghe et al. (1994)

Ιστορικές τιµές 
(% απόκλιση)

6 h
Μέση τιµή 0.5418 2.03
∆ιασπορά 6.3010 5.54
Αυτοσ/ση (1) 0.3059 -7.86
PDR 0.8625 0.76

1 h
Μέση τιµή 0.0888 0.34
∆ιασπορά 0.4034 0.10
Αυτοσ/ση (1) 0.4908 2.27
PDR 0.9438 0.51
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5 Εφαρµογή του νέου τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Barttlett – Lewis (MRBLM) για 

τη χρονοσειρά της Αθήνας 
 
Η εφαρµογή του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου BL θα βασιστεί στις βροχογραφικές 
µετρήσεις του σταθµού του Ε.Μ.Π. για την περίοδο 15-12 έως 15-01 και για τα έτη 1994 έως 
2003. Οι συναθροισµένες ιστορικές χρονοσειρές των 6, 12 και 24 h, προκύπτουν από την 
αντίστοιχη ωριαία (h = 1 h). Μεταξύ των διαθέσιµων βροχογραφικών ωριαίων µετρήσεων για 
τους µήνες ∆εκέµβρη και Ιανουάριο, επιλέχθηκε το συγκεκριµένο µηνιαίο χρονικό διάστηµα 
βάσει των κριτηρίων, που έχουν αναφερθεί στο κεφάλαιο 3. Πιο συγκεκριµένα, υπήρχαν 
ενδείξεις πως από το συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα ενδείκνυται για την εφαρµογή του τυχαίου 
µοντέλου BL. 
 
Τα υπό εξέταση στατιστικά µεγέθη, µέση τιµή, διασπορά, αυτοσυνδιασπορά 1ης τάξης και 
πιθανότητα απουσίας βροχόπτωσης (PDR), για την υπό εξέταση υδρολογική περίοδο και για 
τέσσερις στάθµες συνάθροισης (h = 1, 6, 12 και 24 h) δίνονται στον πίνακα 5.1.α. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 5α : Στατιστικά µεγέθη για την ιστορική χρονοσειρά του E.M.Π. 

 
∆εδοµένου του µικρού αριθµού δεδοµένων (319) για τη συναθροισµένη χρονοσειρά των 24 h, η 
συγκεκριµένη στάθµη συνάθροισης εξαιρέθηκε από την ανάλυση, που ακολουθεί. Η εφαρµογή 
της δι-παραµετρικής εκθετικής συνάρτησης προσαρµογής για τα µεγέθη των PDR απέδωσε µία 
πρώτη εκτίµηση για την τιµή της παραµέτρου, λ = 0.0186 (η σχετική αιτιολόγηση έχει αναφερθεί 
στην παράγραφο 3.4). 
 
Η εφαρµογή του (κλασικού) τυχαίου µοντέλου BL απέδωσε τις παρακάτω βέλτιστες τιµές των 
παραµέτρων: 
 

λ = 0.0186, µx = 4.3471, ν = 0.1258, κ = 0.6959, φ = 0.0480, α = 2.2868 

Η µέση τιµή των απόλυτων εκατοστιαίων αποκλίσεων, S, ισούται µε 2.72%. Πιο αναλυτικά, όλες 
οι σχετικές εκατοστιαίες αποκλίσεις δίνονται στον πίνακα 5.1.β 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h : 1 6 12 24
Αριθµός δεδοµένων: 7650 1275 638 319

Μέση τιµή: 0.1226 0.7358 1.4705 2.9410
∆ιασπορά: 0.6323 10.1490 29.357 76.667
PDR: 0.9183 0.8251 0.7476 0.6238
Συνδιασπορά(1): 0.3271 4.0773 7.6865 10.2886

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.1226 0.6323 0.3271 0.0817 0.9183
6 h 0.7358 10.1490 4.0773 0.1749 0.8251
12 h 1.4705 29.3571 7.6865 0.2524 0.7476
24 h 2.9410 76.6672 10.2886 0.3762 0.6238

Στάθµη 
συνάθροισης

Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h 0.1225 0.6285 0.3337 0.0503 0.9468
6 h 0.7350 10.4425 3.7450 0.1207 0.8615
12 h 1.4700 28.3750 8.0547 0.1951 0.7705

Θεωρητικά δεδοµένα (Μαθηµατικό µοντέλο)

Ιστορικά δεδοµένα



 

 

60
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 5β : Στατιστικά µεγέθη για την ιστορική χρονοσειρά του E.M.Π. 

 
Η απόπειρα εφαρµογής του νέου τροποποιηµένου µοντέλου BL απέδωσε καλύτερη λύση µόνο 
για την περίπτωση κ2 < 0. Για την περίπτωση, που η παράµετρος κ2 εξαναγκαστεί να λάβει 
θετικές µόνο τιµές, η βέλτιστη προσαρµογή αντιστοιχεί σε κ2 = 0 και, συνεπώς, υφίσταται 
ταύτιση του κλασικού µε το τροποποιηµένο τυχαίο µοντέλο BL. 
 
Παρά τη σηµαντική βελτίωση της αντικειµενικής συνάρτησης στην περίπτωση του 
τροποποιηµένου µοντέλου και για τιµή της παραµέτρου κ2 < 0, η σχετική απόπειρα παραγωγής 
συνθετικών χρονοσειρών απέτυχε. Ο συνδυασµός των τιµών των παραµέτρων, α, ν, κ1, κ2, οδηγεί 
σε αρνητικές τιµές της παραµέτρου β, σε ποσοστό άνω του 10%. Η απόρριψη του υψηλού αυτού 
αριθµού αρνητικών τιµών οδηγεί σε µη αποδεκτά αποτελέσµατα προσοµοίωσης. Υπενθυµίζεται, 
ότι η εξίσωση, που παράγει τις τιµές της µεταβλητής, β, είναι της µορφής: 
 

βi = κ1 ηi + κ2 ηi
2 5.1 

Καταβλήθηκε προσπάθεια προς την κατεύθυνση περιορισµού της µείωσης των τιµών της 
παραµέτρου, κ2. Όλες οι λύσεις, που προέκυψαν, οδήγησαν στο συγκεκριµένο εµπόδιο του 
υψηλού ποσοστού αρνητικών τιµών της µεταβλητής, β. Σε κάθε περίπτωση, η γενική κατεύθυνση 
των αποτελεσµάτων υποδεικνύει την εφαρµογή του κλασικού µοντέλου.  
 
Η παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών για την περίπτωση της λύσης του κλασικού τυχαίου 
µοντέλου, απέδωσε τα αναµενόµενα αποτελέσµατα. Το διάγραµµα 5.1.α, για παράδειγµα, 
αποδίδει παραστατικά το βαθµό προσέγγισης των ιστορικών τιµών, µέσα από τη διαδικασία 
παραγωγής χρονοσειρών, για στάθµη συνάθροισης, h = 1 h. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας 5γ : Στατιστικά µεγέθη, προερχόµενα από την παραγωγή συνθετικής χρονοσειράς για 

στάθµη συνάθροισης, h = 1 h. 
 
 
 
 
 
 
 
 

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) P-wet PDR

1 h -0.1135 -0.6054 2.0064 -38.3956 3.1080
6 h -0.1135 2.8926 -8.1511 -31.0053 4.4146
12 h -0.0352 -3.3453 4.7910 -22.7054 3.0513

% Μέση τιµή ∆ιασπορά Συνδιασπορά(1) PDR

1 h 0.1135 0.6054 2.0064 3.1080
6 h 0.1135 2.8926 8.1511 4.4146
12 h 0.0352 3.3453 4.7910 3.0513

Μέση τιµή: 0.0874 2.2811 4.9828 3.5246
Τυπική απ/ση: 0.0452 1.4688 3.0768 0.7712

Μέση τιµή (S): 2.719
Τυπική απ/ση: 2.395

Απόλυτες τιµές εκατοσταίων αποκλίσεων

Εκατοστιαίες Αποκλίσεις Θεωρητικών - Πραγµατικών Μεγεθών

Τιµές συνθετικής χρονοσειράς Ιστορικές τιµές Απόκλιση (%)

Μέση τιµή: 0.1219 0.123 -0.61
∆ιασπορά: 0.6272 0.632 -0.80
Συντελεστής αυτ/σης (1) 0.5283 0.517 2.12
PDR 0.9465 0.918 3.07

Αριθµός παραγόµενων δεδοµένων: 164756
Αριθµός καταιγίδων: 3000
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∆ιάγραµµα 5α : Στατιστικά µεγέθη, προερχόµενα από την παραγωγή συνθετικής χρονοσειράς για 

στάθµη συνάθροισης, h = 1 h και οι αντίστοιχες ιστορικές τιµές τους 
 
Η γενικότερη τάση του νέου τροποποιηµένου µοντέλου, να αποδώσει καλύτερα αποτελέσµατα σε 
σχέση µε το αυθεντικό τυχαίο µοντέλο Bartlett – Lewis, για τιµές της παραµέτρου, κ2 < 0, 
σχολιάζεται στο κεφάλαιο 6 και µπορεί να αποδοθεί σε µία τάση της συνάρτησης, β (εξίσωση 
5.1.1) να στρέψει τα κοίλα προς τα κάτω. 
 

h = 1 h
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Τιµές συνθετικής χρονοσειράς
Ιστορικές τιµές
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6 Συµπεράσµατα 

Αντικείµενο της παρούσας εργασίας αποτελεί η εξέταση ενός νέου, τροποποιηµένου µοντέλου 
σηµειακής ανέλιξης, για την περιγραφή της βροχόπτωσης σε µικρή κλίµακα. Το νέο µοντέλο 
εµπίπτει στην κατηγορία των σηµειακών µοντέλων ορθογωνικών παλµών και πιο συγκεκριµένα 
στην κατηγορία των µοντέλων Bartlett – Lewis. Η εφαρµογή του µοντέλου αποσκοπεί στην 
ενιαία προσαρµογή των στατιστικών µεγεθών της µέσης τιµής, της διασποράς, του συντελεστή 
αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης και της πιθανότητας απουσίας βροχόπτωσης, P[Y(h) = 0], για 
διαφορετικές στάθµες συνάθροισης (κυρίως για τις στάθµες 1, 6, 12 και 24 h). Η προσαρµογή 
αυτή επιτυγχάνεται για όλες τις στάθµες συνάθροισης και για όλα τα υπό εξέταση στατιστικά 
µεγέθη, µέσω µίας ενιαίας οµάδας τιµών των παραµέτρων του µοντέλου. 
 
Το υπό εξέταση µοντέλο αποτελεί συνέχεια του τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis και έχει 
προταθεί από τους Κουτσογιάννη και Onof (αδηµοσίευτα κείµενα). Η βασική του διαφοροποίηση 
σε σχέση µε το αυθεντικό, τυχαίο µοντέλο, έγκειται στην εξάρτηση της µέσης έντασης της 
καταιγίδας από τη διάρκειά της. Το τυχαίο µοντέλο Bartlett – Lewis δε λαµβάνει υπόψιν αυτή την 
εξάρτηση και οι Κουτσογιάννης και Onof µε το νέο, τροποποιηµένο µοντέλο επιχειρούν να 
αποκαταστήσουν αυτή τη «φυσικού» χαρακτήρα αστοχία. Η εξάρτηση αυτή εισάγεται µέσω της 
µη γραµµικής εξίσωσης, 2.6.1 και έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση των ανεξάρτητων παραµέτρων 
του µοντέλου, σε σχέση µε το αυθεντικό τυχαίο µοντέλο Bartlett – Lewis, κατά µία.  
 

βi = κ1 ηi + κ2 ηi
2 2.6.1 

 

Η αντίστοιχη εξίσωση του (κλασικού) τυχαίου µοντέλου αντιστοιχεί σε µία γραµµική θετική 
συσχέτιση των µεταβλητών, βi και ηi, σύµφωνα µε την εξίσωση 2.6.2. 
 

βi = κ ηi  2.6.2 
 

Η µεταβλητή, βi, αντιστοιχεί στην παράµετρο της ανέλιξης Poisson, η οποία καθορίζει και τα 
χρονικά σηµεία έναρξης των ορθογωνικών παλµών, για κάθε καταιγίδα, i. Η µεταβλητή, ηi, 
αντιστοιχεί στην παράµετρο της εκθετικής κατανοµής, η οποία υιοθετείται για την περιγραφή της 
τυχαίας µεταβλητής, που αντιστοιχεί στο χρονικό εύρος των ορθογωνικών παλµών, που 
αποτελούν την καταιγίδα, i. Η µέση ένταση της καταιγίδας, ισούται προσεγγιστικά µε, µx (φ + κi), 
όπου, κi = βi / ηi = κ1 + κ2 ηi. Η παράµετρος, µx, αντιστοιχεί στη µέση ένταση των ορθογωνικών 
παλµών, ενώ η παράµετρος, φ, αντιστοιχεί σε µία σταθερή, για όλες τις παραγόµενες καταιγίδες, 
τιµή. Για τιµή της παραµέτρου, κ2 = 0, το τροποποιηµένο µοντέλο εκπίπτει στο (κλασικό) τυχαίο 
µοντέλο Bartlett – Lewis και η µέση ένταση των καταιγίδων παραµένει σταθερή (ανεξάρτητη της 
διάρκειά των). 
 
Υπό αυτό το πλαίσιο, εξετάζεται η δυνατότητα του νέου µοντέλου να προσεγγίσει τα υπό 
εξέταση στατιστικά µεγέθη µε ένα πιο ικανοποιητικό τρόπο, συγκριτικά µε το αυθεντικό, τυχαίο 
µοντέλο Bartlett – Lewis. Για αυτό το λόγο, εξετάζονται δύο ιστορικές χρονοσειρές (Denver και 
Αθήνα) µε απώτερο στόχο την εξαγωγή συγκριτικών αποτελεσµάτων. 
 
Το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης των αποκλίσεων των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών από 
τις ιστορικές τιµές τους, για διαφορετικές στάθµες συνάθροισης, αποτελεί ένα ιδιαίτερα δύσκολο 
πρόβληµα βελτιστοποίησης. Σχετικές παρατηρήσεις αναφορικά µε το κλασικό (µη τυχαίο) 
µοντέλο Bartlett – Lewis αναφέρονται στο Παράρτηµα Ι. Όσον αφορά στο (κλασικό) τυχαίο 
µοντέλο, η εφαρµογή του αλγόριθµου Generalized Reduced Gradient (δέκα set των 50000 
διαφορετικών σηµείων) απέτυχε να πλησιάσει τη λύση των Rodriguez – Iturbe et al. (1988) και 
των Velghe et al. (1994), όσον αφορά στην ιστορική χρονοσειρά του Denver. Προφανώς, 
απαιτείται ακόµα µεγαλύτερος αριθµός δοκιµών, για τον προσδιορισµό µίας αξιόλογης βέλτιστης 
λύσης. Από την παραπάνω πρόχειρη δοκιµή προκύπτει η µεγάλη ευαισθησία της αντικειµενικής 
συνάρτησης στις µικρές µεταβολές των µεταβλητών επίλυσης και η ύπαρξη µεγάλου αριθµού 
τοπικών ακρότατων. 
 
Μία συµβατική µέθοδος βελτιστοποίησης δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην περίπτωση του νέου 
τροποποιηµένου µοντέλου. Για το γεγονός αυτό ευθύνεται η εµφάνιση των απλών και διπλών 
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(σύνθετων) ολοκληρωµάτων στο υπο-σύστηµα εξισώσεων του µεγέθους, P[Y(h) = 0]. Τα 
ολοκληρώµατα δεν επιδέχονται αναλυτική επίλυση, ενώ δεν κρίθηκε σκόπιµη, λόγω της 
πολυπλοκότητάς τους, η αναζήτηση κάποιας προσεγγιστικής εξίσωσης υπολογισµού τους. 
Επιπλέον, η ύπαρξη µεγάλου αριθµού τοπικών ακρότατων δυσχεραίνει, εκ των παραγµάτων, τη 
διαδικασία αναζήτησης ενός «ολικά» βέλτιστου σηµείου. Γι αυτούς τους λόγους, εξετάστηκε η 
εφαρµογή µίας µεθόδου βελτιστοποίησης, που βασίζεται αποκλειστικά στις τιµές της 
αντικειµενικής συνάρτησης (direct-search method). Η µέθοδος προσοµοιωµένης ανόπτησης 
(simulated annealing) των Vanderbilt και Louie (1983) τροποποιήθηκε και αναπτύχθηκε ένας 
νέος, πρωτότυπος αλγόριθµος βελτιστοποίησης (Παράρτηµα ΙΙ).  
 
Η εκκίνηση του νέου αλγόριθµου βελτιστοποίησης βασίζεται στην παραγωγή ενός λευκού 
θορύβου κινήσεων (τιµών των µεταβλητών επίλυσης), βάσει των οποίων υπολογίζονται οι τιµές 
της αντικειµενικής συνάρτησης. Στη συνέχεια, µέσα από τη διαδικασία απόρριψης τιµών της 
συνάρτησης (κριτήριο Metropolis), η συµµετρία του λευκού θορύβου διαταράσσεται και µέσω 
ενός τετραγωνικού µητρώου συνδιασπορών καθορίζεται η κατεύθυνση των νέων κινήσεων. Οι 
νέες παραγόµενες κινήσεις τείνουν να αξιοποιήσουν την «τοπογραφία» της αντικειµενικής 
συνάρτησης. Ο αρχικά παραγόµενος λευκός θόρυβος παραµορφώνεται και σταδιακά τείνει να 
προσεγγίσει το ολικά βέλτιστο σηµείο, παρακάµπτοντας τα ενδιάµεσα τοπικά ακρότατα. Η νέα 
αυτή µέθοδος δε διατηρεί το µαρκοβιανό χαρακτήρα της αυθεντικής µεθόδου των Vanderbilt και 
Louie (1983). 
 
Η αριθµητική επίλυση των ολοκληρωµάτων έγινε µε συνδυασµό των µεθόδων Romberg, Gauss-
Legendre και του τραπεζοειδή κανόνα (trapezoidal rule). Ο συνδυασµός των τριών µεθόδων 
αριθµητικής ολοκλήρωσης έχει ως απώτερο στόχο τη βελτίωση της ταχύτητας υπολογισµού των 
ολοκληρωµάτων και κατ’ επέκταση του µεγέθους απουσίας βροχόπτωσης, P[Y(h) = 0].  
 
Λόγω της δυσκολίας του προβλήµατος της βελτιστοποίησης, της ύπαρξης πολλών τοπικών 
ακρότατων, της πολυπλοκότητας των εξισώσεων, της απουσίας αναλυτικών εξισώσεων για την 
περίπτωση του µεγέθους P[Y(h) = 0] και του µεγάλου αριθµού ανεξάρτητων µεταβλητών 
επίλυσης (εφτά), κρίθηκε αναγκαία η περαιτέρω ανάλυση του µαθηµατικού µοντέλου. Μέσω της 
εφαρµογής της βασικής µεθοδολογίας των µεθόδων αποσύνθεσης (decomposition), οι ιστορικές 
τιµές των οµοειδών στατιστικών µεγεθών υπέστησαν επεξεργασία, µέσω της οποίας προέκυψαν 
χρήσιµες εκτιµήσεις και ενδείξεις για την πορεία της διαδικασίας βελτιστοποίησης, την επιλογή 
των ελάχιστων απαιτούµενων, για τη βελτιστοποίηση, στατιστικών µεγεθών και την ποιότητα τη 
τελικής βέλτιστης λύσης. Οι εκτιµήσεις αυτές συνάδουν µε την ανάλυση ευαισθησίας, που 
διεξήχθη από τους Isham et al. (1990), για το αυθεντικό τυχαίο µοντέλο BL.  
 
Από την επεξεργασία αυτή προέκυψε η µείωση των µεταβλητών επίλυσης από εφτά σε έξι και η 
εξαγωγή µίας αξιόπιστης πρώτης προσέγγισης της τιµής µίας επιπλέον µεταβλητής. Η τιµή αυτή 
αποτέλεσε σε όλες τις περιπτώσεις, ένα ασφαλές σηµείο εκκίνησης του αλγόριθµου 
βελτιστοποίησης. Η εφαρµογή απλών δι-παραµετρικών εξισώσεων προσαρµογής, σε κάθε 
υποοµάδα οµοειδών στατιστικών µεγεθών, οδήγησε στην εξαγωγή χρήσιµων κριτηρίων επιλογής 
στατιστικών µεγεθών και µίας, εκ των προτέρων, εκτίµησης της ποιότητας προσέγγισης του 
µοντέλου για κάθε υπό εξέταση χρονοσειρά. Το τελευταίο αυτό κριτήριο, εφαρµόστηκε για την 
επιλογή της κατάλληλης, προς επεξεργασία, υδρολογικής περιόδου για την περίπτωση της 
Αθήνας.  
 
Από την εφαρµογή του νέου τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis (MRBLM) στη 
χρονοσειρά του Denver, επιβεβαιώνεται η σκοπιµότητα της περαιτέρω εξέτασης του. Τα σχετικά 
αποτελέσµατα βελτιώνουν τόσο τη λύση των Velghe et al. (1994), όσο και τη λύση των 
Rodriguez-Iturbe et al. (1988), για τη συγκεκριµένη υπό εξέταση ιστορική χρονοσειρά. Η 
βελτίωση αυτή είναι της τάξεως του 54%. Στην περίπτωση της χρονοσειράς της Αθήνας, η 
αντικειµενική συνάρτηση και η προσαρµογή των στατιστικών ιστορικών δεδοµένων βελτιώνεται 
για αρνητικές τιµές της παραµέτρου του µοντέλου, κ2. Σε δεύτερο επίπεδο όµως, η διαµόρφωση 
των τιµών των παραµέτρων α, ν, κ2, και κ1, οδηγούν σε ένα απαγορευτικό πλαίσιο διεξαγωγής της 
διαδικασίας προσοµοίωσης (παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών).  Για το γεγονός αυτό, 
αποτελεί αιτία, η παραγωγή µεγάλου ποσοστού αρνητικών τιµών της µεταβλητής του µοντέλου, 
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β, έτσι όπως αυτή ορίζεται από την εξίσωση, 2.6.1. Η τυχαία µεταβλητή, η, προκύπτει από τη δι-
παραµετρική γάµα συνάρτηση κατανοµής, των οποίων παράµετροι είναι οι µεταβλητές επίλυσης, 
α και ν.  
 
Το γεγονός της απόδοσης αρνητικών τιµών στην παράµετρο, κ2, στερείται φυσικής σηµασίας, 
αλλά αποκαλύπτει µία µαθηµατικού χαρακτήρα τάση. Η συνάρτηση, βi = κ1 ηi + κ2 ηi

2, τείνει να 
στρέψει τα κοίλα προς τα κάτω, προσδίδοντας αρνητικές τιµές στην «σταθερά» κ2 και 
διατηρώντας παράλληλα, όπως είναι αναµενόµενο, τις τιµές της µεταβλητής, β, θετικές. Σε αυτό 
το πλαίσιο, και δεδοµένου του ότι, ηi > 0, αναµένονται πάντα τιµές της παραµέτρου, κ2, 
µικρότερες, κατά τουλάχιστον µία τάξη µεγέθους, της κ1. 
 
Από τη διαδικασία προσοµοίωσης (παραγωγής συνθετικών χρονοσειρών) εξήχθη το συµπέρασµα 
της µη απόλυτης ταύτισης των θεωρητικών τιµών των στατιστικών µεγεθών, µε τα προκύπτοντα, 
από την προσοµοίωση, µεγέθη (σχετική αναφορά γίνεται και από τους Velghe et al., 1994). Οι 
αποκλίσεις, αν και σε ανεκτά επίπεδα, υποδεικνύουν, πρακτικά, µία ανακολουθία, µεταξύ της 
ποιότητας των αποτελεσµάτων της διαδικασίας βελτιστοποίησης και της διαδικασίας 
προσοµοίωσης.  Το γεγονός αυτό αποδίδει στη διαδικασία αναζήτησης µίας ολικά βέλτιστης 
λύσης µία θεωρητική υπόσταση.  
 
Όσον αφορά, γενικότερα, στην εφαρµογή των σηµειακών µοντέλων και ειδικότερα της 
κατηγορίας Bartlett – Lewis, κρίνεται σκόπιµη η αναφορά των εξής επισηµάνσεων:  
 
Οι τιµές του µεγέθους της αυτοσυνδιασποράς τείνουν να παρουσιάσουν µέγιστο για στάθµες 
συνάθροισης µεγαλύτερες ή ίσες των 24 h. Παράλληλα, ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης 
τείνει προς το µηδέν (η λαµβάνει ακόµα και αρνητικές τιµές) για στάθµες συνάθροισης 
µεγαλύτερες των 24 h. Η δυνατότητα των µοντέλων Bartlett – Lewis να παρακολουθήσουν αυτή 
τη µαθηµατική συµπεριφορά δεν έχει επαρκώς διερευνηθεί. Ωστόσο, η γενικότερη τάση, που 
επικρατεί, είναι η εξαγωγή αποτελεσµάτων για στάθµες συνάθροισης µέχρι 24 h (κατ’ εξαίρεση, 
σε λίγες εργασίες, 48 h). 
 
Η αβεβαιότητα στατιστικού χαρακτήρα, που απορρέει από το µήκος της χρησιµοποιούµενης 
ιστορικής χρονοσειράς (συσχέτιση µήκους και στατιστικών µεγεθών) και οι επιπλοκές, που αυτή 
προκαλεί στα µοντέλα BL είναι κάτι το οποίο παραµένει ασχολίαστο στις περισσότερες 
δηµοσιευµένες εργασίες. Το πρόβληµα δείχνει να έχει δύο βασικές παραµέτρους: Η πρώτη αφορά 
στην αξιοπιστία της χρήσης παρελθόντων αποτελεσµάτων – παραµέτρων του µοντέλου για 
µελλοντικές εφαρµογές. ∆εδοµένου του ότι στην πλειονότητα των περιπτώσεων, το µήκος των 
διαθέσιµων χρονοσειρών είναι σχετικά µικρό (ιδιαίτερα για τις λεπτές χρονικές κλίµακες) η 
αξιοπιστία των αποτελεσµάτων πλήττεται ακόµα περισσότερο. 
 
Η δεύτερη παράµετρος του προβλήµατος της αβεβαιότητας συνδέεται µε την κλίµακα 
συνάθροισης των χρησιµοποιούµενων, για την εξαγωγή των σχετικών αποτελεσµάτων, 
χρονοσειρών. Αν είναι σωστή η υπόθεση, ότι σε λεπτότερες χρονικές κλίµακες η αβεβαιότητα για 
τις τιµές των στατιστικών µεγεθών εντείνεται (ιδιαίτερα για το µέγεθος της διασποράς και της 
αυτοσυνδιασποράς), τότε λεπτότερες χρησιµοποιούµενες χρονικές κλίµακες συνάθροισης 
επιτείνουν το πρόβληµα της «αξιοπιστίας» των παραµέτρων. Επιπλέον, διαφαίνεται και η 
σκοπιµότητα της χρήσης κλιµάκων συνάθροισης, που παρουσιάζουν µια σχετική µεταξύ τους 
εγγύτητα. Οι προαναφερόµενες ενστάσεις είναι ανεξάρτητες της ποιότητας προσέγγισης των 
στατιστικών δεδοµένων από τον εκάστοτε χρησιµοποιούµενο αλγόριθµο βελτιστοποίησης.  
 
Το γενικό εξαγόµενο συµπέρασµα είναι ότι οι τιµές µιας λύσης του µοντέλου Bartlett – Lewis 
συνιστούν ένα συνεχές πολυ-παραµετρικό πεδίο τιµών, στο δεικτοσύνολο του οποίου 
υπεισέρχεται ένας σηµαντικός, ίσως µεγαλύτερος του αναµενόµενου, αριθµός παραµέτρων. Μία 
ιστορική χρονοσειρά αποτελείται από µετρήσεις κατακρηµνίσεων επί τη βάσει µιας χρονικής 
κλίµακας, h. Οι παράµετροι ενός µοντέλου αντιστοιχούν συνεπώς, 
 

 Σε συγκεκριµένο βροχογραφικό σταθµό, δηλαδή σε συγκεκριµένο σηµείο του χώρου. 
 

 Σε συγκεκριµένη οµογενή, υδρολογικά, περίοδο. 
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 Σε συγκεκριµένη χρονική κλίµακα µετρήσεων, h, ή σε συγκεκριµένη χρονική κλίµακα 

αναγωγής των µετρήσεων. 
 

 Σε συγκεκριµένο µαθηµατικό µοντέλο στοχαστικής προσοµοίωσης. 
 

Οι παράγοντες αυτοί αποτελούν και την ταυτότητα των παραµέτρων ενός µαθηµατικού µοντέλου 
προσοµοίωσης. Αν οι παράµετροι του µαθηµατικού µοντέλου ανεξαρτητοποιηθούν από τη 
χρονική κλίµακα των υδρολογικών δεδοµένων, h, τότε οι παράµετροι αυτές θα εκφράζουν µε ένα 
µοναδικό τρόπο, συγκεκριµένο τόπο και υδρολογική περίοδο. Υπό αυτή την έννοια, κάθε 
απόπειρα προς την κατεύθυνση αυτή θα συντελούσε στην εύρεση παραµέτρων, οι οποίες θα 
αποτελούσαν, µε τη γενικότερη έννοια, «ιδιότητες» του συγκεκριµένου σταθµού, της 
συγκεκριµένης περιόδου  και του συγκεκριµένου µοντέλου – µεθόδου προσοµοίωσης.  
 
Οι παράµετροι ενός µοντέλου, που εξυπηρετεί αυτό το στόχο, µπορούν όντως να αποτελέσουν 
«ιδιότητες» ενός συγκεκριµένου σταθµού, περιόδου και µοντέλου προσοµοίωσης; Στην 
περίπτωση των µοντέλων Bartlett – Lewis η απάντηση στο ερώτηµα είναι, µάλλον, αρνητική. Οι 
τιµές των παραµέτρων του είναι άρρηκτα συνδεδεµένες µε: 
  

 Το πλήθος των συναθροισµένων χρονοσειρών, που επιλέγεται να ληφθούν υπόψιν 
 

 Την «εγγύτητα» των κλιµάκων συνάθροισης των χρονοσειρών 
 

 Την επιλογή και τον αριθµό των στατιστικών χαρακτηριστικών (ροπών) που 
συµµετέχουν στο µαθηµατικό µοντέλο 

 

 Την επιλογή επίλυσης ενός ορισµένου συστήµατος, n x n, ή της προσαρµογής 
(βελτιστοποίησης) των αποκλίσεων µεταξύ περισσότερων των, n, θεωρητικών και των 
αντίστοιχών τους πραγµατικών στατιστικών µεγεθών 

 

 Tο µήκος και την αφετηρία της ιστορικής χρονοσειράς 
 

 Τους συντελεστές βάρους (weight factors) ή τους περιορισµούς, που ο αναλυτής 
ενδεχοµένως να αποφασίσει να εισάγει στο µαθηµατικό µοντέλο βελτιστοποίησης 

 

 Την ποιότητα – αξιοπιστία του χρησιµοποιούµενου αλγόριθµου βελτιστοποίησης 
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Παράρτηµα Ι: Προσδιορισµός των βέλτιστων παραµέτρων του (κλασικού) µη τυχαίου 
                        µοντέλου BL 
 
Π Ι - 1 Εισαγωγή 

Για τη διαδικασία βελτιστοποίησης ελήφθησαν υπόψιν οι πέντε µεταβλητές, 
 

λ, n, E[X] = µx, β, Ε[C] = µc Π Ι – 1.1 
 

Για το σκοπό αυτό, στο βασικό µαθηµατικό µοντέλο, οι µεταβλητές ρ, γ και E[X2] 
αντικαταστάθηκαν από τις παρακάτω αναλυτικές εκφράσεις: 
 

ρ = λ / n ,  γ = β / (µc – 1) ,  E[X2] = 2E2[X] Π ΙΙ – 1.2 
 

Η διαδικασία αυτή υπαγορεύεται από την τακτική των Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β). Η 
σχετική ανάλυση βασίστηκε στην χρησιµοποιούµενη από τους προαναφερόµενους ωριαία 
ιστορική χρονοσειρά του βροχοµετρικού σταθµού του Denver (Denver Int. Airport), για την 
περίοδο 15 Μαΐου – 16 Ιουνίου και για τα έτη 1945 – 1976 (32 έτη συνολικά). Ελήφθησαν 
υπόψιν τρεις διαφορετικές στάθµες συνάθροισης (6, 12 και 24 h) και στον παρακάτω πίνακα 
αναφέρονται τα βασικά στατιστικά χαρακτηριστικά των τεσσάρων χρονοσειρών. 
 

h, h µ, mm σ2, mm2 γ ρ(1) ρ(2) ρ(3) P[βροχή = 0] 

1 0,0885 0,4030 10,9571 0,4800 0,3220 0,2679 0,9391 
6 0,5313 5,9702 6,0296 0,3318 0,1285 0,0593 0,8559 

12 1,0626 16,8829 4,6233 0,2301 0,0671 -0,0218 0,7801 
24 2,1252 41,6067 3,3415 0,1571 -0,0258 -0,0473 0,6424 

 

Βροχοµετρικός σταθµός Denver Int. Airport / 15/05 – 16/06, 1945 - 1976 
 
Πίνακας Π Ι - 1α : Στατιστικά χαρακτηριστικά βροχογραφικών δεδοµένων σταθµού Denver 

 
Χρησιµοποιήθηκαν συνολικά δώδεκα εξισώσεις, τρεις για κάθε επίπεδο συνάθροισης, h: η 
εξίσωση της µέσης τιµής, η εξίσωση της διασποράς και η εξίσωση του συντελεστή 
αυτοσυσχέτισης 1ης τάξης { ρ(1) ≅ cov(1)/var }. Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) κατέληξαν στις 
παρακάτω βέλτιστες τιµές των µεταβλητών λ, n, E[X] = µx, β, Ε[C] = µc: 
 

λ 0,00796   h-1 

n 1,70000   h-1 

E[X] = µx 2,98560   mm/h 

β 0,60000   h-1 

Ε[C] = µc 6,33100  

Βροχοµετρικός σταθµός Denver Int. Airport 
15/05 – 16/06, 1945 - 1976 
 

 
Πίνακας Π Ι – 1β : Αποτελέσµατα διαδικασίας βελτιστοποίησης για το µοντέλο BLRPM 

(Rodriguez – Iturbe et al., 1987 β, σελ. 9654) 
 
Για την εύρεση των τιµών αυτών χρησιµοποιήθηκε ο αλγόριθµος Davidson-Fletcher-Powell, 
χωρίς την προσθήκη περιορισµών στις τιµές των µεταβλητών. Η χρήση του συντελεστή 
αυτοσυσχέτισης, ρ(1), ως της τρίτης, ανά βαθµίδα συνάθροισης, χρησιµοποιούµενης εξίσωσης, 
εξαναγκάζει στη χρήση του πηλίκου cov(1)/var. Το γεγονός αυτό µπορεί να επιδεινώσει την 
αριθµητική αστάθεια του µαθηµατικού µοντέλου βελτιστοποίησης. 
 
Οι Rodriguez – Iturbe et al. (1987 α, β) δεν αποσαφηνίζουν την ακριβή έκφραση της 
αντικειµενικής συνάρτησης και το σύνολο των πραγµατικών στατιστικών µεγεθών, που 
υπεισέρχονται σε αυτή. Επιπλέον, µεταξύ των δύο δηµοσιεύσεων (1987 α, β) παρατηρείται µια 
ανακρίβεια ως προς τον αριθµό των συµµετεχόντων στην αντικειµενική συνάρτηση στατιστικών 
µεγεθών. Στην πρώτη δηµοσίευση (1987 α) ο αριθµός τους παραµένει ασχολίαστος, ενώ στη 
δεύτερη (1987 β, σελ. 285) ο αριθµός τους αναφέρεται πως είναι έξι (µέση τιµή, διασπορά και 
αυτοσυνδιασπορά 1ης τάξεως για στάθµες συνάθροισης 6 και 12 h). Και στις δύο περιπτώσεις, 
αποδίδονται οι ίδιες τιµές των µεταβλητών απόφασης.  
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Συνεπώς, οι προαναφερόµενες βέλτιστες τιµές των µεταβλητών απόφασης στερούνται 
ταυτότητας και η αναπαραγωγή των αποτελεσµάτων µπορεί να στηριχτεί σε λογικές υποθέσεις. 
Μια πρόχειρη προσπάθεια αναπαραγωγής των αποτελεσµάτων καταρρίπτει την πιθανότητα του 
να έχουν ληφθεί υπόψιν µόνο έξι στατιστικά µεγέθη. Ο ισχυρισµός αυτός συνεπικουρείται και 
από το γεγονός ότι σε αυτή την περίπτωση δε λαµβάνονται υπόψιν τα στατιστικά χαρακτηριστικά 
της λεπτότερης χρονικής κλίµακας (h = 1 h). Οι αναφερόµενες τιµές των µεταβλητών απόφασης 
δείχνουν να έχουν προκύψει επί τη βάσει δώδεκα συνολικά στατιστικών µεγεθών, για τις τρεις 
υπό εξέταση στάθµες συνάθροισης και την ιστορική ωριαία χρονοσειρά, χωρίς ωστόσο να 
αποτελούν και σε αυτή την περίπτωση βέλτιστη λύση.  
 
Έγινε προσπάθεια µετατροπής της αντικειµενικής συνάρτησης (από άθροισµα τετραγώνων 
κανονικοποιηµένων αποκλίσεων σε άθροισµα τετραγώνων απολύτων αποκλίσεων) αλλά και στις 
δύο περιπτώσεις (παρά το ότι η δεύτερη δεν αποτελεί αποδεκτή τακτική λόγω των προβληµάτων 
κλίµακας) η βέλτιστη λύση, που προέκυψε υπερτερούσε των δηµοσιευµένων αποτελεσµάτων.  
 
Επιπρόσθετα, στην δηµοσίευση των Rodriguez – Iturbe et al. (1987 α, σελ. 9645) αναφέρεται 
µήκος της ωριαίας χρησιµοποιούµενης χρονοσειράς ίσο µε 27 έτη (1949 – 1976), ενώ στη 
δεύτερη δηµοσίευση (1987 β) και για τα ίδια αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης αναφέρεται ένα 
υπό εξέταση χρονικό διάστηµα δεδοµένων ίσο µε 26 έτη (1949 – 1975). Επίσης, η αναγραφόµενη 
χρονική αναφορά των στατιστικών χαρακτηριστικών της ιστορικής χρονοσειράς, όπως 
αναγράφονται στον Πίνακα 1 (Rodriguez – Iturbe et al. ,1987 α, σελ. 9646), αφορά στο διάστηµα 
1945 – 1976 (32 έτη). 
 
∆εδοµένα ωριαίας κλίµακας, που για τις ανάγκες της εργασίας αυτής εξασφαλίστηκαν από το 
NCDC (National Climatic Data Center, USA), αποκλείουν την περίπτωση, οι µετρήσεις που 
χρησιµοποιήθηκαν από τους Rodriguez – Iturbe et al. (1987 α, β), να αφορούν είτε το χρονικό 
διάστηµα 1949-1975, είτε το διάστηµα 1949-1976. Για τις ανάγκες της παρούσας ανάλυσης, 
ελήφθησαν υπόψιν τα ιστορικά στατιστικά δεδοµένα του Πίνακα 1 (Rodriguez – Iturbe et al. 
,1987 α, σελ. 9646), στα οποία στηρίζονται και τα σχετικά αποτελέσµατα των προαναφερόµενων 
ερευνητών, και ως αξιόπιστη περίοδος προέλευσης των µετρήσεων το χρονικό διάστηµα 1945 – 
1976 (32 έτη). 
 
Στον παρακάτω πίνακα αναφέρονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα της λύσης των Rodriguez – 
Iturbe et al. (1987 β) για τις δηµοσιευµένες τιµές των µεταβλητών απόφασης. 
 

  h = 1 h = 6 

 E[Y] Var[Y] Cov[Y] E[Y] Var[Y] Cov[Y] 

Αποτελέσµατα βελστιστοποίησης : 0,0885 0,4093 0,2045 0,5310 6,0510 1,9634 

Πραγµατικά µεγέθη * : (0,0885) (0,4030) (0,1934) (0,5313) (5,9702) (1,9809) 

Απόκλιση (%) : 0,01% 1,56% 5,72% -0,05% 1,35% -0,88% 
 

  h = 12 h = 24 

 E[Y] Var[Y] Cov[Y] E[Y] Var[Y] Cov[Y] 

Αποτελέσµατα βελστιστοποίησης : 1,0621 16,0288 4,2401 2,1241 40,5377 6,6160 

Πραγµατικά µεγέθη * : (1,0626) (16,8829) (3,8848) (2,1252) (41,6067) (6,5364) 

Απόκλιση (%) : -0,05% -5,06% 9,15% -0,05% -2,57% 1,22% 

 
* Πραγµατικά µεγέθη: Σύµφωνα µε Πίνακα 1 (Rodriguez – Iturbe et al. ,1987 α, σελ. 9646) 
 
Πίνακας Π Ι – 1γ  Συγκριτικά αποτελέσµατα διαδικασίας βελτιστοποίησης για το µοντέλο BLRPM 

(Βέλτιστες τιµές µεταβλητών απόφασης, σύµφωνα µε τους Rodriguez – Iturbe et al., 1987 β) 
 

Π Ι - 2 Αναπαραγωγή δηµοσιευµένων αποτελεσµάτων για το µοντέλο BLRPM 

Στην ανάλυση, που ακολουθεί, επιχειρείται µια πρόχειρη επιβεβαίωση των αποτελεσµάτων των 
Rodriguez – Iturbe et al. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιήθηκε ο αλγόριθµος βελτιστοποίησης του 
XL (GRG, Generalized Reduced Gradient Method). Συνολικά, διεξήχθησαν 5500 δοκιµές µε 
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τυχαία αρχικά σηµεία από την οµοιόµορφη κατανοµή. Στις πρώτες 1000 δοκιµές τα τυχαία 
σηµεία εκκίνησης ελήφθησαν στο διάστηµα (0, 10], στις επόµενες 1500 δοκιµές, στο διάστηµα 
(0, 15] και στις τελευταίες 3000 δοκιµές τα τυχαία σηµεία εκκίνησης ελήφθησαν στο διάστηµα 
(0, 20]. Πρακτικά, ο αριθµός των δοκιµών για τα υπό εξέταση διαστήµατα τιµών αντιστοιχεί σε 
µια ικανοποιητική πυκνότητα σηµείων ανά άξονα, τουλάχιστον ίση µε 100 (η πυκνότητα αυτή 
µπορεί, ωστόσο, να αποδειχθεί ανεπαρκής ή πλασµατική, ιδωµένη ως σύνολο σηµείων στον, 
πέντε διαστάσεων, χώρο έρευνας). 
 
Παρά το ότι ο κλασσικός αλγόριθµος Davidson-Fletcher-Powell (DFP), ο οποίος 
χρησιµοποιήθηκε από τους Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) αποτελεί ένα από τους 
ισχυρότερους NLP αλγόριθµους, ο αλγόριθµος GRG (Generalized Reduced Gradient) θεωρείται 
περισσότερο αποτελεσµατικός (σχετικές αναφορές έχουν γίνει από τους Edgar & Himmelblau, 
1988 και Reklaitis et al., 1983). 
 
Τα σχετικά αποτελέσµατα, που προέκυψαν από την εφαρµογή του αλγορίθµου GRG δίνονται 
στον πίνακα, που ακολουθεί: 
 

  h = 1 h = 6 

 E[Y] Var[Y] Cov[Y] E[Y] Var[Y] Cov[Y] 

Αποτελέσµατα βελστιστοποίησης : 0,0885 0,4101 0,1989 0,5312 5,9973 1,9661 

Πραγµατικά µεγέθη : (0,0885) (0,4030) (0,1934) (0,5313) (5,9702) (1,9809) 

Απόκλιση (%) : 0,03% 1,75% 2,80% -0,03% 0,45% -0,75% 

 
  h = 12 h = 24 

 E[Y] Var[Y] Cov[Y] E[Y] Var[Y] Cov[Y] 

Αποτελέσµατα βελστιστοποίησης : 1,0623 15,9270 4,1650 2,1246 40,1838 6,3047 

Πραγµατικά µεγέθη : (1,0626) (16,8829) (3,8848) (2,1252) (41,6067) (6,5364) 

Απόκλιση (%) : -0,03% -5,66% 7,21% -0,03% -3,42% -3,54% 

 
Πίνακας Π Ι – 2α  : Συγκριτικά αποτελέσµατα διαδικασίας βελτιστοποίησης για το µοντέλο BLRPM 

(Βελτιστοποίηση µε χρήση του αλγορίθµου GRG – XL Solver) 
 
Οι τιµές των µεταβλητών απόφασης και η εκατοστιαία απόκλισή τους, σε σχέση µε τις βέλτιστες 
αναφερόµενες από τους Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) τιµές, έχουν ως εξής: 
 
 µc µx = E[X] β λ n 

 Αλγόριθµος DFP -  Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) : 6,33100 2,98560 0,60000 0,00796 1,70000

 Αλγόριθµος GRG :  6,61037 3,05990 0,67018 0,00809 1,84837

 Μεταβολή (%) : 4,413% 2,488% 11,697% 1,628% 8,728% 

 
Πίνακας Π Ι – 2β  : Τιµές των µεταβλητών απόφασης και συγκριτικά αποτελέσµατα 

(Βελτιστοποίηση µε χρήση του αλγορίθµου GRG – XL Solver) 
 
Στον παραπάνω πίνακα παρατηρείται µία εγγύτητα των δύο λύσεων, γεγονός που ενισχύει την 
αρχική λογική υπόθεση, συµµετοχής δώδεκα συνολικά στατιστικών µεγεθών (µέσης τιµής, 
διασποράς και αυτοσυνδιασποράς 1ης τάξης) στην κατάστρωση της αντικειµενικής συνάρτησης. 
Οι εκατοστιαίες αποκλίσεις των θεωρητικών από τα πραγµατικά στατιστικά µεγέθη για τις δύο 
βέλτιστες λύσεις, την προτεινόµενη από τους Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) και την ευρεθείσα 
µε χρήση του αλγορίθµου GRG, δίνονται συγκεντρωτικά στον παρακάτω πίνακα: 
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  h = 1 h = 6 

 E[Y] Var[Y] Cov[Y] E[Y] Var[Y] Cov[Y] 

Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) : 0,01% 1,56% 5,72% -0,05% 1,35% -0,88% 

Αλγόριθµος GRG : 0,03% 1,75% 2,80% -0,03% 0,45% -0,75% 

 
  h = 12 h = 24 

 E[Y] Var[Y] Cov[Y] E[Y] Var[Y] Cov[Y] 

Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) : -0,05% -5,06% 9,15% -0,05% -2,57% 1,22% 

Αλγόριθµος GRG : -0,03% -5,66% 7,21% -0,03% -3,42% -3,54% 

 
Πίνακας Π Ι – 2γ  : Εκατοστιαίες αποκλίσεις για τις δύο βέλτιστες λύσεις 

 
Η µέση τιµή των απολύτων µεγεθών των εκατοστιαίων αποκλίσεων για την περίπτωση της λύσης 
των Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) είναι της τάξεως του 2,306%, ενώ για την περίπτωση του 
GRG αλγορίθµου βελτιστοποίησης είναι της τάξεως του 2,141%. Η τιµή αυτή αντιστοιχεί σε µία 
βελτίωση κατά 7,16%. Το γεγονός αυτό αποδεικνύει την υπεροχή της δεύτερης λύσης.  
 
Το µαθηµατικό µοντέλο βελτιστοποίησης, που χρησιµοποιήθηκε (αντικειµενική συνάρτηση και 
ανισωτικοί περιορισµοί) έχει ως εξής: 
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θi : οι θεωρητικές τιµές των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών 
πi : οι πραγµατικές τιµές των υπό εξέταση στατιστικών µεγεθών 
 
Στο σηµείο αυτό κρίνεται σκόπιµη µια πρόχειρη αναφορά στην ευαισθησία των παραµέτρων του 
µοντέλου BLRPM. Στην παρούσα φάση και για το κλασικό µοντέλο Bartlett – Lewis δεν κρίνεται 
σκόπιµη η πραγµατοποίηση µιας διεξοδικής ανάλυσης ευαισθησίας. Εξετάζονται ωστόσο δύο 
σενάρια: το πρώτο αφορά στο µήκος της χρησιµοποιούµενης ιστορικής χρονοσειράς, ενώ το 
δεύτερο αφορά στον αριθµό των συναθροισµένων χρονοσειρών, που λαµβάνονται υπόψιν. 
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Σενάριο 1ο: Επίπτωση του µήκους της ιστορικής χρονοσειράς στις τιµές των παραµέτρων 

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, οι Rodriguez – Iturbe et al. στηρίχτηκαν την ανάλυση µιας ιστορικής 
χρονοσειράς 32 ετών (1945 – 1976) για την περίοδο 15-05 έως 16-06. Τα στατιστικά µεγέθη της 
ίδιας χρονοσειράς διαφοροποιούνται σε αξιόλογο βαθµό, εάν αγνοηθούν τα πρώτα τέσσερα έτη 
(η σχετική επιλογή των παραλειποµένων ετών έγινε τυχαία). Ενδεικτικά αποτελέσµατα δίνονται 
στον παρακάτω πίνακα, για την ωριαία κλίµακα και µία στάθµη συνάθροισης (ηµερήσια): 
 

 h = 1 h h = 24 h 

 Ε[Υ] Var[Y] Cov[Y]1 Ε[Υ] Var[Y] Cov[Y]1 

1945 – 1976 0,0885 0,4030 0,1934 2,1252 41,6067 6,5365 
1949 - 1976 0,0902 0,4290 0,1732 2,1656 43,0423 6,7217 
Απόκλιση (%) 1,92% 6,45% -10,44% 1,90% 3,45% 2,83% 

 
Πίνακας Π Ι – 2δ  : Στατιστικά µεγέθη για διαφορετικά µήκη της ίδιας χρονοσειράς 

 
Οι παραπάνω αποκλίσεις είναι ικανές να τροποποιήσουν δραστικά τις τιµές των παραµέτρων του 
µοντέλου Bartlett – Lewis. Η διαδικασία βελτιστοποίησης επαναλήφθηκε σύµφωνα µε τα νέα 
δεδοµένα της µικρότερης χρονοσειράς (1949 – 1976). Η µέση τιµή των απολύτων µεγεθών των 
εκατοστιαίων αποκλίσεων για την περίπτωση της λύσης του GRG αλγορίθµου βελτιστοποίησης 
και για την περίοδο 1949 – 1976 είναι της τάξεως του 1,35%. Τα σχετικά αποτελέσµατα – τιµές 
των µεταβλητών απόφασης - διαµορφώθηκαν ως εξής: 
 

 µc µx = E[X] β λ n 
 Αλγόριθµος DFP (1945 – 1976) 
 Rodriguez – Iturbe et al. (1987 β) 6,33100 2,98560 0,60000 0,00796 1,70000 

 Αλγόριθµος GRG (1945 – 1976) 6,61037 3,05990 0,67018 0,00809 1,84837 

 Αλγόριθµος GRG (1949 – 1976) 10,20537 4,12491 1,28981 0,00755 3,52347 

 Μεταβολή (%) – Συγκριτικά µε DFP 61,20% 38,16% 114,97% -5,15% 107,26% 

 
Πίνακας Π Ι – 2ε  : Παράµετροι του µοντέλου BLRPM για διαφορετικά µήκη της ιστορικής 

χρονοσειράς  
 
Είναι σαφές το ότι σε κάθε περίπτωση κρίνεται απαραίτητη η χρήση όλων των διαθέσιµων 
αξιόπιστων ιστορικών δεδοµένων – µετρήσεων και συνεπώς, στην πραγµατικότητα δεν υφίσταται 
κανένας λόγος παράλειψης µέρους αυτών (όπως έγινε στην προηγούµενη περίπτωση µε την 
παράλειψη των τεσσάρων πρώτων ετών). Ωστόσο, οι παρατηρούµενες µεγάλες διαφοροποιήσεις 
των παραµέτρων συνδέουν άρρηκτα τις τιµές τους µε το µήκος της χρονοσειράς (για την 
προαναφερόµενη περίπτωση, θα µπορούσε να υποτεθεί πως τα δεδοµένα της τετραετίας 1945-
1948 δεν υπάρχουν).  
 

Σενάριο 2ο: Επίπτωση του αριθµού των συναθροισµένων χρονοσειρών στις τιµές των 
παραµέτρων 
 

Ένα επιπλέον σενάριο, το οποίο κρίνεται σκόπιµο να εξεταστεί, είναι η περίπτωση κατά την 
οποία αγνοείται η συναθροισµένη χρονοσειρά των 6 h. Κατά αυτό τον τρόπο, η διαδικασία 
βελτιστοποίησης λαµβάνει υπόψιν τη µέση τιµή, τη διασπορά και τη αυτοσυνδιασπορά 1ης 
τάξεως της ωριαίας ιστορικής χρονοσειράς και των δύο συναθροισµένων χρονοσειρών 12 και 24 
h. Τα σχετικά αποτελέσµατα έχουν ως εξής: 
 

λ 0,00812 h-1 
n 1,81760 h-1 
E[X] = µx 3,07100 mm/h 
β 0,63871 h-1 
Ε[C] = µc 6,44806  

 
Πίνακας Π Ι – 2στ  : Αποτελέσµατα διαδικασίας βελτιστοποίησης  για τις χρονοσειρές 1, 12 και 24 h 
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 µc µx = E[X] β λ n 

 Αλγόριθµος GRG  (χρονοσειρές 1, 6, 12 & 24 h) : 6,61037 3,05990 0,67018 0,00809 1,84837 

 Αλγόριθµος GRG  (χρονοσειρές 1, 12 & 24 h) : 6,44806 3,07100 0,63871 0,00812 1,81760 

 Μεταβολή (%) :  -2,46% 0,36% -4,70% 0,37% -1,66% 

 
Πίνακας Π Ι – 2ζ  : Συγκριτικά αποτελέσµατα βελτιστοποίησης µε και χωρίς τη χρονοσειρά 6 h  

 
Για τη συναθροισµένη χρονοσειρά των 6 h, και επί τη βάσει των παραπάνω παραµέτρων, τα τρία 
βασικά στατιστικά µεγέθη διαµορφώνονται ως εξής: 
 

 h = 24 h 

 Ε[Υ] Var[Y] Cov[Y]1 

Πραγµατικά µεγέθη : 0,5313 5,9702 1,9809 
Θεωρητικά µεγέθη : 0,5311 5,9910 1,9432 
Απόκλιση (%) : -0,04% 0,35% -1,90% 

 
Πίνακας Π Ι – 2η  : Στατιστικά µεγέθη συναθροισµένης χρονοσειράς 6 h 

 
Η µεταβολή στις τιµές των παραµέτρων του µοντέλου κρίνεται ως µη σηµαντική, ενώ τα 
πραγµατικά στατιστικά χαρακτηριστικά της µη συµµετέχουσας χρονοσειράς των 6 h, 
παρουσιάζουν αξιόλογη εγγύτητα, σε σχέση µε τα προσοµοιωµένα µεγέθη. 
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Παράρτηµα ΙΙ: Ο αλγόριθµος βελτιστοποίησης προσοµοιωµένης ανόπτησης  
                        (Simulated annealing, SA) 
 
Π ΙΙ - 1 Εισαγωγή 

Ο αλγόριθµος προσοµοιωµένης ανόπτησης (simulated annealing algorithm, SA) αποτελεί ένα 
αλγόριθµο βελτιστοποίησης πιθανοτικής (probabilistic) αποδοχής των τιµών της αντικειµενικής 
συνάρτησης. Η λειτουργία του επιτρέπει την συστηµατική αποδοχή κινήσεων των µεταβλητών 
επίλυσης, προς κατευθύνσεις, που δε βελτιώνουν υποχρεωτικά τις τιµές της αντικειµενικής 
συνάρτησης. Η αποδοχή των κινήσεων αυτών στηρίζεται, αφενός µεν, στη χρήση τυχαίων 
αριθµών µε οµοιόµορφη συνάρτηση κατανοµής  στο διάστηµα [0, 1), αφετέρου στην εισαγωγή 
µίας παραµέτρου ελέγχου, T, η οποία καλείται «θερµοκρασία» (temperature). Η θεωρητική 
διατύπωση του αλγόριθµου SA έχει επαρκώς τεκµηριωθεί για προβλήµατα διακριτών 
µεταβλητών επίλυσης (discrete variable – combinatorial - optimization), ενώ παράλληλα, έχουν 
προταθεί αρκετές µέθοδοι εφαρµογής του σε προβλήµατα συνεχών (µη διακριτών) µεταβλητών. 
 
Αν η f(x) αποτελεί µία αποδεκτή τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, f, για τιµές των 
µεταβλητών επίλυσης, x := x1, x2, …, xn, όπου ο ακέραιος δείκτης, n, συµπίπτει µε τον αριθµό των 
διαστάσεων του προβλήµατος βελτιστοποίησης, τότε η λύση, f(x΄), όπου, x΄ := x1 + δx1, x2 + δx2, 
…, xn + δxn, γίνεται αποδεκτή ή απορρίπτεται σύµφωνα µε την παρακάτω µεθοδολογία: 
 

Αν f(x΄) < f(x), τότε η κίνηση, x΄ := x1 + δx1, x2 + δx2, …, xn + δxn, γίνεται αποδεκτή. 
 

Αν f(x΄) > f(x) και e[- f(x΄) + f(x)] / T > q, τότε η κίνηση, x΄, γίνεται επίσης αποδεκτή. 
 

Η µεταβλητή, q, αποτελεί µία τυχαία µεταβλητή από την οµοιόµορφη κατανοµή και για το 
διάστηµα [0, 1). 
 
Το κριτήριο e[- f(x΄) + f(x)] / T > q είναι γνωστό ως κριτήριο Metropolis και εκφράζει την πιθανότητα 
αποδοχής µίας νέας κίνησης, x΄, σε σχέση µε την αµέσως προηγούµενη, x. Σύµφωνα µε το αυτό 
κριτήριο, είναι εφικτή η αποδοχή κινήσεων, που δε βελτιώνουν, κατ’ ανάγκη, την τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης. Η πιθανότητα αυτή αποδοχής, ελέγχεται και σταδιακά µειώνεται, 
µέσω της παραµέτρου ελέγχου, T (θερµοκρασίας). Τα µεγέθη, δx1, δx2, …, δxn, ορίζουν το 
µητρώο διαταραχών, δx, και προκύπτουν µε ένα συστηµατικό τρόπο, σε σχέση µε την ακριβώς 
προηγούµενη αποδεκτή κίνηση. Ο χαρακτήρας του αλγόριθµου είναι µαρκοβιανός και, συνεπώς, 
στερείται οποιασδήποτε δυνατότητας µνήµης της καλύτερης κίνησης. 
 
Η αρχική εισαγωγή και τεκµηρίωση της µεθοδολογίας του αλγόριθµου SA (Kirkpatrick et al., 
1983) αφορούσε προβλήµατα διακριτών (µη-συνεχών) µεταβλητών επίλυσης. Ακόλουθες 
εργασίες, κυρίως των van Laarhoven και Aarts, προσπάθησαν να δώσουν λύσεις στο ερώτηµα 
του ακριβή, συστηµατικού, τρόπου µείωσης της θερµοκρασίας, T, µε απώτερο στόχο την 
επιτάχυνση του αλγόριθµου βελτιστοποίησης και τη µείωση του υπολογιστικού φόρτου. Οι 
σχετικές, πιο δηµοφιλείς, προτεινόµενες εξισώσεις έχουν ηµι-εµπειρικό χαρακτήρα. Παράλληλα, 
διερευνήθηκε η πιθανή εφαρµογή του αλγόριθµου σε προβλήµατα συνεχών µεταβλητών. Οι 
σχετικές προτεινόµενες µέθοδοι µπορούν να χωριστούν σε δύο βασικές κατηγορίες: στην πρώτη 
βρίσκονται οι µέθοδοι, που αυτοτελώς, διατηρούν όλα τα εγγενή χαρακτηριστικά του αρχικώς 
διατυπωµένου, αλγόριθµου SA. Στη δεύτερη κατηγορία, ανήκουν οι υβριδικές µέθοδοι, 
συνδυασµού του αλγόριθµου SA και µίας δεύτερης κλασσικής, υπό την έννοια της αποδοχής 
µόνο των τιµών, που βελτιώνουν την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, µεθόδου 
βελτιστοποίησης. 
 
Η προσπάθεια αυτή επανέφερε στο προσκήνιο τις παλαιότερες µεθόδους βελτιστοποίησης 
«απευθείας έρευνας» (direct search), µε κυριότερη από αυτές τη µέθοδο απλόκου (Simplex). Από 
το συνδυασµό των µεθόδων απλόκου και SA, προέκυψε ένας νέος υβριδικός αλγόριθµος 
βελτιστοποίησης, ο αλγόριθµος προσοµοιωµένης ανόπτησης  - απλόκου (simulated annealing – 
simlex algorithm). O αλγόριθµος αυτός απέδωσε πολύ ικανοποιητικά αποτελέσµατα και αποτελεί 
µία από τις πιο δηµοφιλείς επιλογές, της κατηγορίας των συνδυαστικών – υβριδικών αλγόριθµων 
SA.  
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Π ΙΙ - 2 Αντικείµενο της εργασίας - Σχολιασµός 

Απώτερος στόχος της εφαρµογής του προτεινόµενου αλγόριθµου, αποτελεί η εφαρµογή του στο 
πρόβληµα προσδιορισµού των βέλτιστων παραµέτρων του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου 
Bartlett – Lewis. H µη αναλυτική διατύπωση µέρους των εξισώσεων του µοντέλου και η 
πολυπλοκότητα του συνόλου των εξισώσεων υποδεικνύουν τη χρήση ενός ισχυρού αλγόριθµου 
«απευθείας έρευνας» (direct search). Οι αλγόριθµοι αυτού του είδους χρησιµοποιούν µόνο τιµές 
της αντικειµενικής συνάρτησης, χωρίς τη χρήση παραγώγων. 
 
∆εδοµένης της συστηµατικής διερεύνησης και εξέτασης υβριδικών SA (κυρίως του υβριδικού 
αλγόριθµου προσοµοιωµένης ανόπτησης – απλόκου) και γενετικών αλγόριθµων βελτιστοποίησης 
από τον τοµέα Υδατικών Πόρων, αποφασίστηκε η διερεύνηση εφαρµογής ενός εναλλακτικού SA 
αλγόριθµου βελτιστοποίησης. Απώτερος στόχος ήταν η µείωση των απαιτούµενων παραµέτρων 
του αλγόριθµου βελτιστοποίησης και η αντιµετώπιση των προβληµάτων, που απορρέουν από την 
αναγκαιότητα της ρύθµισής τους. 
 
Υπό αυτό το πλαίσιο, εξετάστηκε η µέθοδος των Vanderbilt και Louie (1983). Εν συνεχεία, 
τροποποιήθηκε, προς την κατεύθυνση εγκατάλειψης του µαρκοβιανού χαρακτήρα της. Η 
προσπάθεια κατέληξε σε ένα νέο τροποποιηµένο αλγόριθµο βελτιστοποίησης, ο οποίος βασίζεται 
στην παραγωγή οµαδοποιηµένων κινήσεων. 
 
Η εξαντλητική εξέταση των δυνατοτήτων του νέου αλγόριθµου θεωρείται εκτός των χρονικών 
πλαισίων αυτής της διπλωµατικής εργασίας. Ο νέος αλγόριθµος εξετάστηκε σε προβλήµατα 
διαστάσεων µικρότερων ή ίσων του έξι και η αποτελεσµατικότητά του κρίθηκε επαρκώς 
ικανοποιητική (σχετικές αναφορές ακολουθούν). Στην εξίσωση Rozenbrock απέδωσε ποσοστά 
επιτυχίας άνω του 90%. Ο περιορισµός των υπό εξέταση προβληµάτων στις έξι διαστάσεις 
απορρέει από την εξέταση του συγκεκριµένου προβλήµατος βελτιστοποίησης, του 
τροποποιηµένου, δηλαδή, τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis , το οποίο και αντιστοιχεί στον 
προαναφερόµενο αριθµό διαστάσεων.  
 
Η νέα, υπό εξέταση, µέθοδος βελτιστοποίησης χρησιµοποιεί ένα κεντροβαρικό σύστηµα 
ανάπτυξης κινήσεων, που προσοµοιάζει, ως ένα βαθµό, τα χαρακτηριστικά του αµιγώς 
Μαρκοβιανού µηχανισµού. Παράλληλα, επιτρέπει την εισαγωγή ενός συντελεστή βάρους, ο 
οποίος και αποτελεί µνήµη της διεργασίας ως προς την καλύτερη κίνησή της. Η αναγκαιότητα 
εξέτασης ενός νέου τροποποιηµένου µοντέλου βελτιστοποίησης βασίζεται στις παρακάτω 
πρακτικές παραµέτρους. 
 

1. Η νέα µέθοδος αποτελεί µία εναλλακτική των υβριδικών αλγόριθµων ανόπτησης – 
απλόκου (simulated annealing – simplex) εξεταζόµενη προσέγγιση του προβλήµατος της 
βελτιστοποίησης συναρτήσεων συνεχών µεταβλητών. Συνεπώς, η εγκατάλειψη του 
κλασσικού Μαρκοβιανού µοντέλου παραγωγής κινήσεων δεν αποτελεί ανασταλτικό 
παράγοντα για την εξέταση µιας νέας µεθόδου. 

 
2. Η επιτυχία του κλασσικού αλγόριθµου προσοµοιωµένης ανόπτησης, στην εξεύρεση του 

ολικά βέλτιστου σηµείου, είναι επαρκώς θεωρητικά τεκµηριωµένη µόνο για την 
περίπτωση του προβλήµατος διακριτών µεταβλητών και κάτω από συγκεκριµένες 
προϋποθέσεις (van Laarhoven και Aarts, 1989). 

 
3. Από τη φύση του, το Μαρκοβιανό µοντέλο δε διατηρεί καµία µνήµη των προηγουµένων 

κινήσεων. Ακόµα και αν η κλασσική µέθοδος επιτύχει στην εξεύρεση του ολικά 
βέλτιστου σηµείου, ενέχει πάντα την πιθανότητα παράκαµψης του στα πρώιµα στάδια 
της διαδικασίας βελτιστοποίησης. Παράλληλα, και σε σχέση µε τη µέθοδο των 
Vanderbilt και Louie (1983), οι νέες διαταραχές διατηρούν την ανισοτροπία του 
γενεσιουργού τους χώρου. Ωστόσο, η νέα µαρκοβιανή αλυσίδα µπορεί να επεκταθεί 
ανεξέλεγκτα, µονοµερώς ή ισοµερώς, κατά τις δύο πιθανές κατευθύνσεις κάθε 
ιδιοδιανύσµατος. Συνεπώς, η αποτελεσµατικότητα της κλασσικής µεθόδου είναι δυνατό 
να αντισταθµιστεί από υψηλό υπολογιστικό φόρτο. 
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Πιο αναλυτικά, και όσον αφορά καθένα από τα προαναφερόµενα σηµεία, 
 

1. Οι συνδυαστικοί αλγόριθµοι ανόπτησης – απλόκου (simulated annealing – simplex) 
θεωρούνται γενικά επιτυχείς. Ωστόσο, το κυριότερο µειονέκτηµά τους είναι η δυσχέρεια 
τεκµηριωµένης παραµετροποίησης. Αν η παραµετροποίηση του αµιγώς αλγόριθµου 
προσοµοιωµένης ανόπτησης  είναι ήδη περίπλοκη και τις περισσότερες φορές υπό 
πειραµατική διερεύνηση, η εισαγωγή νέων παραµέτρων λόγω της µεθόδου απλόκου, 
περιπλέκει ακόµα περισσότερο το νέο υβριδικό µηχανισµό παραγωγής διαταραχών, δx. 
Οι σχετικές µε το ζήτηµα αυτό δηµοσιεύσεις, προτείνουν συγκεκριµένους τρόπους 
συνδυασµού των παραµέτρων και των δύο µεθόδων. Ωστόσο, δεν είναι ακόµα εµφανής 
µία γενικά αποδεκτή µεθοδολογία επίλυσης του προβλήµατος αυτού. 

 
Η λειτουργία της µεθόδου απλόκου στους αλγόριθµους αυτούς είναι απλή. ∆εδοµένης της 
εξέτασης του προβλήµατος βελτιστοποίησης συναρτήσεων συνεχών µεταβλητών, η χρήση 
ενός συστηµατικού τρόπου παραγωγής κινήσεων αποτελεί αναγκαιότητα. Οι διαταραχές, δx,  
καλούνται να καλύψουν έναν οµοιογενή χώρο, n, διαστάσεων, εν αντιθέσει µε την 
πραγµατοποίηση κινήσεων πάνω σε ένα πλέγµα διακριτών τιµών, n, διαστάσεων. 

 
Όπως θα αναφερθεί εκτενώς σε επόµενη παράγραφο, δύο είναι τα βασικά ερωτήµατα, που 
χρήζουν απάντησης. Το πρώτο αφορά την κατεύθυνση των διαταραχών, δx, ενώ το δεύτερο 
αφορά το µέγεθός τους. Και στα δύο αυτά ερωτήµατα, η µεθόδος απλόκου παρέχει επαρκείς 
απαντήσεις. Συνεπώς, η χρησιµότητα της µεθόδου απλόκου έγκειται ακριβώς στην υιοθέτηση 
ενός συστηµατικού τρόπου πραγµατοποίησης κινήσεων. Αυτό είναι και το πρωτεύον 
χαρακτηριστικό των υβριδικών αλγορίθµων προσοµοιωµένης ανόπτησης – απλόκου .  

 
Υπό αυτή την έννοια, θεωρητικά θα µπορούσαν στο µέλλον να εξεταστούν και άλλες µέθοδοι 
απευθείας αναζήτησης (direct search) βελτιστοποίησης για την παραγωγή παρεµφερών 
υβριδικών αλγορίθµων. Η µέθοδος απλόκου, ωστόσο, στην προτεινόµενη από τους Nelder & 
Mead εκδοχή της (Nelder, J. A., and R. Mead, “A Simplex Method for Function 
Minimization”, Computer J., 7, 308-313, 1965) παρέχει µια µεγαλύτερη ευχέρεια στην 
διερεύνηση συναρτήσεων βεβαρηµένης τοπογραφίας. Ως εναλλακτική µέθοδος απευθείας 
αναζήτησης (direct search) θα µπορούσε επίσης να εξεταστεί η Hooke-Jeeves Pattern Search 
Method, καθώς και η Powell’s Conjugate Direction Method.  

 
Ο υβριδικός αλγόριθµός προσοµοιωµένης ανόπτησης – απλόκου δεν είναι συνεπής ως προς 
το κλασσικό Μαρκοβιανό µοντέλο της στοχαστικής µεθόδου SA. Συνεπώς, δεν ικανοποιείται 
η πρόταση,  
 

P ( Xt = j | X 0 = I0, X1 = i1, …, X t-1 = i t-1) = P (Xt = j | X t-1 = i t-1) Π ΙΙ – 1.1 
 
 

2. Ο κλασσικός αλγόριθµος προσοµοιωµένης ανόπτησης συγκλίνει στο ολικά βέλτιστο 
σηµείο µε µοναδιαία πιθανότητα, για θεωρητικά άπειρο αριθµό διαδοχικών µαρκοβιανών 
αλυσίδων, κάθε µία εκ των οποίων αποτελείται από άπειρες διαταραχές και για τιµή της 
παραµέτρου ελέγχου συνεχώς ελαττούµενη µε κατώτερο όριο το µηδέν. Η πρόταση αυτή 
είναι σχεδόν αυταπόδεικτη. Ο αλγόριθµος πρακτικά θεωρείται πως τείνει ασυµπτωτικά 
προς τη µοναδιαία πιθανότητα εξεύρεσης του ολικά βέλτιστου σηµείου, κάτω από 
συγκεκριµένες προϋποθέσεις πραγµατοποίησης του µηχανισµού παραγωγής κινήσεων 
και του µηχανισµού απόρριψης ποσοστού αυτών. Συνεπώς, η φύση του αλγόριθµου είναι, 
όπως είναι επόµενο, υπό προϋποθέσεις προσεγγιστική. 

 
Ο µαρκοβιανός χαρακτήρας του αλγόριθµου εξασφαλίζει τη µετατροπή των ΝP (NP -hard) 
προβληµάτων σε P. Σε προβλήµατα, δηλαδή, των οποίων η επίλυση µπορεί να 
πραγµατοποιηθεί στα πλαίσια ενός πολυωνυµικού, ως προς τον αριθµό των µεταβλητών, 
χρόνου. Το χαρακτηριστικό αυτό σε συνδυασµό µε τη επαρκή θεωρητική αιτιολόγηση της 
συµπεριφοράς του αλγόριθµου, συντελεί στη γενικότερη αποδοχή της µεθόδου. 
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3.  Η µέθοδος των Vanderbilt και Louie (1983) σχετικά µε το πρόβληµα βελτιστοποίησης 

συναρτήσεων συνεχών µεταβλητών, προτείνει έναν επαρκή και θεωρητικά τεκµηριωµένο 
µηχανισµό παραγωγής κινήσεων, στα πλαίσια του Μαρκοβιανού µοντέλου της µεθόδου. 
Συνεπώς, η µέθοδος αυτή µπορεί να θεωρηθεί ως εναλλακτική των υβριδικών µεθόδων  
προσοµοιωµένης ανόπτησης - απλόκου.  
 

Ως πιο συνεπής στις αρχές της κλασσικής µεθόδου, η θεωρητική της τεκµηρίωση καθιστά πιο 
ευχερή την παραµετροποίηση των υπό εξέταση προβληµάτων. Ο αριθµός των ρυθµιζοµένων 
παραµέτρων δεν αυξάνεται, ενώ αποφεύγεται η χρήση επιπρόσθετων εµπειρικών ή 
ηµιεµπειρικών κανόνων παραµετροποίησης. Υπό αυτή την έννοια, η µέθοδος των  Vanderbilt 
και Louie (1983) µπορεί να θεωρηθεί ως πιο γενικευµένη, συγκριτικά µε τους συνδυαστικούς 
αλγόριθµους προσοµοιωµένης ανόπτησης - απλόκου . 
 
Ο µαρκοβιανός χαρακτήρας της µεθόδου και η απουσία µνήµης δηµιουργεί την υποψία 
βεβαρηµένου υπολογιστικού φόρτου. Μια πιθανή απόκλιση από το µαρκοβιανό χαρακτήρα 
της διαδικασίας θα µπορούσε, ενδεχοµένως, να επιταχύνει σηµαντικά το χρόνο έρευνας. 
Αυτό είναι και το αντικείµενο διερεύνυσης της ενότητας αυτής. 
 
Πιο συγκεκριµένα, η µέθοδος των Vanderbilt και Louie (1983) τροποποιείται σε ένα 
κεντροβαρικό, «δενδρικό» σύστηµα ανάπτυξης κινήσεων. Ένας συντελεστής βάρους 
εξασφαλίζει µια ελεγχόµενη µνήµη στη διαδικασία βελτιστοποίησης.  

 
 
Π ΙΙ - 3 Η µέθοδος προσοµοιωµένης ανόπτησης (simulated annealing) των Vanderbilt 

και Louie (1983) 
 

Σύµφωνα µε τους Van Laarhoven και Aarts (1989), η µέθοδος αυτή αποτελούσε τουλάχιστον 
µέχρι το 1989, την πιο θεωρητικά τεκµηριωµένη και ολοκληρωµένη µέθοδο εφαρµογής του 
αλγόριθµου προσοµοιωµένης ανόπτησης στην περίπτωση του συνεχούς προβλήµατος µη 
διακριτών µεταβλητών. Οι Vanderbilt και Louie (1983) ασχολήθηκαν µε το πρόβληµα εξεύρεσης 
ενός συστηµατικού τρόπου παραγωγής νέων σηµείων σε κάθε επαναληπτικό, υπό νέα τιµή της 
παραµέτρου ελέγχου, στάδιο επιλογής κινήσεων. Πιο συγκεκριµένα, προβληµατίστηκαν πάνω 
στα δύο βασικά ερωτήµατα του µηχανισµού παραγωγής σηµείων: το πρώτο αφορά στην 
κατεύθυνσή των διαταραχών, ενώ το δεύτερο ερώτηµα αφορά στο µέγεθός τους, δx.  
 
Μικρές σε µέγεθος διαταραχές αποδεικνύονται ανεπαρκείς στην κάλυψη του επιθυµητού πεδίου 
τιµών, ενώ µεγάλο ποσοστό των κινήσεων γίνονται αποδεκτές. Η διαδικασία επιβραδύνεται και 
καθώς η παράµετρος ελέγχου («θερµοκρασία») µειώνεται, ο αλγόριθµος  τείνει τελικά να 
παγιδευτεί σε κάποιο τοπικό ακρότατο. Μεγάλες σε µέγεθος διαταραχές οδηγούν σε µειωµένα 
ποσοστά των αποδεκτών κινήσεων και γενικότερα σε ένα ανώµαλο µη συστηµατικό τρόπο 
έρευνας, κατά τον οποίο το ολικά βέλτιστο σηµείο µπορεί να παρακαµφθεί ή κοντά στο βέλτιστο 
ευρεθέντα σηµεία να αδυνατούν να δηµιουργήσουν αποδεκτές κινήσεις βελτίωσης της 
αντικειµενικής συνάρτησης. 
 
Η µέθοδος των Vanderbilt και Louie (1983) προσδιορίζει τόσο την κατεύθυνση, όσο και το 
µέγεθος των διαταραχών χρησιµοποιώντας την εµπειρία των αποδεκτών κινήσεων της αµέσως 
προηγούµενης επαναληπτικής διεργασίας. Το µοντέλο παραµένει Μαρκοβιανό ενώ ταυτόχρονα 
προτείνεται ένα αυτορυθµιζόµενο σύστηµα παραγωγής διαταραχών, βασιζόµενο στις αποδεκτές 
κινήσεις του προέκυψαν από την προηγούµενη τιµή της θερµοκρασίας. 
 
Η παραµορφωσιµότητα (ανισοτροπία) του χώρου των αποδεκτών κινήσεων εκφράζεται µέσω του 
σχετικού µητρώου συνδιασπορών για το σύνολο των, n, ανεξάρτητων µεταβλητών. Οι Vanderbilt 
και Louie (1983) υπέθεσαν σωστά πως το παραπάνω µητρώο από µόνο του παρέχει πολύτιµη 
πληροφόρηση για την επιθυµητή κατεύθυνση των επόµενων διαταραχών. Εφόσον λυθεί το πρώτο 
πρόβληµα της κατεύθυνσης των κινήσεων, το δεύτερο ερώτηµα, που αφορά το µέγεθος των 
διαταραχών, µπορεί να απαντηθεί µέσω ενός µονοπαραµετρικού µοντέλου επέκτασης του 
ανισότροπου χώρου, Ω, των προηγούµενων αποδεκτών κινήσεων. Απαιτείται συνεπώς η χρήση 
ενός συντελεστή επέκτασης, xs. 



 

 

76
 
Η ανισοτροπία του χώρου και ο συντελεστής επέκτασης, ο οποίος διατηρείται ενιαίος ως προς 
κάθε διάσταση, έχουν ως αποτέλεσµα την παραγωγή διαταραχών µεγαλύτερου µεγέθους προς τις 
επιθυµητές κατευθύνσεις και µικρότερου µεγέθους προς τις µη παραγωγικές. Το µέγεθος και η 
κατεύθυνση των διαταραχών επαναρυθµίζεται µε την έναρξη κάθε νέας οµάδας υπολογισµών, 
σύµφωνα µε το µητρώο συνδιασπορών των αποδεκτών κινήσεων της προηγηθείσας οµάδας.  
 
Η µέθοδος αυτή δεν αποτελεί υβρίδιο δύο µεθόδων. Ο αλγόριθµος διατηρεί τα εγγενή θεωρητικά 
χαρακτηριστικά του. Όπως θα αποδειχτεί στη συνέχεια, ο µηχανισµός παραγωγής διαταραχών 
είναι σχετικά απλός. Παράλληλα διατηρεί µια άκρως θεωρητική, από µαθηµατική άποψη, 
υπόσταση, χωρίς την απαίτηση χρησιµοποίησης εµπειρικών κανόνων ή µεθόδων. Παράλληλα, 
ενέχει και µειονεκτήµατα, κυρίως όσον αφορά στην έυρεση ενός µητρώου, Q, το οποίο 
πολλαπλασιαζόµενο µε το ανάστροφό του, QT, θα ισούται µε ένα, στατιστικά ορισµένο, 
τετραγωνικό, συµµετρικό µητρώο, s.  
 
Σε αυτή την περίπτωση απαιτείται το συµµετρικό τετραγωνικό µητρώο, s, να είναι θετικά 
ορισµένο. Όσον αφορά σε αυτή την απαίτηση παρουσιάζονται προβλήµατα, κατά οµολογία των 
Vanderbilt και Louie (1983), ιδιαίτερα σε συνδυασµό µε τον αριθµό, Ν, των αποδεκτών σηµείων 
και την εγγύτητα ως προς το βέλτιστο σηµείο. Τα προβλήµατα αυτά επιλύονται, είτε µε την 
προσωρινή αύξηση του αριθµού των προσδιορισθέντων σηµείων, Ν, είτε µε τον περιορισµό των 
πληροφοριών, που κληρονοµούνται από τη µία µετάβαση στην επόµενη. Στη διπλωµατική αυτή 
εργασία επιλέχθηκε η πρώτη λύση λόγω απλότητας αλλά και δεδοµένου του ότι αποδείχτηκε 
αξιόπιστη και µη ιδιαίτερα επιβαρυντική ως προς τον υπολογιστικό φόρτο, αλλά και ως προς τη 
θεωρητική υπόσταση της διαδικασίας. 
 
Στην εργασία των Vanderbilt και Louie (1983) υιοθετήθηκε µια γεωµετρική µείωση της 
θερµοκρασίας, επί τη βάσει ενός εµπειρικά, ανά περίπτωση, προσδιοριζόµενου µειωτικού 
συντελεστή. Όσον αφορά στην επιλογή του απαιτούµενου αριθµού προσδιορισθέντων σηµείων, 
Μ, οι Vanderbilt και Louie (1983) προτείνουν ένα διαδεδοµένο εµπειρικό κανόνα και συνδέουν 
τον αριθµό αυτό αποκλειστικά και µόνο µε τις διαστάσεις του προβλήµατος. Για αριθµό 
διαστάσεων µεγαλύτερο του οκτώ, επισηµαίνουν την ανάγκη πειραµατικού προσδιορισµού του 
πλήθους των απαιτούµενων σηµείων, Μ. 
 
Η µαθηµατική τεκµηρίωση του αλγόριθµου έχει ως εξής: 
 
Οι συντεταγµένες των αποδεκτών τιµών της αντικειµενικής συνάρτησης, f (x1,x2, …, xn), ορίζουν 
το µητρώο συνδιασπορών, S: 
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Ακολούθως, οι πληροφορίες που παρέχει το µητρώο συνδιασπορών επιχειρείται να µετατραπούν 
σε κινήσεις. Κάθε νέα οµάδα n διαταραχών, όπου, n, είναι ο αριθµός των διαστάσεων του 
προβλήµατος, αντιστοιχείται σε ένα τετραγωνικό συµµετρικό µητρώο, s. Η σύνδεση του µητρώου 
αυτού µε το µητρώο συνδιασπορών, S, γίνεται µέσω της εξίσωσης, 

 

βMsSfree =〉〈  Π ΙΙ – 2.1 
 

όπου, ο συµβολισµός 〉〈 freeS  υποδηλώνει µία µέση εκτίµηση του µητρώου συνδιασπορών για το 
σύνολο των τυχαίων µεταβλητών. 
 
Κατά τους Vanderbilt και Louie (1983), ο αριθµός, β, αποτελεί µία εκτίµηση του αριθµητικού 
µέσου των τυχαίων µεταβλητών. Αρχικώς προτείνεται η τιµή β = 1/6, ενώ τελικά και 
λαµβάνοντας υπόψιν αντί του αριθµητικού, το γεωµετρικό µέσο, καταλήγουν στην τιµή β = 0,11. 
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Οι σχετικές δοκιµές, ενισχύουν την καταλληλότητα της τιµής, β = 0,11 σε σχέση µε την τιµή, β = 
1/6. Ωστόσο, η εξαγωγή και των δύο αυτών τιµών κρίνεται ως µη επαρκώς αιτιολογηµένη. 
Αναλυτικά σχόλια ακολουθούν στο τέλος της ενότητας, όπου και προτείνονται συγκεκριµένες 
τροποποιήσεις της µεθόδου. 
 
Συµπεριλαµβανοµένου και του συντελεστή επέκτασης, xs, το νέο µητρώο, s, υπολογίζεται 
σύµφωνα µε την εξίσωση: 

 

S
β
x

s s

Μ
=  Π ΙΙ – 2.2 

 

Για το συντελεστή επέκτασης, προτείνεται η τιµή, xs = 3. Ο ανισότροπος χώρος επεκτείνεται κατά 

sx , προς κάθε κατεύθυνση, ενώ, Μ, είναι ο αριθµός των συνολικών κινήσεων, αποδεκτών και 
απορριπτέων. Το συµµετρικό µητρώο, s, τίθεται ίσο µε το γινόµενο ενός κάτω τριγωνικού 
µητρώου, Q, µε το ανάστροφό του. 

 

s = Q QT Π ΙΙ – 2.3 
 

Τελικά, το µητρώο κάθε µιας από τις συνολικά, Ν, διαταραχές, δx, ισούται µε 
 

δx(nx1) = Q(nxn) u(nx1) Π ΙΙ – 2.4 
 

όπου, u(nx1), αποτελεί ένα (n.x.1) µητρώο τυχαίων µεταβλητών από την πρότυπη κανονική 
κατανοµή, Ν.(0,1). 
 

 
Π ΙΙ - 3 Αξιολόγηση των βασικών παραδοχών της µεθόδου - Παρατηρήσεις 

1. Η µέθοδος παραµένει συνεπής στο πρότυπο του Μαρκοβιανού µοντέλου, 
 

P ( Xt = j | X 0 = i0, X1 = i1, …, X t-1 = i t-1) = P (Xt = j | X t-1 = i t-1) Π ΙΙ – 3.1 
 

2. Η σύνδεση του µητρώου συνδιασπορών, S, µε το µητρώο, s, γίνεται µε ένα τρόπο όχι 
επαρκώς αιτιολογηµένο, ενώ παρά τη συνέπεια του µοντέλου ως προς τη Μαρκοβιανή 
φύση του αλγόριθµου, δηµιουργείται ένας προβληµατισµός ως προς το µηχανισµό 
παραγωγής κινήσεων, ιδιαίτερα στα πρώτα στάδια του αλγόριθµου, όπου και τα ποσοστά 
αποδεκτών κινήσεων είναι µεγάλα. Σε αυτή την περίπτωση, η διαδικασία προσοµοιάζει 
στη συµπεριφορά ενός «τυχαίου περίπατου» (random walk) και εκεί τίθενται 
συγκεκριµένα ερωτήµατα. 
 
Πιο συγκεκριµένα, ας εξεταστεί ένα απλό υποθετικό παράδειγµα, σύµφωνα µε τις 
παρακάτω παραδοχές 
 

• ∆ισδιάστατη αντικειµενική συνάρτηση, f (x1, x2) 
 

• Ισότροπη παραγωγή κινήσεων, περιµετρικά του αρχικού σηµείου εκκίνησης, 
σύµφωνα µε ένα κλασσικό µοντέλο λευκού θορύβου. Η ισότροπη αυτή 
παραγωγή κινήσεων θεωρείται ως µία πιθανή πραγµατική εξέλιξη στα πλαίσια 
του προαναφερόµενου τυχαίου περίπατου (random walk). 

 
Ως προς την πρώτη παραδοχή του δισδιάστατου χώρου, η εξίσωση των Vanderbilt και 
Louie (1983), καταργεί µια σηµαντική παράµετρο του υπό εξέταση ζητήµατος. Πιο 
συγκεκριµένα, αν γίνει προς στιγµήν αποδεκτό ένα σταθερό µέσο βήµα παραγωγής 
κινήσεων, (l), τότε η µέση εκτιµούµενη απόσταση της τελευταίας κίνησης σε σχέση µε 
την πρώτη, drms, θα έπρεπε να είναι ανάλογη της τεραγωνικής ρίζας του συνολικού 
αριθµού των κινήσεων, Μld rms = . 
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Η προτεινόµενη εξίσωση, S
Μβ

x
s s= , ουσιαστικά καταργεί αυτή την εξάρτηση. Η 

απόσταση, drms,  παραµένει ανεξάρτητη του αριθµού των πραγµατοποιηθέντων κινήσεων, 
Μ, ενώ το µέσο µέγεθος της συνολικά πραγµατοποιούµενης διαδροµής, L, καθίσταται 
ανάλογο της τετραγωνικής ρίζας, Μ . 
 
Οι παρατηρήσεις αυτές επιβεβαιώνονται και µε τη βοήθεια της δεύτερης παραδοχής, της 
ισότροπης δηλαδή παραγωγής κινήσεων, οπότε και το µητρώο συνδιασπορών 
απλοποιείται. Από τα προαναφερόµενα προκύπτει πως η λύση των Vanderbilt και Louie 
(1983), προκαλεί µια σηµαντική εγγύτητα του συνόλου των παραγοµένων κινήσεων ως 
προς το σηµείο εκκίνησης. Η εξάρτηση αυτή καταργεί εν µέρει τη Μαρκοβιανή φύση του 
µοντέλου. Η συµπεριφορά αυτή, πιο ελεύθερα ερµηνευόµενη, σηµαίνει πως η 
Μαρκοβιανή αλυσίδα καθίσταται µη οµογενής. 

 
3. Σε σύνδεση µε τα προαναφερόµενα, προκύπτει επίσης το ότι το µέγεθος των διαταραχών, 

δx, ανά διάσταση, i = 1, 2, …, n, είναι αντιστρόφως ανάλογο της τετραγωνικής ρίζας του 
συνολικού αριθµού των σηµείων της Μαρκοβιανής αλυσίδας, Μ. Συνεπώς, η αύξηση του 
µήκους της αλυσίδας συνεπάγεται µείωση του µεγέθους των επιβαλλόµενων διαταραχών. 
Το γεγονός αυτό αποτελεί βασική προϋπόθεση για τη σωστή λειτουργία του συντελεστή 
επέκτασης, xs. Η Μαρκοβιανή αλυσίδα θα πρέπει να καλύψει τον ίδιο χώρο, ανεξαρτήτως 
του αριθµού των µελών της.  

 
Από τις παραπάνω παρατηρήσεις, προκύπτει το συµπέρασµα πως η µέθοδος των Vanderbilt και 
Louie (1983) εισάγει ορισµένες ενδιαφέρουσες καινοτοµίες. Εκτός από την πιο προφανή, που 
είναι η αλληλοσύνδεση των µελλοντικών διαταραχών µε τις πρώτες και δεύτερες ροπές των 
προηγουµένων αποδεκτών κινήσεων, ειπησέρχονται και ορισµένα νέα χαρακτηριστικά, που 
κυρίως αφορούν τη Μαρκοβιανή φύση του µοντέλου. Η µέθοδος περιορίζει τις µεγάλες τελικές 
αποστάσεις από το σηµείο εκκίνησης και συνεπώς αποκλίνει από τα χαρακτηριστικά του 
κλασικού δισδιάστατου τυχαίου περίπατου (random walk).  
 
To γεγονός αυτό είναι ένα επιθυµητό χαρακτηριστικό, ιδιαίτερα όσον αφορά στα πρώτα στάδια 
της διαδικασίας βελτιστοποίησης ή στα πολυδιάστατα προβλήµατα µε µεγάλο απαιτούµενο 
αριθµό προσδιορισθέντων σηµείων, Μ. Η Μαρκοβιανή αλυσίδα τείνει να δεσµεύεται από το 
σηµείο εκκίνησής της, αποτρέποντας κατά αυτό τον τρόπο τις ιδιαίτερα τυχαίες αποµακρυσµένες 
από αυτό διαδροµές. Ως εκ τούτου, η έρευνα του χώρου, n, διαστάσεων γίνεται µε ένα πιο 
συστηµατικό και οµοιόµορφο τρόπο.  
 
Επιπρόσθετα, η µείωση του µεγέθους των διαταραχών, αυξανοµένου του µήκους της 
µαρκοβιανής αλυσίδας εισάγει κατά ένα τρόπο και την έννοια της απαιτούµενης «πυκνότητας» 
των κινήσεων µέσα στον επιθυµητό χώρο έρευνας, n, διαστάσεων. Ο έλεγχος της επέκτασης του 
χώρου έρευνας, οφείλεται σε αυτό το χαρακτηριστικό. 
 
 

Π ΙΙ - 4 Η µεταβλητότητα της παραµέτρου, β 

Η προτεινόµενη µέθοδος ως αυτορυθµιζόµενη, στηρίζεται σε τρείς βασικές προϋποθέσεις: 
 

• Τον αυτοµατοποιηµένο προσδιορισµό της κατεύθυνσης των κινήσεων 
 

• Την επέκταση του χώρου έρευνας 
 

• Την συστηµατική αναπροσαρµογή του µεγέθους των κινήσεων στο νέο διεσταλµένο 
χώρο έρευνας 

 
Οι απαιτήσεις αυτές ικανοποιούνται χρησιµοποιώντας: 
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• Το µητρώο συνδιασποράς των µεταβλητών, S, ως εκφραστή της ανισοτροπίας του 
χώρου, n, διαστάσεων, Ω. Η κατεύθυνση των µελλοντικών κινήσεων υπαγορεύεται από 
την παραµορφωσιµότητα του χώρου των προηγηθεισών αποδεκτών κινήσεων. 

• Ένα συντελεστή επέκτασης, xs, όπου τυπικά xs > 1. Ο πραγµατικός βαθµός επέκτασης 
κάθε διάστασης ισούται µε sx . 

• Έναν κανόνα αναπροσαρµογής του µεγέθους των κινήσεων, ο οποίος και θα καθορίζει το 
βήµα κάθε κίνησης λαµβάνοντας υπόψιν τόσο την εντροπία των προηγουµένων 
αποδεκτών κινήσεων, όσο και τον επιθυµητό βαθµό επέκτασης.  

 
Συνεπώς, µία εξίσωση τελικά θα προσδιορίζει ταυτόχρονα την επέκταση του χώρου έρευνας, την 
κατεύθυνση αλλά και το µέγεθος των επιβαλλόµενων διαταραχών. Ο συντελεστής επέκτασης και 
η ανισοτροπία του χώρου θα συντελούν στη δηµιουργία µεγαλύτερων κινήσεων κατά τις 
διευθύνσεις χαµηλής εντροπίας. 

Σύµφωνα µε τους Vanderbilt και Louie (1983), η εξίσωση αυτή είναι της µορφής, S
Μβ

x
s s= , 

όπου, το συµµετρικό τετραγωνικό µητρώο, s, καθορίζει το µέγεθος και την κατεύθυνση κάθε 
διαταραχής της νέας µαρκοβιανής αλυσίδας. Συνεπώς, οι δεύτερες ροπές των προηγούµενων 
αποδεκτών κινήσεων συνολικά, καθορίζουν µέσω της προαναφερόµενης εξίσωσης κάθε µία από 
τις µελλοντικές , Μ, διαταραχές. 
 
Όσον αφορά στην παράµετρο, β, τα πειραµατικά αποτελέσµατα επιβεβαιώνουν σε µεγάλο βαθµό 
την επιλογή της τιµής β = 0,11. Η αιτιολόγηση της τιµής αυτής, καθώς και της ίδιας της βασικής 

εξίσωσης, S
Μβ

x
s s= , παραµένει ελλειπής στη σχετική δηµοσίευση των Vanderbilt και Louie 

(1983). 
 
Εκ πρώτης όψεως, η επιλογή του µεγέθους, β, ως παραµέτρου και όχι µεταβλητής δηµιουργεί 
υποψίες ως προς την ύπαρξη ενός ισχυρά εµπειρικού ή απλοποιηµένου χαρακτήρα της 
προτεινόµενης εξίσωσης. Στην ανάλυση, που ακολουθεί, επιχειρείται µία πιο συστηµατική 
διερεύνυση της παραµετροποίησης του αλγόριθµου. 
 
Κατ’ αρχήν, εξετάζεται το πρόβληµα µονοδιάστατα, λαµβάνοντας υπόψιν την ύπαρξη, Ν, 
σηµείων, µε συντεταγµένες, x1, x2, …, xN, κατά την υπό εξέταση διάσταση, x – x΄.  
 
Ακολούθως ορίζονται τα µεγέθη, 

 

N,1,2,i,xx∆x i1ii K=−= +  
E[x]xX∆ ii −=  

Π ΙΙ – 4.1 

 

όπου iX∆ , είναι η κανονικοποιηµένη µεταβλητή, x. Tα µεγέθη, i∆x , αντιστοιχούν στις κινήσεις 
της υπό εξέταση υποθετικής Μαρκοβιανής µονοδιάστατης αλυσίδας, x1, x2, …, xN. 
 
Μέσω του αθροίσµατος των τετραγώνων των υπο εξέταση σηµείων της αλυσίδας, επιχειρείται 
µία σύνδεση µεταξύ των κινήσεων, x1, x2, …, xN και των κανονικοποιηµένων µεταβλητών, iX∆ .  
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Π ΙΙ - 4.2 

Ο τελευταίος όρος του αθροίσµατος τροποποιείται µέσω του συντελεστή αυτοσυσχέτισης, r1, 
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∑∑
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1ii X∆rX∆X∆  Π ΙΙ – 4.3 

 

Η τελική εξίσωση διαµορφώνεται ως εξής, 
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Συνεπώς,  
 

( )var(x)r12N∆x 1

N
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2
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 Π ΙΙ – 4.5 

 

Επί τη βάσει της εξίσωσης αυτής, το µέγεθος των διαταραχών συναρτάται µε τα στατιστικά 
χαρακτηριστικά του συνόλου των κινήσεων, και πιο συγκεκριµένα µε το συντελεστή 
αυτοσυσχέτισης και τη ροπή δεύτερης τάξης. Αν είναι επιθυµητή η παραγωγή, Μ, νέων κινήσεων 
στα στατιστικά πλαίσια των προηγουµένων, Ν, κινήσεων, τότε, 

 

( )var(x)r12N∆x∆xN,M 1
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 Π ΙΙ – 4.6 

 

Σύµφωνα µε το µοντέλο των Vanderbilt και Louie (1983), το µέγεθος των διαταραχών τίθεται ίσο 
µε το γινόµενο ενός τετραγωνικού πίνακα, [Q] µε ένα µητρώο [u], τυχαίων µεταβλητών, ui = 
N(0,1), i = 1, 2, …, n, από την πρότυπη κανονική κατανοµή. Ο πίνακας [Q] είναι η µεταβλητή 
υπό διερεύνηση.  
 
Συνεπώς, και όσον αφορά στο υπό εξέταση µονοδιάστατο πρόβληµα, 
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Η αρχική εξίσωση, ∑
=

M

1i

2
i∆x , διαµορφώνεται στην ακόλουθη, 
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 Π ΙΙ – 4.8 

 

Συνεπώς, για το µονοδιάστατο πρόβληµα, προκύπτει η ακόλουθη χαρακτηριστική εξίσωση, 
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Από τις εξισώσεις αυτές διαφαίνεται η µεταβλητότητα του συντελεστή, β. Το µέγεθός του 
αποτελεί µεταβλητή και όχι παράµετρο της διαδικασίας. Υπό την παραδοχή και εξέταση ενός 
µέσου µεγέθους του τετραγώνου των τυχαίων µεταβλητών, ui, το µέγεθός του συναρτάται άµεσα 
µε το συντελεστή αυτοσυσχέτισης, r1, και τον αριθµό, Ν, των σηµείων, που παράγουν τον υπό 
εξέταση χώρο. Ο αριθµός αυτός, Ν, είναι ουσιαστικά ο αριθµός των αποδεκτών κινήσεων, που 
δηµιουργούν και τα στατιστικά δεδοµένα του µηχανισµού παραγωγής των µελλοντικών 
διαταραχών. 
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Π ΙΙ - 5 ∆ιατύπωση του τελικώς χρησιµοποιούµενου αλγόριθµου βελτιστοποίησης 

Η ανασφάλεια σχετικά µε την παραδοχή της τιµής της παραµέτρου, β, καθώς και, ο εν γένει, 
µαρκοβιανός χαρακτήρας της µεθόδου των Vanderbilt και Louie (1983) δηµιουργεί τη υποψία 
ενός µη συστηµατικού τρόπου έρευνας της «τοπογραφίας» της συνάρτησης. Οι κινήσεις του 
µαρκοβιανού µοντέλου µπορούν να προκαλέσουν τον προσανατολισµό προς µη αποδεκτές 
κατευθύνσεις, ιδιαίτερα στα πρώτα στάδια του αλγόριθµου, όπου και ένα µεγάλο ποσοστό των 
κινήσεων, που δε βελτιώνουν την τιµή της συνάρτησης, γίνεται αποδεκτό. Πρακτικά, θεωρείται 
δύσκολος ο εκ νέου προσανατολισµός προς τη κατεύθυνση του ολικά βέλτιστου σηµείου, στα 
προχωρηµένα στάδια της διαδικασίας βελτιστοποίησης. Ωστόσο, φαίνεται λογική η διαπίστωση 
της ταχύτερης σύγκλισης της µαρκοβιανής διεργασίας προς το βέλτιστο σηµείο, όταν η 
συνάρτηση επιδεικνύει την κατάλληλη «τοπογραφία» και σε συναρτήσεις ενός τοπικού 
ακρότατου (όπως για παράδειγµα η συνάρτηση Rozenbrock). 
 
Στην περίπτωση του τροποποιηµένου τυχαίου µοντέλου Bartlett – Lewis, µία πρόχειρη 
διερεύνηση της αντικειµενικής συνάρτησης, βάσει των αναλυτικών εξισώσεων της µέσης τιµής, 
της διασποράς και της αυτοσυνδιασποράς, υπέδειξε την ύπαρξη πολλών, παραπλήσιου µεγέθους, 
τοπικών ακρότατων. Η διερεύνηση αυτή διεξήχθη µε τη µη πιθανοτική (συµβατική) µέθοδο GRG 
(Generalized Reduced Gradient method). H συµπεριφορά της συνάρτησης υποδεικνύει την 
αναγκαιότητα ενός πιο συστηµατικού τρόπου διεξαγωγής των διαταραχών (και κατ’ επέκταση 
των αποδεκτών κινήσεων). Επιπλέον, η χρονική επιβάρυνση, που απορρέει από τον υπολογισµό 
των απλών και διπλών ολοκληρωµάτων, δεν επιτρέπει τη διαξαγωγή πολλών δοκιµών 
(επαναλήψεων) της διαδικασίας βελτιστοποίησης. 
 
Για αυτούς τους λόγους, ο µαρκοβιανός χαρακτήρας της µεθόδου των Vanderbilt και Louie 
(1983) εγκαταλείπεται. Η ίδια µέθοδος, τροποποιηµένη, χρησιµοποιείται για την καθοδήγηση 
ενός κεντροβαρικού συστήµατος κινήσεων. Τα βασικά στάδια του νέου, τροποποιηµένου 
αλγόριθµου έχουν ως εξής: 
 

 Επιλέγεται ένα σηµείο του χώρου και γύρω από αυτό δηµιουργείται, Ν, αριθµός 
κινήσεων, στα πλαίσια της λογικής ενός λευκού θορύβου, για τις, n, διαστάσεις του 
προβλήµατος. 

 

 Βάσει των κινήσεων αυτών επιχειρείται η αρχική ρύθµιση της θερµοκρασίας, σύµφωνα 
µε ένα ελάχιστο όριο αποδοχής (συνήθως αυτό είναι της τάξεως του 90 – 95%). 

 

 Για τη συγκεκριµένη αρχική θερµοκρασία και βάσει των αποδεκτών κινήσεων, Μ, σε 
κάθε διάσταση, υπολογίζεται το µητρώο συνδιασπορών, S, διαστάσεων, n x n. 

 

 Υπολογίζεται το µητρώο, s, βάσει του συντελεστή επέκτασης, xs, σύµφωνα µε την 
εξίσωση, 

Sxs s=  Π ΙΙ – 5.1 

 Υπολογίζεται το τετραγωνικό µητρώο, Q, n x n,σύµφωνα µε την εξίσωση, 
 

TQQs =  Π ΙΙ – 5.2 

 Υπολογίζεται, Ν, αριθµός, n x 1, τετραγωνικών µητρώων, u, µε αριθµούς από την 
κανονική κατανοµή Ν(0,1). 

 

 Υπολογίζεται το µητρώο µεταβολής, dx, σύµφωνα µε την εξίσωση, 
 

uQdx =  Π ΙΙ – 5.3 

 Υπολογίζεται το κέντρο βάρους των προηγούµενων αποδεκτών κινήσεων, Μ. 
 

 Η θερµοκρασία µειώνεται σύµφωνα µε την επιλεγόµενη συνάρτηση µείωσης. 
 

 Οι νέες κινήσεις, Ν, προκύπτουν σε σχέση µε το κέντρο βάρους των προηγούµενων 
αποδεκτών κινήσεων, στο οποίο προστίθενται οι διαταραχές, dx. 
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 Βάσει της νέας θερµοκρασίας, απορρίπτονται κάποιες κινήσεις και για τις αποδεκτές 

κινήσεις υπολογίζεται εκ νέου το µητρώο συνδιασπορών. 
 

 Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µε τον υπολογισµό του νέου µητρώου, s. 
 
Τα παρακάτω διαγράµµατα δείχνουν µε ένα παραστατικό τρόπο τον τρόπο µε τον οποίο 
παράγονται νέες κινήσεις, σύµφωνα µε την «τοπογραφία» των προηγούµενων. 
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∆ιαγράµµατα Π ΙΙ – 5α, β και γ : Αναπαράσταση της ταύτισης του γενεσιουργού και του παραγόµενου 

χώρου κινήσεων 
 
Όλα τα διαγράµµατα, Π ΙΙ – 5α, β και γ, αντιστοιχούν σε µοναδιαίο συντελεστή επέκτασης, xs = 
1, και ως εκ τούτου ο γενεσιουργός και ο παραγόµενος χώρος ταυτίζονται. Το σύνολο των 
σηµείων είναι τριάντα δύο και το κέντρο βάρους των παραγόµενων και των γενεσιουργών 
σηµείων πρακτικά ταυτίζεται. Στο διάγραµµα Π ΙΙ – 5δ, αναπαρίσταται η δηµιουργία ενός νέου 
συνόλου κινήσεων, µε τη µέθοδο των Vanderbilt και Louie (1983), δηλαδή µέσω ενός 
µαρκοβιανού µηχανισµού παραγωγής κινήσεων. Ο συντελεστής επέκτασης, xs, είναι ίσος µε τη 
µονάδα. Από το διάγραµµα, είναι εµφανής ο µονοµερής προσανατολισµός των νέων κινήσεων, ο 
οποίος και στα πρώτα στάδια του αλγόριθµου, θα προκαλούσε, µία πολύ πιθανή, µετατόπιση του 
ενδιαφέροντος και των υπόλοιπων σταδίων, προς εκείνη την περιοχή. 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιαγράµµατα Π ΙΙ – 5δ : Αναπαράσταση της ταύτισης του γενεσιουργού και του παραγόµενου χώρου 

κινήσεων 
Εν αντιθέσει µε την συµπεριφορά του µαρκοβιανού µοντέλου, το νέο, κεντροβαρικό µοντέλο 
προκαλεί έναν πιο συστηµατικό τρόπο έρευνας της περιοχής και κατά κάποιο τρόπο, εξαντλεί τον 
περιµετρικό, του κέντρου βάρους, χώρο έρευνας. Η συµπεριφορά αυτή, αποτυπώνεται 
παραστατικά στο διάγραµµα Π ΙΙ – 5ε. Ο γενεσιουργός χώρος (το σύνολο των αρχικών σηµείων) 
παραµένει ο ίδιος µε αυτόν του διαγράµµατος Π ΙΙ – 5δ. 
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∆ιαγράµµατα Π ΙΙ – 5ε : Αναπαράσταση της ταύτισης του γενεσιουργού και του παραγόµενου χώρου 

κινήσεων 
 
 
Ο νέος αλγόριθµός συγκλίνει στο βέλτιστο σηµείο, µέσω της συνεχούς παραγωγής και απόρριψης 
τιµών της αντικειµενικής συνάρτησης. Η σταδιακή µείωση της θερµοκρασίας εξασφαλίζει τη 
σύγκλιση. Η οµοιόµορφη επέκταση του γενεσιουργού χώρου, µέσω του συντελεστή επέκτασης, 
xs, και η εκάστοτε αποδοχή σηµείων προκαλεί την οµαδική µετακίνηση των παραγόµενων 
σηµείων προς την κατεύθυνση του ολικά βέλτιστου σηµείου. Τα παραγόµενα σηµεία ακολουθούν 
την ακριβή τοπογραφία της συνάρτησης µε ένα πιθανοτικό τρόπο, αρχικά, ο οποίος, µε τη µείωση 
της θερµοκρασίας σε χαµηλές τιµές, γίνεται απολύτως ντετερµινιστικός, εγκλωβίζοντας τη 
διαδικασία γύρω από το ολικά βέλτιστο σηµείο. 
 
Η όλη διεργασία στερείται µνήµης και, ιδιαίτερα προς τα τελευταία στάδια του αλγόριθµου, είναι 
δυνατός ο υπολογισµός του κέντρου βάρους µε ένα συντελεστή βάρους, στον οποίο θα έχουν 
µεγαλύτερο ποσοστό συµµετοχής, οι συντεταγµένες της καλύτερης κίνησης. Κατά αυτό τον 
τρόπο επιτγχάνεται µία µετατόπιση του επόµενου σηµείου παραγωγής κινήσεων προς τις 
συντεταγµένες του βέλτιστου σηµείου του προηγούµενου συνόλου αποδεκτών κινήσεων. Ο 
καλύτερος τρόπος για να γίνει αυτό είναι η εισαγωγή τυχαίων αριθµών (οµοιόµορφη κατανοµή) 
στη συνάρτηση υπολογισµού του κέντρου βάρους. Κατά αυτό τον τρόπο, διατηρείται ο 
στοχαστικός χαρακτήρας της διεργασίας.  
 
Μία ισχυρή µνήµη, ως προς την καλύτερη κίνηση, µετατρέπει τον αλγόριθµο σε ένα συµβατικό 
αλγόριθµο σύγκλισης προς το πλησιέστερο τοπικό ακρότατο. Μία τέτοια συµπεριφορά είναι 
ιδιαίτερα επιθυµητή προς τα τελικά στάδια της διαδικασίας και, ως εκ τούτου, µία αριθµητική 
πρόοδος, σε σχέση µε τον αριθµό των επαναλήψεων αλλά και την τυπική απόκλιση των 
αποδεκτών τιµών της συνάρτησης, µπορεί να κλιµακώσει την ενίσχυση της µνήµης. Όπως είναι 
αναµενόµενο, ακόµα και στα πρώιµα στάδια της διαδικασίας µία ισχυρή µνήµη επιταχύνει την 
εξεύρεση του ολικά βέλτιστου σηµείου, σε συναρτήσεις ενός ακρότατου ή πολλαπλών τοπικών 
ακρότατων, όπου το ολικά βέλτιστο σηµείο αντιστοιχεί σε αξιόλογη σχετική µείωση της τιµής 
της συνάρτησης. 
 
Όσον αφορά στον επιλεγόµενο κανόνα µείωσης της θερµοκρασίας, υιοθετήθηκε η εξίσωση των 
van Laarhoven και Aarts (1985, σελ. 215) την οποία ο κανόνας ισχύει: 
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όπου,  Τk, είναι η τιµή της θερµοκρασίας στο, k, στάδιο και σk, είναι η τυπική απόκλιση των 
αποδεκτών τιµών της συνάρτησης στο, k, στάδιο.  
 
Για την περίπτωση του συγκεκριµένου προβλήµατος, εφαρµόστηκε µε επιτυχία και ο απλός 
κανόνας (“simple”, Kirkpatrick et al. 1983), 
 

( ) [ ]0.5,0.99a,aTT k1k ∈=+  Π ΙΙ – 5.5 

Ο κανόνας αυτός έχει αρχικά προταθεί από τους Kirkpatrick et al. (1983) και λόγω της απλότητάς 
του έχει υιοθετηθεί σε πολλές περιπτώσεις. 
 
Ο κανόνας αυτός, για τιµή της παραµέτρου, a = 0.99, µπορεί να εφαρµοστεί στα τελευταία στάδια 
της διαδικασίας βελτιστοποίησης, εξασφαλίζοντας µία αργή µείωση της θερµοκρασίας, στην 
περίπτωση ύπαρξης πολλών τοπικών ακρότατων στη γειτονιά του ολικά βέλτιστου σηµείου. 
Κατά αυτό τον τρόπο, µειώνεται η πιθανότητα εγκλωβισµού της διαδικασίας σε κάποιο από αυτά, 
όταν η τιµή της θερµοκρασίας και η γενικότερη σύγκλιση, που έχει επιτευχθεί, δεν επιτρέπει την 
εύκολη παράκαµψή τους. 
 
Για την αρχική τιµή της θερµοκρασίας, T0, εφαρµόστηκε ο απλός και πιο δηµοφιλής κανόνας, 
(Kirkpatrick et al. 1983) σύµφωνα µε τον οποίο, η αρχική τιµή της θερµοκρασίας καθορίζεται 
από το σταδιακό διπλασιασµό µάς αυθαίρετα επιλεγµένης αρχικής τιµής, µέχρις ότου το ποσοστό 
αποδοχής να υπερβεί το 80%. Ο διπλασιασµός πραγµατοποιείται για να εξασφαλιστεί µία τιµή 
της θερµοκρασίας, µεγάλη αρκετά, ώστε να αποτρέψει την παγίδευση σε ένα τοπικό ελάχιστο, 
στα πρώτα στάδια του αλγόριθµου.  
 
Όσον αφορά στον αριθµό, N, των παραγόµενων, σε κάθε επανάληψη, σηµείων, και προκειµένου 
να εξασφαλιστεί η απαραίτητη βεβαιότητα παραγωγής ικανού αριθµού αποδεκτών κινήσεων, για 
αργή µείωση της θερµοκρασίας και µεγάλο αριθµό επαναλήψεων (αργή σύγκλιση), εφαρµόστηκε 
ο εµπειρικός κανόνας, 
 

n50N ≥  Π ΙΙ – 5.6 

που, n, είναι ο αριθµός των διαστάσεων του προβλήµατος. Ο κανόνας αυτός υιοθετείται και από 
τους Vanderbilt και Louie (1983), στη µορφή, n51N ≥ , για την περίπτωση του µαρκοβιανού 
µοντέλου. 
 
Η δοκιµή του αλγόριθµου βασίστηκε, κυρίως, στην εξίσωση Rosenbrock, έξι διαστάσεων: 
 

( ) ( )[ ]∑
=

+ −+−=
5

1i

22
1

2
i621 1x100)x,,x,f(x ii xxK  Π ΙΙ – 5.7 

Η επιλογή αυτή βασίστηκε στην γενικώς αποδεκτή δυσκολία (Kvasnicka και Pospichal, 1997) 
των γενετικών και SA αλγόριθµων να εντοπίσουν το µοναδικό ελάχιστο αυτής της συνάρτησης 
(fmin = 0, xi = 1, i = 1, 2, …, 6). Η επιτυχία του αλγόριθµου κυµαίνεται στο 90%, για τιµές των 
µεταβλητών επίλυσης στο διάστηµα –5 < xi < 5. 
 
Για τον προσδιορισµό του µητρώου, Q, (εξίσωση Π ΙΙ – 5.2) χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος Choleski. 
Ο συντελεστής επέκτασης, xs, για το πρόβληµα των έξι διαστάσεων, κυµάνθηκε στην τιµή 1.15, 
ενώ ο αρχικά παραγόµενος λευκός θόρυβος αντιστοιχεί σε τυπική απόκλιση, σ0 = 0.1. Οι τιµές 
των παραµέτρων αυτών αφορούν στο πρόβληµα βελτιστοποίησης του τροποποιηµένου, τυχαίου 
µοντέλου Bartlett – Lewis. 
 
Ο υπολογισµός των απλών ολοκληρωµάτων βασίστηκε στη µέθοδο Gauss – Legendre. Ο 
υπολογισµός των διπλών ολοκληρωµάτων βασίστηκε στο συνδυασµό των µεθόδων Romberg, 
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Gauss-Legendre και του τραπεζοειδή κανόνα (trapezoidal rule). Για τον υπολογισµό των απλών 
ολοκληρωµάτων κρίθηκε απαραίτητη η διάσπασή τους, σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό: 
 

( ) dt
t
1f

t
1dxxf

1/a

1/b
2

b

a

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∫  Π ΙΙ – 5.8 

 

Η τακτική αυτή είναι απαραίτητη, λόγω του ορίσµατος των ολοκληρωµάτων (0 και ∞). Η 
ακρίβεια υπολογισµού των ολοκληρωµάτων και η βελτιστοποίηση των απαιτούµενων πράξεων 
υπολογισµού τους, έγιναν µε γνώµονα τα δηµοσιευµένα αποτελέσµα6τα για το κλασικό τυχαίο 
µοντέλο Bartlett – Lewis, για την περίπτωση του Denver και µε χρήση των εξισώσεων του νέου 
τροποποιηµένου µοντέλου Bartlett – Lewis, για τιµή της παραµέτρου, κ2 = 0 (τιµή για την οποία 
το τροποποιηµένο µοντέλο εκπίπτει στο κλασικό τυχαίο µοντέλο) 
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