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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Το παρόν τεύχος περιγράφει την ανάπτυξη ενός συστήµατος στοχαστικής προσοµοίωσης και 
πρόγνωσης υδρολογικών µεταβλητών. Το σύστηµα εφαρµόζει ένα πρωτότυπο σχήµα στοχαστικής 
ανάλυσης πολλών µεταβλητών και δύο χρονικών επιπέδων, κατάλληλο αφενός για την διατήρηση των 
ουσιωδών στατιστικών χαρακτηριστικών των ιστορικών χρονοσειρών και αφετέρου για την 
αναπαραγωγή χαρακτηριστικών ιδιαιτεροτήτων των υδρολογικών ανελίξεων, όπως της εµµονής, της 
περιοδικότητας και της ασυµµετρίας. Το µαθηµατικό µοντέλο υλοποιήθηκε µέσω του υπολογιστικού 
συστήµατος Κασταλία και χρησιµοποιείται για την παραγωγή συνθετικών υδρολογικών χρονοσειρών 
στα πλαίσια των µοντέλων προσοµοίωσης που είναι συνιστώσες των συστηµάτων λήψης αποφάσεων 
για τη διαχείριση υδροσυστηµάτων. 

 

 

ABSTRACT 

This report describes a system for the stochastic simulation and forecast of hydrologic variables. More 
specifically, an original two-level multivariate scheme was introduced, appropriate for preserving the 
most important statistics of the historical time series and reproducing characteristic peculiarities of 
hydrologic processes such as persistence, periodicity and skewness. The mathematical model was 
implemented in a computer package, named Castalia, and it was applied for the generation of 
synthetic hydrologic time series within the simulation models the are components of the decision 
support systems for the management of hydro-systems. 
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1 Εισαγωγή 

1.1 Αντικείµενο του τεύχους – Ιστορικό 
Το παρόν τεύχος  περιγράφει το µαθηµατικό υπόβαθρο για την ανάπτυξη ενός µοντέλου στοχαστικής 
προσοµοίωσης και πρόγνωσης των υδροµετεωρολογικών διεργασιών που λαµβάνουν µέρος σε ένα 
υδροσύστηµα, όπως των απορροών, βροχοπτώσεων και εξατµίσεων των ταµιευτήρων. Οι διαδικασίες 
αυτές έχουν ως απώτερο σκοπό την γέννηση συνθετικών χρονοσειρών που διατηρούν τα 
χαρακτηριστικά των ιστορικών χρονοσειρών. Το τελικό προϊόν είναι το υπολογιστικό σύστηµα 
Κασταλία. Το υπολογιστικό αυτό σύστηµα υλοποιείται ως τµήµα του λογισµικό διαχείρισης και 
επεξεργασίας υδρολογικών δεδοµένων «Υδρογνώµων». 

Πολλές από τις µεθοδολογίες που εφαρµόζονται στο σύστηµα γέννησης συνθετικών χρονοσειρών 
βασίζονται σε πρωτότυπη ερευνητική εργασία της οµάδας του Ε.Μ.Π., κυρίως των ∆. Κουτσογιάννη, 
Α. Ευστρατιάδη, κ.α. Ιδιαίτερη δε συµβολή στην ανάπτυξη του συστήµατος παρείχε ή ενασχόληση µε 
το ερευνητικό έργο: «Εκσυγχρονισµός της εποπτείας και διαχείρισης του συστήµατος των υδατικών 
πόρων ύδρευσης της Αθήνας» (1999-2003) στα πλαίσια του οποίου αναπτύχθηκε µία προγενέστερη 
έκδοση της «Κασταλίας», προσανατολισµένη κυρίως στο σύστηµα υδατικών πόρων της Αθήνας. 
(Κουτσογιάννης, Ευστρατιάδης, 2004). 

1.2 ∆ιάρθρωση του τεύχους 
Το παρόν τεύχος περιλαµβάνει, εκτός από την παρούσα εισαγωγή (Κεφάλαιο 1), από τέσσερα ακόµα 
κεφάλαια. Στο Κεφάλαιο 2 δίνονται ορισµένες θεµελιώδεις έννοιες, που είναι απαραίτητες για την 
κατανόηση του στοχαστικού υδρολογικού µοντέλου που αναπτύχθηκε. Στο Κεφάλαιο 3 
παρουσιάζεται το µαθηµατικό υπόβαθρο του µοντέλου. Στο Κεφάλαιο 4 αναφέρονται ορισµένα 
βασικά στοιχεία που σχετίζονται µε τον σχεδιασµό του υπολογιστικού συστήµατος. 
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2 Μαθηµατικό υπόβαθρο 

2.1 Υδρολογικές χρονοσειρές και χαρακτηριστικά τους 

2.1.1 Ορισµός θεµελιωδών στατιστικών εννοιών 

Το µαθηµατικό υπόβαθρο του µοντέλου που αναπτύχθηκε για την προσοµοίωση των υδρολογικών 
διεργασιών βασίζεται στη θεωρία πιθανοτήτων, και ειδικότερα στη θεωρία των στοχαστικών 
ανελίξεων, που αποτελεί ιδιαίτερο κλάδο της πρώτης. Προτού προχωρήσουµε στην αναλυτική 
παρουσίαση του µοντέλου προσοµοίωσης, δίνουµε ορισµένους θεµελιώδεις ορισµούς που θα 
βοηθήσουν στην καλύτερη κατανόηση αυτού. 

Τυχαία µεταβλητή (random variable) είναι µια συνάρτηση ορισµένη επί ενός δειγµατικού χώρου Ω. 
Εφόσον αναφερόµαστε σε υδρολογικές διεργασίες, ο δειγµατικός χώρος είναι συνεχής και ταυτίζεται 
µε το σύνολο [0, +∞). Συµβατικά, η τυχαία µεταβλητή συµβολίζεται µε κεφαλαίο γράµµα Χ, ενώ η 
αριθµητική τιµή της συµβολίζεται µε µικρό, x. Η παράσταση {Χ ≤ x} υποδηλώνει το γεγονός εκείνο 
που αποτελείται από όλα τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου, τέτοια ώστε οι τιµές της Χ να είναι 
µικρότερες ή ίσες της ποσότητας x. Η πιθανότητα αυτού του γεγονότος συµβολίζεται µε Ρ(Χ ≤ x). 

Συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι µια συνάρτηση της πραγµατικής µεταβλητής x 
που δίνεται από την εξίσωση: 

 FX(x) = Ρ(Χ ≤ x) (2.1) 

Η συνάρτηση κατανοµής, η οποία αποκαλείται και πιθανότητα µη υπέρβασης, λαµβάνει τιµές από 0 
έως 1. Η παράγωγος της συνάρτησης κατανοµής, ήτοι η: 

  fX(x) = 
dFX(x)

dx  (2.2) 

ονοµάζεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας.  

Αν Χ είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή και g(Χ) είναι µια συνάρτηση της Χ, τότε ορίζεται ως 
αναµενόµενη τιµή ή προσδοκία της g(Χ) το µέγεθος: 

 Ε[g(Χ)] = ⌡⌠
–∞

+∞

g(x) fX(x) dx (2.3) 

Ειδικότερα, για g(Χ) = Χ, το µέγεθος: 

 mX = E[X] (2.4) 

ονοµάζεται αναµενόµενη τιµή ή µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής Χ. Η µέση τιµή περιγράφει τη θέση 
του κέντρου βάρους του σχήµατος που ορίζει η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µεταβλητής. 
Εφόσον η εν λόγω κατανοµή είναι συµµετρική, η µέση τιµή ταυτίζεται µε την πιθανότερη τιµή, ήτοι 
την τιµή του Χ για την οποία µεγιστοποιείται η fX(x), καθώς και µε την διάµεσο της κατανοµής, ήτοι 
την τιµή του Χ για την οποία Ρ(Χ ≤ x) = 0.5. 

Για g(Χ) = (X – mX)r, το µέγεθος: 

 µX
(r) = E[ ]X – mX

r  (2.5) 
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ονοµάζεται κεντρική ροπή τάξης r της τυχαίας µεταβλητής Χ. 

Η κεντρική ροπή δεύτερης τάξης, ήτοι το µέγεθος: 

 σX
2 = µX

(2) = E[ ]X – mX
2  (2.6) 

ονοµάζεται διασπορά της τυχαίας µεταβλητής Χ, και συµβολίζεται µε Var[X]. Η διασπορά µιας 
µεταβλητής είναι µέτρο της συγκέντρωσης της πυκνότητας πιθανότητας γύρω από την µέση τιµή. 

Η τετραγωνική ρίζα της διασποράς, η οποία έχει ίδιες διαστάσεις µε την τυχαία µεταβλητή, 
ονοµάζεται τυπική απόκλιση. Η αδιάστατη παράµετρος: 

 CvX = 
σX
µX

 (2.7) 

ονοµάζεται συντελεστής µεταβλητότητας και αποτελεί µέτρο της αβεβαιότητας ως προς την εκτίµηση 
της µεταβλητής Χ. Μεγάλη τιµή του συντελεστή CvX, ήτοι µεγάλη διασπορά σε σχέση µε την µέση 
τιµή, συνεπάγεται µεγάλη αβεβαιότητα ως προς την εκτίµηση της µX. Η οριακή τιµή µηδενικού 
συντελεστή µεταβλητότητας αντιστοιχεί σε µεταβλητή που λαµβάνει µία µόνο τιµή µε πλήρη 
βεβαιότητα, και η οποία προφανώς ισούται µε την µέση τιµή. 

Η κεντρική ροπή τρίτης τάξης, ήτοι το µέγεθος: 

 µX
(3) = E[ ]X – mX

3  (2.8) 

σχετίζεται µε την ασυµµετρία της τυχαίας µεταβλητής Χ. Μηδενική τιµή της τρίτης κεντρικής ροπής 
δείχνει συµµετρική κατανοµή. Αν η τρίτη ροπή είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη από το µηδέν, τότε η 
κατανοµή είναι θετικά ασύµµετρη ή αρνητικά ασύµµετρη, αντίστοιχα. Εφόσον η κατανοµή είναι 
θετικά ασύµµετρη (κάτι που αποτελεί τυπικό χαρακτηριστικό των υδρολογικών µεταβλητών, καθώς 
οι εξαιρετικά υψηλές τιµές εµφανίζονται µε χαµηλή συχνότητα), η µέση τιµή της µεταβλητής είναι 
µεγαλύτερη από την διάµεσο. 

Αδιάστατο µέτρο της ασυµµετρίας είναι ο συντελεστής ασυµµετρίας που ορίζεται από την σχέση: 

 CsX = 
µX

(3)

σX
3  (2.9) 

Στην υδρολογία, πολύ συχνά ενδιαφέρει η ταυτόχρονη µελέτη δύο µεταβλητών Χ και Υ. Στην 
περίπτωση αυτή ορίζεται η από κοινού συνάρτηση κατανοµής του ζεύγους µεταβλητών (Χ, Υ) ως: 

 FXΥ(x, y) = Ρ(Χ ≤ x, Y ≤ y) (2.10) 

Σηµειώνεται ότι οι συναρτήσεις FX(x) = Ρ(Χ ≤ x) και FΥ(y) = Ρ(Y ≤ y) ονοµάζονται περιθώριες 
συναρτήσεις κατανοµής των Χ και Υ, αντίστοιχα. 

Υπό την προϋπόθεση ότι η FXΥ είναι παραγωγίσιµη, τότε η συνάρτηση: 

 fXΥ(x, y) = 
∂2FXΥ(x, y)
∂x ∂y  (2.11) 

ονοµάζεται από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των µεταβλητών (Χ, Υ). Αντίστοιχα 
ορίζονται οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας. 

Κατά παρόµοιο τρόπο, όπως προηγουµένως, ορίζονται οι από κοινού κεντρικές ροπές των 
µεταβλητών. Από τις ροπές αυτές, συχνότερα χρησιµοποιείται η: 

 σXΥ = E[ ](X – mΧ)(Υ – mΥ)  (2.12) 
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που ονοµάζεται συνδιασπορά των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ, και συµβολίζεται µε Cov[X, Y]. 
∆ιαιρώντας την συνδιασπορά µε τις τυπικές αποκλίσεις των επιµέρους µεταβλητών, προκύπτει το 
αδιάστατο µέγεθος: 

 ρXΥ = 
Cov[X Y]

 Var[X] Var[Υ] 
 = 

σXΥ
σX σΥ (2.13) 

που ονοµάζεται συντελεστής συσχέτισης και λαµβάνει τιµές στο διάστηµα [–1, 1]. Ο εν λόγω 
συντελεστής αποτελεί σηµαντική παράµετρο για την µελέτη της γραµµικής συσχέτισης δύο 
µεταβλητών. Αν η τιµή του rXΥ είναι κοντά στο 1, τότε οι µεταβλητές Χ και Υ παρουσιάζουν ισχυρή 
θετική συσχέτιση. Αν η τιµή του rXΥ είναι κοντά στο –1, τότε οι µεταβλητές παρουσιάζουν ισχυρή 
αρνητική συσχέτιση. Τέλος, αν η τιµή του rXΥ είναι κοντά στο µηδέν, τότε οι µεταβλητές δεν 
παρουσιάζουν καµία συσχέτιση. 

2.1.2 Η έννοια της στοχαστικής ανέλιξης 

Στοχαστική ανέλιξη (stochastic process) ονοµάζεται µια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών Xt, όπου t 
παράµετρος που λαµβάνει τιµές από ένα σύνολο Τ, και το οποίο συνήθως παριστάνει χρόνο 
(Κουτσογιάννης, 1997, σ. 34). Μια υλοποίηση της στοχαστικής ανέλιξης, δηλαδή ένα σύνολο 
παρατηρήσεων xt της Xt, διατεταγµένο σε αυστηρή χρονική ακολουθία, καλείται χρονοσειρά (time 
series). Στην περίπτωση που τα στατιστικά χαρακτηριστικά µιας ανέλιξης δεν µεταβάλλονται µε το 
χρόνο, αυτή καλείται στάσιµη (stationary). 

Από την οπτική γωνία της θεωρίας πιθανοτήτων, οι υδρολογικές διεργασίες αντιµετωπίζονται ως 
στοχαστικές ανελίξεις. Για παράδειγµα, η βροχόπτωση ή η παροχή ενός ποταµού σε µια συγκεκριµένη 
θέση κατά την χρονική στιγµή t είναι µια τυχαία µεταβλητή, δεδοµένου ότι δεν υπάρχει 
προσδιοριστική µέθοδος καθορισµού της τιµής της µε πλήρη βεβαιότητα. Συνεπώς, η εν λόγω 
διεργασία είναι µια στοχαστική ανέλιξη σε συνεχή µάλιστα χρόνο, ενώ µια σειρά µετρήσεών της ανά 
τακτά χρονικά διαστήµατα αποτελεί µια χρονοσειρά. 

2.1.3 Πιθανοτική περιγραφή υδρολογικών διεργασιών 

Το γεγονός ότι µια φυσική διεργασία, όπως η βροχόπτωση ή η παροχή, περιγράφεται από µια 
στοχαστική ανέλιξη, δεν σηµαίνει ότι η πρώτη δεν υπακούει σε κανενός είδους αιτιοκρατία. Αντίθετα, 
είναι γνωστό ότι τα υδροµετεωρολογικά µεγέθη εµφανίζουν περιοδικές διακυµάνσεις κατά την 
διάρκεια του έτους, οι οποίες προφανώς οφείλονται στην ετήσια κίνηση της γης και στα κλιµατικά 
φαινόµενα που αυτή προκαλεί. Αυτές οι περιοδικές διακυµάνσεις αποτελούν την προσδιοριστική 
συνιστώσα των διεργασιών. Η στοχαστική ανέλιξη Xt µπορεί να συµπεριλάβει και να περιγράψει 
µαθηµατικά την εν λόγω συνιστώσα, µε την υπόθεση ότι η ανέλιξη δεν είναι στάσιµη, καθώς τα 
στατιστικά χαρακτηριστικά της µεταβάλλονται περιοδικά, ανάλογα µε την εποχή του έτους. 

Εξάλλου, η τυχαία µεταβλητή Χt έχει στοχαστική δοµή ή αλλιώς µνήµη, καθώς οι τιµές της για 
διάφορες τιµές του t είναι στατιστικά εξαρτηµένες. Η µνήµη είναι θεµελιώδες χαρακτηριστικό όλων 
των υδροµετεωρολογικών διεργασιών και οφείλεται στην φυσική επίδραση των προηγούµενων 
πραγµατοποιήσεων των ίδιων ή άλλων διεργασιών, µε τις οποίες συνδέονται µε σχέσεις αιτίου και 
αποτελέσµατος. Για παράδειγµα, η µέση µηνιαία παροχή δύο διαδοχικών µηνών παρουσιάζει 
σηµαντική εξάρτηση, εφόσον ένα αξιόλογο ποσοστό της απορροής του ποταµού προέρχεται από 
σχετικά σταθερή τροφοδοσία, όπως η εκφόρτιση των πηγών. 

2.1.4 Υπολογισµός δειγµατικών στατιστικών χαρακτηριστικών 

Οι παράµετροι που ορίστηκαν στην ενότητα 2.1.1 είναι θεωρητικά µεγέθη που αναφέρονται στον 
πληθυσµό, ήτοι το σύνολο όλων των δυνατών πραγµατοποιήσεων της µεταβλητής Χ. Στην πράξη 



      5

βεβαίως, αυτό που είναι γνωστό είναι ένα δείγµα n χρονικά διατεταγµένων παρατηρήσεων της Χ, 
δηλαδή µια χρονοσειρά, η οποία συµβολίζεται µε (x1, x2, …, xn). Στα πλαίσια της ανάλυσης µιας 
χρονοσειράς υπολογίζονται τα λεγόµενα δειγµατικά στατιστικά χαρακτηριστικά, ήτοι ένα σύνολο 
αριθµητικών δεικτών που περιγράφουν τις χαρακτηριστικές ιδιότητες του δείγµατος και αποτελούν 
εκτιµήτριες των στατιστικών παραµέτρων του πληθυσµού. 

Συγκεκριµένα, η δειγµατική µέση τιµή, που αποτελεί αµερόληπτη1 εκτίµηση της πραγµατικής µέσης 
τιµής mX, υπολογίζεται από την σχέση: 

 µX = 
1
n ∑

t = 1

n
 xt (2.14) 

Η δειγµατική διασπορά, που αποτελεί αµερόληπτη εκτίµηση της πραγµατικής διασποράς σX
2, 

υπολογίζεται από την σχέση: 

 sX
2 = 

1
n – 1 ∑

t = 1

n
 (xt – µX)2  (2.15) 

Η δειγµατική τυπική απόκλιση, sX, υπολογίζεται ως η τετραγωνική ρίζα της δειγµατικής διασποράς. 

Η δειγµατική τρίτη κεντρική ροπή, που αποτελεί αµερόληπτη εκτίµηση της αντίστοιχης πραγµατικής 
ροπής µX

(3), υπολογίζεται από την σχέση: 

 µ∧X
(3) = 

n
(n – 1)(n – 2) ∑

t = 1

n
 (xt – µX)3  (2.16) 

Αντίστοιχα, η δειγµατική, µη αµερόληπτη ωστόσο, εκτιµήτρια του συντελεστή ασυµµετρίας είναι: 

 ξX = 
µ∧X

(3)

sX
3  (2.17) 
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Σχήµα 2.1: Γραφική παράσταση της χρονοσειράς ετήσιας βροχόπτωσης στον ταµιευτήρα Μόρνου. Με 

παχιά γραµµή απεικονίζεται η µέση ετήσια τιµή, ενώ µε διακεκοµµένη τα όρια µιας τυπικής 
απόκλισης. 

 

                                                      
1 Μια δειγµατική συνάρτηση της µορφής θ  = θ(x1, x2, …, xn) ονοµάζεται αµερόληπτη (unbiased) εκτιµήτρια µιας 
παραµέτρου θ0 του πληθυσµού εφόσον Ε[θ] = θ0. Αυτό σηµαίνει ότι αν ληφθούν άπειρα δείγµατα, για κάθε ένα 
από τα οποία υπολογίζεται η εκτιµήτρια θ, τότε η µέση τιµή των θ ταυτίζεται µε την τιµή της παραµέτρου θ0 του 
πληθυσµού. 
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Στο Σχήµα 2.1 απεικονίζεται το γράφηµα των ετήσιων υψών βροχής στον ταµιευτήρα Μόρνου, για 
την περίοδο 1958-59 έως 2002-03 (45 υδρολογικά έτη). Η µέση τιµή του δείγµατος ισούται µε 954.0 
mm, ενώ η τυπική απόκλιση ισούται µε 198.8 mm. Κατά συνέπεια, ο συντελεστής µεταβλητότητας 
είναι ίσος µε 198.8 / 954.0 = 0.208. Η τιµή αυτή θεωρείται σχετικά χαµηλή και υποδηλώνει µικρό 
βαθµό αβεβαιότητας ως προς την πρόγνωση της µεταβλητής. Στο γράφηµα απεικονίζεται ακόµη το 
εύρος µιας τυπικής απόκλισης περί την µέση τιµή, ήτοι το διάστηµα (µX – sX, µX + sX). Εφόσον ο 
πληθυσµός ακολουθεί κανονική κατανοµή, τότε αναµένεται το 68% των παρατηρήσεων να 
κυµαίνονται µέσα στο εν λόγω διάστηµα. Στην περίπτωση αυτή, αναµένεται να υπάρχει συµµετρική 
διάταξη των παρατηρήσεων γύρω από την µέση τιµή. Ωστόσο, στο παράδειγµα του σχήµατος 
παρατηρείται ότι ενώ οι χαµηλές τιµές του δείγµατος δεν απέχουν πολύ από το κάτω όριο µX – sX, οι 
υψηλές τιµές απέχουν σηµαντικά από το αντίστοιχο άνω όριο µX + sX. Το γεγονός αυτό αποτελεί 
ισχυρή ένδειξη θετικής ασυµµετρίας. Πράγµατι, ο δειγµατικός συντελεστής ασυµµετρίας της 
χρονοσειράς ισούται µε ξX = 0.87. 

Τα δειγµατικά χαρακτηριστικά των από κοινού συναρτήσεων κατανοµής που παρουσιάζουν ιδιαίτερο 
ενδιαφέρον στην υδρολογία είναι οι αυτοσυνδιασπορές και ετεροσυνδιασπορές. 

Η δειγµατική αυτοσυνδιασπορά (autocovariance) µιας χρονοσειράς για χρονική υστέρηση (lag) j 
υπολογίζεται από την σχέση: 

 γj
∧  = 

1
n ∑

t = 1

n – j
(xt + j – µX)(xt – µX)  (2.18) 

∆ιαιρώντας την αυτοσυνδιασπορά µε την δειγµατική διασπορά, προκύπτει ο αδιάστατος συντελεστής 
αυτοσυσχέτισης για υστέρηση j, που συµβολίζεται µε ρj και λαµβάνει τιµές στο διάστηµα [–1, 1]. Η 
γραφική απεικόνιση των ρj συναρτήσει του j ονοµάζεται αυτοσυσχετόγραµµα. 

Το πλέον χαρακτηριστικό στοιχεί της ακολουθίας ρj είναι ο πρώτος όρος της, ήτοι ο συντελεστής 
αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1, που υπολογίζεται ως: 

 r1 = 
∑

t = 1

n – 1
(xt + 1 – µX)(xt – µX) 

∑
t = 1

n
 (xt – µX)2 

 (2.19) 

Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 αποτελεί µέτρο της βραχυπρόθεσµης µνήµης µιας 
υδρολογικής διεργασίας. Στο Σχήµα 2.2 απεικονίζονται οι χρονοσειρές ύψους απορροής της λεκάνης 
ανάντη του ταµιευτήρα Μόρνου, κατά τους θερινούς µήνες Ιούνιο και Ιούλιο. Παρατηρείται ότι τα 
περισσότερα έτη η δίαιτα της απορροής ακολουθεί παρόµοια διακύµανση, γεγονός που οφείλεται 
στην σχετικά σταθερή τροφοδοσία του ποταµού από πηγές και αποτελεί ένδειξη έντονα θετικής 
συσχέτισης µεταξύ των δύο χρονοσειρών. Πράγµατι, ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 
ανέρχεται σε r1 = 0.71, είναι δηλαδή αρκετά υψηλός. 

Ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης µιας χρονοσειράς εκφράζει το πόσο καλά εκτιµάται η τιµή xt + 1, αν 
θεωρηθεί γραµµική συνάρτηση της xt. Το τετράγωνο του συντελεστή αυτοσυσχέτισης ισούται µε τον 
γνωστό συντελεστή προσδιορισµού (r2) της γραµµικής παλινδρόµησης. Στο Σχήµα 2.3 απεικονίζεται το 
διάγραµµα διασποράς της απορροής του Ιουλίου (εξαρτηµένη µεταβλητή) συναρτήσει της απορροής 
του Ιουνίου (ανεξάρτητη µεταβλητή). Η τιµή του συντελεστή προσδιορισµού είναι r2 = 0.50 (= r1

2), 
και αποτελεί ένδειξη ικανοποιητικής γραµµικής συσχέτισης µεταξύ των δύο µεταβλητών. Η τιµή αυτή 
υποδηλώνει ακόµη ότι η διασπορά της απορροής του Ιουλίου εξηγείται σε ποσοστό 50% από την 
απορροή του προηγούµενου µήνα. 



      7

0

5

10

15

20

25

30

19
79

-8
0

19
81

-8
2

19
83

-8
4

19
85

-8
6

19
87

-8
8

19
89

-9
0

19
91

-9
2

19
93

-9
4

19
95

-9
6

19
97

-9
8

19
99

-0
0

20
01

-0
2Μ

ην
ια
ίο

 ύ
ψ
ος

 α
πο
ρρ
οή

ς 
Μ
όρ
νο
υ 

(m
m

)

Ιούνιος Ιούλιος

 
Σχήµα 2.2: Γραφική παράσταση χρονοσειρών ύψους απορροής λεκάνης Μόρνου τους µήνες Ιούνιο 

και Ιούλιο. 
 

R2 = 0.4996
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Σχήµα 2.3: ∆ιάγραµµα διασποράς χρονοσειρών ύψους απορροής λεκάνης Μόρνου τους µήνες Ιούνιο 

και Ιούλιο. 
 
Παρόµοια µε τον δειγµατικό συντελεστή αυτοσυσχέτισης, ορίζεται ο δειγµατικός συντελεστής 
ετεροσυσχέτισης για υστέρηση j δύο χρονοσειρών Χ και Υ. Πιο πολύ ενδιαφέρον παρουσιάζει ο 
συντελεστής ετεροσυσχέτισης µηδενικής υστέρησης, που υπολογίζεται από την σχέση: 

 rXY = 
∑

t = 1

n
(xt – µX)(yt – µY) 

∑
t = 1

n
 (xt – µX)2 ∑

t = 1

n
 (yt – µY)2 

 (2.20) 

Ο συντελεστής ετεροσυσχέτισης αποτελεί µέτρο της αλληλεξάρτησης δυο υδρολογικών διεργασιών, 
που είτε συνδέονται µε σχέση αιτίου-αποτελέσµατος ή αναφέρονται σε λεκάνες µε κοινή υδρολογική 
δίαιτα. Στο Σχήµα 2.4 απεικονίζονται οι χρονοσειρές ύψους βροχόπτωσης στον ταµιευτήρα Μόρνου 
και ισοδύναµου ύψους απορροής της ανάντη λεκάνης, κατά τον µήνα ∆εκέµβριο. Παρατηρείται ότι τα 
περισσότερα έτη, οι δύο χρονοσειρές ακολουθούν παρόµοια διακύµανση, γεγονός που αποτελεί 
ένδειξη ισχυρής γραµµικής συσχέτισης µεταξύ τους. Πράγµατι, ο συντελεστής ετεροσυσχέτισης 
ανέρχεται σε 0.86, είναι δηλαδή πολύ κοντά στην µονάδα. Αυτό είναι απόλυτα λογικό, καθώς η 
βροχόπτωση στον ταµιευτήρα Μόρνου σχετίζεται σηµαντικά µε την επιφανειακή βροχόπτωση στην 
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λεκάνη, η οποία συνιστά την βασική αιτία δηµιουργίας της απορροής κατά τον µήνα ∆εκέµβριο. 
Αντίθετα, κατά την εαρινή και θερινή περίοδο, η συσχέτιση της απορροής µε την βροχόπτωση είναι 
πολύ χαµηλότερη, καθώς η κύρια συνιστώσα του επιφανειακού υδατικού δυναµικού της λεκάνης είναι 
η τήξη του χιονιού και η τροφοδοσία από πηγές. 

0
50

100
150
200
250
300
350
400
450
500

19
79

-8
0

19
81

-8
2

19
83

-8
4

19
85

-8
6

19
87

-8
8

19
89

-9
0

19
91

-9
2

19
93

-9
4

19
95

-9
6

19
97

-9
8

19
99

-0
0

20
01

-0
2

Β
ρο
χό
πτ
ω
ση

 ∆
εκ
εµ
βρ
ίο
υ 

(m
m

)

0
20
40
60
80
100
120
140
160
180
200

Α
πο
ρρ
οή

 ∆
εκ
εµ
βρ
ίο
υ 

(m
m

)Βροχή
Απορροή

 
Σχήµα 2.4: Γραφική παράσταση χρονοσειρών ύψους βροχόπτωσης και απορροής λεκάνης Μόρνου 

τον µήνα ∆εκέµβριο. 
 

2.1.5 Προσαρµογή συνάρτησης κατανοµής 

Εφόσον µια χρονοσειρά προέρχεται από µια στάσιµη στοχαστική ανέλιξη έχει νόηµα ο προσδιορισµός 
της µίας και µοναδικής περιθώριας συνάρτησης κατανοµής της υπόψη µεταβλητής. Μέσω της 
συνάρτησης κατανοµής είναι δυνατή η ποσοτικοποίηση της υδρολογικής αβεβαιότητας και η 
πραγµατοποίηση προγνώσεων, καθώς µε βάση τον ορισµό που δόθηκε στην ενότητα 2.1.1 κάθε τιµή 
της µεταβλητής συνδέεται µε µια πιθανότητα υπέρβασης. 

Στην βιβλιογραφία διατίθεται ένα πολύ µεγάλο φάσµα µοντέλων κατανοµών πιθανοτήτων, ορισµένα 
από τα οποία ενδείκνυνται για υδρολογικές εφαρµογές (Κουτσογιάννης, 1997, κεφ. 6). Η επιλογή του 
κατάλληλου µοντέλου εξαρτάται από την φύση της εξεταζόµενης ανέλιξης. Σε ορισµένες περιπτώσεις, 
υπάρχουν θεωρητικοί λόγοι για τους οποίους µια υδρολογική µεταβλητή αναµένεται να ακολουθεί 
συγκεκριµένο τύπο κατανοµής, ενώ άλλες φορές ο τύπος της κατανοµής επιλέγεται µε βάση την 
υδρολογική εµπειρία ή ακόµη τα ιδιαίτερα στατιστικά χαρακτηριστικά του συγκεκριµένου δείγµατος. 
Συχνά, οι ετήσιες υδρολογικές µεταβλητές ακολουθούν κανονική κατανοµή1, ενώ οι µηνιαίες 
ακολουθούν κατανοµή γάµα (ειδική περίπτωση της οποίας είναι η κανονική), η οποία θεωρείται 
κατάλληλη για δείγµατα µε µη µηδενικό συντελεστή ασυµµετρίας. Στην ενότητα 3.6, περιγράφεται 
αναλυτικά η κατανοµή γάµα και η µεθοδολογία προσαρµογής της. 

Στα Σχήµατα 2.5 και 2.6 δίνονται δυο παραδείγµατα προσαρµογής της κανονικής και γάµα 
κατανοµής, στο δείγµα των ετήσιων τιµών και το δείγµα των µηνών του µήνα Οκτωβρίου, αντίστοιχα, 
τα οποία αναφέρονται στην απορροή της λεκάνης του Μόρνου. Το γεγονός ότι η ασυµµετρία του 
ετήσιου δείγµατος είναι πρακτικά µηδενική αποτελεί ισχυρή ένδειξη της καταλληλότητας της 
κανονικής κατανοµής, που σε χαρτί κανονικής κατανοµής απεικονίζεται ως ευθεία. Από την άλλη 
πλευρά, ο συντελεστής ασυµµετρίας της χρονοσειράς απορροής του Οκτωβρίου είναι πολύ υψηλός 
(1.57), γεγονός που καθιστά αναγκαία την προσαρµογή ασύµµετρης κατανοµής, όπως η γάµα. 
                                                      
1 Αυτό αποτελεί απόρροια του κεντρικού οριακού θεωρήµατος, βάσει του οποίου ένα άθροισµα τυχαίων 
µεταβλητών οποιασδήποτε κατανοµής είναι επίσης τυχαία µεταβλητή, η οποία ακολουθεί κανονική κατανοµή. 
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Σχήµα 2.5: Εµπειρική και θεωρητική συνάρτηση κατανοµής του ετήσιου όγκου απορροής του 

Μόρνου, σε χαρτί κανονικής κατανοµής. 
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Σχήµα 2.6: Εµπειρική και θεωρητική συνάρτηση κατανοµής του όγκου απορροής του Μόρνου τον 

µήνα Οκτώβριο, σε χαρτί κανονικής κατανοµής. 
 

2.1.6 Το φαινόµενο της εµµονής 

Η µακροπρόθεσµη εµµονή (persistence) των υδρολογικών χρονοσειρών ανακαλύφθηκε από τον Hurst 
(1951), στα πλαίσια µελέτης του φράγµατος του Ασουάν. Ο Hurst, αναλύοντας τις χρονοσειρές του 
ποταµού Νείλου καθώς και άλλες υδρολογικές και γεωφυσικές χρονοσειρές που ήταν διαθέσιµες για 
αρκετές εκατοντάδες έτη, διαπίστωσε την ιδιότητα των υγρών και ξηρών ετών να εµφανίζονται κατά 
οµάδες, σχηµατίζοντας µακρές περιόδους υψηλής και χαµηλής υδροφορίας, αντίστοιχα. Έκτοτε, η 
µακροπρόθεσµη εµµονή των φυσικών χρονοσειρών έλαβε την ονοµασία φαινόµενο Hurst, ενώ 
αργότερα εισήχθη από τον γνωστό µαθηµατικό Mandelbrot η έκφραση φαινόµενο Ιωσήφ1. 

Το φαινόµενο εντοπίζεται σε πλήθος γεωφυσικών και κλιµατολογικών µεταβλητών, όπως η ένταση 
ανέµων, η µέση παγκόσµια θερµοκρασία και το πάχος δακτυλίων δέντρων (Koutsoyiannis, 2002). Η 
                                                      
1 Ο όρος προέρχεται από την γνωστή Βιβλική αφήγηση των επτά παχιών και επτά ισχνών αγελάδων, που 
αντιπροσωπεύουν επτά χρόνια υδροφορίας και επτά χρόνια ξηρασίας στην περιοχή της Αιγύπτου. 
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µακροπρόθεσµη εµµονή των χρονοσειρών που περιγράφουν φυσικές διεργασίες εµφανίζεται µε την 
µορφή υψηλών θετικών τιµών των συντελεστών αυτοσυσχέτισης, ακόµη και για µεγάλη χρονική 
υστέρηση, της τάξης των δεκάδων ή και εκατοντάδων ετών. Στο Σχήµα 2.7 απεικονίζεται το 
διάγραµµα της ανακατασκευασµένης χρονοσειράς µέσης ετήσιας θερµοκρασίας του Βορείου 
Ηµισφαιρίου, µήκους 992 ετών (Jones et al., 1998). Στο διάγραµµα, είναι εµφανής η ύπαρξη 
διαταραχών κάθε κλίµακας, όπως προκύπτει από την µη οµαλή διακύµανση των κυλιόµενων µέσων 
όρων των 5 και 25 ετών. Στο Σχήµα 2.8 απεικονίζεται το αυτοσυσχετόγραµµα της ίδιας χρονοσειράς 
για τα πρώτα 70 βήµατα χρονικής υστέρησης, το οποίο παρουσιάζει την χαρακτηριστική µορφή 
πλατειάς «ουράς». Παρατηρείται δηλαδή ότι οι συντελεστές αυτοσυσχέτισης της χρονοσειράς 
παραµένουν εµφανώς µεγαλύτεροι του µηδενός, ακόµη και για µεγάλη χρονική υστέρηση. Το γεγονός 
αυτό υποδηλώνει την ύπαρξη µακροπρόθεσµης εµµονής της χρονοσειράς. 
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Σχήµα 2.7: Γραφική παράσταση χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών Βορείου Ηµισφαιρίου 

και κυλιόµενων µέσων όρων 5 και 25 ετών. 
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Σχήµα 2.8: Αυτοσυσχετόγραµµα χρονοσειράς µέσων ετήσιων θερµοκρασιών Βορείου Ηµισφαιρίου. 

 
Θα πρέπει να επισηµανθεί ότι η εµπειρική τεκµηρίωση του φαινοµένου της εµµονής µέσω του 
αυτοσυσχετογράµµατος µιας χρονοσειράς είναι εξαιρετικά δύσκολη, δεδοµένου ότι απαιτείται δείγµα 
µετρήσεων εκατοντάδων ετών ώστε να είναι δυνατή η αµερόληπτη εκτίµηση των συντελεστών 
αυτοσυσχέτισης για µεγάλη χρονική υστέρηση. Ακόµη και παγκοσµίως, τα διαθέσιµα δεδοµένα 
υδροµετεωρολογικών µετρήσεων σπανίως ξεπερνούν σε µήκος τα 100-150 έτη. Στον ελληνικό χώρο, 
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το µεγαλύτερο δείγµα απορροής είναι αυτό του Βοιωτικού Κηφισού, που καλύπτει µια περίοδο 96 
υδρολογικών ετών (1908-09 έως 2002-03). Στο Σχήµα 2.9 απεικονίζεται η ετήσια απορροή του 
ποταµού, στην έξοδο της λεκάνης του, καθώς και το διάγραµµα των κινούµενων µέσων όρων 10 ετών. 
Στο δείγµα είναι εµφανής η ύπαρξη του φαινοµένου της εµµονής, το οποίο διαπιστώνεται από την 
ύπαρξη διακυµάνσεων στην µέση τιµή διαφόρων χρονικών περιόδων. 

0

100

200

300

400

500

600

700

800

19
07

-0
8

19
12

-1
3

19
17

-1
8

19
22

-2
3

19
27

-2
8

19
32

-3
3

19
37

-3
8

19
42

-4
3

19
47

-4
8

19
52

-5
3

19
57

-5
8

19
62

-6
3

19
67

-6
8

19
72

-7
3

19
77

-7
8

19
82

-8
3

19
87

-8
8

19
92

-9
3

19
97

-9
8

20
02

-0
3

Α
πο
ρρ
οή

 Β
. Κ

ηφ
ισ
ού

 (h
m

3 )

Ετήσιες τιµές

Κινούµενοι µέσοι 10 ετών

 
Σχήµα 2.9: ∆ιακύµανση ετήσιας απορροής Βοιωτικού Κηφισού στην έξοδο της λεκάνης και 

κινούµενοι µέσοι όροι 10 ετών. 
 
Σχετικά µε τους µηχανισµούς γέννησης του φαινοµένου της µακροπρόθεσµης εµµονής, µπορεί να 
ειπωθεί ότι οφείλει την ύπαρξή του στην ταυτόχρονη εµφάνιση πολλών τυχαίων διαταραχών στα µέσα 
στατιστικά χαρακτηριστικά των υδροµετεωρολογικών µεταβλητών, σε διάφορες χρονικές κλίµακες 
(Koutsoyiannis, 2002, 2003). Η αναπαραγωγή της εµµονής θεωρείται κρίσιµος παράγοντας όσον 
αφορά τον ορθολογικό σχεδιασµό και διαχείριση συστηµάτων υδραυλικών έργων (Bras and 
Rodriguez-Iturbe, 1993). Πράγµατι, το φαινόµενο της εµµονής φαίνεται ότι σχετίζεται άµεσα µε την 
εµφάνιση παρατεταµένων ξηρασιών (όπως αυτή που έπληξε την Ελλάδα κατά την εξαετία 1988-94) 
καθώς και την εµφάνιση υδροκλιµατικών αλλαγών (Evans, 1996· Koutsoyiannis, 2003). Τόσο η 
φυσική ερµηνεία του φαινοµένου όσο και η µαθηµατική περιγραφή του έχουν αποτελέσει αντικείµενο 
ιδιαίτερου ερευνητικού ενδιαφέροντος. Ολοκληρωµένη επισκόπηση της σχετικής βιβλιογραφίας κάνει 
ο Λαγγούσης (2003). 

2.2 Η έννοια της στοχαστικής προσοµοίωσης και πρόγνωσης 

2.2.1 Ορισµός 

Ο όρος στοχαστική προσοµοίωση (stochastic simulation) είναι πολύ γενικός, και αναφέρεται σε 
υπολογιστικές τεχνικές που χρησιµοποιούν γεννήτριες τυχαίων αριθµών τόσο για την ανάλυση 
πολύπλοκων συστηµάτων όσο και για την επίλυση δύσκολων µαθηµατικών προβληµάτων, τα οποία  
δεν έχουν αναλυτική λύση, ενώ η αριθµητική τους επίλυση είναι εξαιρετικά χρονοβόρα. Στην 
βιβλιογραφία, η στοχαστική προσοµοίωση απαντά και ως µέθοδος Monte Carlo. 

Η µελέτη πολύπλοκων συστηµάτων που διέπονται από αβεβαιότητες αποτελεί τυπικό πεδίο 
εφαρµογής της µεθόδου της στοχαστικής προσοµοίωσης. Σε ένα πολύπλοκο σύστηµα, δεν είναι 
απόλυτα γνωστοί οι µηχανισµοί λειτουργίας του ούτε και τα δεδοµένα εισόδου (στατικά ή δυναµικά). 
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Ένα τέτοιο σύστηµα µελετάται για διάφορα σενάρια παραµέτρων ή δεδοµένων εισόδου, τα οποία 
παράγονται µε κάποιον συστηµατικό τρόπο (π.χ., παράγονται τυχαίες διαταραχές γύρω από µια µέση 
τιµή). Με τον τρόπο αυτό προκύπτει ένα φάσµα δυνατών αποκρίσεων του συστήµατος, το οποίο είναι 
τόσο πιο περιεκτικό σε πληροφορία όσο µεγαλύτερο είναι το πλήθος των σεναρίων που διερευνάται. 
Συνεπώς, η στοχαστική προσοµοίωση µπορεί να θεωρηθεί και ως ένα «µαθηµατικό πείραµα» που 
εκτελείται στον υπολογιστή (Ripley, 1987, σ. 2). 

2.2.2 Στοχαστική προσοµοίωση συστηµάτων υδατικών πόρων µε χρήση συνθετικών 
υδρολογικών χρονοσειρών 

Από την πληθώρα των πηγών αβεβαιότητας που διέπει την λειτουργία ενός συστήµατος υδατικών 
πόρων, σηµαντικότερη ασφαλώς είναι η υδρολογική. Αυτή συναρτάται µε την αδυναµία πρόβλεψης 
της εξέλιξης των υδροµετεωρολογικών διεργασιών, η χαοτική συµπεριφορά των οποίων καθιστά 
ανέφικτη την πραγµατοποίηση ασφαλών προγνώσεων για χρονικό ορίζοντα πέραν των λίγων ηµερών. 
Ωστόσο, η χρονική κλίµακα ηµερών είναι απολύτως ανεπαρκής για την διαχείριση υδροσυστηµάτων, 
δεδοµένου ότι η ανάγκη υπερετήσιας ρύθµισης ενός τέτοιου συστήµατος προϋποθέτει την 
προσοµοίωση της λειτουργίας του για χρονικό ορίζοντα πολλών ετών. 

Η αδυναµία πρόγνωσης των υδροµετεωρολογικών διεργασιών µε χρήση προσδιοριστικών µοντέλων 
οδήγησε στην εναλλακτική θεώρησή τους ως τυχαίων µεταβλητών και την αντιµετώπισή τους µε τη 
θεωρία των στοχαστικών ανελίξεων (βλ. 2.1.1). Στις αρχές της εν λόγω θεωρίας βασίζονται τα 
στοχαστικά υδρολογικά µοντέλα, ήτοι ένα σύνολο εξισώσεων που περιγράφουν στατιστικά τις 
συσχετίσεις των υδρολογικών διεργασιών, ποσοτικοποιώντας την αβεβαιότητα γύρω από την εξέλιξή 
τους. Τα µοντέλα αυτά εφαρµόζονται για την γέννηση συνθετικών χρονοσειρών που είναι συνεπείς µε 
τις ιστορικές, δηλαδή αναπαράγουν την στατιστική δοµή και τα στατιστικά χαρακτηριστικά των 
παρατηρηµένων υδρολογικών διεργασιών. Οι συνθετικές υδρολογικές χρονοσειρές χρησιµοποιούνται 
ως είσοδος σε µοντέλα στοχαστικής προσοµοίωσης συστηµάτων υδατικών πόρων. 

Ένας άλλος παράγοντας που καθιστά αναγκαία την χρήση συνθετικών χρονοσειρών, και µάλιστα 
µεγάλου µήκους, είναι η υιοθέτηση υψηλών επιπέδων αξιοπιστίας, τόσο κατά τη φάση σχεδιασµού 
όσο και λειτουργίας των συστηµάτων υδατικών πόρων. Η αξιοπιστία ενός συστήµατος ορίζεται ως η 
πιθανότητα επίτευξης µιας συγκεκριµένης επίδοσης, για καθορισµένο χρονικό διάστηµα και 
καθορισµένες συνθήκες (Chow et al., 1988, σ. 434). Συµπληρωµατική της έννοιας της αξιοπιστίας 
είναι η πιθανότητα αστοχίας. Σε ορισµένες περιπτώσεις, η εκτίµηση της πιθανότητας αστοχίας ενός 
συστήµατος υδατικών πόρων είναι δυνατόν να γίνει αναλυτικά, µε την προσαρµογή κατάλληλων 
στατιστικών µοντέλων (π.χ. εκτίµηση της περιόδου επαναφοράς µιας καταιγίδας ή της πιθανότητας 
υπέρβασης µιας συγκεκριµένης τιµής παροχής). Ωστόσο, κάτι τέτοιο δεν είναι εφικτό εφόσον 
αναφερόµαστε σε πολύπλοκα τεχνητά υδροσυστήµατα, που διαταράσσουν το φυσικό καθεστώς 
υδρολογικής λειτουργίας, ρυθµίζοντας την απορροή των λεκανών τόσο χρονικά (αποθήκευση νερού 
και απόδοσή του µεταγενέστερα) όσο και χωρικά (µεταφορά νερού µεταξύ ταµιευτήρων). Από την 
άλλη πλευρά, ένα τέτοιο σύστηµα απαιτείται να λειτουργεί µε εξαιρετικά υψηλή αξιοπιστία, 
δεδοµένου ότι τυχόν αστοχία στην ικανοποίηση της υδρευτικής ζήτησης αναµένεται να έχει 
δραµατικές κοινωνικές και οικονοµικές επιπτώσεις. Συνεπώς, η ασφαλής εκτίµηση της αξιοπιστίας 
του προϋποθέτει την ύπαρξη προσοµοιωµένων χρονοσειρών απολήψεων για χρονικό ορίζοντα που 
υπερβαίνει κατά πολύ το σύνηθες µήκος των ιστορικών δειγµάτων. 

Συνοψίζοντας, µπορεί να ειπωθεί ότι η στοχαστική προσοµοίωση µε χρήση συνθετικών χρονοσειρών 
κρίνεται απόλυτα αναγκαία για την ορθολογική διαχείριση πολύπλοκων υδροσυστηµάτων, καθώς: 
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• δεν τίθενται περιορισµοί ως προς το χρονικό ορίζοντα µελέτης, καθώς δεν χρησιµοποιούνται τα 
ίδια ιστορικά δείγµατα (που κατά κανόνα έχουν µικρό µήκος και πρακτικά µηδενική πιθανότητα 
επανάληψης στο µέλλον) αλλά τα στατιστικά τους χαρακτηριστικά· 

• είναι εφικτή η εξαγωγή ασφαλών συµπερασµάτων ως προς την αξιοπιστία του συστήµατος για 
ακραία αποδεκτά επίπεδα πιθανότητας (π.χ. 1%)· 

• διερευνάται η επίδοση του συστήµατος έναντι ενός µεγάλου φάσµατος υδροκλιµατικών σεναρίων. 

2.2.3 Συνιστώσες στοχαστικής προσοµοίωσης υδροσυστηµάτων 

Στο Σχήµα 2.10 απεικονίζονται οι συνιστώσες και τα υπολογιστικά βήµατα ενός γενικού σχήµατος 
στοχαστικής προσοµοίωσης συστηµάτων υδατικών πόρων (Koutsoyiannis, 2004). Η υπολογιστική 
διαδικασία περιλαµβάνει δύο βασικά µοντέλα, τα οποία απεικονίζονται µε παχιά γραµµή. Το πρώτο 
είναι το στοχαστικό υδρολογικό µοντέλο, το οποίο χρησιµοποιείται για την γέννηση συνθετικών 
χρονοσειρών. Στοιχεία εισόδου του µοντέλου είναι ένα σύνολο παραµέτρων, µ, και ένας όρος 
τυχαιότητας, ω, που εκφράζεται από ένα σύνολο τυχαίων αριθµών, που παράγονται αυτόµατα µέσω 
του υπολογιστή1. Οι παράµετροι του µοντέλου εκτιµώνται συναρτήσει ορισµένων δειγµατικών 
στατιστικών χαρακτηριστικών, s(X), όπου µε Χ συµβολίζονται οι ιστορικές χρονοσειρές εισροών. Οι 
εν λόγω παράµετροι ορίζονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε να αναπαράγουν τα παραπάνω στατιστικά 
χαρακτηριστικά. Επισηµαίνεται ότι η αξιοπιστία ενός στοχαστικού υδρολογικού µοντέλου εξαρτάται 
από δύο παράγοντες: (α) την ποιότητα της διαθέσιµης υδρολογικής πληροφορίας, και (β) την ακρίβεια 
εκτίµησης των παραµέτρων του µοντέλου. Σε ορισµένες περιπτώσεις, όπως συµβαίνει και στο 
στοχαστικό µοντέλο που αναπτύχθηκε, ο υπολογισµός ορισµένων τουλάχιστον εκ των παραµέτρων, µ, 
συναρτήσει των στατιστικών χαρακτηριστικών, s, δεν µπορεί να γίνει µε αναλυτικές µεθόδους, οπότε 
χρησιµοποιούνται προσεγγιστικές τεχνικές (αριθµητικά µοντέλα ή µοντέλα βελτιστοποίησης). Μια 
άλλη επισήµανση σχετίζεται µε την ασυµπτωτική συµπεριφορά των στοχαστικών µοντέλων. 
Θεωρητικά, τα µοντέλα αυτά αναπαράγουν ακριβώς τα δειγµατικά στατιστικά χαρακτηριστικά για 
άπειρο µήκος προσοµοίωσης (ήτοι άπειρο µήκος συνθετικών χρονοσειρών). Στην πράξη, τα µήκη των 
συνθετικών χρονοσειρών είναι της τάξης των εκατοντάδων ή χιλιάδων τιµών, µε αποτέλεσµα να 
υπάρχει µεροληψία στην αναπαραγωγή των στατιστικών µεγεθών. Έξοδοι του στοχαστικού µοντέλου 
είναι οι συνθετικές χρονοσειρές εισροών, Yi(µ, ω), που στην γενική περίπτωση µπορούν να 
θεωρηθούν ως n στοχαστικά ανεξάρτητες σειρές µε την ίδια πιθανότητα πραγµατοποίησης, εφόσον η 
διαδικασία γέννησης επαναλαµβάνεται πολλές φορές µε διαφορετικές αρχικές συνθήκες (διαφορετική 
τιµή της ακολουθίας τυχαίων αριθµών).  

Η δεύτερη βασική συνιστώσα του σχήµατος στοχαστικής προσοµοίωσης είναι το µοντέλο 
λειτουργικής προσοµοίωσης του υδροσυστήµατος. Το εν λόγω µοντέλο χρησιµοποιεί ως στοιχεία 
εισόδου τις παραµέτρους του συστήµατος και τις συνθετικές χρονοσειρές εισροών που παράγονται 
από το στοχαστικό υδρολογικό µοντέλο. Οι παράµετροι του υδροσυστήµατος διακρίνονται σε δύο 
κατηγορίες: (α) σταθερές παράµετροι, που συµβολίζονται µε λ, και αναφέρονται στην τοπολογία του 
δικτύου, τα χαρακτηριστικά µεγέθη των υδραυλικών έργων και τους λειτουργικούς στόχους και 
περιορισµούς, και (β) παράµετροι διαχείρισης, που συµβολίζονται µε θ, και αναφέρονται στον τρόπο 
λειτουργίας του υδροσυστήµατος. Το µοντέλο λειτουργικής προσοµοίωσης αναπαριστά την 
λειτουργία του υδροσυστήµατος, τηρώντας τους φυσικούς περιορισµούς του προβλήµατος και 
προσπαθώντας να ικανοποιήσει τους λειτουργικούς περιορισµούς και στόχους, µε βάση την πολιτική 

                                                      
1 Στην πραγµατικότητα, οι τυχαίοι αριθµοί στον υπολογιστή γεννώνται βάσει ενός αυστηρά προσδιοριστικού 
αλγορίθµου, ο οποίος οδηγεί στην ίδια ακολουθία αριθµών αν ξεκινήσει µε την ίδια αρχική τιµή, που είναι 
γνωστή και ως σπόρος (seed). Για τον λόγο αυτό, οι τυχαίοι αριθµοί που παράγονται καθ’ αυτόν τον τρόπο είναι 
αναφέρονται και ως ψευδοτυχαίοι (pseudorandom). 
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διαχείρισης, θ. Έξοδοι του µοντέλου είναι n σενάρια απολήψεων Ζi(Yi, λ, θ), κάθε ένα από τα οποία 
συνιστά την απόκριση του συστήµατος έναντι του αντίστοιχου σεναρίου εισροών, Yi. Για κάθε 
σενάριο απολήψεων, Ζi, ελέγχεται η επίδοση του υδροσυστήµατος, µε βάση ένα αριθµητικό µέτρο, Li, 
που συναρτάται µε ποσοτικά κριτήρια όπως η αξιοπιστία, η εγγυηµένη απόληψη, η παραγωγή 
ενέργειας, το κόστος λειτουργίας, το οικονοµικό όφελος από την πώληση του νερού, κλπ. 

Σειρές συνθετικών εισροών, Υi (µ, ω)

Ιστορικές 
χρονοσειρές 
εισροών, Χ

∆ειγµατικά στατιστικά 
χαρακτηριστικά, s(Χ)

Τυχαιότητα, ω (ακολουθία 
τυχαίων αριθµών) 

Μοντέλο λειτουργικής προσοµοίωσης

∆ειγµατικό µέτρο επίδοσης, Li (Zi)
(αξιοπιστία, ασφαλής απόληψη, κόστος)

Παράµετροι στοχαστικού 
µοντέλου, µ(s)

Μοντέλο γέννησης 
συνθετικών χρονοσειρών

Χρονοσειρές εξόδου Ζi (Υi, λ, θ)

Μέτρο επίδοσης, J (Χ, λ, θ, ω) = Ε (Li)

i = 1, …, nMεταβλητές ελέγχου, θ
(κανόνες διαχείρισης)

Σταθερές παράµετροι 
υδροσυστήµατος, λ 
(τοπολογία δικτύου, 

χαρακτηριστικά µεγέθη 
έργων, λειτουργικοί στόχοι 

και περιορισµοί)

Σειρές συνθετικών εισροών, Υi (µ, ω)

Ιστορικές 
χρονοσειρές 
εισροών, Χ

∆ειγµατικά στατιστικά 
χαρακτηριστικά, s(Χ)

Τυχαιότητα, ω (ακολουθία 
τυχαίων αριθµών) 

Μοντέλο λειτουργικής προσοµοίωσης

∆ειγµατικό µέτρο επίδοσης, Li (Zi)
(αξιοπιστία, ασφαλής απόληψη, κόστος)

Παράµετροι στοχαστικού 
µοντέλου, µ(s)

Μοντέλο γέννησης 
συνθετικών χρονοσειρών

Χρονοσειρές εξόδου Ζi (Υi, λ, θ)

Μέτρο επίδοσης, J (Χ, λ, θ, ω) = Ε (Li)

i = 1, …, nMεταβλητές ελέγχου, θ
(κανόνες διαχείρισης)

Σταθερές παράµετροι 
υδροσυστήµατος, λ 
(τοπολογία δικτύου, 

χαρακτηριστικά µεγέθη 
έργων, λειτουργικοί στόχοι 

και περιορισµοί)

 
Σχήµα 2.10: Σχηµατική απεικόνιση των συνιστωσών ενός σχήµατος στοχαστικής προσοµοίωσης 

συστηµάτων υδατικών πόρων. 
 
Η υδρολογική αβεβαιότητα οδηγεί σε ένα ιδιαίτερα ευρύ φάσµα ισοπίθανων συνθηκών υδροφορίας 
και αντίστοιχων αποκρίσεων του συστήµατος, οπότε η τιµή κάθε µεµονωµένου (δειγµατικού) µέτρου, 
Li, δεν έχει ιδιαίτερο νόηµα. Συνεπώς, ως τελικό µέτρο επίδοσης του συστήµατος, J, λαµβάνεται η 
αναµενόµενη (µέση) τιµή των επιµέρους δειγµατικών µέτρων, µέσω της οποίας αποτιµάται η 
αποτελεσµατικότητα της πολιτικής διαχείρισης που περιγράφεται µέσω των παραµέτρων, θ. Συχνά, 
επιδιώκεται βελτιστοποίηση της εν λόγω πολιτικής, θεωρώντας τις διαχειριστικές παραµέτρους, θ, ως 
τις µεταβλητές ελέγχου και το µέτρο επίδοσης του υδροσυστήµατος, J, ως την αντικειµενική 
συνάρτηση ενός προβλήµατος µη γραµµικής βελτιστοποίησης. 

Το παρόν τεύχος εστιάζεται στην αναλυτική περιγραφή της πρώτης συνιστώσας του σχήµατος 
στοχαστικής προσοµοίωσης, ήτοι στο στοχαστικό υδρολογικό µοντέλο που υλοποιήθηκε µέσω του 
υπολογιστικού συστήµατος Κασταλία. Η δεύτερη συνιστώσα, ήτοι το µοντέλο λειτουργικής 
προσοµοίωσης που υλοποιήθηκε µέσω του υπολογιστικού συστήµατος Υδρονοµέας, αποτελεί 
αντικείµενο άλλου τεύχους (Καραβοκυρός κ.ά., 2004). 

2.2.4 Τύποι προσοµοίωσης – Η έννοια της στοχαστικής πρόγνωσης 

Με βάση όσα αναφέρθηκαν στην ενότητα 2.2.3, το µέτρο επίδοσης ενός συστήµατος υδατικών πόρων, 
εκτιµώµενο µε την µέθοδο της στοχαστικής προσοµοίωσης, εξαρτάται από τρεις παράγοντες: (α) τις 
παραµέτρους του στοχαστικού µοντέλου, µ, (β) τα χαρακτηριστικά του υδροσυστήµατος, λ, και (γ) τις 
διαχειριστικές παραµέτρους, θ. Όπως εξηγήθηκε προηγουµένως, οι παράµετροι µ προκύπτουν 
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συναρτήσει του ιστορικού δείγµατος, X. Το γεγονός αυτό υποδηλώνει ότι η ακρίβεια και αξιοπιστία 
των αποτελεσµάτων της στοχαστικής προσοµοίωσης είναι άµεσα εξαρτώµενη από την ποσότητα 
καθώς και ποιότητα της διαθέσιµης υδρολογικής πληροφορίας. 

Σε µελέτες σχεδιασµού ή στρατηγικής διαχείρισης συστηµάτων υδατικών πόρων, όπου ζητούµενο 
είναι η αποτίµηση της µακροχρόνιας επίδοσης του συστήµατος, η εν λόγω επίδοση θεωρείται ότι δεν 
επηρεάζεται από τις συνθήκες εκκίνησης του µοντέλου στοχαστικής προσοµοίωσης, ήτοι το αρχικό 
καθεστώς υδροφορίας και αποθεµάτων. Επιπλέον, όλα τα υπόλοιπα δεδοµένα εισόδου του 
συστήµατος, όπως η διάταξη και τα χαρακτηριστικά των έργων και η ετήσια ζήτηση νερού, 
θεωρούνται σταθερά και ανεξάρτητα του χρόνου. Ο τύπος αυτός της προσοµοίωσης ονοµάζεται 
µόνιµης κατάστασης (steady-state). Κατά την προσοµοίωση µόνιµης κατάστασης, οι επιµέρους σειρές 
εισροών µπορούν να θεωρηθούν ισοδύναµα µιας µεµονωµένης χρονοσειράς µεγάλου (θεωρητικά 
άπειρου) µήκους. 

Αντίθετα, η επιχειρησιακή διαχείριση ενός υδροσυστήµατος, ήτοι η διαχείρισή του σε πραγµατικό 
χρόνο, επιβάλλει την ενσωµάτωση των αρχικών συνθηκών στο µοντέλο στοχαστικής προσοµοίωσης. 
Στην περίπτωση αυτή, η βραχυχρόνια και πιθανόν µεσοπρόθεσµη επίδοση του συστήµατος ενδέχεται 
να εξαρτάται καθοριστικά τόσο από το επίκαιρο καθεστώς υδροφορίας όσο και από τα επίκαιρα 
αποθέµατα νερού. Επιπλέον, οι παράµετροι του υδροσυστήµατος είναι συνήθως µεταβαλλόµενες στον 
χρόνο, λόγω της βλάβης ή της ένταξης νέων έργων στο σύστηµα, της εισαγωγής νέων περιορισµών, 
της αύξησης της ζήτησης, κλπ. Στην περίπτωση αυτή ακολουθείται µια διαφορετική προσέγγιση, µε 
εφαρµογή µιας διαδικασίας που ονοµάζεται καταληκτική (terminating) προσοµοίωση (Winston, 1994, 
σ. 1220). Στην καταληκτική προσοµοίωση, παράγονται πολλές αλλά µικρού, κατά κανόνα, µήκους 
σειρές εισροών, µε κατάλληλη προσαρµογή του στοχαστικού µοντέλου ώστε να λαµβάνει υπόψη όχι 
µόνο τα στατιστικά χαρακτηριστικά των ιστορικών δειγµάτων αλλά και την ακολουθία των ιστορικών 
τιµών, και ιδιαίτερα των πλέον πρόσφατων1. Η λειτουργία αυτή του µοντέλου ονοµάζεται στοχαστική 
πρόγνωση. Στην συνέχεια, επαναλαµβάνεται το µοντέλο λειτουργικής προσοµοίωσης µε διαφορετικό 
κάθε φορά σενάριο εισροών, αλλά µε τις ίδιες αρχικές συνθήκες αποθεµάτων, τις ίδιες συνθήκες 
µεταβολής παραµέτρων (εφόσον το σύστηµα χαρακτηρίζεται από µη στασιµότητα), και την ίδια 
συνθήκη τερµατισµού (χρονικός ορίζοντας ελέγχου). 

                                                      
1 Υπενθυµίζεται ότι οι µελλοντικές τιµές µιας υδρολογικής διεργασίας σχετίζονται στατιστικά µε τις 
παρελθούσες, µε τον βαθµό της συσχέτισης να περιγράφεται ποσοτικά από την συνάρτηση αυτοσυσχέτισης. 

 



      16

3 Σχήµα γέννησης συνθετικών χρονοσειρών 

3.1 ∆οµή και απαιτήσεις του µοντέλου 

3.1.1 Απαιτήσεις µαθηµατικού µοντέλου 

Το µαθηµατικό σύστηµα της «Κασταλίας» πληρεί όλες τις απαιτήσεις που πρέπει να έχει ένα τέτοιο 
σύστηµα ώστε να αναπαράγει τα χαρακτηριστικά των ιστορικών χρονοσειρών διαφόρων µεταβλητών 
που αναφέρονται σε χωρικά κατανεµηµένα στοιχεία των υδροσυστηµάτων όπως ταµιευτήρες. 

• Το µαθηµατικό µοντέλο επιτρέπει την ταυτόχρονη στοχαστική ανάλυση πολλών δειγµάτων, τα 
οποία αναφέρονται σε διάφορες υδρολογικές διεργασίες και σε διάφορες θέσεις, χωρίς να θέτει 
περιορισµούς ως προς το πλήθος αυτών. Οι εν λόγω διεργασίες πρέπει να έχουν συσχέτιση 
ανήκοντας σε συστήµατα (π.χ. λεκάνες απορροής) µε κοινή υδρολογική δίαιτα. Η ανάλυση των 
δειγµάτων και, συνεπακόλουθα, η παραγωγή των συνθετικών χρονοσειρών γίνεται σε δύο χρονικά 
επίπεδα. Στο πρώτο επίπεδο γεννώνται συνθετικές χρονοσειρές ετήσιας κλίµακας µέσω µοντέλων 
που αναπαράγουν το φαινόµενο της εµµονής, ενώ στο δεύτερο επίπεδο γεννώνται συνθετικές 
χρονοσειρές µηνιαίου βήµατος, µέσω µοντέλων που αναπαράγουν την ενδοετήσια περιοδικότητα 
των αντίστοιχων διεργασιών. 

• Τα στατιστικά χαρακτηριστικά των ιστορικών δεδοµένων, δηλαδή οι µέσες τιµές, διασπορές, 
συντελεστές ασυµµετρίας, συντελεστές αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης θα πρέπει να 
διατηρούνται αναλλοίωτα, µία απαίτηση που είναι σύµφωνη µε την κυριαρχούσα άποψη της 
βιβλιογραφίας. Με βάση το κλασικό εγχειρίδιο των Matalas and Wallis (1976), και ανεξάρτητα 
από την χρονική κλίµακα της ανάλυσης, το ελάχιστο σύνολο των ουσιωδών στατιστικών 
παραµέτρων που απαιτείται να αναπαράγονται κατά την στοχαστική προσοµοίωση ενός 
συστήµατος υδατικών πόρων είναι: (α) οι παράµετροι των περιθώριων συναρτήσεων κατανοµής 
κάθε µεταβλητής, και συγκεκριµένα η µέση τιµή, η διασπορά και ο συντελεστής ασυµµετρίας, και 
(β) οι παράµετροι των από κοινού συναρτήσεων κατανοµής των µεταβλητών, και συγκεκριµένα οι 
συντελεστές αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξης και οι συντελεστές ετεροσυσχέτισης µηδενικής τάξης. 
Το µαθηµατικό της «Κασταλίας» αναπαράγει το σύνολο των παραπάνω στατιστικών 
χαρακτηριστικών. Τονίζεται ωστόσο ότι, στην πράξη, είναι αναπόφευκτη η εµφάνιση µικρών 
αποκλίσεων ως προς ορισµένα στατιστικά χαρακτηριστικά των ιστορικών και συνθετικών 
δειγµάτων, στην περίπτωση που η εκτίµηση των παραµέτρων που σχετίζονται µε τα εν λόγω 
χαρακτηριστικά δεν γίνεται αναλυτικά αλλά προσεγγιστικά (µέσω βελτιστοποίησης). 

• Το µοντέλο θα διατηρεί τη στοχαστική εξάρτηση των υδρολογικών µεταβλητών τόσο ως προς το 
χώρο όσο και ως προς το χρόνο. Η χωρική εξάρτηση αντιστοιχεί στην προφανή συγγένεια της 
ταυτόχρονης υδρολογικής δίαιτας σε γειτονικές θέσεις ή λεκάνες και µπορεί να αναφέρεται σε 
διαφορετικά υδρολογικά µεγέθη, στοχαστικά εξαρτηµένα (π.χ. βροχή και απορροή). Αντίστοιχα, η 
χρονική εξάρτηση οφείλεται στη µνήµη (βραχυπρόθεσµη εµµονή) των υδρολογικών µεγεθών 
(εξάρτηση ενός µεγέθους από τις τιµές των αµέσως προηγούµενων βηµάτων). Το µοντέλο 
διατηρεί την χωρική και χρονική εξάρτηση των µεταβλητών, καθώς αναπαράγει όλες τις 
ουσιώδεις συνδιασπορές, ήτοι τις ετεροσυσχετίσεις µηδενικής τάξης και αυτοσυσχετίσεις πρώτης 
τάξης. 

• Το µοντέλο θα διατηρεί τη µακροπρόθεσµη εµµονή, ώστε να δυνατή η αναπαραγωγή 
αλληλουχιών ξηρών ετών παρόµοιων µε αυτά που παρατηρήθηκαν στην τελευταία µεγάλη 



      17

ξηρασία. Η αναπαραγωγή του φαινοµένου της εµµονής (φαινόµενο Hurst) θεωρείται από τα 
κοµβικά σηµεία του σχήµατος προσοµοίωσης που αναπτύχθηκε, καθώς βασίστηκε εξ ολοκλήρου 
σε πρωτότυπη ερευνητική εργασία. Η διατήρηση της µακροπρόθεσµης εµµονής επιτυγχάνεται µε 
προσαρµογή ενός κατάλληλου θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος στις ετήσιες µεταβλητές και 
την σύζευξη αυτού µε ένα σχήµα γέννησης κινούµενων µέσων όρων. 

• Οι ιδιότητες της στατιστικής κατανοµής που θα επιλεγεί πρέπει να είναι συµβατές µε τα 
χαρακτηριστικά των υδρολογικών µεταβλητών. Στο µοντέλο γέννησης συνθετικών χρονοσειρών 
γίνεται χρήση της κατανοµής γάµα τριών παραµέτρων που θεωρείται κατάλληλη τόσο για 
µηνιαίες όσο και για ετήσιες υδρολογικές µεταβλητές, δεδοµένου ότι ορίζεται µόνο για θετικές 
τιµές της µεταβλητής και µπορεί να αναπαράγει την ασυµµετρία των ιστορικών δειγµάτων. 

• Οι µηνιαίες χρονοσειρές θα πρέπει να είναι συνεπείς µε τις ετήσιες. Στο µοντέλο, παρόλο που σε 
πρώτη φάση οι µηνιαίες µεταβλητές παράγονται ανεξάρτητα από τις ετήσιες (και µάλιστα µε 
εφαρµογή διαφορετικών σχηµάτων προσοµοίωσης), στην συνέχεια ανάγονται µέσω µιας 
µεθοδολογίας επιµερισµού, έτσι ώστε για κάθε προσοµοιωµένο έτος το άθροισµα των συνθετικών 
µηνιαίων τιµών να ισούται µε την αντίστοιχη συνθετική ετήσια τιµή. 

• Οι µελλοντικές τιµές των συνθετικών χρονοσειρών θα πρέπει να είναι συνεπείς µε τις επίκαιρες 
και τις ιστορικές τιµές. Το µοντέλο γέννησης συνθετικών χρονοσειρών µπορεί να εφαρµοστεί µε 
δύο τρόπους: (α) για την γέννηση χρονοσειρών µεγάλου µήκους, οι οποίες χρησιµοποιούνται σε 
εφαρµογές τύπου µόνιµης κατάστασης και, συνεπώς, δεν εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες 
της προσοµοίωσης, και (β) για την γέννηση πολλαπλών σεναρίων µικρού µήκους, τα οποία 
χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές τύπου καταληκτικής προσοµοίωσης (βλ. 2.2.4). Στην τελευταία 
περίπτωση, η βραχυπρόθεσµη εξέλιξη των υδρολογικών µεταβλητών εξαρτώνται από τις 
επίκαιρες και παρελθούσες τιµές τους, οι οποίες εισάγονται στο µοντέλο υπό µορφή στατιστικής 
δέσµευσης. 

3.1.2 Συνοπτική περιγραφή του σχήµατος γέννησης συνθετικών χρονοσειρών 

Για την γέννηση συνθετικών χρονοσειρών υιοθετήθηκε ένα στοχαστικό σχήµα πολλών µεταβλητών, 
το οποίο υλοποιείται σε δύο χρονικά επίπεδα. Κάθε µεταβλητή αναφέρεται σε συγκεκριµένη 
υδρολογική διεργασία, που λαµβάνει χώρα σε συγκεκριµένη γεωγραφική θέση. Το πρώτο επίπεδο 
(υψηλό επίπεδο) αναφέρεται σε χρονοσειρές αραιής χρονικής κλίµακας, η ισοδιάσταση της οποίας θα 
καλείται εφεξής περίοδος, ενώ το δεύτερο επίπεδο (χαµηλό επίπεδο) αναφέρεται σε πυκνότερη 
χρονική κλίµακα, που θα καλείται υποπερίοδος. Ως υψηλή χρονική κλίµακα επιλέγεται η ετήσια, για 
την οποία οι στοχαστικές ανελίξεις θεωρούνται στάσιµες, ενώ ως χαµηλή χρονική κλίµακα επιλέγεται 
η µηνιαία, που είναι η συνήθης κλίµακα στην διαχείριση συστηµάτων υδατικών πόρων. 
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Σχήµα 3.1: ∆ιάγραµµα ροής σχήµατος γέννησης συνθετικών χρονοσειρών για την στοχαστική 
προσοµοίωση συστηµάτων υδατικών πόρων σε µηνιαία χρονική κλίµακα, για n συνολικά έτη. 

 
Το διάγραµµα ροής της µεθοδολογίας γέννησης συνθετικών χρονοσειρών απεικονίζεται στο Σχήµα 
3.1. Είσοδος του µοντέλου είναι τα µηνιαία ιστορικά δείγµατα των µεταβλητών, βάσει των οποίων 
προκύπτουν τα αντίστοιχα ετήσια. Πρώτα υπολογίζονται τα δειγµατικά στατιστικά χαρακτηριστικά, 
τόσο σε µηνιαία όσο και σε ετήσια βάση. Στην συνέχεια, για κάθε ετήσια µεταβλητή ορίζεται µια 
θεωρητική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης, η οποία περιγράφει την µακροπρόθεσµη εµµονή της 
αντίστοιχης υδρολογικής διεργασίας (βλ. 3.2). Η δοµή της αυτοσυσχέτισης αναπαράγεται µέσω ενός 
στάσιµου µοντέλου συµµετρικά κινούµενων µέσων όρων (µοντέλο SMA), οι παράµετροι του οποίου 
εκτιµώνται συναρτήσει των στατιστικών χαρακτηριστικών των ετήσιων ιστορικών χρονοσειρών (βλ. 
3.3). Το µοντέλο SMA, που σηµειωτέον είναι γενικευµένο ώστε να προσαρµόζεται σε πολυµεταβλητά 
σχήµατα προσοµοίωσης, χρησιµοποιείται για την γέννηση συνθετικών χρονοσειρών σε όλες τις θέσεις 
και για όλον τον χρονικό ορίζοντα της προσοµοίωσης. 

Για τη στοχαστική προσοµοίωση των µηνιαίων µεταβλητών χρησιµοποιείται ως βάση ένα περιοδικό 
µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης πρώτης τάξης, το PAR(1), διατυπωµένο ως πολυµεταβλητό. Οι 
παράµετροι του µοντέλου εκτιµώνται συναρτήσει των στατιστικών χαρακτηριστικών των µηνιαίων 
ιστορικών χρονοσειρών (βλ. 3.4). Η γέννηση των µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών, η οποία 
προϋποθέτει να έχει ολοκληρωθεί η παραγωγή των ετήσιων συνθετικών τιµών, γίνεται σε στάδια. 
Αρχικά, για κάθε ένα έτος ξεχωριστά, γεννώνται 12 µηνιαίες τιµές µέσω του µοντέλου PAR(1), οι 
οποίες προφανώς δεν είναι συνεπείς µε τις αντίστοιχες ετήσιες. Για την αποκατάσταση της συνέπειας, 
εφαρµόζεται µια διαδικασία γραµµικής αναγωγής (µοντέλο επιµερισµού), µέσω της οποίας οι 
µηνιαίες συνθετικές τιµές διορθώνονται, ώστε συναθροιζόµενες να ισούνται µε την αντίστοιχη ετήσια 
(βλ. 3.5). Η διαδικασία γέννησης µηνιαίων τιµών επαναλαµβάνεται για όλα τα έτη, οπότε προκύπτει 
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ένα τελικό συνθετικό δείγµα µηνιαίων τιµών που είναι συνεπές µε το ετήσιο, το οποίο έχει προκύψει 
µε εφαρµογή του µοντέλου SMA, αναπαράγοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο το ιδιαίτερα κρίσιµο 
φαινόµενο της εµµονής. 

3.2 Μεθοδολογία αναπαραγωγής της εµµονής 

3.2.1 Γενικά 

Η αναπαραγωγή του φαινοµένου της εµµονής, που όπως αναφέρθηκε αποτελεί γενικό χαρακτηριστικό 
των περισσότερων γεωφυσικών διεργασιών (βλ. 2.1.6), θεωρείται ιδιαίτερα κρίσιµη, δεδοµένου ότι µε 
αυτή σχετίζεται η εµφάνιση των µακροχρόνιων ξηρασιών, που επηρεάζουν άµεσα την λειτουργία και 
διαχείριση των υδροσυστηµάτων. 

Για την αναπαραγωγή των ξηρασιών ακολουθούνται διεθνώς δύο ειδών προσεγγίσεις. Η απλούστερη 
προσέγγιση είναι η εµπειρική, η οποία δεν απαιτεί ειδική µοντελοποίηση. Βάσει αυτής, υιοθετείται 
ένα σύνηθες σχήµα γέννησης συνθετικών χρονοσειρών (π.χ. ένα µοντέλο τύπου ARMA), οι 
παράµετροι του οποίου δεν εκτιµώνται συναρτήσει των στατιστικών χαρακτηριστικών του ιστορικού 
δείγµατος αλλά βάσει τροποποιηµένων τιµών αυτών. Η επέµβαση γίνεται συνήθως µόνο στις δύο 
πρώτες ροπές του δείγµατος, ήτοι την µέση τιµή και την διασπορά. Για παράδειγµα, µε µείωση της 
τιµής της µέσης ετήσιας απορροής και αύξησης της διασποράς, µπορούν να παραχθούν συνθετικά 
δείγµατα εισροών που είναι σαφώς πιο δυσµενή σε σχέση µε τα αντίστοιχα ιστορικά. Κατά κανόνα, οι 
τροποποιηµένες τιµές δεν ορίζονται εντελώς αυθαίρετα αλλά προκύπτουν µετά από διερεύνηση 
υποθετικών σεναρίων κλιµατικής αλλαγής, για τα οποία έχουν αναπτυχθεί µοντέλα προσοµοίωσης 
που βασίζονται στις φυσικές διεργασίες του υδρολογικού κύκλου. Ωστόσο, παρά την απλότητά της 
και την λογικοφανή ερµηνεία της, η εµπειρική προσέγγιση δεν κρίνεται αξιόπιστη, όχι µόνο επειδή 
βασίζεται σε αυθαίρετες υποθέσεις αλλά και εξαιτίας του χαµηλού βαθµού επαλήθευσης των 
κλιµατικών µοντέλων. 

Η δεύτερη προσέγγιση συνίσταται στη µαθηµατική περιγραφή της εµµονής, και την αναπαραγωγή της 
µέσω εξειδικευµένων στοχαστικών σχηµάτων, όπως τα µοντέλα τύπου FGN (Mandelbrot, 1965), 
FFGN (Mandelbrot and Wallis, 1969) και broken line (Mejia et al., 1972). Στα παραπάνω µοντέλα 
επιχειρείται η ποσοτικοποίηση της εµµονής και η εισαγωγή της ως παραµέτρου, της οποίας ωστόσο ο 
ορισµός και ο τρόπος εκτίµησης είναι ιδιαίτερα πολύπλοκος (βλ. και 3.2.2). Ένα άλλο σοβαρό 
µειονέκτηµα είναι η αδυναµία διατύπωσης των µοντέλων ως πολυµεταβλητών, κάτι που ωστόσο 
θεωρείται αναγκαίο για τη στοχαστική προσοµοίωση των υδρολογικών µεταβλητών σύνθετων 
υδροσυστηµάτων. Για τον λόγο αυτό, υιοθετήθηκε µια γενικευµένη προσέγγιση που, αν και πολύ 
απλή στην εφαρµογή της, είναι πλήρως τεκµηριωµένη µαθηµατικά. Η προσέγγιση αυτή περιγράφεται 
λεπτοµερώς στην συνέχεια της ενότητας.  

3.2.2 Ορισµός και ιδιότητες γενικευµένης συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς 

Έστω η στοχαστική ανέλιξη Xi σε διακριτό χρόνο (π.χ. έτος) i, µε αυτοσυνδιασπορά: 

 γj = Cov [Xi, Xi + j]  (3.1) 

Η ανέλιξη Xi θεωρείται στάσιµη, µε µέση τιµή µx = Ε[Xi], διασπορά γ0 και συντελεστή ασυµµετρίας 
ξx = Ε[(Xi – µx)3] / γ0. Τα περιθώρια στατιστικά χαρακτηριστικά της ανέλιξης, ήτοι οι παράµετροι µX, γ0 
και ξX, µπορούν να εκτιµηθούν εφόσον διατίθεται ένα δείγµα της Xi µεγέθους n, ήτοι µια ακολουθία 
τιµών (x1, ..., xn). Από την άλλη πλευρά, οι αυτοσυνδιασπορές, γj, µπορούν να εκτιµηθούν µέσω της 
εµπειρικής συνάρτησης (2.18). Υπενθυµίζεται ότι ο λόγος ρj = γj / γ0 είναι ο συντελεστής 
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αυτοσυσχέτισης της ανέλιξης, ενώ η γραφική παράσταση των ρj συναρτήσει της χρονικής υστέρησης j 
είναι το αυτοσυσχετόγραµµα (βλ. 2.1.4). 

Με βάση τα όσα αναφέρθηκαν στο εδάφιο 2.1.6, η µακροπρόθεσµη εµµονή των υδρολογικών 
χρονοσειρών εµφανίζεται µε την µορφή υψηλών θετικών τιµών των συντελεστών αυτοσυσχέτισης, 
ακόµη και για πολύ µεγάλα βήµατα χρονικής υστέρησης. Ο εµπειρικός εντοπισµός της ύπαρξης 
µακροπρόθεσµης εµµονής σε µια χρονοσειρά γίνεται, µεταξύ άλλων, µε την κατασκευή του 
δειγµατικού αυτοσυσχετογράµµατος. Εφόσον η χρονοσειρά έχει εµµονή το διάγραµµα των ρj 
παρουσιάζει την χαρακτηριστική µορφή πλατειάς ουράς, ενώ, αντίθετα, αν η χρονοσειρά δεν έχει 
εµµονή, το διάγραµµα φθίνει πολύ γρήγορα προς το µηδέν. Κατά συνέπεια, το σχήµα του 
αυτοσυσχετογράµµατος αποτελεί ισχυρή ένδειξη της ύπαρξης ή όχι εµµονής. 

Ωστόσο, επειδή το µήκος ενός υδρολογικού δείγµατος είναι κατά κανόνα µικρό (της τάξης των 
µερικών δεκάδων ετών), µόνο οι πρώτες τιµές των αυτοσυνδιασπορών µπορούν να εκτιµηθούν µε 
αποδεκτή ακρίβεια µέσω της (2.18). Επιπλέον, οι δειγµατικές εκτιµήσεις της αυτοσυνδιασποράς 
εισάγουν σηµαντική αρνητική µεροληψία, µε αποτέλεσµα να φθίνουν γρήγορα συναρτήσει του 
χρόνου (Koutsoyiannis, 2003). Το γεγονός αυτό µπορεί να οδηγήσει στο λανθασµένο συµπέρασµα ότι 
τα γj µηδενίζονται µετά από κάποιο χρονικό βήµα m και, κατά συνέπεια, η µνήµη της ανέλιξης Xi είναι 
µικρή, ενώ κάτι τέτοιο µπορεί να µην ισχύει στην πραγµατικότητα. 

Τα συνήθη στοχαστικά µοντέλα ανήκουν στην οικογένεια των µοντέλων τύπου ARMA(p, q), που 
είναι συνδυασµένα σχήµατα αυτοπαλινδρόµησης τάξης p και κινούµενων µέσων όρων τάξης q (Box 
and Jenkins, 1970). Τα µοντέλα αυτά είναι βραχείας µνήµης, µε αυτοσυσχετόγραµµα που φθίνει 
εκθετικά µε τον χρόνο. Πράγµατι, για µεγάλα βήµατα υστέρησης j, η θεωρητική συνάρτηση 
αυτοσυνδιασποράς µιας στοχαστικής ανέλιξης τύπου ARMA προσεγγίζεται από µια σχέση εκθετικής 
µείωσης της µορφής: 

 γj = α φ j (3.2) 

όπου α, φ παράµετροι, µε 0 ≤ φ ≤ 1. 

Είναι προφανές ότι τα µοντέλα τύπου ARMA είναι ακατάλληλα για την αναπαραγωγή της 
µακροπρόθεσµης εµµονής των υδρολογικών διεργασιών. Για το σκοπό αυτό αναπτύχθηκαν 
εναλλακτικά µαθηµατικά σχήµατα, όπως τα λεγόµενα µοντέλα κλασµατικού γκαουσιανού θορύβου 
(FGN, fractional Gaussian noise), τα οποία προσοµοιώνουν διεργασίες µε µακροπρόθεσµη εµµονή, 
θεωρώντας συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς της µορφής: 

 γj = 
1
2 γ0 [(j – 1) 2H – 2j 2H + (j + 1) 2H] (3.3) 

όπου Η είναι µέτρο της µακροπρόθεσµης εµµονής, που καλείται συντελεστής Hurst και λαµβάνει 
τιµές στο διάστηµα 0.5 ≤ Η ≤ 1 (Bras and Rodriguez-Iturbe, 1993). 

Με εξαίρεση τους πρώτους όρους της, η ακολουθία (3.3) προσεγγίζεται από την εξίσωση δύναµης: 

 γj = γ0 (1 – 1 / β) (1 – 1 / 2β) j – 1/ β (3.4) 

όπου: 

 β = 
1

 2(1 – Η) ≥ 1 (3.5) 

Για µεγάλα χρονικά βήµατα, οι θεωρητικές συναρτήσεις αυτοσυνδιασποράς τόσο των ARMA όσο και 
των FGN ανελίξεων µπορούν να θεωρηθούν ως ειδικές περιπτώσεις της λεγόµενης γενικευµένης 
συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς (Koutsoyiannis, 2000): 

 γj = γ0 [1 + κ β j] – 1/ β (3.6) 
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όπου κ, β παράµετροι. Η παράµετρος κ περιγράφει το σχήµα της συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς, ενώ 
η παράµετρος β σχετίζεται άµεσα µε την εµµονή της στοχαστικής ανέλιξης. 
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Σχήµα 3.2: Παραδείγµατα εφαρµογής της γενικευµένης συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς για 

παράµετρο σχήµατος κ = 1 και διάφορες τιµές της παραµέτρου εµµονής, β. 
 
Για β = 0, µε εφαρµογή του κανόνα de l' Hospital, η σχέση (3.6) γίνεται: 

 γj = γ0 exp (– κ j) (3.7) 

που είναι ταυτόσηµη µε την (3.2), εφόσον τεθεί κ = – ln ρ. 

Για β > 1, η σχέση (3.6) προσεγγίζει µε µεγάλη ακρίβεια την (3.4) εφόσον τεθεί: 

 κ = 
1

β (1 – 1 / β) (1 – 1 / 2β) β =: κ0 (3.8) 

Για κ ≠ κ0 ή για τιµές της παραµέτρου εµµονής β στο διάστηµα (0, 1) η σχέση (3.6) εξακολουθεί να 
αποτελεί µια εφικτή δοµή αυτοσυνδιασποράς για στοχαστικές ανελίξεις διαφορετικού τύπου από τις 
ARMA και FGN. Στο Σχήµα 3.2 απεικονίζεται η (3.6) για διάφορες τιµές της παραµέτρου β, 
θεωρώντας σταθερή τιµή κ = 1. Για β = 0, η (3.6) ταυτίζεται µε µια ανέλιξη τύπου ARMA, η 
αυτοσυνδιασπορά της οποίας φθίνει µετά από ελάχιστα βήµατα και σε ηµιλογαριθµικό διάγραµµα 
παρίσταται µε µια ευθεία γραµµή. Με συµπαγή γραµµή απεικονίζεται η εξίσωση για την ειδική 
περίπτωση κ = κ0 και β = 2, οπότε ταυτίζεται µε µια µακράς µνήµης FGN ανέλιξη. Είναι προφανές ότι 
όσο αυξάνει η τιµή της παραµέτρου β, τόσο αυξάνει η µνήµη της στοχαστικής ανέλιξης. Κατά 
συνέπεια, η παράµετρος β είναι αντίστοιχη του συντελεστή Hurst της µεθόδου FGN. 

Εφόσον κρίνεται απαραίτητη η αναπαραγωγή των m πρώτων όρων της αυτοσυνδιασποράς του 
ιστορικού δείγµατος, αυτοί θεωρούνται παράµετροι της στοχαστικής δοµής της ανέλιξης, µε την 
ακολουθία γ1, ..., γm να ορίζεται αυθαίρετα ή να εκτιµάται µέσω της εµπειρικής συνάρτησης 
αυτοσυνδιασποράς (2.18). Στην περίπτωση αυτή, οι υπόλοιποι όροι της θεωρητικής συνάρτησης 
αυτοσυνδιασποράς της στοχαστικής ανέλιξης υπολογίζονται µέσω της (3.6), θέτοντας: 
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 (3.9) 

Με τον τρόπο αυτό εξασφαλίζεται η συνέχεια της ακολουθίας στο χρονικό βήµα j = m. 

Στο σηµείο αυτό, θα πρέπει να τονιστεί ότι δεν µπορεί οποιαδήποτε ακολουθία τιµών γj (j = 0, …, s) 
να συνιστά µια εφικτή ακολουθία όρων αυτοσυνδιασποράς. Το τελευταίο ισχύει µόνο εφόσον το s × s 
µητρώο h µε στοιχεία: 

 hij = γ|i – j|  (3.10) 

είναι θετικά ηµιορισµένο, δηλαδή για κάθε διάνυσµα ξ ισχύει: 

 ξ h ξΤ ≥ 0 (3.11) 

Παρόµοιος έλεγχος εφικτότητας µπορεί να γίνει και µέσω του φάσµατος ισχύος (power spectrum) της 
ακολουθίας γj, το οποίο πρέπει να είναι θετικό σε όλα τα σηµεία ω. Αποδεικνύεται ότι το φάσµα 
ισχύος κάθε στοχαστικής ανέλιξης ισούται µε τον διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (DFT, discrete 
Fourier transform) της ακολουθίας των αυτοσυνδιασπορών γj (Papoulis, 1991, σ. 293-294). Ο εν λόγω 
µετασχηµατισµός υπολογίζεται ως (Bloomfield, 1976, σ. 46-49): 

 sγ(ω) = 2γ0 + 4 ∑
j = 1

∞
 γj cos(2π j ω)  (3.12) 

Λόγω συµµετρίας (γj = γ– j) ο αντίστροφος µετασχηµατισµός του φάσµατος είναι: 

 γj = ⌡⌠
0

1/2

 sγ(ω) cos(2π j ω) dω  (3.13) 

Το φάσµα ισχύος χρησιµοποιείται για το προσδιορισµό των παραµέτρων του σχήµατος γέννησης των 
µεταβλητών Xi, όπως περιγράφεται στην ενότητα 3.3.2. 

3.2.3 Εκτίµηση παραµέτρων συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς 

Οι ουσιώδεις παράµετροι της γενικευµένης συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς είναι κατ’ ελάχιστο τρεις, 
δηλαδή η διασπορά γ0, η παράµετρος εµµονής β και η παράµετρος σχήµατος, κ. Εφόσον διατίθενται 
ένα δείγµα τιµών (x1, ..., xn), η εκτίµηση της δειγµατικής διασποράς, γ0

∧ , γίνεται µέσω της σχέσης 
(2.15), ενώ για την εκτίµηση των παραµέτρων β και κ µπορούν να εφαρµοστούν τέσσερις 
εναλλακτικές µέθοδοι, που περιγράφονται στη συνέχεια του εδαφίου. 

α) Βέλτιστη προσαρµογή του θεωρητικού στο εµπειρικό αυτοσυσχετόγραµµα 

Στην περίπτωση αυτή ορίζεται το πρόβληµα ελαχιστοποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης: 

 f(β, κ) = 
1
n0

 ∑
j = 1

n0

 ( )ρj
∧  – ρj

2
  (3.14) 

όπου ρj
∧  = γj

∧  / γ0
∧  η ακολουθία των εµπειρικών συντελεστών αυτοσυσχέτισης, όπως εκτιµώνται µέσω 

της (2.18) για βήµατα υστέρησης έως n0 < n, και ρj = γj / γ0
∧  η ακολουθία των θεωρητικών συντελεστών 

αυτοσυσχέτισης, όπως εκτιµώνται µέσω της (3.6). Ο λόγος που επιλέγεται µικρότερο δείγµα 
εµπειρικών συντελεστών αυτοσυσχέτισης σε σχέση µε το µήκος της διαθέσιµης χρονοσειράς έχει να 
κάνει µε την αξιοπιστία προσδιορισµού των ρj

∧  καθώς, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, όσο αυξάνει 
το βήµα υστέρησης τόσο αυξάνει η αρνητική µεροληψία της εκτιµήτριας (2.18). Στο πρόγραµµα 
Κασταλία, οι εµπειρικοί συντελεστές αυτοσυσχέτισης υπολογίζονται µέχρι βήµατος n0 < n / 2. 
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Η αντικειµενική συνάρτηση (3.14) εκφράζει την µέση τετραγωνική απόκλιση µεταξύ των δειγµατικών 
και θεωρητικών συντελεστών αυτοσυσχέτισης. Σηµειώνεται ότι το πρόβληµα βελτιστοποίησης που 
ορίζεται από την (3.14) είναι µη γραµµικό ως προς τις παραµέτρους β, κ και επιλύεται µε ειδικές 
τεχνικές αναζήτησης ακροτάτων σε µη κυρτούς χώρους (Ευστρατιάδης, 2001). 

β) ∆ιατήρηση του δειγµατικού συντελεστή αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 

Στην περίπτωση αυτή ορίζεται το ίδιο πρόβληµα βελτιστοποίησης, µε προσθήκη του περιορισµού: 

 ρ1 = ρ1
∧  (3.15) 

Η συνθήκη ρ1 = ρ1
∧  εισάγεται στη αντικειµενική συνάρτηση (3.14) ως όρος ποινής, δηλαδή: 

 f(β, κ) = 
1
n0

 ∑
j = 1

n0

 ( )ρj
∧  – ρj

2
  + Μ ( )ρ1

∧  – ρ1
2
  (3.16) 

όπου Μ ένας µεγάλος θετικός αριθµός. 

γ) ∆ιατήρηση των δειγµατικών συντελεστών αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 1 και 2 

Στην περίπτωση αυτή το πρόβληµα δεν έχει βαθµούς ελευθερίας και οι παράµετροι β, κ προκύπτουν 
από την επίλυση του συστήµατος των µη γραµµικών εξισώσεων: 

 
γ1
∧  = γ0

∧  [1 + κ β] – 1/ β

γ2
∧  = γ0

∧  [1 + 2 κ β] – 1/ β
 (3.17) 

Αποδεικνύεται ότι το σύστηµα (3.17) έχει ακριβή λύση για ορισµένο εύρος τιµών των γ0
∧ , γ1

∧  και γ2
∧ , 

διαφορετικά η λύση του συστήµατος προκύπτει µε βελτιστοποίηση ως προς τις παραµέτρους β και κ, 
όµοια µε τις δύο προηγούµενες περιπτώσεις. 

δ) Αυθαίρετη επιλογή παραµέτρου εµµονής 

Οι µέθοδοι (α), (β) και (γ) είναι κατάλληλες για την εκτίµηση των παραµέτρων της γενικευµένης 
συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς µόνο εφόσον το δειγµατικό αυτοσυσχετόγραµµα είναι σχετικά 
αξιόπιστο. Αυτό προϋποθέτει την ύπαρξη µεγάλου µήκους ιστορικών δειγµάτων, κάτι που στην πράξη 
είναι εξαιρετικά σπάνιο. Για το λόγο αυτό είναι προτιµότερη η επιλογή της τιµής της παραµέτρου 
εµµονής µε βάση τις ανάγκες του εκάστοτε προβλήµατος που εξετάζεται. Στην περίπτωση αυτή η 
συνάρτηση (3.6) έχει έναν µόνο βαθµό ελευθερίας, ήτοι την παράµετρο σχήµατος κ, που είτε µπορεί 
να υπολογιστεί αναλυτικά (θεωρώντας ότι διατηρείται ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης για υστέρηση 
1) είτε µέσω βελτιστοποίησης, ελαχιστοποιώντας δηλαδή την µέση απόκλιση του θεωρητικού από το 
δειγµατικό αυτοσυσχετόγραµµα. 

Στο Σχήµα 3.3 απεικονίζονται οι περιπτώσεις (α), (β) και (γ) για ένα υποθετικό δειγµατικό 
αυτοσυσχετόγραµµα. Το συγκεκριµένο αυτοσυσχετόγραµµα έχει ακανόνιστη µορφή, κάτι που είναι 
σύνηθες όταν το δείγµα από το οποίο υπολογίζεται έχει µικρό µήκος. Τα διαγράµµατα που 
προκύπτουν για τις περιπτώσεις (α) και (β) σχεδόν ταυτίζονται, ενώ στην περίπτωση (γ) το θεωρητικό 
αυτοσυσχετόγραµµα φθίνει γρηγορότερα σε σχέση µε τα άλλα δύο, καθώς η βελτιστοποιηµένη τιµή 
της παραµέτρου β τείνει στο µηδέν. Σηµειώνεται ότι στο παράδειγµα δεν υπάρχει ακριβής λύση για 
την περίπτωση (γ), δηλαδή δεν υπάρχουν κ και β τέτοια που να ικανοποιούν ακριβώς το σύστηµα των 
εξισώσεων (3.17). 
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Σχήµα 3.3: Παραδείγµατα εκτίµησης των παραµέτρων β και κ µε βάση τις τιµές ενός υποθετικού 

δειγµατικού αυτοσυσχετογράµµατος. 

3.3 Γέννηση ετήσιων χρονοσειρών 

3.3.1 Μοντέλο συµµετρικών κινούµενων µέσων όρων 

Κάθε στοχαστική ανέλιξη Xi µε γνωστή ακολουθία αυτοσυνδιασπορών γj µπορεί να γραφεί ως ένα 
σταθµισµένο άθροισµα άπειρων τυχαίων µεταβλητών, ήτοι: 

 Xi = ∑
j = – ∞

0
 α– j Vi + j = … + α2 Vi – 2 + α1 Vi – 1 + α0 Vi (3.18) 

όπου αj οι συντελεστές στάθµισης που προσδιορίζονται από την ακολουθία των αυτοσυνδιασπορών γj, 
και Vi ο λευκός θόρυβος ή αλλιώς µεταβλητές ανανέωσης (innovations), που θεωρείται ότι είναι 
στοχαστικά ανεξάρτητες µεταξύ τους και έχουν µοναδιαία διασπορά. Το µοντέλο (3.18) είναι το 
γνωστό σχήµα γέννησης κινούµενων προς τα πίσω µέσων όρων (BMA, backward moving average), το 
οποίο εισήχθη από τους Box and Jenkins (1970, σ. 46). 

Ειδικότερα, οι συντελεστές αj συνδέονται µε τις αυτοσυνδιασπορές γj µέσω ενός συστήµατος 
εξισώσεων της µορφής: 

 γi = ∑
j = 0

+ ∞
 αj αi + j (3.19) 

Στην πράξη, δηλαδή κατά την παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών µέσω του σχήµατος (3.18), το 
πλήθος των µεταβλητών ανανέωσης Vi δεν είναι άπειρο, καθώς: α) το µήκος της προσοµοίωσης, και 
συνεπώς το πλήθος των συνθετικών τιµών Xi είναι προφανώς πάντοτε πεπερασµένο, και β) οι 
συντελεστές αj τείνουν να µηδενιστούν όσο αυξάνει το χρονικό βήµα j, οπότε όλοι οι όροι της 
ακολουθίας (3.18) µπορούν να αµεληθούν µετά κάποιο πεπερασµένο όριο j > – s. Τονίζεται ότι το εν 
λόγω όριο s είναι πολύ µεγαλύτερο από την συνήθη τάξη p, q µιας στοχαστικής ανέλιξης τύπου 
ARMA. Με βάση τα παραπάνω, οι απειροσειρές (3.18) και (3.19) µπορούν να προσεγγιστούν από τις 
πεπερασµένες ακολουθίες: 
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 Xi = ∑
j = – s

0
 α– j Vi + j = αs V i – s + … + α2 Vi – 2 + α1 Vi – 1 + α0 Vi (3.20) 

 γi = ∑
j = 0

s – i
 αj αi + j (3.21) 

Για ευκολότερη εκτίµηση των συντελεστών του µοντέλου, ο Koutsoyiannis (2000) εισήγαγε µια 
εναλλακτική διατύπωση. Αρχικά, υπέθεσε ότι η στοχαστική ανέλιξη Xi προκύπτει ως σταθµισµένο 
άθροισµα τόσο άπειρων προηγούµενων όσο και άπειρων επόµενων τυχαίων µεταβλητών, ορίζοντας 
έτσι το λεγόµενο σχήµα γέννησης κινούµενων µέσων όρων διπλής κατεύθυνσης (BFMA, backward-
forward moving average), που είναι µια απειροσειρά της µορφής: 

 Xi = ∑
j = – ∞

+ ∞
 α j Vi + j = … + α– 1 Vi – 1 + α0 Vi + α1 Vi + 1 + … (3.22  

Στην συνέχεια, όρισε µια ειδική περίπτωση του σχήµατος γέννησης BFMA, το λεγόµενο σχήµα 
γέννησης συµµετρικών κινούµενων µέσων όρων (SMA, symmetric moving average), µε την θεώρηση 
της συνθήκης συµµετρίας αj = α– j. Όµοια µε προηγουµένως, αν θεωρηθεί ότι αµελούνται οι όροι αj 
µετά από κάποιο όριο |i| > s, το σχήµα SMA προσεγγίζεται από την πεπερασµένη ακολουθία: 

 Xi = ∑
j = – s

s
 α|j| Vi + j = αs Vi – s + … + α1 Vi – 1 + α0 Vi + α1 Vi + 1 + … αs Vi + s (3.23) 

Οι συντελεστές αj συνδέονται µε τις αυτοσυνδιασπορές γj µέσω ενός συστήµατος 2s +1 εξισώσεων 
της µορφής: 

 γi = ∑
j = – s

s – i
 α|j| α|i + j| (3.24) 

ή ισοδύναµα: 

 γi = 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

∑
j = 0

i
 αj αi – j + 2 ∑

j = i + 1

s
 αj αj – i i = 0 … s

 ∑
j = i – s

s
 αj αi – j i = s + 1 … 2s

 (3.25) 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι το πλήθος των συντελεστών αj είναι ίσο µε s + 1, το µοντέλο (3.23) 
αναπαράγει τους πρώτους s + 1 όρους της ακολουθίας των αυτοσυνδιασπορών γj (που εκτιµώνται από 
την θεωρητική συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς της ανέλιξης), ενώ και οι επόµενοι όροι µέχρι j = 2s 
εξακολουθούν να είναι µη µηδενικοί. 

Το σχήµα γέννησης SMA χρησιµοποιείται για την γέννηση των ετήσιων υδρολογικών µεταβλητών 
που θεωρούνται στάσιµες, καθώς στην κλίµακα αυτή εξαφανίζονται οι ενδοετήσιες περιοδικότητες. 
Το εν λόγω σχήµα, συνδυαζόµενο µε την γενικευµένη συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς που ορίστηκε 
στην ενότητα 3.2.2, είναι κατάλληλο για την αναπαραγωγή της µακροπρόθεσµης εµµονής των 
µεταβλητών. Συγκεκριµένα, όχι µόνο διατηρεί τις θεωρητικές τιµές που προκύπτουν µε κατάλληλη 
ρύθµιση των παραµέτρων που χαρακτηρίζουν την εµµονή της στοχαστικής ανέλιξης (βλ. 3.2.3), αλλά 
αναπαράγει θετικές τιµές των συνθετικών συντελεστών αυτοσυσχέτισης για µήκος διπλάσιο του 
αντίστοιχου µήκους του θεωρητικού αυτοσυσχετογράµµατος. 
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3.3.2 Εκτίµηση παραµέτρων µοντέλου SMA 

Οι παράµετροι του µοντέλου SMA είναι οι s + 1 συντελεστές στάθµισης, αj, και τα στατιστικά 
χαρακτηριστικά (µέση τιµή και ασυµµετρία) των µεταβλητών ανανέωσης, Vi. 

Εκτίµηση συντελεστών στάθµισης 

Η σχέση (3.24) ορίζει ένα σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων ως προς τις άγνωστες παραµέτρους αj. 
Το σύστηµα αυτό επιλύεται είτε αναλυτικά (υπό προϋποθέσεις) είτε αριθµητικά. Σηµειώνεται ότι η 
ακρίβεια της αναπαραγωγής της στοχαστικής δοµής της ανέλιξης, ήτοι των αυτοσυνδιασπορών γj, 
εξαρτάται από την ακρίβεια εκτίµησης των παραµέτρων αj. 

α) Κλειστή λύση 

Αποδεικνύεται ότι ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier sα(ω) της ακολουθίας των συντελεστών αj 
συνδέεται µε το φάσµα ισχύος sγ(ω) της ακολουθίας των αυτοσυνδιασπορών γj µε την σχέση: 

 sα(ω) = 2sγ(ω)  (3.26) 

Κατά συνέπεια, η ακολουθία αj είναι γνωστή εφόσον είναι γνωστή η αυτοσυνδιασπορά της 
στοχαστικής ανέλιξης. Στην περίπτωση αυτή, οι συντελεστές αj µπορούν να υπολογιστούν µε τον 
αντίστροφο µετασχηµατισµό: 

 αj = ⌡⌠
0

1/2

 sα(ω) cos(2 π j ω) dω  (3.27) 

Εφόσον το όριο s είναι δύναµη του δύο, ήτοι s = 2k, η επίλυση του ολοκληρώµατος (3.27) µπορεί να 
γίνει µε τον ταχύ µετασχηµατισµό Fourier (FFT, fast Fourier transform). Σε διαφορετική περίπτωση, 
το ολοκλήρωµα υπολογίζεται αριθµητικά, βάσει του τύπου: 

 αj = ω1 
⎣
⎢
⎡

⎦
⎥
⎤sa(0)

2  + ∑
i = 1

s
 sa(ωi) cos(2 π j ωi)  (3.28) 

όπου: 

 ωj = 
j

2s + 1 (3.29) 

β) Αριθµητική εκτίµηση 

Η (3.24) µπορεί να γραφεί σε µητρωική µορφή ως: 

 p ζ = θ (3.30) 

όπου ζ = [α0, …, αs], θ = [γ0, …, γs]Τ και p µητρώο διαστάσεων (s +1) × (s +1) µε στοιχεία: 

 pij = 
1
2 [α|j – i| + αj + i – 2 U(j – 2) U(s – i – j + 1)] (3.31) 

όπου U(x) η λεγόµενη συνάρτηση άλµατος ή συνάρτηση Heaviside, µε τιµές U(x) = 1 για x ≥ 0 και 
U(x) = 0 για x < 0. 

Κάθε µεµονωµένη εξίσωση του συστήµατος (3.30) περιέχει δεύτερης τάξης γινόµενα των άγνωστων 
συντελεστών αj. Κατά συνέπεια, το σύστηµα έχει µία ή περισσότερες λύσεις εφόσον έχει οριστεί µια 
εφικτή ακολουθία αυτοσυνδιασπορών γj, δηλαδή το µητρώο h, το οποίο ορίστηκε στην ενότητα. 3.2.2, 
είναι θετικά ορισµένο. ∆ιαφορετικά, το σύστηµα δεν έχει ακριβή λύση. Στην τελευταία αυτή 
περίπτωση, ζητείται µια προσεγγιστική λύση που να ικανοποιεί όσο το δυνατόν καλύτερα τη 
µητρωική εξίσωση (3.30). Για τον σκοπό αυτό, η επίλυση του συστήµατος διατυπώνεται ως ένα 
πρόβληµα ελαχιστοποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης: 
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 f(ζ) = f(α0, …, αs) = ||p ζ – θ||2 + λ (p1 ζ – γ0)2 (3.32) 

όπου p1 η πρώτη γραµµή του µητρώου p, λ συντελεστής βάρους και ||.|| η ευκλείδεια νόρµα ενός 
διανύσµατος. Ο δεύτερος όρος της αντικειµενικής συνάρτησης εκφράζει την τετραγωνική απόκλιση 
της εκτιµηµένης από την δειγµατική διασπορά γ0. Αν και η συνθήκη διατήρησης της διασποράς 
περιλαµβάνεται στον πρώτο όρο της συνάρτησης, είναι σκόπιµο να αντιµετωπίζεται και ξεχωριστά, µε 
την εισαγωγή του συντελεστή βάρους λ, τάξης µεγέθους του 103. 

Για την ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης (3.32) εφαρµόζεται η αριθµητική µέθοδος 
των συζυγών κλίσεων (Press et al., 1992, σ. 442), που προϋποθέτει την αναλυτική διατύπωση των 
µερικών παραγώγων της συνάρτησης f(ζ). Αποδεικνύεται ότι: 

 
df(ζ)
dζ  = 4(p ζ – θ)T p + 4λ (p1 ζ – γ0) p1 (3.33) 

Η µέθοδος, η οποία είναι επαναληπτική, απαιτεί τον ορισµό µιας εφικτής τιµής εκκίνησης ζ[0]. Μια 
τέτοια αρχική λύση είναι το διάνυσµα [ γ0, 0, …, 0]Τ. Εάν στην k δοκιµή είναι γνωστό το µητρώο ζ[k], 
τότε στην επόµενη προσδιορίζεται ένα εφικτό µητρώο ζ[k + 1], το οποίο βελτιώνει πάντα την τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης. Η αναδροµική σχέση υπολογισµού του ζ[k + 1] είναι: 

 ζ[k + 1] = ζ[k] – ⎣⎢
⎡

⎦⎥
⎤β[k + 1] ⎝

⎛
⎠
⎞df

dζ
[k]

 + γ[k] ⎝
⎛

⎠
⎞df

dζ
[k – 1]

 (3.34) 

όπου: 

 γ[k] = 
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⎪

⎪⎪
⎪

⎝
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⎠
⎞df
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[k] 2
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⎝
⎛

⎠
⎞df

dζ
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 (3.35) 

και β[k + 1] παράµετρος που εκτιµάται µέσω ενός σχήµατος αναζήτησης ακροτάτου σε µία διάσταση. 
Για την εφαρµογή του αλγορίθµου, στο πρώτο βήµα (k = 0) όπου δεν ορίζεται η τιµή της παραγώγου 
(df / dζ)[–1], τίθεται γ[0] = 0. 

Εκτίµηση στατιστικών χαρακτηριστικών µεταβλητών ανανέωσης 

Εκτός από τους συντελεστές αi που σχετίζονται την αυτοσυνδιασπορά της ανέλιξης, απαιτείται ο 
προσδιορισµός δύο επιπλέον παραµέτρων του µοντέλου (3.23). Πρόκειται για την µέση τιµή µV = 
Ε[Vi] και τον συντελεστή ασυµµετρίας ξV = Ε[(Vi – µV)3] των τυχαίων µεταβλητών Vi, που εκτιµώνται 
από τις σχέσεις: 

 
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞α0 + 2 ∑

j = 1

s
 αj  µV = µX (3.36) 

 
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞α0

3 + 2 ∑
j = 1

s
 αj

3  ξV = ξX γ0
3/2 (3.37) 

Υπενθυµίζεται ότι οι διασπορές των Vi είναι εξ ορισµού ίσες µε τη µονάδα, δηλαδή: 

 Var [Vi] = 1 (3.38) 

3.3.3 Γενίκευση του σχήµατος SMA για πολυµεταβλητή προσοµοίωση 

Ο Koutsoyiannis (2000) γενίκευσε το µοντέλο SMA, ώστε να µπορεί να εφαρµοστεί για την 
ταυτόχρονη γέννηση πολλών µεταβλητών που είναι στοχαστικά εξαρτηµένες. Αυτό γίνεται εύκολα, 
µε την παραγωγή συσχετισµένου (πολυµεταβλητού) λευκού θορύβου. 



      28

Έστω Xi = (Xi
1, ..., Xi

m)Τ διάνυσµα m µεταβλητών κατά τη χρονική περίοδο i, σε κάθε µία από τις 
οποίες αντιστοιχεί ο δείκτης l. Θεωρούµε το m × m µητρώο ετεροσυνδιασπορών g µε στοιχεία: 

 glk = Cov [Xl, Xk] (3.39) 

Κάθε µεταβλητή Xi
l διατυπώνεται ως σταθµισµένο άθροισµα των τυχαίων µεταβλητών Vi

l, δηλαδή: 

 Xi
l = ∑

r = – s

s
 αl

|r|V
l
i + r (3.40) 

Οι µεταβλητές ανανέωσης Vi
l
 µπορούν να θεωρηθούν χρονικά ασυσχέτιστες, δηλαδή: 

 Cov [Vi
l, Vj

k] = 0, για κάθε i ≠ j (3.41) 

αλλά χωρικά συσχετισµένες σε κάθε χρονικό βήµα i, δηλαδή: 

 clk = Cov [Vi
l, Vi

k] ≠ 0, για κάθε i (3.42) 

Τα µητρώα ετεροσυνδιασπορών g και c συνδέονται µε τη σχέση: 

 clk = 
glk

∑
r = – s

s
 αl

|r| α
k
|r|

 (3.43) 

Εφόσον είναι γνωστό το µητρώο c, κάθε διάνυσµα τυχαίων µεταβλητών Vi = (Vi
1, ..., Vi

m)Τ µπορεί να 
παραχθεί µέσω του απλού πολυµεταβλητού σχήµατος:  

 Vi = b Wi  (3.44) 

όπου Wi = (Wi
1, . . . , Wi

m)Τ διάνυσµα m στοχαστικά ανεξάρτητων µεταβλητών µοναδιαίας διασποράς, 
και b µητρώο διαστάσεων m × m τέτοιο ώστε: 

 b bT = c (3.45) 

Για τον προσδιορισµό του µητρώου b αναπτύχθηκε ειδική µεθοδολογία, η οποία περιγράφεται στην 
ενότητα 3.6. 

Εκτός από το µητρώο b, µέσω του οποίου αναπαράγονται οι συντελεστές ετεροσυσχέτισης των 
ετήσιων χρονοσειρών, απαιτείται ο προσδιορισµός των περιθώριων στατιστικών χαρακτηριστικών 
των τυχαίων µεταβλητών Wi. Αυτές είναι οι µέσες τιµές, µW, και οι συντελεστές ασυµµετρίας, ξW, που 
εκτιµώνται από τις σχέσεις: 

 
µW = b– 1 µV

ξW = (b(3))– 1 ξV
 (3.46)  

όπου b(3) µητρώο που περιέχει τους κύβους των στοιχείων του b. Υπενθυµίζεται ότι Cov[Wi, Wi] = I, 
όπου Ι το µοναδιαίο µητρώο. 

Οι µεταβλητές Wi
l παράγονται µέσω µιας γεννήτριας τυχαίων αριθµών που ακολουθούν κατανοµή 

γάµα τριών παραµέτρων (Pearson III). Η κατανοµή αυτή, που περιγράφεται στην ενότητα 3.6, είναι 
κατάλληλη για την αναπαραγωγή τυχαίων όρων µε ασυµµετρία, ενώ οι παράµετροι της κατανοµής 
εκτιµώνται συναρτήσει των περιθώριων στατιστικών χαρακτηριστικών των Wi. 

3.3.4 Αλγόριθµος γέννησης ετήσιων χρονοσειρών 

Για την γέννηση των ετήσιων συνθετικών χρονοσειρών, µε σύζευξη της γενικευµένης συνάρτησης 
αυτοσυνδιασποράς και του στοχαστικού σχήµατος SMA, εκτελούνται τα ακόλουθα βήµατα: 
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Βήµα 1ο: Για κάθε µεταβλητή l (l = 1, …, m) εκτιµώνται τα δειγµατικά στατιστικά χαρακτηριστικά 
της, δηλαδή η µέση τιµή µx, η διασπορά γ0, ο συντελεστής ασυµµετρίας ξx και η ακολουθία των 
αυτοσυνδιασπορών γj

∧ . Επιπλέον, υπολογίζεται το µητρώο των δειγµατικών ετεροσυνδιασπορών g. 

Βήµα 2ο: Για κάθε µεταβλητή l εκτιµώνται η παράµετρος εµµονής β και η παράµετρος σχήµατος κ 
της γενικευµένης συνάρτησης αυτοσυνδιασποράς (βλ. 3.2.3). 

Βήµα 3ο: Για κάθε µεταβλητή l εκτιµώνται οι τιµές των συντελεστών στάθµισης αj του µοντέλου 
SMA (βλ. 3.3.2). 

Βήµα 4ο: Με βάση τις (3.36) και (3.37) εκτιµώνται τα στατιστικά χαρακτηριστικά µV και ξV των 
τυχαίων όρων V, και από την (3.43) υπολογίζονται τα στοιχεία του µητρώου ετεροσυνδιασπορών c.  

Βήµα 5ο: Προσδιορίζεται το µητρώο b, µε εφαρµογή της µεθοδολογίας αποσύνθεσης του µητρώου c 
(βλ. 3.6). 

Βήµα 6ο: Από την (3.46) εκτιµώνται τα στατιστικά χαρακτηριστικά των τυχαίων όρων Wi
l, µε βάση 

τα οποία προσδιορίζονται οι παράµετροι της συνάρτησης κατανοµής τους, ήτοι της κατανοµής γάµα 
τριών παραµέτρων (βλ. 3.8.2). 

Βήµα 7ο: Εάν n το ζητούµενο µήκος της ετήσιας συνθετικής χρονοσειράς, ήτοι το µήκος της 
προσοµοίωσης, τότε για κάθε προσοµοιωµένη χρονική περίοδο (έτος) i = 1, …, n παράγονται n + 2s 
τυχαίες µεταβλητές Wi

l, µέσω µιας γεννήτριας τυχαίων αριθµών κατανοµής γάµα (βλ. 3.8.3). Στην 
συνέχεια, µέσω της (3.44) υπολογίζεται η ακολουθία των µεταβλητών ανανέωσης Vi

l, οι οποίες 
εισάγονται στο σχήµα γέννησης (3.40) για την παραγωγή των συνθετικών τιµών Xi

l. 

3.4 Γέννηση µηνιαίων χρονοσειρών 

3.4.1 Περιοδικό µοντέλο αυτοπαλινδρόµησης πρώτης τάξης 

∆εδοµένου ότι η µακροπρόθεσµη εµµονή των υδρολογικών διεργασιών αναπαράγεται σε ετήσια 
κλίµακα µέσω του σχήµατος που περιγράφηκε στην ενότητα 3.3, η έµφαση στην κατώτερη (µηνιαία) 
κλίµακα δίνεται στην αναπαραγωγή της περιοδικότητας. Σηµειώνεται ότι κάθε µηνιαία στοχαστική 
ανέλιξη θεωρείται κυκλοστάσιµη, που σηµαίνει ότι διατηρεί σταθερά στατιστικά χαρακτηριστικά σε 
κάθε χρονική υποπερίοδο (µήνα). 

Για την γέννηση των µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών, χρησιµοποιείται ένα περιοδικό σχήµα 
αυτοπαλινδρόµησης πρώτης τάξης, PAR(1), που έχει γενικευτεί για πολυµεταβλητή προσοµοίωση. 
Έστω το διάνυσµα Xτ = (Xτ

1, …, Xτ
m)Τ, το οποίο αντιπροσωπεύει την ταυτόχρονη πραγµατοποίηση m 

στοχαστικά εξαρτηµένων ανελίξεων κατά την υποπερίοδο τ. Το πολυµεταβλητό PAR(1) περιγράφει 
µαθηµατικά την απλούστερη εξάρτηση των µεταβλητών Xτ

l ως προς τον χρόνο, µε µια γραµµική 
αναδροµική σχέση της µορφής: 

 Xτ = aτ Xτ – 1 + bτ Vτ (3.47) 

όπου aτ, bτ µητρώα παραµέτρων και Vτ
 διάνυσµα στοχαστικά ανεξάρτητων µεταβλητών (λευκός 

θόρυβος), µοναδιαίας διασποράς. Οι παράµετροι του µοντέλου εκτιµώνται µε βάση τα από κοινού 
στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος (αυτοσυσχετίσεις και ετεροσυσχετίσεις), 
σύµφωνα µε τις σχέσεις: 

 aτ = Cov [Xτ, Xτ – 1] {Cov [Xτ – 1, Xτ – 1]}– 1 (3.48) 

 bτ bτT = Cov [Xτ, Xτ] – aτ Cov [Xτ – 1, Xτ – 1] aτT (3.49) 
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όπου Cov [Ξ, Ψ] το µητρώο συνδιασπορών ενός ζεύγους τυχόντων διανυσµάτων τυχαίων µεταβλητών 
Ξ και Ψ, δηλαδή: 

 Cov [Ξ, Ψ] = Ε{ }(Ξ – Ε[Ξ]) (ΨT – Ε[Ψ]T)  (3.50) 

Το µητρώο bτ προκύπτει από την αποσύνθεση του γινοµένου cτ = bτ bτT, µε βάση τη µεθοδολογία που 
περιγράφεται στην ενότητα 3.6. 

Οι µέσες τιµές των τυχαίων µεταβλητών Vτ υπολογίζονται από την εξίσωση:  

 Ε[Vτ] = bτ– 1 { }Ε[Xτ] – aτ Ε[Xτ – 1]   (3.51) 

Οι διασπορές των Vτ είναι εξ ορισµού ίσες µε τη µονάδα, δηλαδή:  

 Var[Vτ] = [1, …, 1]T (3.52) 

Τέλος, οι τρίτες ροπές, οι οποίες σχετίζονται µε την ασυµµετρία των τυχαίων όρων Vτ, προκύπτουν 
από τη σχέση: 

 µ3[Vτ] = (bτ(3))– 1 { }µ3[Xτ] – µ3[aτ Xτ – 1]   (3.53) 

όπου η παράσταση µ3[Ξ] υποδηλώνει την τρίτη κεντρική ροπή κάθε τυχόντος διανύσµατος Ξ, δηλαδή: 

 µ3[Ξ] = Ε{ }(Ξ – Ε[Ξ])3  (3.54) 

ενώ b(k) είναι το µητρώο, τα στοιχεία του οποίου βρίσκονται υψωµένα στην k δύναµη. 

Οι τυχαίες µεταβλητές Vτ παράγονται µέσω µιας γεννήτριας τυχαίων αριθµών που θεωρείται ότι 
ακολουθούν κατανοµή γάµα τριών παραµέτρων. Οι εν λόγω παράµετροι εκτιµώνται συναρτήσει των 
στατιστικών χαρακτηριστικών των Vτ, ήτοι των µέσων τιµών Ε[Vτ], των διασπορών Var[Vτ] και των 
ασυµµετριών µ3[Vτ]. 

Γενικά, οι εξισώσεις βάσει των οποίων εκτιµώνται οι παράµετροι του µοντέλου PAR(1) περιέχουν 
µόνο τις ροπές των µεταβλητών Xl, είτε των περιθώριων τάξης 1 ως 3 είτε των από κοινού τάξης 2. 
Εξαίρεση αποτελεί η εξίσωση (3.53), η οποία περιέχει τις τρίτες ροπές ενός γραµµικού συνδυασµού 
των Xl, οι οποίες δεν µπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά, συναρτήσει των τρίτων ροπών των Xl. 
Ωστόσο, αν θεωρηθεί ότι το µητρώο aτ είναι διαγώνιο, τότε η (3.53) απλοποιείται και γράφεται:  

 µ3[Vτ] = (b(3))τ– 1 { }µ3[Xτ] – aτ(3) µ3[Xτ – 1]   (3.55) 

Στην περίπτωση αυτή, το µητρώο aτ δίνεται από την σχέση: 

 aτ = diag (Cov [Xτ
1, Xτ – 1

1] / Var [Xτ – 1
1], …, Cov [Xτ

m, Xτ – 1
m] / Var [Xτ – 1

m]) (3.56) 

οπότε το σχήµα γέννησης (3.47) γράφεται πλέον στην µορφή: 

 Xτ
l = aτl Xτ – 1

l + ∑
k = 1

m
 bτlk Vτ

k (3.57) 

Το παραπάνω µοντέλο αναπαράγει τις διασπορές, τις αυτοσυσχετίσεις για υστέρηση 1 και τις 
ετεροσυσχετίσεις των µεταβλητών για µηδενική υστέρηση, ενώ δεν αναπαράγει τις ετεροσυσχετίσεις 
για µοναδιαία υστέρηση. 

3.4.2 Αλγόριθµος γέννησης µηνιαίων χρονοσειρών 

Ένα µοντέλο PAR(1) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την γέννηση µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών 
µε βάση τα ακόλουθα βήµατα: 

Βήµα 1ο: Για κάθε µεταβλητή l (l = 1, …, m) εκτιµώνται τα µηνιαία στατιστικά χαρακτηριστικά της, 
δηλαδή οι µέσες τιµές Ε[Xτ

l], οι τρίτες κεντρικές ροπές µ3[Xτ
l] και οι αυτοσυνδιασπορές για µοναδιαία 
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υστέρηση Cov [Xτ
l, Xτ – 1

l]. Επιπλέον, υπολογίζονται τα µητρώα των µηνιαίων ετεροσυνδιασπορών 
Cov [Xτ, Xτ]. 

Βήµα 2ο: Από τις σχέσεις (3.56) και (3.49) προσδιορίζονται τα µητρώα aτ και bτ, για κάθε µήνα τ. 

Βήµα 3ο: Από τις σχέσεις (3.51), (3.52) και (3.55) εκτιµώνται τα στατιστικά χαρακτηριστικά των 
τυχαίων µεταβλητών Vτ, και µε βάση αυτά προσδιορίζονται οι παράµετροι της συνάρτησης 
κατανοµής τους για κάθε µήνα τ. 

Βήµα 4ο: Εάν n το µήκος της συνθετικής χρονοσειράς, τότε για κάθε χρονικό βήµα τ = 1, …, 12n 
παράγονται m τυχαίες µεταβλητές Vτ

l µέσω µιας γεννήτριας τυχαίων αριθµών κατανοµής γάµα (βλ. 
3.8.3). Στην συνέχεια, οι µεταβλητές Vτ

l εισάγονται στην αναδροµική σχέση (3.57), οπότε 
υπολογίζονται οι συνθετικές τιµές των µηνιαίων µεταβλητών Xτ

l. Σηµειώνεται ότι για την εφαρµογή 
της σχέσης (3.57) την πρώτη φορά, απαιτείται ο ορισµός ενός διανύσµατος αρχικών τιµών Χ0 για τον 
προηγούµενο από τον µήνα έναρξης της προσοµοίωσης (που κατά κανόνα είναι ο πρώτος µήνας του 
υδρολογικού έτους, ήτοι ο Οκτώβριος). Χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι 
το εν λόγω διάνυσµα ταυτίζεται µε την µέση τιµή του Σεπτεµβρίου. 

Τονίζεται ότι η παραπάνω διαδικασία είναι εντελώς ανεξάρτητη από την διαδικασία γέννησης των 
ετήσιων συνθετικών τιµών µέσω του σχήµατος SMA (βλ. 3.3). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την 
παραγωγή συνθετικών χρονοσειρών που είναι ασυνεπείς µεταξύ τους, καθώς µε την συνάθροιση των 
µηνιαίων χρονοσειρών κατά έτος δεν προκύπτουν αθροίσµατα που να ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες 
συνθετικές τιµές. Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζεται µέσω της µεθοδολογίας επιµερισµού που 
περιγράφεται στην επόµενη ενότητα. 

3.5 Αποκατάσταση συνέπειας µηνιαίων χρονοσειρών  

3.5.1 Γενικά 

Έστω το διάνυσµα Xτ = (Xτ
1, …, Xτ

m)Τ, το οποίο αντιπροσωπεύει την ταυτόχρονη πραγµατοποίηση m 
µεταβλητών χαµηλού επιπέδου (π.χ. µηνιαίων) κατά την υποπερίοδο τ µιας συγκεκριµένης χρονικής 
περιόδου, και Ζ = (Ζ1, …, Ζm)Τ το αντίστοιχο διάνυσµα µεταβλητών υψηλού επιπέδου (π.χ. ετήσιων), 
οι οποίες αναφέρονται στην ίδια χρονική περίοδο. Για λόγους απλούστευσης, στο συµβολισµό των 
διανυσµάτων Xτ και Ζ παραλείπεται ο δείκτης της χρονικής περιόδου. 

Είναι προφανές ότι σε κάθε χρονική περίοδο, τα διανύσµατα Xτ και Z πρέπει να ικανοποιούν την 
αθροιστική ιδιότητα: 

 ∑
τ = 1

 s
 Xτ = Z (3.58) 

όπου s το πλήθος των υποπεριόδων κάθε περιόδου. 

Η συνθήκη (3.58) δεν είναι δυνατόν να ικανοποιείται εφόσον η γέννηση των µεταβλητών χαµηλού 
επιπέδου Xs είναι ανεξάρτητη από τη γέννηση των µεταβλητών υψηλού επιπέδου Z. Για τον σκοπό 
αυτό έχουν αναπτυχθεί τα λεγόµενα µοντέλα επιµερισµού (disaggregation), τα οποία ενσωµατώνουν 
τις µεταβλητές Xs και Z σε µια ενιαία µαθηµατική έκφραση που περιέχει όλες τις δυνατές συσχετίσεις 
τους (π.χ. Valencia and Schaake, 1973· Salas, 1993). Ωστόσο, το πλήθος των παραµέτρων τέτοιου 
τύπου µοντέλων επιµερισµού είναι πολύ µεγάλο και, κατά συνέπεια, η εκτίµησή τους καθίσταται 
ιδιαίτερα δυσχερής. Για τον περιορισµό του πλήθους των παραµέτρων, έχουν προταθεί διάφορες 
τεχνικές, συνοπτική ανασκόπηση των οποίων κάνει ο Koutsoyiannis (2001). 



      32

Οι Koutsoyiannis and Manetas (1996) και αργότερα ο Koutsoyiannis (2001) ανέπτυξαν ένα πλήθος 
σχηµάτων επιµερισµού, που χρησιµοποιώντας µικρό πλήθος παραµέτρων επιτυγχάνουν την 
αναπαραγωγή διαφορετικών χαρακτηριστικών των ιστορικών δειγµάτων. Στο σχήµα προσοµοίωσης 
που υλοποιήθηκε χρησιµοποιείται η λεγόµενη διαδικασία γραµµικής αναγωγής (linear adjusting 
procedure), η οποία περιγράφεται στην συνέχεια.  

3.5.2 Περιγραφή της γενικής διαδικασίας αναγωγής 

Με βάση τα όσα έχουν αναφερθεί, η γέννηση των µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών γίνεται χωρίς 
καµία αναφορά στις ετήσιες χρονοσειρές. Μάλιστα, γίνεται χρήση διαφορετικών µοντέλων, έτσι ώστε 
να αναπαράγονται τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του κάθε χρονικού επιπέδου, ήτοι η µακροπρόθεσµη 
εµµονή των ετήσιων υδρολογικών διεργασιών και η περιοδικότητα των µηνιαίων. Για να πληρείται η 
αθροιστική ιδιότητα (3.58) ορίζεται µια γενική µεθοδολογία επιµερισµού, που υλοποιείται µέσω 
αναγωγής. Η διαδικασία αναγωγής µπορεί να θεωρηθεί ως ένας µετασχηµατισµός της µορφής: 

 Xτ = f (X
~
τ, Z

~
, Ζ) (3.59) 

όπου X
~
τ το διάνυσµα των µηνιαίων τιµών που έχουν προκύψει χωρίς αναφορά στην αντίστοιχη ετήσια 

τιµή Ζ, και Z
~

 το άθροισµα των X
~
τ (γενικά ισχύει Z

~
 ≠ Ζ). 

Ο τρόπος εφαρµογής του µοντέλου αναγωγής περιγράφεται στο Σχήµα 3.4. Είσοδος του µοντέλου 
είναι οι ετήσιες συνθετικές χρονοσειρές, Ζp. Με εφαρµογή ενός σχήµατος γέννησης µηναίων 

χρονοσειρών παράγεται µια ακολουθία βοηθητικών τιµών X
~
τ, και υπολογίζεται το άθροισµα αυτών, Z

~
 

Τα διανύσµατα X
~
τ, Z

~
 και Ζ είναι είσοδοι του µοντέλου αναγωγής, µέσω του οποίου προκύπτει η 

τελική ακολουθία τιµών Xτ, που είναι συνεπής µε την ετήσια τιµή Ζ. 
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Σχήµα 3.4: Σχηµατική απεικόνιση της διαδικασίας αναγωγής µηνιαίων χρονοσειρών για την 

αποκατάσταση της συνέπειάς τους µε τις ετήσιες. 
 

3.5.3 Μοντέλο γραµµικής αναγωγής 

Από τα διάφορα σχήµατα επιµερισµού που προτείνουν οι Koutsoyiannis and Manetas (1996) και 
Koutsoyiannis (2001), επιλέχθηκε το µοντέλο γραµµικής αναγωγής, που είναι απλό στην εφαρµογή 
του και αναπαράγει (µε κάποια προσέγγιση) τα στατιστικά χαρακτηριστικά των χρονοσειρών. 

Έστω Xτ
~

 (τ = 1, ..., s) τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µτ = E[Xτ
~

] και µητρώο συνδιασπορών σ µε 

στοιχεία σij = Cov [Xi
~

, Xj
~

] και Ζ τυχαία µεταβλητή, ανεξάρτητη της Xτ
~

, µε µέση τιµή: 
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 µΖ = E[Ζ] = ∑
τ = 1

s
 µτ (3.60) 

και διασπορά: 

 σΖΖ = Var[Z] = ∑
τ =1

s
 ∑
j = 1

s
 στj (3.61) 

Αποδεικνύεται ότι οι µεταβλητές: 

 Xτ = Xτ
~

 + λτ 
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞Z –∑

τ =1

s
 Xτ
~

 (3.62) 

έχουν ίδιες µέσες τιµές και ίδιο µητρώο συνδιασπορών µε τις Xτ
~

 εφόσον ισχύει: 

 λτ = 
στZ
σZZ

 (3.63) 

όπου: 

 στΖ = ∑
j = 1

s
 στj (3.64) 

Η διαδικασία γραµµικής αναγωγής των µεταβλητών χαµηλού επιπέδου περιγράφεται από την σχέση: 

 Xτ = Xτ
~

 + λτ ( )Z – Z
~

 (3.65) 

όπου Ζ
~

 το άθροισµα όλων των µεταβλητών Xτ
~

. Η διαδικασία αυτή χρησιµοποιείται και σε άλλα 
µοντέλα επιµερισµού (Grygier and Stedinger, 1988· Lane and Flevert, 1990), µε τη διαφορά ότι οι 
συντελεστές αναγωγής λτ δεν ορίζονται µε βάση τις συνδιασπορές των µεταβλητών υψηλού επιπέδου 
αλλά θεωρούνται ανάλογοι των τυπικών αποκλίσεων των µεταβλητών χαµηλού επιπέδου Xτ, δηλαδή: 

 λτ = 
σττ

∑
j = 1

s
 σjj

 (3.66) 

Ωστόσο, ο ορισµός των λτ µε βάση τη σχέση (3.63) είναι ο µόνος που διατηρεί το µητρώο 
συνδιασπορών σ. Η διαφορά των σχέσεων (3.63) και (3.66) είναι περισσότερο εµφανής όταν οι 
µεταβλητές Xτ είναι ανεξάρτητες, οπότε η (3.63) γράφεται: 

 λτ = 
σττ

∑
j = 1

s
 σjj

 (3.67) 

µε συνέπεια οι συντελεστές αναγωγής να είναι ανάλογοι των διασπορών και όχι των τυπικών 
αποκλίσεων. 

Παράµετροι του µοντέλου αναγωγής είναι οι συνδιασπορές στΖ των µεταβλητών χαµηλού επιπέδου µε 
αυτές του υψηλού επιπέδου. ∆εδοµένου ότι το άθροισµά τους για όλα τα χρονικά βήµατα τ ισούται µε 
τη διασπορά σZZ, ισχύει: 

 ∑
τ = 1

s
 λτ = 1 (3.68) 

Επειδή στο σχήµα γέννησης PAR(1) µόνο οι αυτοσυσχετίσεις πρώτης τάξης είναι παράµετροι του 
µοντέλου, οι υπόλοιπες συνδιασπορές στj, για j > τ + 1, εκτιµώνται από τη σχέση: 
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 στj = 
στ τ + 1  στ + 1τ + 2  . . . σj – 1 j
στ + 1 τ + 1  . . . σj – 1 j – 1

 (3.69) 

η οποία είναι άµεση συνέπεια του µοντέλου PAR(1). Μετά την εκτίµηση όλων των στj, υπολογίζονται 
οι τιµές των στΖ µε βάση την εξίσωση (3.64). Παρόµοιες αλλά πιο πολύπλοκες σχέσεις µπορούν να 
εξαχθούν και για άλλα σειριακά µοντέλα. 

Η µέθοδος που περιγράφηκε µπορεί να εφαρµοστεί για οποιαδήποτε κατανοµή των µεταβλητών 
χαµηλού επιπέδου Xτ, διατηρώντας αναλλοίωτες τόσο τις µέσες τιµές όσο το µητρώο συνδιασπορών 
του ιστορικού δείγµατος. Στην περίπτωση εµφάνισης αρνητικών τιµών (οι οποίες δεν είναι αποδεκτές, 
δεδοµένου ότι πρόκειται για υδρολογικές µεταβλητές) ακολουθείται µια επαναληπτική διαδικασία. Οι 
αρνητικές µεταβλητές µηδενίζονται και εφαρµόζεται εκ νέου η γραµµική αναγωγή, µέχρις ότου να 
εξαλειφθούν οι αρνητικές τιµές ή να γίνουν τόσο µικρές ώστε να θεωρηθούν αµελητέες. 

3.5.4 Αναπαραγωγή στατιστικών χαρακτηριστικών 

Η γραµµική διαδικασία αναγωγής αλλοιώνει ορισµένα από τα στατιστικά χαρακτηριστικά των 
µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών, και συγκεκριµένα τις ασυµµετρίες και τις ετεροσυσχετίσεις, οι 
οποίες κατά κανόνα υπεκτιµώνται. Εξαίρεση αποτελούν ορισµένες εκφυλισµένες περιπτώσεις, και 
συγκεκριµένα η περίπτωση µηδενικών συντελεστών ασυµµετρίας καθώς και µηδενικών ή µοναδιαίων 
συντελεστών ετεροσυσχέτισης. Η µη διατήρηση των ετεροσυσχετίσεων οφείλεται στο γεγονός ότι η 
διαδικασία αναγωγής εφαρµόζεται ξεχωριστά για κάθε µεταβλητή Xτ

l (l = 1, …, n). 

Ένα άλλο πρόβληµα, το οποίο απαντά στα περισσότερα µοντέλα επιµερισµού, είναι η διατήρηση του 
συντελεστή συσχέτισης του πρώτου χρονικού βήµατος µιας περιόδου µε το τελευταίο της 
προηγούµενης. Όταν ξεκινά η γέννηση των συνθετικών µηνιαίων τιµών µιας περιόδου i µε το µοντέλο 
PAR(1), είναι ήδη γνωστή η τιµή του τελευταίου µήνα της προηγούµενης περιόδου, η οποία εισάγεται 
στην αναδροµική σχέση (3.47). Με τον τρόπο αυτό διατηρείται ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης, ο 
οποίος ωστόσο διαταράσσεται όταν εφαρµοστεί η διαδικασία γραµµικής αναγωγής (3.65). Η 
διαταραχή αυτή επηρεάζει και τις γειτονικές τιµές των αυτοσυσχετίσεων, σε µικρότερο βαθµό. Για 
την αντιµετώπιση του προβλήµατος έχει προταθεί µια γενικευµένη µεθοδολογία σύζευξης, η οποία 
µπορεί να λάβει υπόψη της περαιτέρω συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών (Koutsoyiannis, 2001). 

Στα πλαίσια του στοχαστικού σχήµατος που αναπτύχθηκε ακολουθείται µια επαναληπτική διαδικασία 
τύπου Monte Carlo, µε σκοπό την εξοµάλυνση των αποκλίσεων που παρατηρούνται µεταξύ των 
στατιστικών χαρακτηριστικών της αρχικής (βοηθητικής) και τελικής (ανηγµένης) µηνιαίας συνθετικής 
χρονοσειράς (Koutsoyiannis and Manetas, 1996). Η εν λόγω διαδικασία συνίσταται στην εύρεση µιας 
στατιστικά ανεξάρτητης ακολουθίας µηνιαίων µεταβλητών, η οποία προσεγγίζει όσο το δυνατόν την 
ετήσια τιµή. Κατά συνέπεια, για κάθε χρονική περίοδο, παράγεται ένα πλήθος πραγµατοποιήσεων των 
µηνιαίων µεταβλητών µέσω του µοντέλου PAR(1), ώσπου η απόσταση: 

 ∆Ζ = ||Ζ – Z
~

|| (3.70) 

να γίνει µικρότερη από κάποια αποδεκτή τιµή ∆Ζmax. Η απόσταση ∆Ζ ορίζεται αδιάστατα ως: 

 ∆Ζ =
1
n ∑

l = 1

n
 

|Zl – Zl~
|

Var [Zl]
 (3.71) 

Συνεπώς, το όριο ∆Ζmax µπορεί να διατυπωθεί ως ποσοστό της µέσης τυπικής απόκλισης των ετήσιων 
µεταβλητών. 

Με εφαρµογή της διαδικασίας Monte Carlo, το πλήρες σχήµα γέννησης συνθετικών χρονοσειρών 
διαµορφώνεται ως εξής: 
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Βήµα 1ο: Μέσω του µοντέλου SMA, παράγονται οι χρονοσειρές των ετήσιων µεταβλητών, σε κάθε 
θέση και για όλα τα έτη της προσοµοίωσης (βλ. 3.3). 

Βήµα 2ο: Για κάθε έτος, παράγονται οι βοηθητικές µηνιαίες χρονοσειρές µε εφαρµογή του µοντέλου 
PAR(1) (βλ. 3.4) και υπολογίζεται η απόσταση ∆Ζ του ετήσιου αθροίσµατος αυτών από την γνωστή 
ετήσια τιµή, µέσω της (3.71). 

Βήµα 3ο: Επαναλαµβάνεται το βήµα 2 µε εισάγοντας στην ακολουθία PAR(1) διαφορετικές τυχαίες 
αρχικές συνθήκες, ώσπου η τιµή ∆Ζ να γίνει µικρότερη από το αποδεκτό όριο ∆Ζmax. 

Βήµα 4ο: Μέσω του µοντέλου γραµµικής αναγωγής, αποκαθίσταται η συνέπεια µεταξύ των µηνιαίων 
και της αντίστοιχης ετήσιας τιµής. 

Βήµα 5ο: Τα βήµατα 2 ως 4 επαναλαµβάνονται για όλα τα έτη, µέχρι το πέρας της προσοµοίωσης, 
οπότε προκύπτει η τελική µηναία συνθετική χρονοσειρά που είναι συνεπής µε την ετήσια. 

3.6 Γέννηση χρονοσειρών υπό µορφή πρόγνωσης 

3.6.1 Η έννοια των δεσµευµένων στατιστικών χαρακτηριστικών 

Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 2.2.4, κατά την επιχειρησιακή διαχείριση ενός υδροσυστήµατος το 
ενδιαφέρον εστιάζεται στην βραχυπρόθεσµη και µεσοπρόθεσµη επίδοση του συστήµατος, η οποία 
επηρεάζεται τόσο από τις αρχικές συνθήκες αποθεµάτων όσο και την υφιστάµενη κατάσταση 
υδροφορίας. Λόγω της στοχαστικής εξάρτησης των υδρολογικών µεταβλητών από τις προηγούµενες 
πραγµατοποιήσεις τους, αλλά κυρίως λόγω του φαινοµένου της µακροπρόθεσµης εµµονής, οι 
παρελθούσες και επίκαιρες τιµές των µεταβλητών επιδρούν στην πρόγνωση της µελλοντικής εξέλιξης 
των αντίστοιχων διεργασιών. Με όρους στατιστικής, αυτό σηµαίνει ότι αν είναι γνωστή η ιστορική 
ακολουθία (xt – k, …, xt – 1, xt), η αναµενόµενη τιµή της µεταβλητής Xt + 1 δεν είναι η δειγµατική µέση 
τιµή µX = E[X] αλλά η λεγόµενη δεσµευµένη (conditional) µέση τιµή, ήτοι: 

 E[Χ | Χt – k = xt – k, …, Χt – 1 = xt – 1, Χt = xt] (3.72) 

Αντίστοιχα ορίζεται η δεσµευµένη διασπορά της µεταβλητής, που είναι πάντοτε µικρότερη από την 
δειγµατική διασπορά, καθώς η πληροφορία που προσθέτει η γνώση του παρελθόντος µειώνει την 
αβεβαιότητα της πρόγνωσης. Το µέγεθος της αβεβαιότητας εξαρτάται από τον βαθµό συσχέτισης της 
µεταβλητής µε τις προηγούµενες τιµές της, ήτοι µε τις τιµές των συντελεστών αυτοσυσχέτισης. Για 
παράδειγµα, στο µοντέλο PAR(1), του οποίου το θεωρητικό αυτοσυσχετόγραµµα φθίνει εκθετικά µε 
το χρόνο, η επίδραση του παρελθόντος εκµηδενίζεται µετά από ελάχιστα χρονικά βήµατα. Μάλιστα, 
στο συγκεκριµένο µοντέλο, η δεσµευµένη µέση τιµή εξαρτώνται µόνο από την επίκαιρη ιστορική 
τιµή, δηλαδή: 

 E[Χ | Χt – k = xt – k, …, Χt – 1 = xt – 1, Χt = xt] = E[Χ | Χt = xt] (3.73) 

Ένα γραµµικό σειριακό µοντέλο, όπως το PAR(1), µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως έχει για την γέννηση 
µηνιαίων χρονοσειρών µε πρόγνωση, θεωρώντας απλά ως διάνυσµα εκκίνησης τις επίκαιρες µηνιαίες 
τιµές. Είναι προφανές ότι λόγω του στοχαστικού χαρακτήρα του µοντέλου (όπως κάθε στοχαστικού 
υδρολογικού µοντέλου), είναι εφικτή η πολλαπλή εφαρµογή του σχήµατος πρόγνωσης υπό τη µορφή 
στοχαστικά ανεξάρτητων σεναρίων. Με άλλα λόγια, ξεκινώντας από µια γνωστή τιµή, παράγονται 
στοχαστικά ανεξάρτητες τροχιές που περιγράφουν πιθανές εξελίξεις της στοχαστικής ανέλιξης. Λόγω 
όµως της βραχείας µνήµης του µοντέλου, οι εν λόγω τροχιές αποκλίνουν σηµαντικά µετά από 
ελάχιστα χρονικά βήµατα. 
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Αντίθετα, σε µη σειριακά σχήµατα, όπως το µοντέλο SMA, η εφαρµογή της διαδικασίας πρόγνωσης 
είναι πιο σύνθετη. Η εν λόγω διαδικασία για το συγκεκριµένο µοντέλο, όπως αναπτύχθηκε από τον 
Koutsoyiannis (2000) για την στοχαστική πρόγνωση των ετήσιων υδρολογικών µεταβλητών, 
περιγράφεται στο εδάφιο που ακολουθεί. 

3.6.2 Στοχαστική πρόγνωση ετήσιων µεταβλητών 

Το σχήµα SMA, µέσω του οποίου παράγονται οι ετήσιες συνθετικές χρονοσειρές Xi
l, χρησιµοποιεί 

τυχαίες τιµές των µεταβλητών ανανέωσης Vi
l. Με τον τρόπο αυτό, βέβαια, δεν λαµβάνεται καθόλου 

υπόψη η πληροφορία του παρελθόντος, ήτοι η ακολουθία των πρόσφατων τιµών Xi
l. Ωστόσο το 

µοντέλο µπορεί να εφαρµοστεί και υπό µορφή στοχαστικής πρόγνωσης, εισάγοντας τις παρελθούσες 
και την τρέχουσα τιµή για την πρόβλεψη των µελλοντικών τιµών των ετήσιων µεταβλητών, υπό 
µορφή στοχαστικά ανεξάρτητων σεναρίων. Τονίζεται ότι η ακρίβεια της πρόγνωσης πρακτικά 
µηδενίζεται µετά από λίγα χρονικά βήµατα, και συνεπώς δεν έχει νόηµα η χρήση τέτοιων µοντέλων 
για χρονικό ορίζοντα µεγαλύτερο των 5 ως 10 ετών. 

Το µονοµεταβλητό σχήµα συµµετρικών κινούµενων µέσων όρων γενικεύεται ως µοντέλο 
στοχαστικής πρόγνωσης µε εφαρµογή µιας απλής διαδικασίας αναγωγής. Έστω ότι το διάνυσµα της 
τρέχουσας και των k τελευταίων τιµών των µεταβλητών Υ = [Χ0, Χ – 1, …, Χ – k]Τ είναι γνωστό και η 
τιµή του είναι y = [x0, x– 1, …, x– k]Τ. Το πρόβληµα συνίσταται στην γέννηση οποιασδήποτε 
µελλοντικής µεταβλητής Χj, υπό την συνθήκη Y = y. 

Έστω η στοχαστική ανέλιξη Xi
~

 (i = – k, …, 0, 1, …) µε ακολουθία αυτοσυνδιασπορών γj και έστω 

Y
~

 = [X
~

0, X
~

– 1, …, X
~

– k]Τ. Έστω ακόµη Y = [Χ0, Χ –1, …, Χ– k]Τ διάνυσµα µεταβλητών που είναι 

στοχαστικά ανεξάρτητο από το Y
~

, αλλά έχουν κοινή µέση τιµή και κοινές αυτοσυνδιασπορές. 
Αποδεικνύεται ότι η στοχαστική ανέλιξη: 

 Χi = Xi
~

 + ni
T h – 1 (Υ – Y

~
) (3.74) 

όπου ni
T = Cov [Xi

~
, Y

~
] και h = Cov [Y

~
, Y

~
] έχει την ίδια µέση τιµή και ακολουθία αυτοσυνδιασπορών 

µε την Xi
~

. Η υπό συνθήκη διασπορά της Χi, µε δεδοµένο ότι Y = y, είναι ίση µε: 

 Var [Χi | Y = y] = γ0 – ni
T h – 1 ni  (3.75) 

Επιβεβαιώνεται δηλαδή ότι η υπό συνθήκη διασπορά είναι µικρότερη από την γ0 και µάλιστα 
ταυτίζεται µε την ελάχιστη τιµή του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος πρόβλεψης των Χi από τα Υ. Με 
τον τρόπο αυτό, ο συνδυασµός του σχήµατος γέννησης (3.18) ή (3.23) µε τον µετασχηµατισµό (3.74) 
διατηρεί τη στοχαστική δοµή της ανέλιξης Χi και ταυτόχρονα µειώνει την υπό συνθήκη διασπορά 
περισσότερο από κάθε άλλο γραµµικό µοντέλο. 

Σηµειώνεται ότι το h είναι συµµετρικό µητρώο, µε διαστάσεις (k + 1) × (k + 1), τα στοιχεία του 
οποίου υπολογίζονται συναρτήσει των αυτοσυνδιασπορών γj, όπως υποδηλώνει η σχέση (3.10). 
Αντίθετα το ni είναι διάνυσµα µε διάσταση k + 1 και στοιχεία: 

 (ni)j = γ|i + j – 1| (3.76) 

Η διαδικασία αναγωγής που περιγράφει η (3.74) είναι γενική µπορεί να εφαρµοστεί σε οποιοδήποτε 
γραµµικό στοχαστικό µοντέλο. Τα βήµατα που ακολουθούνται είναι: 

Βήµα 1ο: Υπολογίζονται τα στοιχεία του µητρώου h από την σχέση (3.10), για δεδοµένο πλήθος 
γνωστών τιµών των µεταβλητών, ίσο µε k + 1. 
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Βήµα 2ο: Γεννάται η χρονοσειρά των ετήσιων µεταβλητών Xi
~

 (i = – k, …, 0, 1, 2, …) χωρίς καµία 

αναφορά στις γνωστές τιµές Y και υπολογίζεται το διάνυσµα h – 1 (Υ – Y
~

). 

Βήµα 3ο: Για κάθε χρονική περίοδο i > 0, ορίζονται τα στοιχεία του διανύσµατος ni και διορθώνεται 
η τιµή της ετήσιας µεταβλητής Χi, µε εφαρµογή της σχέσης (3.74). 

Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να εφαρµοστεί και σε πολυµεταβλητά σχήµατα, θεωρώντας ότι οι 
µεταβλητές Xi

l γεννώνται µέσω του µοντέλου (3.40) και εφαρµόζοντας ακολούθως την διαδικασία 
αναγωγής θέση προς θέση, ξεχωριστά δηλαδή για κάθε µεταβλητή l = 1, …, n. 

3.6.3 Περιγραφή της γενικής διαδικασίας στοχαστικής πρόγνωσης 

Στο Σχήµα 3.5 απεικονίζεται η γενική µεθοδολογία εφαρµογής των µοντέλων γέννησης συνθετικών 
χρονοσειρών υπό µορφή πρόγνωσης. Έστω ότι κατά τον µήνα r του έτους p είναι γνωστή η ακολουθία 
των πραγµατοποιήσεων των υδρολογικών µεταβλητών, ήτοι τα διανύσµατα των ιστορικών ετήσιων 
τιµών µέχρι το έτος p – 1 και όλων των µηνιαίων τιµών του τρέχοντος έτους p µέχρι τον µήνα r. Η 
διαδικασία που ακολουθείται έχει ως εξής: 

Βήµα 1ο: Με βάση την επίκαιρη µηνιαία τιµή Xr συµπληρώνεται το τρέχον υδρολογικό έτος, µε 
εφαρµογή του σχήµατος γέννησης PAR(1). 

Βήµα 2ο: Η ετήσια αυτή τιµή µαζί µε τις p – 1 προηγούµενες εισάγονται ως δέσµευση στο σχήµα 
γέννησης ετήσιων χρονοσειρών υπό µορφή πρόγνωσης (βλ. 3.6.2). 

Βήµα 3ο: Με δεδοµένες τις ετήσιες συνθετικές τιµές που αναφέρονται σε χρονικό ορίζοντα n ετών, 
µε έναρξη το έτος p + 1, εφαρµόζεται η τυπική διαδικασία γέννησης µηνιαίων χρονοσειρών µέσω του 
µοντέλου PAR(1) και εν συνεχεία επιµερισµού αυτών, µέσω του µοντέλου γραµµικής αναγωγής. 

Συµπληρώνονται οι άγνωστοι 
µήνες του έτους p µέσω του
µοντέλου PAR(1), µε αρχική 
συνθήκη Xr = γνωστή

Έτος p + 2 Έτος p + nΈτος p + 1

Συνθετικά δεδοµένα

Γεννώνται οι µελλοντικές 
ετήσιες τιµές µέσω του µοντέλου 
SMA, µε αρχική συνθήκη (Y1, 
Y2, ..., Yp- 1, Yp) = γνωστά

Έτος p - 1

Έτος p, µήνας r

Έτος 1 Έτος 2

Ιστορικά δεδοµένα

Συµπληρώνονται οι άγνωστοι 
µήνες του έτους p µέσω του
µοντέλου PAR(1), µε αρχική 
συνθήκη Xr = γνωστή

Έτος p + 2 Έτος p + nΈτος p + 1

Συνθετικά δεδοµένα

Έτος p + 2 Έτος p + nΈτος p + 1

Συνθετικά δεδοµένα

Γεννώνται οι µελλοντικές 
ετήσιες τιµές µέσω του µοντέλου 
SMA, µε αρχική συνθήκη (Y1, 
Y2, ..., Yp- 1, Yp) = γνωστά

Γεννώνται οι µελλοντικές 
ετήσιες τιµές µέσω του µοντέλου 
SMA, µε αρχική συνθήκη (Y1, 
Y2, ..., Yp- 1, Yp) = γνωστά

Έτος p - 1

Έτος p, µήνας r

Έτος 1 Έτος 2

Ιστορικά δεδοµένα
 

Σχήµα 3.6: Σχηµατική απεικόνιση της γενικής διαδικασίας γέννησης συνθετικών χρονοσειρών υπό 
µορφή πρόγνωσης. 

3.7 Μεθοδολογία αποσύνθεσης µητρώων συνδιασπορών 

3.7.1 Τυπικές µέθοδοι αντιµετώπισης 

Στα πολυµεταβλητά στοχαστικά σχήµατα προκύπτει πάντοτε το πρόβληµα προσδιορισµού ενός 
µητρώου b τέτοιου ώστε να ικανοποιείται µια σχέση της µορφής: 

 c = b bT (3.77) 

όπου c ένα m × m µητρώο που περιέχει τις από κοινού στατιστικές παραµέτρους, ήτοι τις 
συνδιασπορές (αυτοσυσχετίσεις και ετεροσυσχετίσεις) των µεταβλητών του µοντέλου. Ειδικότερα, 
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στην περίπτωση του σχήµατος γέννησης των ετήσιων µεταβλητών το µητρώο c δίνεται από την 
(3.43), ενώ στην περίπτωση του σχήµατος γέννησης των µηνιαίων µεταβλητών το µητρώο c δίνεται 
από την (3.49), και είναι διαφορετικό για κάθε υποπερίοδο τ. 

Η εξίσωση (3.77), που είναι γνωστή ως γκραµιανή, έχει άπειρες λύσεις εφόσον το µητρώο 
συνδιασπορών c είναι θετικά ορισµένο. Στην περίπτωση αυτή µπορούν, κατ’ αρχάς, να 
χρησιµοποιηθούν δυο τυπικές αριθµητικές µέθοδοι για τον υπολογισµό ενός µητρώου b. Η πρώτη και 
απλούστερη, που είναι γνωστή ως τριγωνοποίηση Cholesky, συνίσταται στην αποσύνθεση του c σε 
ένα κάτω τριγωνικό µητρώο b µε στοιχεία: 

 

bij = 0 (i < j)

bij = cij – ∑
k = 1

j – 1
 (bjk)2  (i = j)

bij = 

cij – ∑
k = 1

j – 1
 bjk bik 

bjj
   (i > j)

  (3.78) 

Η δεύτερη αριθµητική µέθοδος είναι πιο δύσκολη στην εφαρµογή της, καθώς προϋποθέτει τον 
υπολογισµό των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων του c, και έχει ως αποτέλεσµα την παραγωγή ενός 
πλήρους µητρώου b. Σηµειώνεται ότι η τυπική µέθοδος υπολογισµού των ιδιοτιµών ενός πίνακα είναι 
η τεχνική Jacobi (Press et al., 1992). 

Ωστόσο, αν το µητρώο c δεν είναι θετικά ορισµένο, τότε δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν ούτε η 
µέθοδος Cholesky ούτε η µέθοδος Jacobi, διότι τότε προκύπτουν αρνητικά υπόρριζα στην αναδροµική 
σχέση (3.78) και αρνητικές ιδιοτιµές, αντίστοιχα. Από την άλλη πλευρά, η υπόθεση θετικά ορισµένου 
µητρώου c δεν ισχύει πάντοτε. Η κυριότερη αιτία είναι η εκτίµηση των συνδιασπορών από ιστορικά 
δείγµατα που αναφέρονται σε διαφορετικές περιόδους µέτρησης και, κατά συνέπεια, δεν έχουν ίσο 
µήκος. Μια άλλη αιτία είναι η απλοποίηση του µητρώου aτ και η διατύπωσή του ως διαγώνιου (βλ. 
3.4.1). 

Εξάλλου, ο υπολογισµός του µητρώου b µε τις µεθόδους που προαναφέρθηκαν έχει ως αποτέλεσµα 
τον υπολογισµό υπερβολικά µεγάλων συντελεστών ασυµµετρίας των τυχαίων µεταβλητών V, 
δεδοµένου ότι στις σχέσεις (3.46) και (3.53) ή (3.55) ο όρος b(3) µπορεί να περιέχει πολύ µικρές τιµές. 
Ωστόσο, κατά την εφαρµογή των µοντέλων στοχαστικής προσοµοίωσης για τη γέννηση συνθετικών 
χρονοσειρών, δεν είναι δυνατή η παραγωγή τυχαίων όρων µε τόσο υψηλές ασυµµετρίες, µε 
αποτέλεσµα να υποεκτιµώνται οι ασυµµετρίες του ιστορικού δείγµατος. Για τον χειρισµό του 
προβλήµατος των ασυµµετριών στα πολυµεταβλητά σχήµατα έχουν προταθεί διάφορες τεχνικές, οι 
οποίες ωστόσο προϋποθέτουν αυθαίρετες επεµβάσεις στις παραµέτρους που εκτιµώνται βάσει των 
δειγµατικών στατιστικών χαρακτηριστικών (Todini, 1980· Grygier and Stedinger, 1990· Bras and 
Rodriguez-Iturbe, 1993· Koutsoyiannis and Manetas, 1996). 

3.7.2 Χειρισµός του προβλήµατος µέσω βελτιστοποίησης 

Με βάση τα όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, η επίλυση της εξίσωσης (3.77) είναι ένα πολυσύνθετο 
πρόβληµα, αφού είτε δεν υφίσταται αναλυτική λύση είτε η λύση που προκύπτει µε τις τυπικές 
µεθόδους υπολογισµού οδηγούν σε υπερβολικά υψηλές τιµές ασυµµετρίας των µεταβλητών V. Ο 
Koutsoyiannis (1999) ανέπτυξε µια µέθοδο, βάσει την οποίας µπορεί πάντοτε να υπολογιστεί ένα 
µητρώο b (ανεξάρτητα αν το µητρώο συνδιασπορών είναι ή όχι θετικά ορισµένο), τέτοιο ώστε να 
αναπαράγονται κατά τον βέλτιστο τρόπο τα στατιστικά χαρακτηριστικά του δείγµατος. Η µέθοδος 
είναι κοινή είτε πρόκειται για το στάσιµο µοντέλο SMA είτε για το κυκλοστάσιµο PAR(1). 
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Υπενθυµίζεται ωστόσο ότι στην πρώτη περίπτωση υπολογίζεται µόνο ένα µητρώο b, ενώ στη δεύτερη 
υπολογίζονται 12 τέτοια µητρώα (ένα για κάθε µήνα). 

Αρχικά, εφαρµόζεται µια διαδικασία κανονικοποίησης του µητρώου b καθώς και των υπόλοιπων 
µητρώων και διανυσµάτων που σχετίζονται µε αυτό. Το µητρώο συνδιασπορών c κανονικοποιείται 
εισάγοντας το διαγώνιο µητρώο: 

 h = diag (1/ c11 , …, 1/ cmm ) (3.79) 

έτσι ώστε: 

 c´ = h c h  (3.80) 

Με τον τρόπο αυτό, όλα τα διαγώνια στοιχεία του µητρώου c´είναι µοναδιαία, ενώ τα µη διαγώνια 
στοιχεία λαµβάνουν τιµές στο διάστηµα [–1, 1]. Σηµειώνεται ότι η τελευταία υπόθεση µπορεί να 
παραβιάζεται οριακά εφόσον το µητρώο aτ έχει οριστεί µέσω της (3.56). Εάν τεθεί: 

 b´ = h b (3.81) 

τότε η εξίσωση (3.77) γράφεται στην ισοδύναµη µορφή: 

 b´b´T = c´ (3.82) 

Ορίζεται ακόµη το διάνυσµα: 

 φ = ξV (3.83) 

εφόσον το µητρώο b αναφέρεται στο µοντέλο SMA ή 

 φ = h(3) { }µ3[Xτ] – aτ(3) µ3[Xτ – 1]   (3.84) 

εφόσον το b αναφέρεται στο µοντέλο PAR(1). Τότε οι σχέσεις (3.46) και (3.53) γράφονται: 

 ξ = (b´(3))– 1φ (3.85) 

Τα µητρώα h και c´ καθώς και το διάνυσµα φ είναι γνωστά, ενώ τα ξ και b´πρέπει να προσδιοριστούν. 
∆εδοµένου ότι η εξίσωση (3.82) δεν έχει πάντοτε λύση, εισάγεται το µητρώο διαφορών: 

 d = b´b´T – c´ (3.86) 

τα στοιχεία του οποίου πρέπει να είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στο µηδέν. Η απαίτηση εκφράζεται 
µαθηµατικά ως ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης, ήτοι: 

 minimize ||d||2 = ∑
i = 1

m
 ∑
j = 1

m
 dij

2  (3.87) 

όπου ο τελεστής ||.|| εκφράζει τη νόρµα του µητρώου d. 

Στο παραπάνω πρόβληµα, τίθεται η επιπρόσθετη απαίτηση όλα τα διαγώνια στοιχεία του d να είναι 
ακριβώς µηδέν. Με τον τρόπο αυτό δίνεται µεγαλύτερο βάρος στη διατήρηση των δειγµατικών 
διασπορών έναντι των συνδιασπορών. Εάν οριστεί το διαγώνιο µητρώο: 

 d* = diag (d11, …, dmm) (3.88) 

στο πρόβληµα βελτιστοποίησης (3.87) εισάγεται ο περιορισµός: 

 ||d*||2 = 0 (3.89) 

Ένας δεύτερος περιορισµός του προβλήµατος σχετίζεται µε τους συντελεστές ασυµµετρίας ξ των 
τυχαίων µεταβλητών V, οι οποίοι υπολογίζονται από την (3.85). Με βάση τα όσα αναφέρθηκαν στην 
ενότητα 3.7.1, αυτοί θα πρέπει να διατηρούνται όσο το δυνατόν πιο χαµηλοί. Αποδεικνύεται ότι 
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(Wallis et al., 1974· Kirby, 1974) ο συντελεστής ασυµµετρίας ενός πεπερασµένου δείγµατος µήκους k 
περιορίζεται στο εύρος – ξub και ξub, όπου: 

 ξub = 
k – 2
k – 1 

 ≈ k  (3.90) 

Στην πραγµατικότητα, µια ακολουθία συνθετικών τιµών έχει ασυµµετρία ίση µε ± ξub µόνο εφόσον 
όλοι οι όροι της πλην ενός είναι ίσοι. Είναι προφανές ότι µια τέτοια ακολουθία δεν µπορεί να είναι 
αποδεκτή, οπότε πρέπει να τεθεί µια µέγιστη ασυµµετρία ξacc < ξub. Εφόσον ο περιορισµός ισχύει για 
όλες τις µεταβλητές Vl (l = 1, …, m) τίθεται η απαίτηση: 

 max {|ξl|, l = 1, …, n } ≤ ξacc (3.91) 

Ο µαθηµατικός χειρισµός του περιορισµού (3.91) σε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης είναι ιδιαίτερα 
δυσχερής. Για το λόγο αυτό ορίζεται η νόρµα: 

 ||ξ||p = 
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

∑
l = 1

m

 |ξl| p  
1/p

 (3.92) 

η οποία τείνει στο µέγιστο των |ξl| όταν p → ∞. Κατά συνέπεια, η απαίτηση (3.91) αντικαθίσταται από 
τον µαθηµατικό περιορισµό: 

 ||ξ||p2
 ≤ ξacc

2 (3.93) 

όπου ξacc = 0.5ξub. Η τιµή του p πρέπει να είναι ζυγός ακέραιος αριθµός, έτσι ώστε να µην απαιτείται η 
χρήση απόλυτων τιµών. Μετά από διερεύνηση, ο Koutsoyiannis (1999) προτείνει την τιµή p = 8. Οι 
περιορισµοί (3.89) και (3.93) εισάγονται στην αντικειµενική συνάρτηση (3.87) ως όροι ποινής. Η 
τελική διατύπωση του προβλήµατος βελτιστοποίησης είναι: 

 minimize θ2(b´) = 
λ1
m2 ||d(b´)||2 + 

λ2
m ||d*(b´)||2 + λ3 ||ξ(b´)||p2 (3.94) 

όπου λ1, λ2 και λ3 συντελεστές βάρους, µε τυπικές τιµές λ1 = 1, λ2 = 103 και λ3 = 10– 3 ως 10– 6. Οι 
συντελεστές λ1 και λ2 διαιρούνται µε το πλήθος των µη µηδενικών στοιχείων των µητρώων d και d*, 
τα οποία είναι m2 και m, αντίστοιχα. 

Η συνάρτηση (3.94) είναι έντονα µη γραµµική, γεγονός που δυσχεραίνει σηµαντικά της διαδικασία 
εντοπισµού της βέλτιστης τιµής αυτής, καθώς ο χώρος αναζήτησης είναι εξαιρετικά τραχύς και 
παρουσιάζει πολλά τοπικά ακρότατα. Η δυσχέρεια του προβλήµατος εντείνεται όσο αυξάνει η 
διάσταση m του µητρώου, ήτοι το πλήθος των µεταβλητών των οποίων ζητείται η ταυτόχρονη 
στοχαστική προσοµοίωση. Ο Ευστρατιάδης (2001), επιχειρώντας να επιλύσει το πρόβληµα (3.94) µε 
τις πλέον καταξιωµένες τεχνικές ολικής βελτιστοποίησης, οι οποίες θεωρούνται κατάλληλες για την 
αναζήτηση ακροτάτων σε µη οµαλούς χώρους, διαπίστωσε ότι η εύρεση µιας ικανοποιητικής 
προσέγγισης του µητρώου b απαιτεί απαγορευτικά µεγάλο πλήθος δοκιµών. 

Για τον λόγο αυτόν ακολουθήθηκε µια εναλλακτική προσέγγιση, που αν και δεν εγγυάται την εύρεση 
του ολικά βέλτιστου µητρώου b, εξασφαλίζει µια ικανοποιητική λύση απαιτώντας σαφώς λιγότερο 
υπολογιστικό φόρτο. Πρόκειται για την λεγόµενη µέθοδο πολλαπλών εκκινήσεων (multistart), βάσει 
της οποίας εφαρµόζεται µια τεχνική αναζήτησης τοπικών ακρότατων, που ξεκινώντας από 
διαφορετικά, τυχαία επιλεγµένα σηµεία εκκίνησης µπορεί να εντοπίσει διάφορα τοπικά ακρότατα και 
να θεωρήσει ως προσέγγιση της ολικά βέλτιστης λύσης το καλύτερο εξ αυτών (Rubinstein, 1986). Για 
να εξασφαλιστεί όσο το δυνατόν πιο γρήγορος εντοπισµός των τοπικών ακροτάτων, επιλέχθηκε η 
µέθοδος των συζυγών κλίσεων, για την οποία έχει γίνει ήδη αναφορά στην ενότητα 3.3.2. Η εν λόγω 
µέθοδος βασίζει την ταχύτητά της στην χρήση των παραγώγων της αντικειµενικής συνάρτησης και 
την εφαρµογή των θεµελιωδών αρχών του διαφορικού λογισµού. Συνεπώς, για να µπορεί να 
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εφαρµοστεί η µέθοδος στο πρόβληµα βελτιστοποίησης (3.94), απαιτείται η αναλυτική έκφραση της 
παραγώγου της συνάρτησης θ2(b´), η οποία δίνεται από τον Koutsoyiannis (1999). 

Με επέκταση του συµβολισµού των παραγώγων διανυσµατικών συναρτήσεων, στην περίπτωση που 
το x είναι τετραγωνικό µητρώο διαστάσεων m × m, γράφουµε: 

 
df
dx = 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤∂f

 ∂x11

∂f
 ∂x12

…
∂f

 ∂x1m

∂f
 ∂x21

∂f
 ∂x22

…
∂f

 ∂x2m

. . . .

. . . .

∂f
 ∂xm1

∂f
 ∂xm2

…
∂f

 ∂xmm

 (3.95) 

Με βάση τον παραπάνω συµβολισµό, αποδεικνύεται ότι οι µερικές παράγωγοι της (3.94) δίνονται από 
τις σχέσεις: 

 
d||d||2
db´  = 4d b´ (3.96) 

 
d||d*||2

db´  = 4d* b´ (3.97) 

 
d||ξ||p2

db´  = – 6||ξ||p2 – p w (3.98) 

όπου w µητρώο διαστάσεων m × m µε στοιχεία: 

 wij = b΄ij2 ξj ψi (3.99) 

και ψ διάνυσµα, το οποίο ορίζεται ως: 

 ψ = { }(b´ (3))– 1 Τ ξ (p – 1) (3.100) 

Συνεπώς, το µητρώο των µερικών παραγώγων της θ2 ως προς τις άγνωστες παραµέτρους b΄ij είναι: 

 
dθ2

db´ = 
4λ1
m2  d b´ + 

4λ2
m  d* b´ – 6λ3 ||ξ||p2 – p w (3.101) 

3.8 Παραγωγή τυχαίων αριθµών 

3.8.1 Επιλογή συνάρτησης κατανοµής τυχαίων µεταβλητών 

Η εφαρµογή ενός στοχαστικού µοντέλου απαιτεί την παραγωγή τυχαίων αριθµών που ακολουθούν 
µια συγκεκριµένη κατανοµή πιθανοτήτων, η επιλογή της οποίας είναι άµεσα εξαρτηµένη από τα 
περιθώρια στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος. 

Για την προσοµοίωση των τυχαίων όρων W και V του ετήσιου και µηνιαίου σχήµατος γέννησης, 
αντίστοιχα, χρησιµοποιείται η κατανοµή γάµα τριών παραµέτρων (γνωστή και ως κατανοµή Pearson 
III), η οποία είναι από τις πιο διαδεδοµένες στατιστικές κατανοµές της τεχνικής υδρολογίας. Το 
γεγονός ότι είναι θετικά ασύµµετρη και ορίζεται µόνο για θετικές τιµές της µεταβλητής την κάνει 
συµβατή µε τις πιο χαρακτηριστικές υδρολογικές διεργασίες, όπως είναι οι µηνιαίες και ετήσιες 
βροχοπτώσεις και απορροές. Στο εδάφιο 3.8.2 ορίζονται τα χαρακτηριστικά της κατανοµής, ενώ στο 
εδάφιο 3.8.3 περιγράφονται οι αλγόριθµοι που χρησιµοποιούνται για την παραγωγή τυχαίων αριθµών. 
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3.8.2 Η κατανοµή γάµα τριών παραµέτρων 

Στη γενικότερη περίπτωση, η κατανοµή γάµα ορίζεται από τρεις παραµέτρους, ήτοι την παράµετρο 
θέσης c, την παράµετρο κλίµακας λ > 0 και την παράµετρο σχήµατος κ > 0. Η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας της κατανοµής είναι (Κουτσογιάννης, 1997, σ. 151): 

 fx(x) = 
λκ
Γ(κ) (x – c) κ – 1 e – λ (x – c) (3.102) 

όπου Γ() η συνάρτηση γάµα, που ορίζεται ως το ολοκλήρωµα: 

 Γ(α) = ⌡⌠
0

∞

 yα – 1 e– y dy  (3.103) 

για α > 0. Οι παράµετροι της κατανοµής, εκτιµώµενες µε την µέθοδο των ροπών, είναι: 

 κ = 
4
ξΧ2 λ = 

κ
sΧ c = µΧ – 

κ
λ  (3.104) 

όπου µΧ η µέση τιµή, sΧ η τυπική απόκλιση και ξΧ ο συντελεστής ασυµµετρίας του δείγµατος. 

Η παράµετρος θέσης c, η οποία αποτελεί το κάτω όριο της µεταβλητής x, επιτρέπει την καλύτερη 
προσαρµογή της κατανοµής στα δεδοµένα. 

Το σχήµα της κατανοµής εξαρτάται από την τιµή της παραµέτρου σχήµατος κ. Για πολύ µεγάλες τιµές 
του κ (> 15 - 30) η κατανοµή γάµα προσεγγίζει την κανονική. Για κ = 1 η κατανοµή ταυτίζεται µε την 
εκθετική. Για ακέραιο κ η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής (που είναι γνωστή και 
ως κατανοµή Erlang) είναι: 

 fx(x) = 
λκ

(κ – 1)! (x – c) κ – 1 e – λ (x – c) (3.105) 

Αποδεικνύεται ότι η τυχαία µεταβλητή x που ακολουθεί κατανοµή Erlang προκύπτει ως άθροισµα κ 
τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν εκθετική κατανοµή. 

Η κατανοµή γάµα είναι κλειστή ως προς την πρόσθεση. Κατά συνέπεια το άθροισµα δυο ανεξάρτητων 
µεταβλητών x1, x2 που ακολουθούν κατανοµές γάµα µε κοινή παράµετρο κλίµακας λ και παραµέτρους 
σχήµατος κ1 και κ2 αντίστοιχα, ακολουθεί επίσης κατανοµή γάµα, µε παραµέτρους λ και κ1 + κ2. 

3.8.3 Γεννήτριες τυχαίων αριθµών κατανοµής γάµα  

Έστω η τυχαία µεταβλητή x η οποία ακολουθεί κατανοµή γάµα, µε παραµέτρους κ > 0, λ > 0 και c. 
Με βάση την προσθετική ιδιότητα της κατανοµής γάµα, θεωρούµε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές x1 και 
x2 µε κοινή παράµετρο κλίµακας λ και παραµέτρους σχήµατος κ1 = Int(κ) και κ2 = Trunc(κ) 
αντίστοιχα. Ο τελεστής Int() υποδηλώνει το ακέραιο µέρος του αριθµού, ενώ ο τελεστής Trunc() το 
δεκαδικό του µέρος. Για την παραγωγή των τυχαίων αριθµών x1 και x2, και ανάλογα µε την τιµή της 
παραµέτρου κ, εφαρµόζονται διαφορετικοί αλγόριθµοι, που περιγράφονται αναλυτικά στην συνέχεια. 

α) Γεννήτρια τυχαίων αριθµών κατανοµής γάµα µε ακέραιο κ 

Η γέννηση τυχαίων αριθµών που ακολουθούν κατανοµή Erlang µε ακέραιο κ1 και λ > 0 γίνεται µέσω 
της σχέσης: 

 x = – λ ln 
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞∏

i = 1

κ1

 ui  (3.106) 

όπου ui τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0, 1). Η απόδειξη 
βασίζεται στο θεώρηµα ότι η τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί κατανοµή Erlang ισούται µε το 
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άθροισµα κ τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν εκθετική κατανοµή. Πράγµατι, η σχέση (3.106) 
µπορεί να γραφεί ως: 

 x = ∑
i = 1

κ1

 xi  = ∑
i = 1

κ1

 – λ ln ui  (3.107) 

Η συνάρτηση της εκθετικής κατανοµής είναι: 

 Fx(x) =1 – e – λ x (3.108) 

Αντιστρέφοντας ως προς x προκύπτει: 

 x = – λ ln (1 – u) (3.109) 

Εφόσον η τυχαία µεταβλητή u΄ = 1 – u ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή, η µεταβλητή 

 x = – λ ln u΄ (3.110) 

ακολουθεί εκθετική κατανοµή. 

β) Γεννήτρια τυχαίων αριθµών κατανοµής γάµα µε δεκαδικό κ 

Στην περίπτωση κατά την οποία 0 < κ < 1, εφαρµόζονται δύο εναλλακτικές διαδικασίες. Η πρώτη και 
απλούστερη βασίζεται στην µέθοδο του Whittaker (1972), και περιλαµβάνει τα ακόλουθα βήµατα: 

Βήµα 1ο: Γεννώνται οι τυχαίοι αριθµοί v και r, που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 
(0, 1). 

Βήµα 2ο: Υπολογίζονται οι τιµές a = v1 / κ και b = r – 1 / κ. 

Βήµα 3ο: Ελέγχεται αν a + b ≤ 1. Στην περίπτωση που αυτό δεν συµβαίνει, επαναλαµβάνονται τα 
βήµατα 1 και 2. 

Βήµα 4ο: Υπολογίζεται η τιµή: 

 x = c – 
1
λ 

a
a + b ln u (3.111) 

όπου u τυχαίος, οµοιόµορφος αριθµός.  

Η δεύτερη διαδικασία γέννησης τυχαίων αριθµών (Koutsoyiannis and Manetas, 1996) βασίζεται στην 
πιθανοτική µέθοδο της απόρριψης (Papoulis, 1991). Η εν λόγω µέθοδος είναι κατάλληλη για µη 
αντιστρέψιµες συναρτήσεις κατανοµής Fx(x). Η γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου φαίνεται στο 
Σχήµα 3.7. Έστω ότι ορίζεται µια συνάρτηση κατανοµής Gx(x) που είναι αντιστρέψιµη και περιβάλλει 
την Fx(x), δηλαδή Gx(x) ≥ Fx(x) για κάθε x. Επειδή η Gx(x) είναι συνάρτηση κατανοµής ισχύει 0 ≤ 
Gx(x) ≤ 1. Ο λόγος: 

 r(x) = 
Fx(x)
Gx(x) ≤ 1 (3.112) 

αποτελεί µέτρο του πόσο καλά προσεγγίζει η Gx(x) την αρχική συνάρτηση Fx(x). 
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Gx(x)
Fx(x)

x = G - 1(v)

v

y = 1

r(x) = P [x = F - 1(v)] 
umax

Gx(x)
Fx(x)

x = G - 1(v)

v

y = 1

r(x) = P [x = F - 1(v)] 
umax

 
Σχήµα 3.7: Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου απόρριψης ως προσεγγιστικής γεννήτριας τυχαίων 

αριθµών από µια µη αντιστρέψιµη κατανοµή, Fx(x). 
 
Η γέννηση ενός τυχαίου αριθµού x που ακολουθεί κατανοµή Fx(x) γίνεται ως εξής: 

Βήµα 1ο: Παράγονται δύο τυχαίοι αριθµοί v και u, που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή στο 
διάστηµα (0, 1). 

Βήµα 2ο: Τίθεται v = Gx(x) και υπολογίζεται η αντίστροφη τιµή της συνάρτησης, x = Gx
– 1(v). 

Βήµα 3ο: Από την (3.112) υπολογίζεται η τιµή r(x), η οποία εκφράζει την πιθανότητα του γεγονότος 
ο αριθµός x να ακολουθεί κατανοµή Fx(x). 

Βήµα 4ο: Αν u ≤ r(x) η τιµή x γίνεται δεκτή, διαφορετικά η µέθοδος επαναλαµβάνεται από την αρχή. 

Η εφαρµογή της µεθόδου για την παραγωγή τυχαίων αριθµών γάµα κατανοµής έχει ως εξής: Έστω 
g(x) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Gx(x), η οποία ορίζεται ως: 

 g(x) = 
⎩⎪
⎨
⎪⎧β (x – c) κ – 1 c ≤ x ≤ h
β γ e  – λ (x – c) x > h

 (3.113) 

όπου β, γ σταθεροί συντελεστές και h αριθµός µεγαλύτερος του c. Από την απαίτηση συνέχειας της 
g(x) για x = h προκύπτει: 

 γ = (h – c) κ – 1 e λ (h – c)  (3.114) 

Εφόσον η g(x) είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας πρέπει: 

 ⌡⌠
c

∞

g(x) dx = 1 (3.115) 

απ’ όπου προκύπτει: 

 β = 
κ

(h – c) κ – 1 (h – c + κ / λ) (3.116) 

Τότε η συνάρτηση κατανοµής της g(x) είναι: 

 G(x) = 

⎩
⎨
⎧ h – c

h – c + κ / λ ⎝
⎛

⎠
⎞x – c

h – c  
κ

c ≤ x ≤ h

1 – 
κ / λ 

h – c + κ / λ e
  – λ (x – c) x > h

 (3.117) 
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Η αντίστροφη της G(x) είναι: 

  x(G) = 

⎩⎪
⎨
⎪⎧⎣⎡ ⎦

⎤h – c + κ / λ
h – c  G  

1 / κ
(h – c) + c 0 ≤ G ≤ 

h – c
h – c + κ / λ

– 
1
λ ln ⎣

⎡
⎦
⎤(1 – G) 

h – c + κ / λ
κ / λ  + h G > 

h – c
h – c + κ / λ

 (3.118) 

Ορίζεται η συνάρτηση: 

 r(x) = α 
f(x)
g(x) (3.119) 

όπου α µια σταθερή ποσότητα τέτοια ώστε max[r(x)] = 1. Μετά από πράξεις προκύπτει: 

 r(x) = 
⎩⎪
⎨
⎪⎧e  – λ (x – c) c ≤ x ≤ h

e  – λ (x – c) ⎝
⎛

⎠
⎞x – c

h – c  
κ – 1

x > h
 (3.120) 

Για απλούστευση της διαδικασίας, η παράµετρος h εξισώνεται µε τη µέση τιµή του x, δηλαδή: 

 h = c + 
κ
λ (3.121) 

γ) Γεννήτρια τυχαίων αριθµών κατανοµής γάµα µε κ > 30 

Στην περίπτωση αυτή η κατανοµή προσεγγίζεται από την κανονική, µε µέση τιµή µ = κ / λ και τυπική 
απόκλιση σ = κ / λ. Η γέννηση τυχαίων αριθµών που ακολουθούν κανονική κατανοµή γίνεται µέσω 
της σχέσης: 

 x = µ + σ 2π u1 – 2 ln u2 (3.122) 

όπου u1 και u2 διαδοχικοί όροι ακολουθίας αριθµών που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή. 

3.8.4 Προσαρµογή για παραγωγή αρνητικών ασυµµετριών 

Η κατανοµή γάµα, µε παραµέτρους που ορίζονται µε βάση τις σχέσεις (3.104), είναι πάντοτε θετικά 
ασύµµετρη. Στην περίπτωση που ο δειγµατικός συντελεστής ασυµµετρίας ξΧ είναι αρνητικός, οι 
παράµετροι της κατανοµής υπολογίζονται ως: 

 κ = – 
4
ξΧ2 λ = 

κ
sΧ c = – µΧ + 

κ
λ  (3.123) 

Για την παραγωγή τυχαίων αριθµών που ακολουθούν αρνητικά ασύµµετρη κατανοµή γάµα, µπορούν 
να χρησιµοποιηθούν οι ίδιες γεννήτριες µε προηγουµένως, θέτοντας κ = |κ| και αλλάζοντας το 
πρόσηµο της τιµής του τελικού αποτελέσµατος. 

Σηµειώνεται ότι αρνητικές ασυµµετρίες εµφανίζονται αρκετά συχνά στις τυχαίες µεταβλητές W και 
V, παρόλο που, κατά κανόνα, οι πρωτογενείς µεταβλητές που αναφέρονται σε υδρολογικές διεργασίες 
έχουν θετική ασυµµετρία. 
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4 Σχεδιασµός υπολογιστικού συστήµατος 

4.1 ∆οµή και συνιστώσες του συστήµατος 
Η «Κασταλία», ανάλογα µε την µεθοδολογία µεταγλώττισης (compiling), µπορεί να αποτελέσει 
υποσύστηµα (module) του λογισµικού συστήµατος «Υδρογνώµων» από το οποίο τροφοδοτείται µε 
στοιχεία ιστορικών χρονοσειρών είτε να αποτελέσει αυτόνοµο λογισµικό σύστηµα το οποίο µπορεί να 
λειτουργήσει µε αυτόνοµα αρχεία κειµένου (Text files) χρονοσειρών είτε σε συνεργασία µε λογιστικά 
φύλλα τύπου Excel είτε και σε συνεργασία µε την κεντρική βάση δεδοµένων. 

Οι λειτουργίες που επιτελεί το πρόγραµµα σε αυτόνοµη µορφή είτε ως υποσύστηµα του 
Υδρογνώµονα είναι: 

• Ανάκτηση ιστορικών και διαχείριση συνθετικών χρονοσειρών·  
• Υπολογισµός στατιστικών χαρακτηριστικών ιστορικών δεδοµένων και εκτίµηση παραµέτρων 

στοχαστικών µοντέλων· 
• Γέννηση ετήσιων και µηνιαίων συνθετικών χρονοσειρών σε µία ή περισσότερες θέσεις· 
• Παρουσίαση υπό µορφή πινάκων και γραφηµάτων των χρονοσειρών, των στατιστικών µεγεθών 

τους και των παραµέτρων του µοντέλου. 

Στην Κασταλία διατίθενται αναλυτικές οδηγίες χρήσης σε ηλεκτρονική µορφή, οι οποίες δίνονται σε 
αντίστοιχο τεύχος καθώς και σε µορφή ηλεκτρονικής βοήθειας (online help). 

Η βασική οντότητα της Κασταλίας είναι το υδρολογικό σενάριο, δηλαδή το σύνολο των δεδοµένων 
και πληροφοριών που συνιστούν ένα πλήρες πρόβληµα σύνθεσης χρονοσειρών. Κάθε σενάριο 
περιλαµβάνει µία τουλάχιστον µεταβλητή, η οποία αναφέρεται σε συγκεκριµένη υδρολογική 
διεργασία και σε συγκεκριµένη γεωγραφική οντότητα (π.χ. απορροή ταµιευτήρα). Κάθε µεταβλητή 
µπορεί να αναφέρεται το πολύ σε µία ιστορική χρονοσειρά, ενώ αντίθετα µια χρονοσειρά µπορεί να 
αντιστοιχεί σε περισσότερες από µία µεταβλητές, υπό την προϋπόθεση ότι κάθε µία ανήκει σε 
διαφορετικό σενάριο. Τέλος, σε κάθε µεταβλητή αντιστοιχεί µία ή περισσότερες συνθετικές 
χρονοσειρές. 

Στο Σχήµα 4.1 απεικονίζονται η αρχιτεκτονική δοµή και οι συνιστώσες (υποσυστήµατα) της 
Κασταλίας. Η βάση δεδοµένων από την οποία η Κασταλία µπορεί να ανακτήσει δεδοµένα ή να εξάγει 
αποτελέσµατα είναι η κεντρική βάση «Υδρία». Το πρόγραµµα αποτελείται από πέντε υποσυστήµατα, 
οι λειτουργίες των οποίων περιγράφονται στη συνέχεια της ενότητας. 
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Βάση δεδοµένων

Υποσύστηµα
µαθηµατικών
επεξεργασιών

Υποσύστηµα
ανάκτησης και
αποθήκευσης
δεδοµένων

Υποσύστηµα
οργάνωσης
δεδοµένων

Υποσύστηµα γέννησης
συνθετικών χρονοσειρών

Υποσύστηµα
παρουσίασης
αποτελεσµάτων

Υδρολογικό
σενάριο

Τροποποιήσεις

Παράµετροι σεναρίου,
ιστορικές χρονοσειρές

Παράµετροι
στοχαστικού
µοντέλου

Συνθετικές
χρονοσειρές

Χρονοσειρές, παράµετροι,
στατιστικά χαρακτηριστικά

Συνθετικές
χρονοσειρές

Βάση δεδοµένων

Υποσύστηµα
µαθηµατικών
επεξεργασιών

Υποσύστηµα
ανάκτησης και
αποθήκευσης
δεδοµένων

Υποσύστηµα
οργάνωσης
δεδοµένων

Υποσύστηµα γέννησης
συνθετικών χρονοσειρών

Υποσύστηµα
παρουσίασης
αποτελεσµάτων

Υδρολογικό
σενάριο

Τροποποιήσεις

Παράµετροι σεναρίου,
ιστορικές χρονοσειρές

Παράµετροι
στοχαστικού
µοντέλου

Συνθετικές
χρονοσειρές

Χρονοσειρές, παράµετροι,
στατιστικά χαρακτηριστικά

Συνθετικές
χρονοσειρές

 
Σχήµα 4.1: Αρχιτεκτονικός σχεδιασµός και υποσυστήµατα Κασταλίας. 

 
Σε µια τυπική σύνοδο (session), ο χρήστης είτε επιλέγει ένα υφιστάµενο υδρολογικό σενάριο είτε 
δηµιουργεί ένα νέο σενάριο. Από την κεντρική βάση δεδοµένων ανακτώνται όλες οι απαραίτητες 
πληροφορίες για την εκτέλεση µιας ολοκληρωµένης εφαρµογής, δηλαδή οι παράµετροι του 
υδρολογικού σεναρίου καθώς και οι ιστορικές χρονοσειρές στις οποίες αναφέρεται το σενάριο. Ο 
χρήστης µπορεί να τροποποιήσει τις παραµέτρους του σεναρίου, µέσω του υποσυστήµατος 
οργάνωσης δεδοµένων. Μετά την ανάκτηση των δεδοµένων ή τις τροποποιήσεις τους, το πρόγραµµα 
εκτελεί διάφορες µαθηµατικές επεξεργασίες για την εκτίµηση των παραµέτρων του στοχαστικού 
µοντέλου. Στη συνέχεια ο χρήστης µπορεί να ζητήσει την γέννηση συνθετικών χρονοσειρών και να 
οπτικοποιήσει τα δεδοµένα και τα στατιστικά τους χαρακτηριστικά, µέσω του υποσυστήµατος 
παρουσίασης αποτελεσµάτων. Μετά το πέρας της συνόδου, οι συνθετικές χρονοσειρές µπορούν να 
αποθηκευτούν στη βάση δεδοµένων, ώστε να είναι διαθέσιµες από άλλες εφαρµογές, όπως ο 
«Υδρονοµέας» και το µοντέλο προσοµοίωσης «Υδρόγειος». Σηµειώνεται ότι σε κανένα στάδιο του 
προγράµµατος δεν απαιτείται επέµβαση του χρήστη στα στοιχεία της βάσης, καθώς η διαχείριση των 
δεδοµένων πραγµατοποιούνται αποκλειστικά µέσω του προγράµµατος. 

4.1.1 Υποσύστηµα ανάκτησης και αποθήκευσης δεδοµένων 

Μέσω του υποσυστήµατος ανάκτησης και αποθήκευσης, εξασφαλίζεται η επικοινωνία του 
προγράµµατος µε την κεντρική βάση δεδοµένων. Μετά την εκκίνηση κάθε συνόδου, ανακτώνται όλες 
οι απαιτούµενες πληροφορίες από την βάση, δηλαδή οι παράµετροι του υδρολογικού σεναρίου και 
των µεταβλητών του καθώς και οι ιστορικές χρονοσειρές, οι οποίες µεταφέρονται στην εσωτερική 
µνήµη του προγράµµατος. Σηµειώνεται ότι επιλέξιµες χρονοσειρές του προγράµµατος είναι όλα τα 
επεξεργασµένα ιστορικά δείγµατα που υπάρχουν στην βάση, µε µοναδική προϋπόθεση να είναι 
µηνιαίου χρονικού βήµατος. Καθ' όλη τη διάρκεια εκτέλεσης της συνόδου, το σύνολο των 
υπολογιστικών διαδικασιών που αφορούν ανάγνωση και τροποποίηση δεδοµένων πραγµατοποιούνται 
στη µνήµη του προγράµµατος, το οποίο καθίσταται ανεξάρτητο από τη βάση. Μετά το πέρας της 
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συνόδου, τα τροποποιηµένα δεδοµένα του υδρολογικού σεναρίου (παράµετροι σεναρίου και 
συνθετικές χρονοσειρές), µπορούν να αποθηκευτούν στην βάση µέσω µιας αντίστροφης διαδικασίας. 

4.1.2 Υποσύστηµα οργάνωσης δεδοµένων 

Το υποσύστηµα οργάνωσης δεδοµένων, το οποίο αποτελεί το µέσο επικοινωνίας του προγράµµατος 
µε τον χρήστη, επιτελεί τις ακόλουθες λειτουργίες: 

• Επιλογή υφιστάµενου υδρολογικού σεναρίου ή ορισµός νέου σεναρίου· 
• Ορισµός ή τροποποίηση παραµέτρων υδρολογικού σεναρίου· 
• Ορισµός ή τροποποίηση παραµέτρων υδρολογικών µεταβλητών. 

Όλες οι επεµβάσεις του χρήστη ελέγχονται, έτσι ώστε να εµποδίζεται η εισαγωγή µη συµβατών 
δεδοµένων και να εξασφαλίζεται η απρόσκοπτη λειτουργία του προγράµµατος. Ο έλεγχος 
περιλαµβάνει δύο συνιστώσες: (α) έλεγχο συµβατότητας του τύπου των εισαγόµενων στοιχείων (π.χ., 
απαγόρευση καταχώρησης πραγµατικών τιµών σε ακέραιες µεταβλητές) και (β) έλεγχο αριθµητικών 
ορίων (π.χ. απαγόρευση ορισµού µήκους χρονοσειράς µεγαλύτερου από 10000 έτη). 

4.1.3 Υποσύστηµα µαθηµατικών επεξεργασιών 

Τα υποσύστηµα µαθηµατικών επεξεργασιών επιτελεί τις ακόλουθες λειτουργίες: 

• Στατιστική ανάλυση ιστορικών χρονοσειρών, ήτοι υπολογισµός ουσιωδών στατιστικών 
χαρακτηριστικών δειγµάτων και προσαρµογή στατιστικών κατανοµών· 

• Εκτίµηση παραµέτρων µοντέλων· 
• Υπολογισµός στατιστικών χαρακτηριστικών συνθετικών χρονοσειρών. 

Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης των υπολογισµών, που ανάλογα µε την περίπτωση µπορεί να φτάσουν 
και τα µερικά λεπτά της ώρας, όλες οι επιλογές του προγράµµατος παραµένουν ανενεργές. Ανά τακτά 
διαστήµατα, ο χρήστης ενηµερώνεται για το είδος των επεξεργασιών που πραγµατοποιούνται, µέσω 
της κύριας φόρµας του προγράµµατος. 

4.1.4 Υποσύστηµα γέννησης χρονοσειρών 

Η γέννηση συνθετικών χρονοσειρών ετήσιου και µηνιαίου χρονικού βήµατος συνιστά την κύρια 
λειτουργία του προγράµµατος. Οι χρονοσειρές, οι οποίες αναφέρονται σε µία ή περισσότερες θέσεις, 
παράγονται ανά οµάδες ίσου µήκους. Κάθε οµάδα διαφοροποιείται ως προς τις τιµές της τυχαίας 
συνιστώσας του στοχαστικού σχήµατος γέννησης. 

Ο χρήστης µπορεί να επιλέξει µεταξύ δύο τρόπων γέννησης χρονοσειρών: (α) προσοµοίωση µόνιµης 
κατάστασης, ή (β) πρόγνωση µε δεδοµένες αρχικές συνθήκες. Η πρώτη περίπτωση συνίσταται στην 
παραγωγή χρονοσειρών µεγάλου, κατά κανόνα, µήκους, µε τυχαίες αρχικές συνθήκες, που 
χρησιµοποιούνται για την µακροχρόνια προσοµοίωση των συστηµάτων υδατικών πόρων. Αντίθετα, η 
δεύτερη περίπτωση συνίσταται στη γέννηση πολλαπλών σειρών µικρού µήκους, µέσω του σχήµατος 
στοχαστικής πρόγνωσης (βλ. 3.6), που χρησιµοποιούνται για καταληκτική προσοµοίωση. 

4.1.5 Υποσύστηµα παρουσίασης αποτελεσµάτων 

Τα δεδοµένα που ανακτώνται από τη βάση και τα αποτελέσµατα των πάσης φύσεως επεξεργασιών 
οπτικοποιούνται υπό µορφή πινάκων και γραφηµάτων. Συγκεκριµένα, υπό µορφή πινάκων 
παρουσιάζονται: 

• οι τιµές των ιστορικών και οι συνθετικών χρονοσειρών· 
• τα ουσιώδη στατιστικά χαρακτηριστικά των ιστορικών και συνθετικών χρονοσειρών· 
• οι παράµετροι των στοχαστικών µοντέλων για τις ετήσιες και µηνιαίες µεταβλητές· 
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• τα στατιστικά µεγέθη των τυχαίων όρων των ετήσιων και µηνιαίων µεταβλητών. 

Υπό µορφή γραφηµάτων απεικονίζονται: 

• τα ετήσια και µηνιαία στατιστικά χαρακτηριστικά του ιστορικού δείγµατος και των συνθετικών 
χρονοσειρών (µέσες τιµές, τυπικές αποκλίσεις, συντελεστές ασυµµετρίας, συντελεστές 
αυτοσυσχέτισης πρώτης τάξης, συντελεστές ετεροσυσχέτισης µηδενικής τάξης)· 

• η προσαρµογή της κανονικής και της γάµα κατανοµής στα µηνιαία και ετήσια ιστορικά δείγµατα· 
• το αυτοσυσχετόγραµµα, πραγµατικό και θεωρητικό, του ετήσιου ιστορικού δείγµατος και των 

συνθετικών χρονοσειρών· 
• το φάσµα ισχύος των ετήσιων ιστορικών δειγµάτων· 
• οι ετήσιες και µηνιαίες χρονοσειρές του ιστορικού δείγµατος και των συνθετικών χρονοσειρών. 
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